8.1

Lukujen 0 ja 100 keskiarvo on 50, joten aloitetaan kysymykselld ”Onko
luku vélilla [0, 50]?”, ja jatketaan esimerkin mukaisesti riippuen siitd, onko
vastaus kylla vai ei. Esimerkiksi jos arvattava luku olisi 23, keskustelun
kuluessa arvot a, b ja c¢ vaihtelisivat seuraavasti:

a b c Onko luku vililla [a, c]?

1. 10 100 50 Kylla

2.10 50 25 Kylla

3.10 25 12,5 Ei

4. 12,5 25 18,75 Ei

5. | 18,75 25 21,875 Ei

6. | 21,875 25 23,4375 | Kylla

7. 121,875 23,4375 | 22,65625 | FEi

8. | 22,65625 | 23,4375

Lukujen 22,65625 ja 23,4375 vilisséd on vain yksi kokonaisluku, ja se on
23.

Luku 23 16ytyy seitsemaélld kysymyksella.



8.2

Kyseessd on Eratostheneen seula, joka etsii kaikki lukua 100 pienemmiét
alkuluvut.

Kirjoita luvut 2, 3, ..., 100 taulukkoon.

Aseta a=2.

Korosta lukua 2.

Yliviivaa lukua 2 suuremmat 2:n monikerrat.

2 |3 5 7 9
11 13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
51 53 55 57 59
61 63 65 67 69
71 73 75 71 79
81 83 85 87 89
91 93 95 97 99

Aseta a:ksi pienin jdljelld oleva luku. = a = 3.
Onko 3>10?

Ei.

Korosta lukua 3.

Yliviivaa lukua 3 suuremmat 3:n monikerrat.

2 |3 5

11 13 17 19
23 25 29

31 33 35 37

41 43 47 49
53 55 59

61 65 67

71 73 77 79
83 85 89

91 95 97




Aseta a:ksi pienin jdljelld oleva luku. = a=5.
Onko 5>10?

Ei.

Korosta lukua 5.

Yliviivaa lukua 5 suuremmat 5:n monikerrat.

2 |3 5

11 13 17 19
23 29

31 33 37

41 43 47 49
53 59

61 67

71 73 77 79
83 89

91 97

Aseta a:ksi pienin jiljelld oleva luku. = a=7.
Onko 7>107?

Ei.

Korosta lukua 7.

Yliviivaa lukua 7 suuremmat 7:n monikerrat.

2 |3 5 7

11 13 17 19
23 29

31 33 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

97

Aseta a:ksi pienin jéljelld oleva luku. = a=13.
Onko 13>10?

On.

Lopetus.



8.3

4x3 +0x2 + x -3
— 3x2 —5x + 2
4x3 —3x2 +6x — 5

1. Asetetaan polynomien samanmuotoiset termit allekkain.
Jos jonkin asteen termi puuttuu, merkitddn sen kertoimeksi nolla.

2. Vihennetddn ylemmasta termistd alempi.



8.4

a) Lasketaan allekkain.

810
3908
— 452

3456

b) Lasketaan allekkain.

3908
452
111
7816 I
19540 AAL
15632 331
1766416

Vastaus
a) 3456
b) 1766 416



8.5

a) Lasketaan allekkain.

6x2—x+4
— 3x—5
6x2 —4x+9

b) Lasketaan allekkain.

6x2 —x +4
3x =5
—30x2 +5x—20

18x3 —3x2 +12x

18x3—33x2 +17x—20

Vastaus
a) 6x2—4x+9
b) 18x3 —33x+17x—20



8.6

a) Esitetddn luku 71=7-10+1 piirtdmélld 7 kymmenviivaaja 1
ykkosviiva pystysuuntaan ja luku 12 =1-10+ 2 piirtdmalla 1
kymmenviiva ja 2 ykkosviivaa vaakasuuntaa.

Satoja on 7, kymmenid 15 ja ykkosid 2.
Tulon arvoon 71-12 =700+ 150+ 2 = 852.

b) 32=3-10+2 ja 14=1-10+4.

1/l 1/
115 #— s

Satoja on 3, kymmenid 14 ja ykkosid 8.
Tulon arvo on 32-14 = 300 + 140 + 8 = 448.



©) 46=14-10+6 ja 52=5-10+2.

Satoja on 20, kymmenid 38 ja ykkosid 12.
Tulon arvo on 46-52 = 2000 + 380 + 12 = 2392.

Vastaus
a) 852
b) 448
c) 2392



8.7

a) Luvun kaksi ensimmaéistd numeroa ovat 7 - 8 =56
ja kaksi viimeisti numeroa 5% = 25.

Siis 752 = 5625.

b)

Lue kantaluvun
ensimmainen humero a.

v

Laske tulo a(a + 1).

v

Tuloksen kaksi
ensimmaista numeroa
ovat tulon a(a + 1) arvo.

v

Tuloksen kaksi viimeista
numeroa ovat 25,

Aloitus —p

Lopetus «—

Vastaus
a) 752 =5625



8.8

Esimerkiksi:

1.

2.

Vihennetddn yhtdlostd molemmilta puolilta luvut cx ja b.

Erotetaan termien ax ja cx yhteinen tekija.
Lasketaan muuttujan x kertoimen a —c¢ arvo.

. Jos a—c =0, niin jactaan yhtdlén molemmat puolet kertoimella

a—c.
—-b

Ratkaisu on x = .
a—c

Jos a—c=0 ja d—b =0, niin yhtélolla ei ole ratkaisuja.

. Jos a—c=0 ja d—b=0, niin yhtdlon toteuttavat kaikki luvut.



8.9

Maéritelldén laskimeen g(x) =+/x+1.

Lasketaan g(1) ~1,414.
1,414 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,414) ~1,554.
1,554 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,554) ~1,598.
1,598 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,598) ~1,612.
1,612 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,612) ~1,616.
1,616 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,616) ~1,617.
1,617 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan ¢(1,617) ~1,618.
1,618 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella

Lasketaan g(1,618) ~1,618.

1.

1,414 .

1,554.

1,598.

1,612.

1,616.

1,617 .

1,618 on kolmen desimaalin tarkkuudella 1,618.

Siis x ~1,618.



8.10

a) Aloitetaan piirtdmaélld harpilla ympyré, jonka keskipiste on janan
paitepiste, ja jonka sdde on janan mittainen.

Piirretddn sen jélkeen janan toiseen paitepisteeseen toinen samanlainen
ympyra.

Piirretddn ympyroiden leikkauspisteiden kautta kulkeva suora.
Tama4 suora on janan keskinormaali.




b) Piirretddn suora ja merkitéédn suoralle piste. Piirretdén harpin avulla
pisteen molemmille puolille siitd yhti kaukana olevat suoran pisteet.
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Piirretddn néihin pisteisiin ympyrét, joiden séteet ovat pisteiden vélisen
janan pituiset. Piirretddn nididen ympyroiden leikkauspisteiden kautta
kulkeva suora. Tdma suora on suoralla olevan pisteen kautta kulkeva
normaali.




¢) Piirretdén suora ja merkitddn sen ulkopuolelle piste. Piirretddn harpin
avulla pisteen molemmille puolille siitd yhtd kaukana olevat suoran
pisteet.

Piirretddn néihin pisteisiin ympyrét, joiden sdteet ovat pisteiden vélisen
janan pituiset. Piirretddn ndiden ympyroiden leikkauspisteiden kautta
kulkeva suora. Tdma suora on suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta
kulkeva normaali.




8.11

Lukujen 0 ja 200 keskiarvo on 100, joten aloitetaan kysymyksella
”Onko luku vélilla [0, 100]?”, ja jatketaan esimerkin mukaisesti riippuen
siitd, onko vastaus kylld vai ei. Esimerkiksi jos arvattava luku olisi 123,
keskustelun kuluessa arvot a, b ja ¢ vaihtelisivat seuraavasti:

a b c Onko luku vililld |[a, c]?

1. 10 200 100 Ei

2. 1100 200 150 Kylla

3.1 100 150 125 Kylld

4. | 100 125 112,5 Ei

5.1 1125 125 118,75 Ei

6. | 118,75 125 121,875 Ei

7. | 121,875 125 123,4375 | Kylla

8. | 121,875 123,4375 | 122,65625 | Ei

9. | 122,65625 | 123,4375

Lukujen 122,65625 ja 123,046875 vilissd on vain yksi kokonaisluku, ja
seon 123.

Luku 123 16ytyy kahdeksalla kysymykselld.



8.12

Asetetaan a =74 ja b=20.
Muodostetaan jakolaskun 74 : 20 jakoyhtald.

74=20-30+14

Koska r=14 eiole nolla, asetetaan a =20 ja b= 14.
Muodostetaan jakolaskun 20 : 14 jakoyhtalo.

20=14-1+6

Koska r=06 eiole nolla, asetetaan a =14 ja b=6.
Muodostetaan jakolaskun 14 : 6 jakoyhtilo.

14=6-2+2

Koska =2 eiole nolla, asetetaan a =6 ja b=2.
Muodostetaan jakolaskun 6 : 2 jakoyhtalo.

6=2-3+0
Koska r =0, niin ilmoitetaan b = 2.
Algoritmi antaa tulokseksi luvun 2.

Kyseesséd on Eukleideen algoritmi, joka méadrittdd lukujen 74 ja 20
suurimman yhteisen tekijéan.



8.13
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1. Ota jaettavan vasemmasta reunasta mukaan niin monta numeroa, etti
jakaja sisdltyy ndin muodostuvaan lukuun 27.

2. Jakaja 4 menee lukuun 27 kuusi kertaa. Merkitse luku 6
yhtésuuruusmerkin jélkeen.

3. Merkitse tulon 4 - 6 =24 arvo luvun 27 alle.
4. Laske erotus 27 —24 = 3.
5. Pudota luvun 3 rinnalle seuraava vapaa luku 6.

6. Jakaja 4 menee lukuun 36 yhdeksén kertaa. Merkitse luku 9
tulokseen luvun 6 rinnalle.

7. Merkitse tulon 4 - 9=36 arvo luvun 36 alle.
8. Laske erotus 36 —-36=0.

9. Jakojdannokseksi tulee nolla, joten jako menee tasan.
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1. Merkitse jakaja 4 jakokulman eteen ja jacttava 276 jakokulman
sisépuolelle.

2. Jakaja 4 menee lukuun 27 kuusi kertaa. Merkitse luku 6 luvun 7
ylapuolelle.

3. Merkitse tulon 4 - 6 =24 arvo luvun 27 alle.
4. Laske erotus 27 — 24 =3,
5. Pudota luvun 3 rinnalle seuraava vapaa luku 6.

6. Jakaja 4 menee lukuun 36 yhdeksin kertaa. Merkitse luku 9
tulokseen luvun 6 rinnalle.

7. Merkitse tulon 4 - 9 =36 arvo luvun 36 alle.
8. Laske erotus 36 —36 =0.

9. Jakojdanndkseksi tulee nolla, joten jako menee tasan.



8.14

a) Esitetddn luku 34 =3-10+4 piirtdmalld 3 kymmenviivaa ja 4
ykkosviivaa pystysuuntaan ja luku 21 =2-10+1 piirtdmalla 2
kymmenviivaa ja 1 ykkdsviiva vaakasuuntaan.

6 11

Satoja on 6, kymmenid 11 ja ykkosid 4.
Tulon arvo on 34-21=600+110+4 = 714.

b) Esitetdén luku 321 =3-100+2-10+1 piirtdmélld 3 sataviivaa, 2
kymmenviivaa ja 1 ykkdsviiva pystysuuntaan
jaluku 17 =1-10+7 piirtdmalld 1 kymmenviivaja 7 ykkosviivaa
vaakasuuntaan.

Tuhansia on 3, satoja 23, kymmenid 14 ja ykkosid 7.
Tulon arvo on 321-17 = 3000 + 2300 + 140 + 7 = 5457.



¢) 63=6-10+3 ja 214=2-100+1-10+4.

:....-..

Tuhansia on 12, satoja 12, kymmenia 27 ja ykkosida 12.
Tulon arvo on 63-214 =12 000+ 1200+ 270 412 =13 482.

Vastaus
a) 714
b) 5457
c) 13482



67 89 = 5963
1 | 89 | 89
2 | 178 | 178
4 | 356
8 | 712
16 1424
32 2848
_ 64 5696 5896
67 15963



b)

Lue pienempi tulon
Aloitus =  tekija a ja suurempi
tulon tekija b.

v

Aseta M =1.

v

—p Laske M- b ja kirjaa tulo yl6s.

v

Kerro M:n arvo luvulla 2.

Valitse kaytetyista M:n arvoista
he, joiden summa on a.

v

Laske valittuja M:n arvoja
vastaavat tulot Mb yhteen.

v

Ilmoita tulon ab arvo.



8.16

Esimerkiksi:

1

2.

. Erotetaan yhteinen tekija x.
Yhtilo toteutuu, kun x =0 tai ax+b=0.
. Vidhennetdédn yhtdlon ax + b =0 molemmilta puolilta luku 5.

. Jaetaan yhtdléon ax = —b molemmat puolet luvulla a.
b

Saadaan x = ——.
a

. Yhtélon ratkaisut ovat x =0 ja x = —%.



8.17

Tehtivina on laskea luvun /3 likiarvo, joten a = 3.

Alkuarvaus b=1,5.
Lasketaan ¢ = l(b + 4y = l(1 5 —|—i) =175.
2 b 27 1,5 ’

1,75 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella 1,5.
Asetetaan b=1,75.

3
1,75

Lasketaan ¢ — %(b +4y = %(1,75 43 y=1,732.

1,732 ei ole kolmen desimaalin tarkkuudella 1,75.

Asetetaan b=1,732.

_Llpiay_1 3 N
Lasketaan ¢ = 2(b—{— b)_ 2(1,732+ 1’732) 1,732.

1,732 on kolmen desimaalin tarkkuudella 1,732.

Siis /3 ~1,732.



8.18

a) Piirretddn harpin avulla kulman molemmille sivuille pisteet, jotka ovat
yhtd kaukana kulman kirjesta.

Piirretddn harpilla ndihin pisteisiin ympyrit, joiden sdteet ovat pisteiden
vilisen janan pituiset.

Piirretddn viivoittimella suora ndiden ympyrdiden leikkauspisteiden
kautta. Tdma suora on kulmanpuolittaja.




b) Piirretddn a-kohdan algoritmilla kolmion kahdelle kulmalle
kulmanpuolittajat.

Kulmanpuolittajien leikkauspiste on yhtd kaukana kolmion kaikista
sivuista, joten se on etsityn ympyran keskipiste.

Piirretdén tehtdvén 8.10 algoritmilla kolmion yhdelle sivulle normaali,
joka kulkee timén keskipisteen kautta.




Ympyré sivuaa kolmiota normaalin ja kolmion sivun leikkauspisteessé.




8.19

a) Piirretdén harpilla ympyra. Valitaan ympyrin kehéltd jokin piste ja
piirretddn sithen toinen samanséteinen ympyra. Piirretdén viivoittimella
kolmio, jonka kérkind ovat ympyrdiden keskipisteet ja toinen
leikkauspiste. Kolmio on tasasivuinen.



b) Piirretdéin ensimmiinen ympyréd. Tdmén ympyran keskipisteestd tulee
kuusikulmion keskipiste ja kuusiokulmion kérjet ovat timén ympyrin
kehalla.

Piirretddn toinen ympyri, jonka keskipiste on ensimméiisen ympyrin
kehilld, joka joka kulkee ensimmdisen ympyrén keskipisteen kautta.

Piirretddn kolmas ympyré, jonka keskipiste on ensimméisen ja toisen
ympyran leikkauspisteessé ja joka kulkee ensimmaéisen ympyrin
keskipisteen kautta.

Toistetaan titd menettelyd kunnes ensimmadisen ympyrén kehélld on
kuusi ympyroiden leikkauspistettd. Yhdistetddn ndmai leikkauspisteet
janoilla. Syntynyt kuvio on sédénnéllinen kuusikulmio.




8.20

Piirretdén harpilla halutun sdteinen ympyra. Viisikulmion keskipiste on
tdméan ympyrin keskipisteessa ja viisikulmion kérjet ympyran kehalla.

Piirretdén viivoittimella suora, joka kulkee ympyrén keskipisteen 4 kautta.

Piirretddn tehtdvén 8.10 algoritmilla suoralle normaali, joka kulkee
ympyrén keskipisteen 4 kautta.




Poistetaan kuvasta punaiset apuympyrat. Piirretdén pisteeseen D ympyréa,

joka kulkee pisteen A4 kautta. Yhdistetddn ympyroiden leikkauspisteet G
ja H janalla.

Piirretdédn seuraavaksi ympyrd, jonka keskipiste on / ja joka kulkee pisteen
F kautta. Tama ympyra leikkaa vaakasuoran pisteissd J ja K.
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Piirretddn ympyré, jonka keskipiste on F ja joka kulkee pisteen J kautta,
ja toinen ympyr4, jonka keskipiste on F' ja joka kulkee pisteen K kautta.

-

-

Nyt alkuperdisen ympyrén kehilld on viisi leikkauspistetta: pisteet F, N,
M, L ja O. Yhdistetddn pisteet janoilla. Syntyy sddnnéllinen viisikulmio.
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