K1

a) Suomennetaan lause AAB.

A N B
” Ajattelen joululomaa ja hymyilen.”

b) Suomennetaan lause 4= B.

A B
”Jos ajattelen joululomaa, niin hymyilen.”

¢) Suomennetaan lause —BV (A A B).

—B A A N__ B
” En hymyile tai ajattelen joulomaa ja hymyilen.”

Vastaus

a) Ajattelen joululomaa ja hymyilen.

b) Jos ajattelen joululomaa, niin hymyilen.

¢) En hymyile, tai sitten ajattelen joululomaa ja hymyilen.



K2

a) Suomennetaan lause 4 A BA-C.

A n B n -C
”Osallistut testiin ja saat palkinnon ja et ole iloinen.”

Lauseen voidaan ilmaista my0s toisin:

Osallistut testiin ja saat palkinnon, mutta et ole iloinen.

b) Suomennetaan lause (4V C)=- B.

A a C B
”Jos osallistut testiin tai olet iloinen, niin saat palkinnon.”

¢) Suomennetaan lause B < (ANC).

B =
”Saat palkinnon, jos ja vain jos
A A C
~—

osallistut testiin ja olet iloinen .”

Vastaus

a) Osallistut testiin ja saat palkinnon, mutta et ole iloinen.

b) Jos osallistut testiin tai olet iloinen, niin saat palkinnon.

¢) Saat palkinnon, jos ja vain jos osallistut testiin ja olet iloinen



K3

ER]

A: ”Markus on valitunnilla.”, —4: ”Markus ei ole valitunnilla.

B: ”Markus on ulkona.”, —B : ”Markus on sisilld.”

a) Formalisoidaan lause ”Markus on sisdlld tai valitunnilla.”

—BV A

b) Formalisoidaan lause “jos Markus on ulkona, niin hén on valitunnilla.”

B=4

¢) Formalisoidaan lause “ei pidé paikkaansa, ettd Markus on vilitunnilla
ja ulkona.”

—~(AAB)

Vastaus

a) "BV A
b) B= 4
c) (AN B)



K4

Madritellddn atomilauseet seuraavasti:

A: ”Laura on lukiolainen”,
B: ”Laura opiskelee pitkdd matematiikkaa” ja
C: ”Laura opiskelee fysiikkaa”.

a) Formalisoidaan lause “’Laura on lukiolainen ja opiskelee pitkda
matematiikkaa, mutta ei fysiikkaa.”

ANBAN-C

b) Formalisoidaan lause ”jos Laura opiskelee pitkdd matematiikkaa ja
fysiikkaa, niin hén on lukiolainen.”

(BANC)= 4

¢) Formalisoidaan lause ”Laura on lukiolainen tdsmalleen silloin, kun hin
opiskelee fysiikkaa tai pitkdd matematiikkaa.”

A< (CVB)

Vastaus

a) ANBAN-C
b) (BANC)= A4
¢) A< (CVB)
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Taydennetdén totuustaulu.

A | B -B AV =B (AV—-B)= 4
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0

Lause on tosi, kun ainakin toinen lauseista 4 ja B on tosi.

Vastaus
Lause on tosi, kun ainakin toinen lauseista 4 ja B on tosi.
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a) Laaditaan lauseelle (A A B)V (-4 A B) totuustaulu.

A|B]| -4 ] AAB ~AAB | (AANB)V(~4AAB)
1]1] 0 1 0 1
10 o 0 0 0
01| 1 0 1 1
0o 1 0 0 0

Lause on tosi, kun lause B on tosi.

b) Laaditaan lauseelle (=4 A B) < A4 totuustaulu.

A| B | "ANB (—mAANB) & A4
1|1 0 0
10 0 0
01 1 0
010 0 1

Lause on tosi, kun molemmat lauseet 4 ja B ovat epétosia.

vastaus
a) Lause on tosi, kun lause B on tosi.
b) Lause on tosi, kun molemmat lauseet 4 ja B ovat epétosia.
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Laaditaan lauseen (AV —B)V C totuustaulu.

A|B|C|-B | AV-B | (AV-B)VC
1(1](1] O 1 1
1(1]0] O 1 1
101 1 1 1
1/0[]0] 1 1 1
0 1]1] 0 0 1
0 /1]0| O 0 0
001 1 1 1
0j]0j0] 1 1 1

Lause on epitosi, kun 4 ja C ovat epitosiaja B on tosi.

Vastaus

Lause on epétosi, kun 4 ja C ovat epdtosiaja B on tosi.
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Laaditaan lauseen (—4V B)V (B AC) totuustaulu.

A|B|C| 4| "AVB | BAC

1{1]1] 0 1 1 1
1{1]0] O 1 0 1
1/0]1] 0 0 0 0
1{0]0] O 0 0 0
0|1 /1] 1 1 1 1
0/1/0] 1 1 0 1
0j0 /1] 1 1 0 1
0j0 /0] 1 1 0 1

Lause on epitosi, kun A on tosi ja B on epétosi.

Vastaus

Lause on epétosi, kun 4 ontosi ja B on epétosi
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Olkoon A: ”Petteri pitdd koirista” ja B: "Petteri pitdi kissoista”.

a) Formalisoidaan lause ”jos Petteri pitdd koirista tai kissoista, niin hin

pitdd koirista mutta ei kissoista.”
(AVB) = (AN—B)

Laaditaan lauseelle (4V B) = (4A —B) totuustaulu.

A | B —B AV B AN—-B (AV B)= (AN —B)
1 1 0 1 0 0
1[0 1 1 1 1
0|1 0 1 0 0
0|0 1 0 0 1

Lause on tosi, kun Petteri ei pida kissoista (eli hdn pitdd vain koirista tai

ei kissoista eika koirista).

b) Formalisoidaan lause ’Petteri pitdé kissoista, jos ja vain jos ei
pidé paikkaansa, ettd hin pitda kissoista ja koirista.”

B & —(BAA)

Laaditaan lauseelle B < —(B A A) totuustaulu.

A | B| BAA | «(BAA) | Bo ~(BAA)
1|1 1 0 0
1]0 0 1 0
01 0 1 1
0o 0 1 0

Lause on tosi, kun Petteri pitdd vain kissoista.

Vastaus

a) (AV B)= (AN -B)
Lause on tosi, kun Petteri ei pida kissoista.

b) B & ~(BAA)
Lause on tosi, kun Petteri pitéd vain kissoista.




K10

Olkoon

H: ”Helmi pédsee veneretkelle”,
K: ”Kimmo piisee uimaan” ja
T: ”Timo péésee tivoliin”.

Formalisoidaan lasten vaatimukset.
Timo: —(H A K)

Kimmo: -H AT
Helmi: =K A(H = T)

Tutkitaan lauseita totuustaulun avulla.

H\K\T|\-H|-K |HANK|H=T |~(HAK)|-HAT |[-KA(H =T)
1{1/1/ 0] 0 1 1 0 0 0
1{1{0] 0 | 0 1 0 0 0 0
1{o[1] 0 | 1 0 1 1 0 1
1[o[o] o | 1 0 0 1 0 0
0/1(1] 1 |0 0 1 1 1 0
0/1/0] 1 | 0 0 1 1 0 0
olof1| 1 ] 1 0 1 1 1 1
0jojo[ 1 | 1 0 1 1 0 1

Taulukosta 16ytyy 1 rivi, jossa kaikki lauseet ovat yhti aikaa tosia. Tama
rivi toteuttaa kaikkien lasten toiveet:

Helmi ei paidse veneretkelle, Kimmo ei pddse uimaan, mutta Timo padsee
Tivoliin.

Vastaus
Helmi ei pdése veneretkelle, Kimmo ei pdése uimaan, mutta Timo pdéisee
Tivoliin.
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Lause on tautologia, jos se on aina tosi.

a) Tutkitaan lausetta AV B totuustaulun avulla.

A|B| AV B
1|1 1
1/0] 1
01 1
0j0] O

Lause ei ole tautologia, koska se ei ole aina tosi.

b) Tutkitaan lausetta (A4V —B)V (CV B) totuustaulun avulla.

AV-B | C

(o8]

(AV —B)V (CV B)

J
oy

O[O || it |k |k | bt [ AN
S| |k |k | D[ [ | | B
GHCHGHCHQ
—t = (OO == | DD
O == (O == <
el el el el L el el

1
1
1
1
0
0
1
1

Lause on tautologia, koska se on aina tosi.

Vastaus
a) ei ole tautologia
b) on tautologia
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P: ”Paavon paivéani kdy lammin tuuli.”
M: ”Marjasato on hyva.”

Formalisoidaan lause “’jos Paavon pdivanad kdy lammin eteldtuuli,

niin kesélla tulee hyvéd marjasato. Koska nyt on huono marjasato, niin
Paavon pédivéni ei ollut lammin eteldtuuli.”

(P=M)A-M)=-P

Tutkitaan lausetta totuustaulun avulla.

PM —-pP|-M|P=M| (P==MN-M |(P=>M)N-M)= P
1111 0 0 1 0 1
110/ 0 1 0 0 1
0/1] 1 0 1 0 1
0/0] 1 1 1 1 1

Lause on tosi kaikilla lauseiden P ja M totuusarvoilla, joten kyseessd on
tautologia.

Vastaus
<(P = M)A —|M) = =P on tautologia
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a) Muodostetaan lauseen A[J(ACJB) totuustaulu.

A| B | AOB | 4A0(40B)
1|1 0 1
10 1 0
0|1 0 0
00 0 0

b) Lause ACI(ACJB) on totta, kun 4 ja B ovat molemmat tosia. Lause on

siis loogisesti yhti pitivd esimerkiksi lauseen 4 A B kanssa.

A|B| AL(ACB)| AANB
1/1 1 1
110 0 0
01 0 0
00 0 0

Vastaus
b) esimerkiksi A\ B
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Lause P on tosi silloin, kun C on tosi, tai kun 4 on epétosi ja B
on tosl.

Lauseen P kanssa loogisesti yhtipitidva lause on esimerkiksi
(=AAB)VC.

A/B|C|P| -4 |"ANB|(mAANB)VC
1/1]1]1] 0 0 1
1/11]0/0] O 0 0
110111 0 0 1
1/10{]0/0] O 0 0
0|1]1]1 1 1 1
0101 1 1 1
0j0)1]1 1 0 1
0]0/]0]0 ] 1 0 0

Vastaus
esimerkiksi (=4 AB)V C



K15.

Tapa 1. Ilman laskinta

Maéritetddn kongruenssin avulla jakojaannds, kun pdivien lukumééra
jaetaan luvulla 7.

Paivien lukumaééri voidaan esittda summana 1001 =700 + 280 + 21.

700 =0 (mod 7)
280 =0 (mod 7)
21 =0 (mod 7)

1001 = 700 + 280 + 21
=0+0+0
=0 (mod 7)

Koska jakojaannos on nolla, 1001 yon kuluttua on my6s sunnuntai.

Tapa 2. Laskimen avulla

Laskimella saadaan 1001 : 7 = 143.
Koska 1001 yd&hon siséltyy tasan 143 viikkoa, viikonpéiva on sunnuntai.

Vastaus
sunnuntai
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a) Laskimella saadaan 127 : 6 =21,166....

Jakolaskun 127 : 6 osaméird on 21
jajakojadnnos 127 —-21-6=1.

Jakoyhtdlo on 127=6-21+ 1.

b) Laskimella saadaan 423 : 8 =22,875.

Jakolaskun 423 : 8 osaméird on 52
ja jakojadnnos 423 —52 - 8=17.

Jakoyhtdlo on 423 =8 - 52+ 7.

¢) Laskimella saadaan 1000 : 11 =90,9090... sz

Jakolaskun 1000 : 11 osaméédrd on 90
ja jakojaannos 1000 —-90 - 11 = 10.

Jakoyhtdlé on 1000 =11 - 90 + 10.

Vastaus

a) osamddrd 21, jakojadnnos 1, jakoyhtdlo 127=6-21+ Lists!

b) osamaidrd 52, jakojddnnds 7, jakoyhtdlo 423 =8 -52+7

¢) osamadrd 90, jakojadnnos 10, jakoyhtdlo 1000 CIC111 - 90 1710



K17.

a) Laskimella saadaan —111:37=-3.

Jakoyhtdlo on —111=37-(-3)+0.

b) Laskimella saadaan —109:37 = —2,945... .
Etsitddn suurin luvun 37 monikerta, joka on pienempi kuin —109.

37.(=2) = 74> —109
37-(=3)=—111< —109

Lasketaan lukujen —109 ja —111 erotus: —109 —(—111)=2.
Jakoyhtdlo on —109 =37-(—3)+ 2.

¢) Laskimella saadaan —998:37 = —26,972... .
Etsitddn suurin luvun 37 monikerta, joka on pienempi kuin —998.

37-(—26) = —962 > —998
37-(=27) = —999 < —998

Lasketaan lukujen —998 ja —999 erotus: —998 —(—999) =1.
Jakoyhtdlo on —998 =37-(—27)+1.

Vastaus

a) —111=37-(-3)+0
b) —109=37-(—3)+2
¢) —998 =37-(-27)+1



K18.

a) Tapa 1. Luetellaan lukujen 36 ja 60 tekijit ja valitaan niistd suurin.

Luku 36 on jaollinen luvuilla 1, 2
Luku 60 on jaollinen luvuilla 1, 2,
ja 60.

9 b

, 6,9, 12, 18 ja 38.
5

3,4 9,
3,4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30

Lukujen 36 ja 60 suurin yhteinen tekijd on 12.

Tapa 2. Médritetddn lukujen 36 ja 60 suurin yhteinen tekija
Eukleideen algoritmilla.

60=36-1+24

36=24-1+12

24=12-2+0

syt(36, 60) = 12

b) Mairitetdén lukujen 36 ja 60 pienin yhteinen monikerta.

12 - pym(36, 60) = 36-60 ‘: 12 syt(a, b)-pym(a, b) = ab
pym(36, 60) = 660
=180
Vastaus
a) 12

b) 180



K19.

Muodostetaan jakoyhtél6t laskimen avulla.

5538 =455-12+78
455=78 - 5+65
78=65-1+13
65=13-5+0

Suurin yhteinen tekijd on viimeinen nollasta eroava jakojaannos.

syt(5538, 455) = 13

Vastaus
13

K20.

Mairitetddn lukujen 1386 ja 546 suurin yhteinen tekijéd Eukleideen
algoritmilla.

1386 =546 - 2+ 294
546 =294 - 1+ 252
294 =252 -1+42
252=42-6+0

syt(1386, 546) = 42

Siten 42 on suurin luku, jolla murtoluku % voidaan supistaa.

546 13
1386 33
Vastaus

voidaan supistaa luvulla 42, saadaan %



K21.

a) Osoitetaan, ettd lukujen 398 ja 326 erotus on jaollinen luvulla 9.
398-326=72=9-8

Siis 398 =326 (mod 9). [

b) Osoitetaan, ettd lukujen 128 ja O erotus on jaollinen luvulla 32.
128—0=128=32-4

Siis 128 = 0 (mod 32). [l

¢) Osoitetaan, ettd lukujen 443 ja —1 erotus on jaollinen luvulla 111.

443 —(—1) =444 =111-4

Siis 443 = —1 (mod 111). [



K22.

a) Madritetddn jakojaannos kongruenssin avulla.

Jakolaskun 16 :5 jakojdannos on 1,joten 16 =1 (mod 5).
Korvataan luvut kongruenteilla luvuilla modulo 5.
162018 = 12018 =1 (mod 5)

Jakojdannos on 1.

b) Jakolaskun 125 : 6 jakojddnnds on 5, joten 125 =5 (mod 6).
Erotus 5—(~1)=6 on jaollinen luvulla 6, joten 5= —1 (mod 6).

Korvataan luvut kongruenteilla luvuilla modulo 6.
125101 = (=)' = -1 =5 (mod 6)

Jakojdannos on 5.

Vastaus
a) 1
b) 5



K23.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 16, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 16.

Erotus 20 —4 =16 on jaollinen luvulla 16, joten 20 = 4 (mod 16).
Erotus 17—1=16 on jaollinen luvulla 16, joten 17 =1 (mod 16).
Erotus 19 —3 =16 on jaollinen luvulla 16, joten 19 =3 (mod 16).
Erotus 15— (—1) =16 onjaollinen luvulla 16, joten 15= —1 (mod 16).
Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 16.

20-172016 4 19.152017 _ | = 4.12017 4 3. (_)2017 _§
=4-1+3- (-1 -1
=4-3-1
=0 (mod 16)

Siis luku 20-172017 419.152017 1 on jaollinen luvulla 16. [
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tuloon.

96 =812
=2-4.2-6
=2.2-2-2.2.3
=25.3

b) Jaetaan luku 244 tekijéihin vaiheittain, kunnes paadytidn alkulukujen
tuloon.

244 = 4.61
=2.2-61
=22.61

¢) Jaetaan luku 1200 tekijoihin vaiheittain, kunnes paadytdan alkulukujen
tuloon.

1200 = 30-40
=3.10-4-10
=3.2.5.2.2.5
=2%.3.52

Vastaus

a) 2°.3

b) 22.61

c) 23.3.52
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a) Muodostetaan lukujen 18, 63 ja 270 alkutekijahajotelmat.

18=6-3=2-3.3=2.32
63=9-7=3.3.7=32.7
270 =10-27=2-3-3-3.5=2.33.5

b) Suurin yhteinen tekijé on se yhteinen osa, joka siséltyy jokaiseen
alkutekijahajotelmaan. Jokaisesta hajotelmasta 16ytyy 32.

syt(18, 63, 270)=3% =9

¢) Pienin yhteinen monikerta sisdltidé jokaisen alkutekijéhajotelmissa
esiintyvan alkuluvun eli luvut 2, 3, 5 ja 7. Jokaista alkulukua otetaan
mukaan suurimman eksponentin ilmaisema méaéra.

pym(18, 63,270) = 2-33-5.7 =1890

Vastaus

a) 18=2-32,63=32-7 ja 270=2-3%-5

b) 9
c) 1890
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a) Koska /379 =19,467... tdytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17 ja 19.

379 :
379 :
379 :
379 :
379 :
379 :
379 :
379 :

2=189,5
3=126,333...
5=75,8
7=154,142...
11=34,454...
13=129,153...
17=22294...
19=19,947...

Koska mikédn jakolaskuista ei mene tasan, luku 379 on alkuluku.

b) Koska /8671 = 93,118... tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla, jotka
ovat pienempid tai yhté suuria kuin luku 93.

8671
8671
8671
8671

8671 :
8671 :

:2=4335,5
:3=2890,333...
:5=1734,2
:7=1238,714...
11 ="788,272...
13 =667

Koska 13 onluvun 8671 tekijd, niin 8671 ei ole alkuluku.



c) Koska /79625 = 282,179... tédytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla, jotka
ovat pienempié tai yhté suuria kuin luku 282.

79625 :2=39812,5
79625 : 3 =26541,666...
79625 : 5=15925

Koska 5 onluvun 79625 tekijd, niin 79625 ei ole alkuluku.
(Tdma ndhdadn toisaalta jo suoraan siitd, ettd luku 79625 paittyy
numeroon 5.)

Vastaus

a) On. Luvuilla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ja 19 jakaminen riittaa.

b) Ei ole. Luku on jaollinen luvulla 13.
¢) Ei ole. Luku on jaollinen luvulla 5.
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Yhtilon a - b= syt(a, b) - pym(a, b) perusteella
a-b=6-60=2-3-6-10=(2-3)-(2-3)-2-5.

Kummankin luvun tekijét 10ytyvét tastd hajotelmasta. Koska lisdksi luku
6 =2 -3 on kummankin luvun tekijé, niin erilaiset vaihtoehdot saadaan
selville jakamalla loput tekijét 2 ja 5 luvuille a ja b kaikilla
mahdollisilla tavoilla.

a=6-2-5=60
b=6
a=6-2=12
b=6-5=30
a=6-5=30
b=6-2=12
a==6
b=6-2-5=60

Luvut a ja b ovatsiis joko 6 ja 60 tai 12 ja 30.

Vastaus

6 ja 60 tai 12 ja 30



K28.

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtévénd on osoittaa, ettd luku 2n(n+1) on
jaollinen luvulla 4.

Jakoyhtélon nojalla jokainen kokonaisluku n voidaan
esittdd muodossa

n=4g,n=4q+1, n=4g+2 tai n=4q+3,
missd ¢ on kokonaisluku.
1) Jos n=4q,niin

2n(n+1)=2-4q(4q +1)
=4.2g(4g +1)

2) Jos n=4g+1,niin

2n(n+1)=2-(4g+1)((4g+1)+1)
=32¢ +24g+4
=4-(8¢2+6g+1)

Kirjoitetaan oletus
(eli 1ahtotiedot)
nakyviin.
Kirjoitetaan viite

nakyviin.

Aloitetaan paittely
oletuksesta.

Sievennetddn CAS-
laskimella.



3) Jos n=4g+2,niin

2-(4qg +2)((4g +2)+1) = (8g +4)(4g + 3)
=4-(2g +1)(4g +3)

4) Jos n=4¢+3,niin

2:(4g+3)((4g+3)+1)=2-(49g+3)(4q +4)
=2-(49+3)-4-(g+1)
= 4-2-(4g +3)g +1)
Jokaisessa tapauksessa luku 2n(n +1) voidaan esittdd Perustellaan, miksi
kokonaislukujen tulona niin, ettd yksi tulon tekijoistd viite on tosi.

on luku 4.

Siis luku 2n(n+1) on jaollinen luvulla 4. []
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Jokainen kokonaisluku on muotoa 3¢, 3¢ +1 tai 3¢ +2 riippuen
jakojaannoksestd luvulla 3 jaettaessa.

Sijoitetaan kukin ndistd vaihtoehdoista vuorollaan luvun » paikalle ja
osoitetaan, ettd jokin kolmesta luvusta n, n+2 ja n+4 jakautuu aina

n=3gq:
n=3q Yhdistetty luku
n+2=3¢g+2
n+4=3q+4
n=3q+1:
n=3q+1
n+2=03g+1)+2=3g+3=3(q+1) Yhdistetty luku
n+4=0Bg+1)+4=3g+5
n=3q+2:

n=23q+?2
n+2=03q+2)+2=3q+4
n+4=03g+2)+4=3q+6=23(q+2) Yhdistetty luku

Kaikissa tapauksissa jokin luvuista n, n+2 ja n+4 on yhdistetty luku.
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Oletetaan, ettd n on luonnollinen luku.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku 32"*+! 4+ 57 on
jaollinen luvulla 4.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

Erotukset 3 —(-1)=4 ja 5—1=4 ovatjaollisia
luvulla 4, joten

3=—1(mod 4)

5=1(mod 4).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla
luvuilla modulo 4.

E(_1)2n+l +1n
=-1+1
=0 (mod 4)

Koska 3%2"*! +5" =0 (mod 4),

niin luku 327+ 45" on jaollinen luvulla 4. O

Kirjoitetaan oletus
(eli 1ahtotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan viite
nakyviin.

(71)2;1 1 :_1’
koska 2n+1 on
pariton luku.

Perustellaan, miksi
viite on tosi.



K31.

a) 8530002
=8-10°4+5-10° +3-10* +0-10° +0-102 +0-10+ 2
=8-10°+5-105+3-10% +2

Koska 10 =1 (mod 3), niin

8-10 +5-10° +3-10% 4-2
=8-194+5.1°4+3.14 42
=8-1+5-1+3-1+2
=8+5+3+2

=18 =0 (mod 3).

Siis luku 8 530 002 on jaollinen luvulla 3. [

b) 13080627
=1-107 +3-10° +0-10° +8-10* +0-10°> +6-102 +2-10+ 7
=1-107 +3-10° +8-10* +6-102 +2-10+ 7

Koska 10 =1 (mod 9), niin

1-107 +3-10° +8-10* +6-10°> +2-10+7
=117 +3148.1*46-13+2-1+7
=1-14314814+6-14+2-1+7
=1+3+8+6+2+7

=27 =0 (mod 9).

Siis luku 13 080 627 on jaollinen luvulla 9. [
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a) Hyddynnetdan Eratostheneen seulaa (laadittu esimerkiksi tehtdvassa
7.3), jossa on korostettuna kaikki alkuluvut lukuun 120 saakka.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
&3 &9

97
101 103 107 109

113

Taulukon perusteella kahdeksan ensimmaistd alkulukuparia ovat:

(3,95), (5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71,73)



b) Jokainen lukua 3 suurempi kokonaisluku on muotoa

6n—2, 6n—1, 6n, 6n+1, 6n+ 2 tai 6n+ 3, missd n on jokin
positiivinen kokonaisluku (esimerkiksi 10=6-1+4=6-2-2 ja 21 =6
-34+3).

Huomataan, ettd muotoa 6n — 2, 6n, 6n+2 ja 6n+3 olevat luvut

6n—2=2-3n-1)
6n=2-(3n)

6n+2=2-3n+1)

on+3=3-2n+1)

Siispé vain luvut 6n —1 ja 6n 41 voivat olla alkulukuja ja siten
muodostaa alkulukuparin.

Vastaus

a)(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71,73)
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Esitetddn ohjelman toiminta pseudokoodina ja vuokaaviona.

Pseudokoodi Vuokaavio
e Kysy ja lue korkeus. Aloitus
e Kysy ja lue pohjan séde. v
e Laske tilavuus Klg sy ja lue
] orkeus.
e Tulosta tilavuus néytolle. v
Kysy ja lue

pohjan sade.

v

Laske tilavuus.

v

Tulosta tilavuus.

v

Lopetus
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy ja lukee kayttajdltd suoran ympyrdlieridn
#korkeuden ja pohjan sdteen, laskee ympyrdlierion tilavuuden
#ja tulostaa sen naytolle.

import math

#Kysytdan ympyran sade ja muutetaan se liukuluvuksi.
h = float (input ("Anna ympyrédlieridn korkeus: "))

r = float (input ("Anna ympyrdlieridn pohjan sade: "))

#Lasketaan ympyrdlieriodn tilavuus.
V = math.pi * r ** 2 * h

#Tulostetaan ympyrdlierién tilavuus.
print ("Ympyrdlierion tilavuus:", round(V, 2))

Suoritetaan ohjelma.

Anna ympyralierién korkeus: 14

Anna ympyralierién pohjan sdde: 6.2
Ympyrdlieridén tilavuus: 1690.68
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy ja lukee kayttajadltad lampodtilan celsiusasteinta,
#muuntaa lampoétilan fahrenheitasteiksi ja tulostaa lampdtilan
#sekd celsius- ettd fahrenheitasteina.

#Kysytdan lampdtila celsiusasteina.
#Muutetaan merkkijono liukuluvuksi.
c = float (input ("Anna lampdtila celsiusasteina: "))

#Muunnetaan lampotila fahrenheitasteiksi.
f=9/5%*c+ 32

#Tulostetaan lampotila sekd celsius- etta fahrenheitasteina.
print ("Lampétila", c, "°C on", round(f, 1), "°F.")

Suoritetaan ohjelma.
Anna lampotila celsiusasteina: 12
Lampotila 12.0 °C on 53.6 °F.
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Kirjan 1. painoksessa esimerkkitulostuksessa on virhe. Tulostuksen pitéisi
olla:

Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 tai 7.
Anna luku: 21

Luku 21 on jaollinen luvulla 3.

Luku 21 on jaollinen luvulla 7.

Ohjelman suoritus paattyi.

Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 tai 7.
Anna luku: 10
Ohjelman suoritus paattyi.

Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma kysyy kayttdajalta kokonaisluvun ja tutkii, onko luku
#luvulla 3 tai luvulla 7. Mikali luku on jaollinen, ohjelma tulostaa
#tiedon nédytodlle. Lopuksi ohjelma tulostaa: "Ohjelman suoritus paattyi".

print ("Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 tai 7.")

#Kysytdan luku ja muutetaan merkkijono kokonaisluvuksi.
luku = int (input ("Anna luku: "))

#Tutkitaan, onko luku jaollinen luvulla 3.
if luku $ 3 ==
print ("Luku", luku, "on jaollinen luvulla 3.")

#Tutkitaan, onko luku jaollinen luvulla 7.
if luku & 7 ==
print ("Luku", luku, "on jaollinen luvulla 7.")

print ("Ohjelman suoritus paattyi.")

Suoritetaan ohjelma.

Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 tai 7.
Anna luku: 21

Luku 21 on jaollinen luvulla 3.

Luku 21 on jaollinen luvulla 7.

Ohjelman suoritus paattyi.
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy kayttadjaltad kokonaisluvun ja tutkii, onko luku
#luvulla 3 ja luvulla 7. Ohjelma tulostaa tiedon, onko luku
#jaollinen vai ei. Lopuksi ohjelma tulostaa: "Ohjelman suoritus
#paattyi".

print ("Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 ja 7.")

#Kysytédan luku ja muutetaan merkkijono kokonaisluvuksi.
luku = int (input ("Anna luku: "))

#Tutkitaan, onko luku jaollinen luvulla 3.

if luku $ 3 == 0:

print ("Luku", luku, "on jaollinen luvulla 3.")
else:

print ("Luku", luku, "ei ole jaollinen luvulla 3.")

#Tutkitaan, onko luku jaollinen luvulla 7.
if luku % 7 ==

print ("Luku", luku, "on jaollinen luvulla 7.")
else:

print ("Luku", luku, "ei ole jaollinen luvulla 7.")

print ("Ohjelman suoritus padttyi.")

Suoritetaan ohjelma.

Ohjelma tutkii, onko kokonaisluku jaollinen luvulla 3 ja 7.
Anna luku: 12

Luku 12 on jaollinen luvulla 3.

Luku 12 ei ole jaollinen luvulla 7.

Ohjelman suoritus paattyi.



K38

Suunnitellaan ohjelma vuokaavion avulla.

Aloitus

v

Kysy ja lue keskipisteen
x-koordinaatti.

v

Kysy ja lue keskipisteen
y-koordinaatti.

v

/ Kysy ja lue sade. /
v

Kysy ja lue pisteen
x-koordinaatti.

v

Kysy ja lue pisteen
y-koordinaatti.

v

Laske pisteen etdisyys
keskipisteesta.

v

Onko etdisyys <
sade?

lEi
Kylla Tulosta: Piste
—>

Onko gtéisyys = ON YMPYFaN s
sade? kehalla.

la

Tulosta: Piste on
ympyran ulkopuolella.

le
*‘

Lopetus

Kylla Tulosta: Piste
—> onympyrin —
sisapuolella.
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy kayttdjaltad xy-koordinaatistoon sijoitetun
#ympyran keskipisteen koordinaatit, ympyran sateen seka
#tutkittavan pisteen koordinaaitit. Ohjelma laskee pisteen
#etdisyyden ympyran keskipisteesta ja tutkii etdisyyden
#avulla, onko piste ympyrén sisédpuolella, kehallid vai
#ulkopuolella. Ohjelma tulostaa tutkimuksen tuloksen.

import math

print ("Ohjelma tutkii, onko piste ympyran sisdpuolella,")
print ("keh&alld vai ulkopuolella.")
print ()

#Kysytddn keskipisteen x- ja y-koordinaatit, s&de ja pisteen
#x- ja y-koordinaatit.

kp x = float (input ("Ympyrdn keskipisteen x-koordinaatti: "))
kp_y = float (input ("Ympyran keskipisteen y-koordinaatti: "))

r = float (input ("Ympyrdn sade: "))

piste x = float (input ("Tutkittavan pisteen x-koordinaatti: "))
piste y = float (input("Tutkittavan pisteen y-koordinaatti: "))

#Lasketaan pisteen etdisyys keskipisteesta.
etaisyys = math.sqrt ((kp x - piste x) ** 2 + (kp y - piste y) ** 2)

#Tutkitaan, onko etdisyys pienempi, suurempi vai yhtd suuri
#kuin séade.
if etaisyys < r:
print ("Piste on ympyran sisdpuolella.")
elif etaisyys == r:
print ("Piste on ympyrédn kehalla."™)
else:
print ("Piste on ympyrdn ulkopuolella.")

Suoritetaan ohjelma.

Ympyran keskipisteen x-koordinaatti: 0
Ympyran keskipisteen y-koordinaatti: 0
Ympyran sade: 5

Tutkittavan pisteen x-koordinaatti: -3
Tutkittavan pisteen y-koordinaatti: 0

Piste on ympyréan sisdpuolella.
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Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma pelaa yhden eran kivi-paperi-sakset-pelia
#kayttajaa vastaan.

import random
print ("Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.")

#Kysytdan kdyttajaltad syodte.

ihminen = int (input ("Kivi (1), paperi (2), sakset (3)2? "))
#Arvotaan koneen valinta.

kone = random.randint (1, 3)

#Tutkitaan, mita kayttaja valitsi.
if ihminen == 1:
print ("Sina valitsit kiven.")
elif ihminen == 2:
print ("Sind valitsit paperin.")
elif ihminen == 3:
print ("Sind valitsit sakset.")
else:
print ("Sind valitsit virheellisesti.")

#Tutkitaan, mitd kone valitsi.
if kone ==

print ("Mind valitsin kiven.")
elif kone ==

print ("Mind valitsin paperin.")
else:

print ("Mind valitsin sakset.")

#Tutkitaan, kumpi voittaa.

if kone == 1 and ihminen ==

print ("Voitin! Kivi voittaa sakset")
elif kone == 1 and ihminen ==

print ("Sina voitit. Paperi voittaa kiven.")
elif kone == 2 and ihminen ==

print ("Voitin! Paperi voittaa kiven.")
elif kone == 2 and ihminen ==

print ("Sind voitit. Sakset voittaa paperin.")
elif kone == 3 and ihminen ==

print ("Sind voitit. Kivi voittaa sakset")
elif kone == 3 and ihminen ==

print ("Voitin! Sakset voittaa paperin.™)
elif kone == ihminen:

print ("Tasapeli.")
else:

print ()

Suoritetaan ohjelma.

Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.
Kivi (1), paperi (2), sakset (3)? 3
Sind valitsit sakset.

Mind valitsin sakset.

Tasapeli.
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Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma pelaa yhden eran kivi-paperi-sakset-pelia
#kdyttdjaa vastaan. Kayttaja tekee valintansa antamalla
#merkin k (kivi), p (paperi) tai s (sakset).

import random
print ("Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.")

#Kysytdan kayttajalta syote.

ihminen = input ("Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? ")
#Arvotaan koneen valinta.

kone = random.randint (1, 3)

#Tutkitaan, mita kayttdja valitsi ja muutetaan valinta luvuksi.
if ihminen == "k":
print ("Sind valitsit kiven.")

ihminen = 1

elif ihminen == "p":
print ("Sina valitsit paperin.")
ihminen = 2

elif ihminen == "s":
print ("Sina valitsit sakset.")
ihminen = 3

else:

print ("Sind valitsit virheellisesti.")

#Tutkitaan, mita kone valitsi.
if kone == 1:

print ("Mind valitsin kiven.")
elif kone ==

print ("Mina valitsin paperin.")
else:

print ("Mina valitsin sakset.")

#Tutkitaan, kumpi voittaa.

if kone == 1 and ihminen ==

print ("Voitin! Kivi voittaa sakset")
elif kone == 1 and ihminen ==2:

print ("Sina voitit. Paperi voittaa kiven.")
elif kone == 2 and ihminen ==

print ("Voitin! Paperi voittaa kiven.")
elif kone == 2 and ihminen ==

print ("Sind voitit. Sakset voittaa paperin.™)
elif kone == 3 and ihminen ==

print ("Sina voitit. Kivi voittaa sakset™)
elif kone == 3 and ihminen ==

print ("Voitin! Sakset voittaa paperin.")
elif kone == ihminen:

print ("Tasapeli.")
else:

print ()



Suoritetaan ohjelma.

Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.
Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? k
Sind valitsit kiven.

Mind valitsin sakset.

Sind voitit. Kivi voittaa sakset.
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Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma kysyy kokonaislukuja ja laskee niiden summan.
#0Ohjelma jatkaa lukujen kysymistd ja summan laskemista,
#kunnes kayttaja syottda luvun O.

#Asetetaan muuttujan luku arvoksi nollasta poikkeava arvo.
luku = -1

#Asetetaan muuttujan summa arvoksi 0.

summa = 0

#Tutkitaan, onko luku eri suuri kuin O.
while luku != 0:
luku = float (input ("Anna luku: "))
summa += luku

print ("Lukujen summa:", summa)

Suoritetaan ohjelma.
Anna luku:
Anna luku:
Anna luku:
Anna luku:
Anna luku:
Anna luku:
Anna luku: 0
Lukujen summa: -988.9

o|H|||¢
0
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o
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o
o
o
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy kayttadjaltad positiivisen kokonaisluvun ja
#laskee luvun numeroiden summan. Ohjelma tarkastaa, onko
#kayttdjan antama kokonaisluku positiivinen.

print ("Ohjelma kysyy kayttajaltad positiivisen kokonaisluvun'")
print("ja laskee luvun numeroiden summan.")

luku = int (input ("Anna positiivinen kokonaisluku: "))
#Tutkitaan, onko kayttajan syodte virheellinen.
while luku <= 0:

print ("Et antanut positiivista kokonaislukua.")

luku = int (input ("Anna positiivinen kokonaisluku: "))

#Asetetaan muuttujan summa arvoksi 0.
summa = 0

#Muutetaan luku merkkijonoksi.
merkkijono = str (luku)

#Luetaan merkkijonoa merkki kerrallaan.

for merkki in merkkijono:
#Lisdtdan merkki kokonaisluvuksi muutettuna summaan.
summa += int (merkki)

print ("Luvun", luku, "numeroiden summa:", summa)

Suoritetaan ohjelma.

Ohjelma kysyy kayttadjaltad positiivisen kokonaisluvun
ja laskee luvun numeroiden summan.

Anna positiivinen kokonaisluku: 90909023123

Luvun 90909023123 numeroiden summa: 38
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Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma simuloi kolikon heittoa. Ohjelma kysyy
#kayttdjaltd heittojen lukumd&dran, heittad kolikkoa ja
#laskee, kuinka monta kertaa saatiin kruuna ja kuinka
#monta kertaa klaava. Ohjelma laskee, kuinka monta
#prosenttia heitoista oli kruunia ja kuinka monta
#prosenttia klaavoja.

import random

print ("Ohjelma simuloi kolikon heittoa.")
lkm = int (input ("Kuinka monta kertaa kolikkoa heitet&an? "))

#Asetetaan summa-muuttujiin alkuarvoksi 0.
summa_kr = 0
summa k1l = 0

#Kolikkoa heitetddn lkm kertaa.
for i in range (lkm) :
#Heitetddn kolikkoa.
kolikko = random.randint (1,2)
#Tutkitaan, onko kruuna vai klaava.
if kolikko == 1: #kruuna
summa kr += 1
else: #klaava
summa k1 += 1

print ("Kruunia yhteensé&:", summa_kr)
print ("Klaavoja yhteensé&:", summa kl)

#Lasketaan ja tulostetaan yhden desimaalin tarkkuudella,
#kuinka monta prosenttia oli kruunia ja kuinka monta klaavoja.
print ("Kruunia:", round(summa kr / lkm * 100, 1), "%")

print ("Klaavoja:", round(summa k1l / lkm * 100, 1), "%")

Suoritetaan ohjelma.

Ohjelma simuloi kolikon heittoa.

Kuinka monta kertaa kolikkoa heitet&an? 100000
Kruunia yhteensa: 50332

Klaavoja yhteensa: 49668

Kruunia: 50.3 %

Klaavoja: 49.7 %
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy kdyttdj&alta lukua 1 suuremman kokonaisluvun ja
#tulostaa kaikki alkuluvut siihen saakka.

import math

luku = int (input ("Anna lukua 1 suurempi kokonaisluku: "))
#Tutkitaan, onko kayttajan syodte virheellinen.
while luku <= 1:

print ("Et antanut luku 1 suurempaa kokonaislukua.")

luku = int (input ("Anna lukua 1 suurempi kokonaisluku: "))

print ("Alkuluvut lukuun", luku, "saakka ovat:")

#Ulompi silmukka k&y l&pi luvut 2, ..., luku
for i in range(2, luku + 1):
#math.isgrt pydristdd nelidjuuren alaspain ladhimp&an
#kokonaislukuun
loppu = math.isqgrt (i)
alkuluku = True #Asetetaan totuusarvoksi True.

#Sisempi silmukka kay lapi luvut 2, ..., loppu.
for j in range(2,loppu + 1):
#Tutkitaan, onko luku i jaollinen luvulla 7j.
if 1 % j ==
#Jos Jaollinen, asetetaan totuusarvoksi False.
alkuluku = False

#Tutkitaan, onko muuttujan alkuluku arvo True.
if alkuluku == True:
print (i) #Tulostetaan luku.

Suoritetaan ohjelma.

Anna lukua 1 suurempi kokonaisluku: 23
Alkuluvut lukuun 23 saakka ovat:
2

3

5

7

11

13

17

19

23
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Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma pelaa yhden eran kivi-paperi-sakset-pelia
#kdyttdjaa vastaan. Kayttaja tekee valintansa antamalla
#merkin k (kivi), p (paperi) tai s (sakset). Ohjelma
#tarkastaa sydtteen oikeellisuuden, pelaa pelid niin kauan
#kuin kayttédjad haluaa ja laskee, kuinka monta kertaa
#tietokone voittaa, kuinka monta kertaa kayttaja voittaa
#ja kuinka monta kertaa tulee tasapeli.

import random
jatketaanko = "k"

#Asetetaan muuttujien, joihin lasketaan voittojen Jja
#tasapelien mdara, alkuarvoiksi 0.

voittaja i =0

voittaja k = 0
tasapeli = 0

while jatketaanko != "e":

print ("Pelataan kivi-paperi-sakset-peli&.")

#Kysytdan kayttajalta syote.

ihminen = input ("Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? ")

#Tutkitaan, onko syote virheellinen.

while ihminen != "k" and ihminen != "p" and ihminen != "s"
print ("Annoit virheellisen syodtteen. Syéta uudestaan.")
ihminen = input("Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? ")

#Arvotaan koneen valinta.

kone = random.randint (1, 3)

#Tutkitaan, mita kayttdja valitsi ja muutetaan valinta luvuksi.
if ihminen == "k":
print ("Sina valitsit kiven.")

ihminen = 1

elif ihminen == "p":
print ("Sina valitsit paperin.")
ihminen = 2

else:

print ("Sina valitsit sakset.")
ihminen = 3

#Tutkitaan, mita kone valitsi.
if kone ==

print ("Mind valitsin kiven.")
elif kone ==

print ("Mina valitsin paperin.")
else:

print ("Mina valitsin sakset.")



#Tutkitaan, kumpi voittaa. Lasketaan voittojen Jja

#tasapelien lukumaara.

if kone == 1 and ihminen ==
print ("Voitin! Kivi voittaa sakset")
voittaja_k += 1

elif kone == 1 and ihminen ==

print ("Sina voitit. Paperi voittaa kiven.")

voittaja i +=1

elif kone == 2 and ihminen ==
print ("Voitin! Paperi voittaa kiven.")
voittaja_k += 1

elif kone == 2 and ihminen ==

print ("Sind voitit. Sakset voittaa paperin.")

voittaja_i +=1
elif kone == 3 and ihminen ==
print ("Sind voitit. Kivi voittaa sakset")
voittaja_i +=1
elif kone == 3 and ihminen ==
print ("Voitin! Sakset voittaa paperin.™)
voittaja_k += 1
else:
print ("Tasapeli.")
tasapeli += 1

jatketaanko = input ("Jatketaanko? (k/e) ")
print ("Sinun voittojesi lukumaaréa:", voittaja_ i)

print ("Minun voittojeni lukumadra:", voittaja k)
print ("Tasapelien lukumaara:", tasapeli)

Suoritetaan ohjelma.
Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.

Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? k
Sind valitsit kiven.

Mind valitsin sakset.

Sind voitit. Kivi voittaa sakset
Jatketaanko? (k/e) k

Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.
Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? p
Sind valitsit paperin.

Mind valitsin kiven.

Sind voitit. Paperi voittaa kiven.
Jatketaanko? (k/e) k

Pelataan kivi-paperi-sakset-pelia.
Kivi (k), paperi (p), sakset (s)? s

Sind valitsit sakset.

Mind valitsin sakset.
Tasapeli.

Jatketaanko? (k/e) e

Sinun voittojesi lukumaara: 2
Minun voittojeni lukumddra: 0
Tasapelien lukumddra: 1
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a) Muutetaan luku kymmenjarjestelmaan.

Luvussa on 5 numeroa, joten
10011, . .

2:n suurin eksponentti on 4.

=1-240-2240-22 +1-21 +1.20
=19

Siis 100112 = 191().

b) Kirjoitetaan luvun 49 jakoyhtdld 2:lla jacttaessa ja sen jalkeen saadun
osamaaran jakoyhtdlo ja niin edelleen, kunnes osamédird on O.

49

=2.-24+1

=2-(2-124+0)+1

=22.12+2-0+1

=22.(2:64+0)+2-0+1
=23.6422.0+2-0+1
=23.(2:340)+22-0+2-0+1
=24.3423.04+22-04+2-0+1

=242 141D +23.04+2%2.04+2-0+1
=25.142%14+23.0422.04+2-0+1
=220+ +2%1+23.0+22-0+2-0+1
=20.0+2514+2%1+23.04+22.04+2:0+1
=110001,

Siis 4910 =110001,.

Vastaus
a) 19
b) 110001,
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Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma muuntaa kaksijdrjestelmé&n luvun 101011
#kymmenjidrjestelmdan.

#Asetetaan kaksijarjestelman luku merkkijonona.
luku2 = "101011"

#Muunnetaan kaksijdrjestelmdn luku kymmenjdrjestelmdn luvuksi.
#Asetetaan luvun 2 eksponentin arvo.
eksponentti = len(luku2) - 1

#Asetetaan kymmenjdrjestelmdn luvun arvoksi aluksi 0.
lukul0 = 0

#Luetaan muuttujan luku2 arvoa merkki kerrallaan.
for merkki in luku2:
#Jos merkki on 1, lisatdan kymmenj&drjestelmé&n lukuun
#merkkid vastaava luvun 2 potenssi.
if merkki == "1":
lukul0 += 2 ** eksponentti
#Vahennetaan eksponentin arvoa yhdella.
eksponentti -= 1

print ("2-jarjestelman luku", luku2, "1l0-jdrjestelma&n lukuna:", lukulO)

Suoritetaan ohjelma.
2-jarjestelman luku 101011 10-jarjestelmé&n lukuna: 43



K49

Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma muuntaa kymmenjarjestelman luvun 157
#kaksijarjestelmaan.

#Asetetaan kymmenjarjestelmdn luku.
lukulO = 157

#Asetetaan jaettavaksi luvuksi kymmenjdrjestelman luku.
jaettava = lukulO

#Muunnetaan 10-jdrjestelmdn luku kaksijdrjestelmdan jakojdanndsten avulla.
#Asetetaan kaksijarjestelman luvuksi tyhj& merkkijono.
luku2 = ""
while jaettava != 0:
#Lasketaan luvun osamddrda ja Jjakojaannds.
osam = jaettava // 2
jakoj = jaettava % 2
#Lis&dt&ddn merkkijonon luku2 alkuun jakojddnndksen arvo merkkijonona.
luku2 = str(jakoj) + luku2
#Asetetaan tutkittavaksi luvuksi osamadrdn arvo.
Jjaettava = osam

print ("10-jdrjestelmdn luku", lukulO, "kaksijarjestelman lukuna:", luku2)

Suoritetaan ohjelma.
l10-jarjestelman luku 157 2-jarjestelmdn lukuna: 10011101



K50

a) Muutetaan luvut kymmenjarjestelmaén.

1000111, =1-26+0-25 4024 +0-23 +1-22 +1-2' +1-20 =71
11001, =1-2% +1-23 +0-22 +0-2! +1.20 =25

Lasketaan lukujen summa kymmenjirjestelmassa.

1000111, +11001, =71425=96

b) Muutetaan summan arvo 96 kaksijarjestelmaén

96

=2-48+0

=2-(2:244+0)+0

=22.24+42-0+0
=22.(2-124+0)+2-0+0
=23.12422.042-0+0
=23.(2:64+0)+22:0+2-0+0
=24.6+23-0+22.0+2-0+0
=24.(2-3+0)+23-0+22-0+2-04+0
=25.342%.04+23-0+22.04+2-0+0
=252 1+1)+2%0+2%0+22-0+2:0+0
=20.1425.142%4.0+2%.04+22.0+2:0+0
= 1100000,

Vastaus

a) 96
b) 1100000,



K51

a) Kirjoitetaan molemmille puolille kantalukujen potenssien summat ja
sievennetdédn yhtaloa.

2X0,, = 11111010,
2:1024+X-10' +0=1-27 4+1-2° +1-25 +1-2* +1- 2 4+0-22 +1-2' + 0
10X + 200 = 250

10X =50
X=5

Saatu ratkaisu X =5 kelpaa kymmenjarjestelmin numeromerkiksi.

b) Kirjoitetaan molemmille puolille kantalukujen potenssien summat ja
sievennetdédn yhtaloa.

4X,, = 10100X,
410 + X =1-2540-2+1-2340-2240-2' +X
X 440 = X + 40
0=0
Yhtild on aina tosi, joten numeromerkiksi X:n paikalle kelpaa mikéa
hyvénsi kaksijérjestelmésté ja kymmenjérjestelmésta 10ytyva merkki.
Tallaisia ovat X =0 ja X=1.

Vastaus

a) X=5
b) X=0 tai X=1



K52

Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma etsii yht&lén x ** (1 / 2) -1/ 2 * x ** 2 =0
#valilla ]1, 2[ olevan ratkaisun kahden desimaalin
#tarkkuudella.

#Asetetaan aloitusvdlin padtepisteet..
a =1
b =2

#Lasketaan valin keskipiste.
c=0.5* (a + b)

#Lasketaan valin pituus.
vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=a**(1/2) -1/2%*a?**2
#Lasketaan funktion arvo kohdassa b.
fb=b** (1 /2) -1/ 2%*b**2
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fe=cH** (1 /2) -1/ 2%*c**2

#Tutkitaan, onko valin pituus liian suuri ja ettei vé&lin
#keskipiste ole funktion nollakohta.
while vali >= 0.001 and f c != 0:
#Tutkitaan saako funktio erimerkkiset arvot wvalin
#alkupisteessd ja keskipisteessa.
if £fa* fc<O0:
#Asetetaan keskipiste uudeksi loppupisteeksi.

b =c

else:
#Asetetaan keskipiste uudeksi alkupisteeksi.
a=c

#Lasketaan valin uusi keskipiste.
c=20.5* (a + b)

#Lasketaan valin uusi pituus.
vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa
fa=a**(1/2) -1/ 2%*a**
#Lasektaan funktion arvo kohdassa
fec=c* (1 /2) -1/ 2%*c**

NN

print ("Yhtaldén ratkaisu: x =", round(c, 2)))

Suoritetaan ohjelma.
Yhtaldén ratkaisu: x » 1.59



KS3

a) Piirretddn funktion f kuvaaja.

\ y=f(x)
1

Kuvaajan perusteella positiivinen nollakohta on vililld [1, 2].
Sievennetddn yhtdald f{x) =0 muotoon x = g(x).

2x—x3=0
X3 =2x
x:\3/2x

Iteroidaan funktiota g(x) = 32x alkuarvolla x; = 1.
x =1
x> =g(1)=1,2599210...
x3=g(1,259...) = 1,3607900...
x4=g(1,360...) = 1,3961766...
xs=g(1,396...) = 1,4081755...
x6=g(1,408...) = 1,4121980...
x7=g(1,412..) = 1,4135413...
xs=g(1,413...) = 1,4139894...
x9=g(1,413...)=1,4141388...
x10=g(1,414...) = 1,4141886...
xi1=g(1,414...) = 1,4142052...
x12=g(1,414...) = 1,4142107...

Iteraatioista havaitaan, ettd funktion g kiintopisteen ja funktion f
positiivisen nollakohdan likiarvo on neljan desimaalin tarkkuudella
1,4142.



b) Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma etsii funktion g(x) = (2 * x) ** (1 / 3)
#ainoan positiivisen kiintopisteen.

#Asetetaan iteroinnin alkuarvo.

x =1
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
g x = (2*x)** (1/3)

#Tutkitaan, onko arvo g x liian kaukana arvosta x.
while abs(g x - x) >= 0.00001:
#Sijoitetaan muuttujan x uudeksi arvoksi g x.

X = g x
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx= (2*x)* (1/3)

print ("Kiintopiste:", round(g x, 4))

Suoritetaan ohjelma.
Kiintopiste: 1.4142

Vastaus

x~1,4142



K54

a) Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma etsii yhtdldén x ** (5) - 3 * x = 4 =0
#valilla 11, 2[ olevan ratkaisun kahden desimaalin
#tarkkuudella.

#Asetetaan aloitusvalin paddtepisteet.
a =1
b =2

#Lasketaan valin keskipiste.
c=0.5%* (a + Db)

#Lasketaan valin pituus.

vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=a** (5 -3*a-4
#Lasketaan funktion arvo kohdassa b.
fb=Db** (5 -3 *b-4
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fc=c** (5 -3 *c-4

#Tutkitaan, onko valin pituus liian suuri ja ettei valin
#keskipiste ole funktion nollakohta.
while vali >= 0.001 and £ c != 0O:
#Tutkitaan saako funktio erimerkkiset arvot valin
#alkupisteessa ja keskipisteessa.
if £ a*fc<O:
#Asetetaan keskipiste uudeksi loppupisteeksi.

b =c

else:
#Asetetaan keskipiste uudeksi alkupisteeksi.
a =c

#Lasketaan valin uusi keskipiste.
c=0.5* (a + Db)

#Lasketaan valin uusi pituus.

vali = abs(a - Db)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.

fa=a** (5 -3*a-4
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fc=c** (5 -3 *c-4

print ("Yht&dlon ratkaisu: x =", round(c, 2))

Suoritetaan ohjelma.
Yhtalon ratkaisu: x »~ 1.54



b) Muokataan yhtilo x> —3x —4 =0 muotoon x = g(x).
¥ +x-3=0 \+3x+4
x> =3x+4

x=133x+4

Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma etsii funktion g(x) = (3 * x + 4) ** (1 / 5)
#kiintopisteen alkuarvolla x = 1.

#Asetetaan iteroinnin alkuarvo.

x =1
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
g x = (3 *x+ 4) ** (1 /5)

#Tutkitaan, onko arvo g x liian kaukana arvosta x.
while abs(g x - x) >= 0.001:
#Sijoitetaan muuttujan x uudeksi arvoksi g x.

X =g x
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
g x = (3 * x + 4) ** (1 / 5)

print ("Kiintopiste:", round(g_x, 2))

Suoritetaan ohjelma.
Kiintopiste: 1.54



K55

CAS-laskimella saadaan yhtilon x> —2x =1 ratkaisujen likiarvot.

X3 —2x=1
x=—1 tai x~—0,61803 tai x~1,61803

3
a) Iteroidaan funktiota f(x)= XT_l alkuarvoilla —1,5; —0,5 ja 1.5.

Kaytetadn taulukkolaskentaohjelmaa.

A | B C

1] -15 0,5 15

2 | -2,1875 -0,5625 1,1875

3 | -5,7337646484375 -0,5889892578125 0,3372802734375

4 | -94,7517868285095 | -0,602162644566306 = -0,480815838219314
5

6

-425336,585936204 -0,609172042451552 -0,555575433156343
-3,84740784941320E+16  -0,613029002455583 -0,585744473962074
7 |-2,8475718066622E+049 -0,615189546609041 -0,6004383465455714
8 ]-1,1545003198431E+148 -0,616411757546215 -0,60826128176755

9

#NUM! -0,617106970501002 -0,612522797964462
10 #NUM! -0,617503650630404 -0,614904431238306
11 #NUM! -0,617730392626522 -0,616249976182777
12 #NUM! -0,617560129196818 -0,617014766190425
13 #NUM! -0,617934404109361 -0,617451001254537
14 #NUM! -0,617976941021169 -0,617700261619423
15 #NUM! -0,616001306326749 -0,617842694795799
16 #NUM! -0,616015264377888 -0,617924535506303
17 #NUM! -0,616023260964385 -0,617971266727012
18 #NUM! -0,616027842382423 -0,617998066477812
19 #NUM! -0,616030467229716 -0,615013409461436
20 #NUM! -0,616031971109867 -0,618022196259414
21 #NUM! -0,618032832748798 -0,618027233528839
22 #NUM! -0,618033326421442 -0,618030116394936
23 ANUM! -0,618033609269566 -0,618031771247713
24 #NUM! -0,618033771327319 -0,618032716238756
25 #NUM! -0,616033864177887 -0,618033260813285

Iteroimalla 16ydetdén ratkaisun x =—0,618... likiarvo.



b) Iteroidaan funktiota g(x)==3/2x+1 alkuarvoilla —1,5; 0,5 ja 1,5.

Kéytetddn taulukkolaskentaohjelmaa.

A | B C

1] -15 -05 15
2 | -1,25892104989487 0 1,5874010519682
3 | -1,14973960072352 1 1,61019556391094
4 | -1,091247121073 1,44224957030741 1,61603551859011
5 | -1,05746583496037 1,57197273764448 1,6175249301566
6 | -1,03692994703961 1,606218698976872 1,61790434964357
7 | -1,0240375320917 1,61501968402268 1,61800097625479
8 | -1,01577486647583 1,61726604969857 1,61602556227217
9 | -1,01040787792036 1,61763841403363 1,61603184808769
10 | -1,00689099045616 1,61798416528748 1,61603344364296
11 | -1,00457304895206 1,61802130649724 1,61603384994167
12 | -1,00303945169501 1,61803075928361 1,61603395340321
13 | -1,0020222090441 1,61803316638529 1,61603397974907
14 | -1,00134632595571 1,61803377933965 1,61803398645789
15 | -1,00089674624294 1,61803393542483 1,61603396816625
16 | -1,00059747375261 1,61803397517099 1,61603396860127
17 | -1,00039815730479 1,61803398529211 1,61803398871205
18 | -1,00026536777691 1,61803396786939 1,61603396874026
19 | -1,0001768805627 1,61803396852568 1,61603396874744
20 | -1,00011790647265 1,6180339886928 1,61603396874927
21 | -1,00007859813727 1,61803396873536 1,61603396874974
22 | -1,00005239601279 1,61803396874619 1,61603396874965
23 | -1,00003492945511 1,61803396874895 1,61603396874968
24 | -1,00002328576118 1,61803398874965 1,61803398874989

25 -1,0000155235996 1,61803396874963 1,61603396874969

Iteroimalla l6ydetddn ratkaisujen x =—1 ja x=1,618... likiarvot.

Vastaus

a) x~-0,62
b) x~-1,00 tai x~ 1,62



K56

a) Sievennetddn yhtdlo muotoon x = g(x).

3 —xt41=0
3 4 1= x4

x=493*+1 tai x=-Y3%+1

Tarkoitus on 16ytéé negatiivinen ratkaisu, joten maéritelldén
g(x)= 3% +1 jaiteroidaan funktiota g alkuarvolla x; =-2.

X1 =-2

x2 = g(=2) =-1,0266900...
x3=g(-1,026...) =—1,0726239...
xs=g(-1,072...) =-1,0693822...
xs=g(-1,069...) =—-1,0696066...
x6 = g(—1,069...) =—-1,0695910...
x7=g(-1,069...) =-1,0695921...

Iteraatioista havaitaan, ettd funktion g kiintopisteen ja yhtdlon negatiivisen
ratkaisun likiarvo on neljén desimaalin tarkkuudella —1,070. Ensimméinen
iteraatio, joka pyoristyy oikein tdhén tarkkuuteen, on xs, eli tarvitaan nelja
iteraatiokierrosta.



b) Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma etsii funktion g(x) -(3 ** x + 1) ** (1 / 4)
#kiintopisteen alkuarvolla x = -2. Ohjelma laskee
fiterointikierrosten ma&aran.

#Asetetaan iteroinnin alkuarvo.

X = -2

#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx= -(3*x+ 1) ** (1 / 4)
summa = 0

#Tutkitaan, onko arvo g _x liian kaukana arvosta x.
while abs(g x - x) >= 0.0001:
#Sijoitetaan muuttujan x uudeksi arvoksi g x.

X =g x
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx=-(3* x4+ 1) ** (1 / 4)

summa += 1

print ("Kiintopiste:", round(g x, 3))
print ("Iterointikierroksia:", summa)

Suoritetaan ohjelma.
Kiintopiste: -1.07
Iterointikierroksia: 4

Vastaus

x =~ —1,070; tarvitaan vahintddn 4 iterointikierrosta



Al.

a) Huomataan, ettd 8 - 20=160 ja 163 — 160 = 3.
Luku 8 menee 163:een 20 kertaa, ja ylijaa 3.
Jakolaskun 163 : 8 osaméddrd on 20 ja jakojddnnds 3.

Jakoyhtélé on 163 =8 - 20 + 3.

b) Huomataan, ettd 11 -9=99 ja 100-99=1.
Luku 11 menee 100:aan 9 kertaa, ja yli jaa 1.
Jakolaskun 100 : 11 osamiérd on 9 ja jakojddnnds 1.

Jakoyhtils on 100=11 -9 + 1.

Vastaus
a) osamddrd 20, jakojddannds 3, jakoyhtdlo 163 =8 - 20+ 3
b) osamdidrd 9, jakojddnnos 1, jakoyhtdlo 100=11-9 + 1



A2,

Osoitetaan lauseet loogisesti ekvivalenteiksi totuustaulun avulla.

A B -4 -B A= B AV B
1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 | 1 |

Koska lauseiden 4 = —-B ja -4V -B totuustaulut ovat samat,
lauseet ovat loogisesti ekvivalentit. [l



A3.

a) Etsitddn luvuille 18 ja 42 pienin yhteinen monikerta.

Maédritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen
algoritmilla.

42=18-2+6 syt(42, 18) = syt(18, 6)
18=6-3+0 syt(18, 6) = 6
Saatiin syt(42, 18) =6.
Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.
pym(42, 18)-6 =42-18 pym(a,b)-syt(a,b) = ab
pym(42, 18) = 4218 _ 156

6

b) Murtolukujen yhteiseksi nimittdjiksi tulee laventaa
pym(42, 18) = 126. Laventajat saadaan selville jakolaskulla.

126 _ 126 _
0 =3 s

Lavennetaan murtoluvut.

N1 7 V13
18~ 126 42 7 126
Vastaus
a) 126

1 _ 7 . 1 _ 3
b) =126 2 3= 126



A4.

Muodostetaan jakoyhtalot.
59052 =3822-15+1722
3822=1722 -2+ 378
1722 =378 - 4+ 210
378=210 -1+ 168
210=168 - 1 +42

168 =42 -4+0

Siis syt(59 052, 3822) = 42.

Vastaus
42

syt(59 052, 3822) = syt(3822, 1722)
syt(3822, 1722) = syt(1722, 378)
syt(1722, 378) = syt(378, 210)
syt(378, 210) = syt(210, 168)
syt(210, 168) = syt(168, 42)

syt(168, 42) = 42



AS

Kirjan 1. painoksessa tehtdvian annon esimerkkitulostuksessa on virhe.

Tulostuksen pitéisi olla:

Anna kokonaisluku a:
Anna kokonaisluku b:
Anna moduloluku n: 4
Luvut 5 ja 21 ovat kongruentit
modulo 4.

=l
21

Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma kysyy kayttdajalta kaksi kokonaislukua a ja b seka
#positiivisen kokonaisluvun n. Ohjelma tutkii, ovat luvut
#a ja b kongruentteja modulo n ja tulostaa tiedon ndytdlle.

print ("Ohjelma tutkii ovatko luvut a ja b kongruentit modulo n.")
#Kysytdan luvut kayttajalta.

a = int(input ("Anna kokonaisluku a: "))
b = int(input ("Anna kokonaisluku b: "))

n = int (input ("Anna moduloluku n: "))

#Tutkitaan, onko kayttajan syodte virheellinen.
while n <= 0:
print ("Annoit virheellisen arvon.")
print ("Moduloluvun n tulee olla positiivinen.")
n = int (input ("Anna moduloluku n: "))

#Tutkitaan, ovatko luvut kongruentit modulo n.
if (a - b) $ n==0:

print (f"Luvut {a} ja {b} ovat kongurentit modulo {n}.")
else:

print (f"Luvut {a} ja {b} eivdt ole kongurentit modulo {n}.")

Suoritetaan ohjelma.

Ohjelma tutkii ovatko luvut a ja b kongruentit modulo n.
Anna kokonaisluku a:

Anna kokonaisluku b: 21

Anna moduloluku n: 4

Luvut 5 ja 21 ovat kongurentit modulo 4.

E}
2



A6.

Maiiritetddn jakojadnnds kongruenssin avulla.

17=—1 (mod 18)
15=-3 (mod 18)
183=3 (mod 18)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 18.

17" 4+15-183 = (- 1) 4+ (—3)-3
=—-1-9
=-10
=8 (mod 18)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojaannos.

Kun luku 17! +15-183 jaetaan luvulla 18, niin jakojdinnds on 8.

Vastaus
Jakojddnnds on 8.



AT

Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma kysyy kdyttdjaltd vallitsevan tuulen nopeuden (m/s),
#kertoo tuulen vaikuttavuuden ja antaa tarvittaessa
#kovan tuulen varoituksen tai myrskyvaroituksen.

nopeus = int (input ("Anna tuulen nopeus kokonaislukuna (m/s): "))
print ("Tuulen vaikuttavuus: ")
#Tutkitaan ja tulostetaan tuulen vaikuttavuus.

if nopeus < 0:

print (n_u)

print ("Annoit virheellisen arvon."
elif nopeus < 1:

print ("tyynta")
elif nopeus < 4:

print ("heikkoa tuulta")
elif nopeus < 8:

print ("kohtalaista tuulta")
elif nopeus < 14:

print ("navakkaa tuulta")
elif nopeus < 21:

print ("kovaa tuulta")

print ("Annetaan kovan tuulen varoitus.")
elif nopeus < 33:

print ("myrskya")

print ("Annetaan myrskyvaroitus.")
else:

print ("hirmumyrskya")

print ("Annetaan myrskyvaroitus.")

Suoritetaan ohjelma.

Anna tuulen nopeus kokonaislukuna (m/s): 35
Tuulen vaikuttavuus:

hirmumyrskya

Annetaan myrskyvaroitus.



AS8.

a) Muutetaan luku 1101011, kymmenjérjestelméén.

1101011, =1-26 +1-25 +0-2% +1-23 +0-22 +1.21 +1.2°
:10710

Siis 11010112 = 1071o.
b) Muutetaan luku 35210 kaksijarjestelmaan.

352=2-176 +0
176 =2-88+0
88=2-44+0
44=2.2240
22=2-11+0
11=2-541
5=2-2+41
2=2-1+0
1=2-0+1

Siis 35210 =101100000,.
Vastaus

a) 107
b) 101100000,



A9

Puolitusmenetelmai:

Kirjoitetaan ohjelma.

#0hjelma funktion f(x) = 4 * x ** 3 = 7 * x ** 2 — ]
#valilla 11, 2[ olevan nollakohdan kolmen desimaalin
#tarkkuudella.

#Asetetaan aloitusvalin pdatepisteet.
a =1
b =2

#Lasketaan valin keskipiste.
c=20.5* (a + b)

#Lasketaan valin pituus.

vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=4%*a**x3-7%*a*x*x2 -1
#Lasketaan funktion arvo kohdassa b.
fb=4*Db**3-7*Dp*x*x2 -1
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fec=4*c**x3-7*c*xx2 -1

#Tutkitaan, onko valin pituus liian suuri ja ettei vé&lin
#keskipiste ole funktion nollakohta.
while vali >= 0.0001 and f ¢ != 0:
#Tutkitaan saako funktio erimerkkiset arvot valin
#alkupisteessad ja keskipisteessa.
if £fa* fc<O0:
#Asetetaan keskipiste uudeksi loppupisteeksi.

b =c

else:
#Asetetaan keskipiste uudeksi alkupisteeksi.
a=-c

#Lasketaan valin uusi keskipiste.
c=20.5* (a + b)

#Lasketaan va&lin uusi pituus.

vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=4*a**x3-7%a3a*x2 -1
#Lasektaan funktion arvo kohdassa c.
fec=4*c**x3-7*c*x2 -1

print ("Funktion nollakohta: x =", round(c, 3))

Suoritetaan ohjelma.
Funktion nollakohta: x =~ 1.825.



Kiintopistemenetelmé:
Funktion f(x)=4x3 —7x? —1 nollakohdat ovat yhtilon
4x3 —7x* —1=0 ratkaisut.

Muokataan yhtilo 4x> —7x2 —1=0 muotoon x = g(x)
4x3 —7x2—1=0 4722 +1
4x3 =7x% +1 ‘:4

3:7x2+1
4

2
_3 Tx 4—1
YT 4

Valitaan iteroinnin alkuarvoksi x; =1.

X

Kirjoitetaan ohjelma.

#Ohjelma etsii funktion g(x) = ((7 * x ** 2 4+ 1) / 4) ** (1 / 3)
#kiintopisteen alkuarvolla x = 1.

#Asetetaan iteroinnin alkuarvo.

x =1
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx= ((7*x>*2+1) / 4) ** (1 / 3)

#Tutkitaan, onko arvo g x liian kaukana arvosta x.
while abs(g x - x) >= 0.0001:
#Sijoitetaan muuttujan x uudeksi arvoksi g x.

X =g x
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx= ((7*x>* 2+ 1) / 4) ** (1 / 3)

print ("Kiintopiste:", round(g_x, 3))

Suoritetaan ohjelma.
Kiintopiste: 1.825



A10.

Oletetaan, ettd n on luonnollinen luku.
On osoitettava, ettd luku 6>"*! +1 on jaollinen luvulla 7.
Osoitetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

Koska 6=—1 (mod 7), niin

62"+ 1= (-1 41 (—1)?"*t1 = —1, koska 2n+1 on pariton.
=—1+1
= 0 (mod 7).

Kun luku 62"*! 41 jaetaan luvulla 7, jakojdinnds on 0.

Luku 6>"*! 41 on siten jaollinen luvulla 7, kun n on luonnollinen
luku. O



B1.

a) ”Saadaan kolme klaavaa” voidaan kirjoittaa toisin:
“ensimmaiselld heitolla saadaan klaava
ja toisella heitolla saadaan klaava

ja kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause on formalisoituna AABAC.

b) ”Saadaan ainakin yksi klaava” voidaan kirjoittaa toisin:
”ensimmaiselld heitolla saadaan klaava
tai toisella heitolla saadaan klaava

tai kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause on formalisoituna AV BV C.



¢) ”Saadaan tasan yksi klaava” voidaan kirjoittaa toisin:

“ensimmaiselld heitolla saadaan klaava
ja toisella heitolla saadaan kruuna

ja kolmannella heitolla saadaan kruuna
TAI

ensimmaiselld heitolla saadaan kruuna
ja toisella heitolla saadaan klaava

ja kolmannella heitolla saadaan kruuna
TAI

ensimmaiselld heitolla saadaan kruuna
ja toisella heitolla saadaan kruuna

ja kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause on formalisoituna

(AAN-BA=C)V (=ANBA-C)V(=AN-BAC).

Vastaus

a) ANBAC

b) AVBVC

¢) (AN-BA-C)V(=ANBAN-C)V(—=AN-BAC)



B2.

a) Saadaan —35:7=-5.

Siis —35=7-(-5)+0.

b) Laskimella saadaan —36:7 = —5,142...

Etsitddn suurin luvun 7 monikerta, joka on pienempi
kuin —36.

7-(=5)=-35>-36
7-(=6) = —42 < —36
Lasketaan lukujen —36 ja —42 erotus: —36—(—42)=6

Siis —36 =7-(—6) +6.

Vastaus
a) -35=7-(-5+0
b) -36=7-(—6)+6



B3

Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma kysyy kayttdjdltéd nelidn pinta-alan. Ohjelma
#tarkastaa, ettd kayttajan antama pinta-ala on positiivinen
#luku. Ohjelma laskee nelidn sivun pituuden ja piirin kolmen
#desimaalin tarkkuudella.

A = float (input ("Anna nelién pinta-ala: "))

while A <= 0:
print ("Annoit virheellisen syodtteen.")
A = float (input ("Anna nelién pinta-ala: "))

#Lasketaan sivun pituus.
x = A ** (1 / 2)

#Lasketaan piiri.
p =4 *x

print ("Nelidén sivun pituus:", round(x, 3))
print ("Nelidn piiri:", round(p, 3))

Suoritetaan ohjelma.
Anna nelioén pinta-ala: 9
Nelidn sivun pituus: 3.0
Nelidn piiri: 12.0



B4.

a) Muodostetaan lukujen 24 ja 150 alkutekijdhajotelmat.

24=3.8=3.2-2.2=23.3
150=10-15=2-5-3-5=12-3-52

b) Suurin yhteinen tekijd on se yhteinen osa, joka siséltyy molempiin
alkutekijahajotelmaan.
Molemmista hajotelmista l0ytyy 2-3.

Siis syt(24,150)=2-3=6.

¢) Pienin yhteinen monikerta siséltdd jokaisen alkulukuhajotelmissa
esiintyvan alkuluvun eli luvut 2, 3, 5. Jokaista alkulukua otetaan
mukaan suurimman eksponentin ilmaisema maéra.

Siis pym(24, 150) = 23-.3.52 = 600.

Vastaus

a) 24=23.3 ja 150=2-3-57
b) 6

¢) 600



BS.

Olkoon

A: "Heimo on kelmi”,
B:’Miia on kelmi” ja
C: ’Silja on kelmi”.

Formalisoidaan lauseet.

Heimo sanoo: ”Miia ja Silja ovat molemmat kelmejd”
eli ”Miia on kelmi ja Silja on kelmi”.

Heimon lause on formalisoituna BAC.

Miia sanoo: ”Heimo ja Silja ovat molemmat ritareita”
eli ”Heimo on ritari ja Silja on ritari”.

Miian lause on formalisoituna —4 A —C .
Silja sanoo: ”"Heimo on ritari tai Miia on kelmi”.
Siljan lause on formalisoituna -4V B.

Laaditaan formalisoitujen lauseiden totuustaulu.

H M S Heimo: Miia: Silja:
A|B|C| 4| -C BAC -AN-C | -4VB
1 1 1 1 0 0 1 0 1
2 1 1 0] O 1 0 0 1
3 1 0|1 0 0 0 0 0
4 1 00| O 1 0 0 0
510 1 1 1 0 1 0 1
6 | 0 1 |0 1 1 0 1 1
710101 1 0 0 0 1
80010 1 1 0 1 1




Kelmit valehtelevat aina, ja ritarit puhuvat aina totta.

Jos Heimo on kelmi, hénen viitteensé ei ole totta, joten rivit 2, 3, ja 4
ovat mahdollisia.

Jos Heimo on ritari, hdnen véitteensd on totta. Siten myds rivi 5 on
mahdollinen. Eli rivit 2, 3, 4 ja 5 ovat mahdollisia.

Jos Miia on kelmi, hénen viitteensé ei ole totta, joten rivit 2 ja 5 ovat
edelleen mahdollisia.

Jos Miia on ritari, hdnen viitteensé on totta ja rivit 3 ja 4 eivit voi
pitdd paikkaansa.

Jos Silja on kelmi, hinen viitteensi ei ole totta, joten rivi 5 ei ole
mahdollinen.

Jos Silja on ritari, hdnen véitteensa on totta, joten rivi 2 on
mahdollinen.

Rivi 2 on ainoa mahdollinen rivi. Sen perusteella Heimo on kelmi,
Miia on kelmi ja Silja on ritari.

Vastaus
Heimo ja Miia ovat kelmeja, Silja on ritari.



B6
Kirjoitetaan ohjelma.

#0Ohjelma tutkii, kuinka monta kokonaisluvulla n jaollista
#lukua on v&alilla [a, b].

n = int (input ("Anna kokonaisluku n: "))

a = int(input ("Anna valin alaraja: "))
b = int(input ("Anna valin yl&raja: "))

#Asetetaan muuttujan summa arvoksi 0.
summa = 0

#Silmukka k&ay lapi luvut a, ..., b.
for luku in range(a, b + 1):
#Tutkitaan, onko luku jaollinen luvulla n.
if luku $ n ==
summa += 1

print (£"valilla [{a}, {b}] on {summa} kokonaislukua,")
print (f"jotka ovat jaollisia luvulla {n}.")

Suoritetaan ohjelma.
Anna kokonaisluku n:
Anna vélin alaraja: 123

Anna valin ylaraja: 987

valilla [123, 987] on 96 kokonaislukua,
jotka ovat jaollisia luvulla 9.

2
2



B7.

Oletetaan, ettd luku » on positiivinen kokonaisluku.

On osoitettava, ettd luku 73 +11n on jaollinen luvulla 6.
Osoitetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

Jokainen kokonaisluku » toteuttaa yhden kongruensseista n=0,
n=1, n=2, n=3, n=4 tai n=5 (mod 6).

Osoitetaan, etti kaikissa tapauksissa #n® +11z =0 (mod 6).
1) Jos n=0 (mod 6), niin
n +11ln=0°+11-0=0 (mod 6).
2) Jos n=1 (mod 6), niin
B 4+1ln=1+11-1=12=0 (mod 6).
3) Jos n=2 (mod 6), niin
n+1ln=23+11-2=30=0 (mod 6).
4) Jos n=23 (mod 6), niin

P +11n=33+11-3=60=0 (mod 6).



5) Jos n=4 (mod 6), niin
n+1ln=4>+11-4=108=0 (mod 6).
6) Jos n=5 (mod 6), niin

P +11ln=5+11-5=180 =0 (mod 6).

Huomataan, ettd aina »> +11z2 =0 (mod 6).

Siis kaikilla kokonaisluvuilla » luku #° +11n
on jaollinen luvulla 6. [



B8

a)Kirjoitetaan ohjelma.

#0hjelma etsii funktion f(x) = x ** 5 - (2 * x + 1) ** 2
#valilla 10, 3[ olevan nollakohdan kuuden desimaalin
#tarkkuudella.

#Asetetaan aloitusvalin padatepisteet.
a=20
b =3

#Lasketaan valin keskipiste.
c=0.5* (a + b)
#Lasketaan vadlin pituus.

vali = abs(a - b)
#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=a**5-(2*a+ 1) **2

#Lasketaan funktion arvo kohdassa b.
fb=Db**5-(2*Db+ 1) ** 2
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fec=c**5-(2*c+ 1) **2

#Tutkitaan, onko valin pituus liian suuri ja ettei vé&lin
#keskipiste ole funktion nollakohta.
while vali >= 0.0000001 and £ ¢ != 0:
#Tutkitaan saako funktio erimerkkiset arvot wvalin
#alkupisteessad ja keskipisteessa.
if £fa* fc<O0:
#Asetetaan keskipiste uudeksi loppupisteeksi.

b =-c

else:
#Asetetaan keskipiste uudeksi alkupisteeksi.
a=-c

#Lasketaan valin uusi keskipiste.
c=0.5%* (a +Db)

#Lasketaan va&lin uusi pituus.

vali = abs(a - b)

#Lasketaan funktion arvo kohdassa a.
fa=a**5-(2%*a+1) **2
#Lasketaan funktion arvo kohdassa c.
fc=c**5-(2*c+ 1) **2

print ("Funktion nollakohta: x =", round(c, 6))

Suoritetaan ohjelma.
Funktion nollakohta: x =~ 1.860399



b) Funktion f(x) = x> — (2x +1)? nollakohdat ovat yhtilon
x> —(2x +1)> = 0 ratkaisut.

Muokataan yhtilé x> —(2x +1)> =0 muotoon x = g(x)
¥ —2x+1)*=0 [+(2x 4 1)
x> =Qx+1)?

x=32x+1)? = (2x+1)*5

Valitaan iteroinnin alkuarvoksi x; =0.

Kirjoitetaan ohjelma.
#Ohjelma etsii funktion g(x) = (2 * x + 1) ** (2 / 5)
#kiintopisteen alkuarvolla x 0.

#Asetetaan iteroinnin alkuarvo.

x =0

#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
g x = (2*x+ 1) ** (2 /5)

#Tutkitaan, onko arvo g x liian kaukana arvosta x.
while abs(g x - x) >= 0.0000001:
#Sijoitetaan muuttujan x uudeksi arvoksi g x.
X =g x
#Lasketaan funktion arvo kohdassa x.
gx=(2*x+ 1) ** (2 /5)

print ("Kiintopiste:", round(g x, 6))

Suoritetaan ohjelma.
Kiintopiste: 1.860399

Nollakohta on x =~ 1,860 399



B9

1. Kirjoitetaan ohjelma.

#Tasojoukon A pisteet mdaraytyvat epayhtdaléista 0 < x < 2,

#0 < vy <4 jay 2 x ** 2.

#Ohjelma arpoo 1000 pistettd suorakulmiosta B, Jjonka madraavat
fepayhtdlot 0 £ x € 2 ja 0 £ y £ 4. Ohjelma tulostaa niiden
#pisteiden lukumdéran, Jjotka kuuluvat joukkooan A.

import random
osuma = 0

#Arvotaan 1000 pistettéd suorakulmiosta B.
for i in range (1000):
x = random.uniform(0,2)
y = random.uniform(0,4)
#Tutkitaan, onko piste myds tasojoukossa A.
if vy >= x ** 2:
osuma += 1

print ("Tasojoukkoon A kuuluvien pisteiden lukumdara:", osuma)

Suoritetaan ohjelma.
Tasojoukkoon A kuuluvien pisteiden lukumdara: 677

2.2 Lasketaan Hillen tulosten keskiarvo.

673 + 664 + 672 + 679 + 667 4+ 650 + 640 + 678 + 660 + 667 _ (s
10

Suorakulmion B pinta-ala on 2 - 4 = 8. Merkitdén kirjaimella x joukon
A pinta-alaa.

Pinta-ala | Todennékdisyys
X 665/1000
8 1

Todenndkoisyys on suoraan verrannollinen pinta-alaan. Muodostetaan
verrantoyhtdlo ja ratkaistaan x.



_ 1000 Ratkaistaan CAS-laskimella.

Pinta-ala on noin 5,3.

Vastaus
2. keskiarvo 665, pinta-ala noin 5,3



B10.

Olkoon n ja m kokonaislukuja.
On osoitettava seuraava vdite:

n on jonkin luvun m kuutio < luvun n alkutekijdhajotelmassa
jokaisen tekijén eksponentti on jaollinen luvulla 3.

Tulee siis osoittaa, ettd

1) "«<" Josluvun n alkutekijdhajotelmassa jokaisen tekijan
eksponentti on jaollinen luvulla 3, niin kokonaisluku »
on jonkin luvun m kuutio.

ja

2) "=" Josluku n on jonkin luvun m kuutio, niin luvun »
alkutekijdhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti on
jaollinen luvulla 3.

Osoitetaan ensin kohta 1.

Jos luvun » alkutekijdhajotelmassa jokaisen tekijén eksponentti on
jaollinen luvulla 3, luvun » alkutekijdhajotelma on muotoa:

3. 3. 3-q,
n=pj q, 'pzqz ""'pqu .

Sievennetdén alkutekijdhajotelma.

_ 3 . 3q 3q, _ (.4 q, 9%N\3 .3
n=ptopy e p =Pl Py P ) =m
—_—

=m

Télloin kokonaisluku # on jonkin toisen kokonaisluvun m kuutio.



Osoitetaan kohta 2.

Jos kokonaisluku 7z on jonkin toisen kokonaisluvun m kuutio,
niin n=m3. Luvun m alkutekijihajotelma on muotoa

— tl,tz, ,tk
m—Sl S2 Sk'

Sijoitetaan timé lausekkeeseen n = m?.

[2 3

n=m’= (slt1 -85 slt‘f ) = th 3 34

K XY . XY

Télloin luvun » alkutekijdhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti
on jaollinen luvulla 3.

Koska molemmat kohdat 1 ja 2 pétevit, niin véite on todistettu. [
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