4 Kertaus: Tilastot ja

todennakoisyys

4.1 Kurssin keskeiset asiat

1.

Viimeisen muuttujan arvon 4 summafrekvenssi on 25, joten

havaintoyksikdéiden lukumadara on 25. Lasketaan puuttuvat frekvenssit

taulukkoon:

e summafrekvenssi (sf) saadaan summaamalla siihenastiset

frekvenssit

e suhteellinen frekvenssi (f %) saadaan vertaamalla muuttujan

frekvenssia havaintoyksikéiden kokonaisméaaraan, joka on 25,

ja ilmoittamalla osamaara prosentteina
¢ suhteellinen summafrekvenssi (sf %) saadaan summaamalla

sithenastiset suhteelliset frekvenssit (tai vertaamalla muuttujan

summafrekvenssid havaintoyksikdiden kokonaismaaraan)

X f f% sf sf %
1 5 ~-100 = 20 5 20
2| 15-5=10 | 2-100 = 40 15 20 + 40 = 60
3(18-15=3 | =-100=12 | 25-7=18 | 60+12=72
4 7 Z.100 = 28 25 72 + 28 = 100

25




2.

a) "Ei kertaakaan” viittaa muuttujan arvoon nolla, jonka frekvenssi on
8. Kyselyyn osallistuneista kahdeksan ei kaynyt elokuvissa edellisen
kuukauden aikana kertaakaan.

b) "Korkeintaan kaksi kertaa” viittaa muuttujan arvoihin 0-2.
Korkeintaan kaksi kertaa elokuvissa kdyneiden prosenttiosuus
nahdaan muuttujan arvon 2 suhteellisesta summafrekvenssistd, joka
on 78 %.

c) "Ainakin kolme kertaa” viittaa muuttujan arvoihin 3-5, joiden
suhteellisten frekvenssien summa on

6%+12%+ 4% =22 %.
Ainakin kolme kertaa elokuvissa kdyneita oli siis 22 %.

Tama voidaan laskea myos kertymien avulla. Kaikkien kyselyyn
osallistuneiden maara prosentteina on 100 %. Korkeintaan kaksi
kertaa elokuvissa kdyneita oli 78 %, joten ainakin kolme kertaa
kayneita oli 100 % — 78 % = 22 %.

d) Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin, eli Mo = 1
(kerta).

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka suhteellinen summafrekvenssi
ensimmaisen kerran ylittda arvon 50 %, eli Md = 1 (kerta).



3.

a) Muuttujan arvon 170 cm suhteellinen summafrekvenssi on
kuvaajan perusteella 75 %, joten 75 % opiskelijoista on pituudeltaan
korkeintaan 170 cm.

b) Muuttujan arvon 160 cm suhteellinen summafrekvenssi on
kuvaajan perusteella 50 %, joten opiskelijoiden mediaanipituus on
160 cm.

c) Muuttujan arvon 155 cm suhteellinen summafrekvenssi on
kuvaajan perusteella 25 %, joten 25 % opiskelijoista on pituudeltaan
korkeintaan 155 cm. Opiskelijoita on yhteensa 220, joten korkeintaan
155 senttisia opiskelijoita on

0,25 - 220 = 55 (opiskelijaa).



4.

a) Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin.
Sadepaivien lukumaara 4 esiintyy yleisimmin, joten sadepaivien moodi
on 4 paivaa.

b) Asetetaan sadepdivien lukumaarat suuruusjarjestykseen:

223444

Mediaani on suuruusjarjestykseen asetetun aineiston keskimmainen luku.
Havaintoyksikoité on nyt yhteensa kuusi, eli parillinen maara, joten
keskimmaista lukua ei ole. Talldin mediaani on kahden keskimmadisen
luvun keskiarvo:

3+4 7

Md = ——=-=3,5.
> > 3,5

Sadepaivien mediaani on siis 3,5 paivaa.

c) Lasketaan sadepdivien keskiarvo:

_ 4+3+4+2+4+2 19
X = 3 =z=3,16...z3,2.

Sadepaivien keskiarvo on siis 3,2 paivaa.



5.

a) Tutkimukseen osallistuneiden lukumdara saadaan summaamalla
frekvenssit:

15+55+45+30+5 =150

Tutkimukseen osallistui 150 lukiolaista.

b) Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin, eli Mo = 1
(kpl/paiva).

Mediaanin maarittamiseksi tiydennetdan frekvenssitaulukkoon
summafrekvenssisarake:

Uutissivustojen Ikm f sf
0 15 15
1 55 70
2 45 115
3 30 145
4 5 150

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka alapuolelle jaa puolet (50 %)
havaintoyksikoista. Havaintoyksikoita on yhteensa 150 ja ndista

puolet on 1750 = 75 kappaletta.

Muuttujan arvon 2 summafrekvenssi on ensimmainen, joka ylittaa
arvon 75, joten Md = 2 (kpl/paiva).



c) Lasketaan seurattujen uutissivustojen keskiarvo:

15-0+55- 14+45-2+30-34+5-4 255
150 150

X = =1,7.

Seurattujen uutissivustojen keskiarvo on siis 1,7 (kpl/paiva).



6.

a) "Kaksi tietokonetta” vastaa muuttujan arvoa 2, jonka frekvenssi on
60. Kaksi tietokonetta oli siis 60 kotitaloudessa.

b) "Vahintaan kolme” viittaa muuttujan arvoihin 3-5. Lasketaan
frekvenssien summa:

120 + 40 + 10 =170

Vahintaan kolme tietokonetta oli 170 kotitaloudessa.

c) Lasketaan kaikkien muuttujan arvojen frekvenssien summa:
10 +20+ 60+ 120+ 40+ 10 = 260

Tutkimukseen osallistui 260 kotitaloutta.

d) Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin, eli Mo = 3
(tietokonetta).

Lasketaan tietokoneiden lukumaaran keskiarvo:

10-0+20-14+60-2+120-3+40-4+10-5 710
260 260

X =
=2,73..= 2,7

Tutkimukseen osallistuneissa kotitalouksissa oli keskimaarin 2,7
tietokonetta.



7.

Merkitdadn Maxin viimeiselld viidennella heitolla saamaa pistemaaraa
kirjaimella x.

Kaikkien heittojen pistemdadrien summa on talléin

8+5+9+ 8+ x =x+ 30 ja pistemdarien keskiarvo on %

Tiedetdan, etta keskiarvo on 7 joten saadaan yhtalo:

x+30_7 c
5 - |
x+30=235

x =35—-30=5.

Max heitti viimeisella tikalla tuloksen 5.



8.
a) Sophien paatelma on oikea.

Perustelu: Arvosanojen mediaani on suuruusjdrjestykseen asetettujen
arvosanojen keskimmainen luku. Sophien sai toisesta jiljella olevista
valikokeesta arvosanan x < 7 ja toisesta arvosanany > 7.
Jalkimmainen arvosana voi ollay = 8 tai y > 8, joten
suuruusjdrjestykseen asetetut arvosanat ovat

x 77 88 9 tai x 778y 9 tai x 7789y

Kaksi keskimmaista lukua ovat kaikissa tapauksissa 7 ja 8, joten
. .. 7+8 15 Co .
arvosanojen mediaani on — =5 = 7,5 eli yli seitseman.

b) Merkitdan Sophien kahden viimeisen valikokeen arvosanaa
kirjaimella x.

Kaikkien kurssien arvosanojen summa on talléin
2x+31

6

74+ 7+ 849+ x+ x = 2x + 31 jaarvosanojen keskiarvo on

Tiedetaan, etta keskiarvo on 8,5 joten saadaan yhtalo:

23l g5 |6
6
2x+31 =51
2x =20
20
x=7=10.

Kahden viimeisen valikokeen arvosana oli siis 10.



9.

a) Moodi on se muuttuja arvo, jonka frekvenssi on suurin.

MOA = 7,
Mog = 2ja 7,
MOC = 4,

joten suurin moodi on muuttujalla A.

b) Paatellaan jakaumien keskikohdat, eli muuttujien mediaanit (ne
muuttujan arvot, joiden alapuolelle jaa puolet havainnoista):

MdA = 7,
MdB = 3,5
Mdc = 4,

joten suurin mediaani on muuttujalla A. Taten suurin keskiarvokin on
muuttujalla A.

c) Keskihajonta kuvaa muuttujan arvojen hajaantumista keskiarvon
ympdrille. Keskihajonta on suurin silloin, kun suuri osa muuttujan
arvoista on kaukana keskiarvosta. Muuttujan B arvoista suurimmat
frekvenssit ovat pienimmilla (1 ja 2) sekd suurimmilla (6 ja 7) arvoilla
kun taas lahelld keskiarvoa olevilla muuttujan arvoilla on pieni
frekvenssi. Taten suurin keskihajonta on muuttujalla B.



10.

a) Mansikkamaaran keskiarvo on x = 25 (kpl) ja keskihajonta on s =

3,5 (kpl), joten mansikkamdaran x = 29 (kpl) normitettu arvo on

x—X 29-125
s 35

z= =1,142 .. = 1,1.

b) Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos se on yli
kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta. Tall6in normitetun arvon
itseisarvo on suurempi kuin 2.

Asiakkaan rasiassa oli 29 mansikkaa. Normitetun arvon itseisarvo on
|z| = 1,142 ... < 2, joten maara ei poikkea merkitsevisti keskiarvosta.

c) Lasketaan ne mansikkamaarat, jotka poikkeavat tasan kahden
keskihajonnan verran keskiarvosta x = 25 (kpl).

Keskiarvosta kaksi keskihajontaa alaspain oleva lukumaara on:

X—2s=25-2-35=25 —7 = 18 (kp)).

Keskiarvosta kaksi keskihajontaa ylospdin oleva lukumaara on:

X+2s=25+2-35=25+7 =32 (kpl).

Kun rasian mansikkamaara on valilla 18-32 mansikkaa, niin maara ei
poikkea merkitsevasti keskiarvosta.



11.

Todennadkoisyys saadaan laskemalla tapahtumalle suotuisien
alkeistapauksien osuus kaikista alkeistapauksista.

Alkeistapauksia, eli taideleirille osallistujia on yhteensa
4 4+ 5+ 3 = 12 (osallistujaa).

a) Kuvanveistdjia on viisi. Kysytty todenndkoisyys on

P("kuvanveistdja") = 17

b) Kuvanveistdjia ja valokuvaajia on yhteensa 5 + 3 = 8. Kysytty
todennakoisyys on
(4

2
P("kuvanveistdja tai valokuvaaja") = 7 -3



12.

a) Juoksijoita on yhteensa 5 + 23 + 16 + 8 + 2 = 54. Vahintaan 2500
metrid juosseiden lukumaara on 16 + 8 + 2 = 26 (kappaletta), joten
kysytty todennakoisyys on

26 13

P("juoksi vahintaan 2500 m") = =2 — >

b) Vahintadn 2000 metrid juosseita on yhteensa 23 + 16 + 8 + 2 = 49.
Naista juoksijoista vield ainakin 1000 metria juoksevat kuuluvat
vahintddn 3000 metrid juokseviin, joiden lukumaiaraon 8 + 2 = 10
(juoksijaa).

Kysytty todennakdisyys on:

P("2000 m juossut juoksee vield ainakin 1000 m") = 19



13.

Valitaan yksi numero 50 padnumeron joukosta. Alkeistapauksia on
yhteensa 50.

a) Valittu numero on korkeintaan 10, jos se on valilla 1-10. Suotuisia
alkeistapauksia on kymmenen. Kysytty todennakoisyys on
10 1

P(" korkeintaan 10") = — = —.
("numero on korkeintaan 10") c0°= 5

b) Valittu numero on vihintdan 20, jos se on valilld 20-50. Suotuisia
alkeistapauksia on 50 — 19 = 31. Kysytty todennadkdisyys on
31

P("numero on vahintdin 20") = =0

c) Valilla 1-50 puolet numeroista on parillisia. Suotuisia
alkeistapauksia on 25. Kysytty todennakoisyys on
25 1

P("numero on parillinen") = == 7

d) Valittu numero on parillinen ja korkeintaan 10, jos se joku
numeroista 2, 4, 6, 8 ja 10. Suotuisia alkeistapauksia on viisi. Kysytty
todennakoisyys on

1

P("numero on parillinen ja korkeintaan 10") = 0" 10



14.

Ratkaistaan tehtdava Venn-diagrammin avulla. Alkeistapauksia eli
opiskelijoita on yhteensa 34.

e biologiaa ja historiaa opiskelevia on 8

e pelkkaa biologiaa opiskeleviaon 15 -8 =7

e pelkkaa historiaa opiskelevia on 24 — 8 = 16

e niitd opiskelijoita, jotka eivat opiskele biologiaa eivatka
historiaa,on34 —7—-8—16 =3

34
biologia
7

a) Tapahtumalle "opiskelee joko biologiaa tai historiaa (tai molempia)
suotuisia alkeistapauksia on yhteensa 7 + 8 + 16 = 31. Kysytty
todennakoisyys on

”n

31
P("opiskelee biologiaa tai historiaa") = EYR

b) Tapahtumalle "ei opiskele biologiaa eika historiaa” suotuisia
alkeistapauksia on kolme. Kysytty todenndkdisyys on
3

P("ei opiskele biologiaa eika historiaa") = 37



c) Tarkastellaan historiaa opiskelevia, joten alkeistapauksia on 24.
Tapahtumalle "opiskelee myo6s biologiaa” suotuisia alkeistapauksia on
kahdeksan. Kysytty todennakoisyys on
(8
P("historiaa opiskeleva opiskelee myos biologiaa") = >4
1

3



15.

Kahden nopan heitossa alkeistapaukset ovat kahden silmaluvun
pareja. Alkeistapauksia on yhteensa 6 - 6 = 36.

a) Havainnollistetaan alkeistapauksia taulukon avulla. Lasketaan
taulukkoon kutakin silmalukuparia vastaava summa.

6,7 (8|9 10|11 12

567189 [10] 11

% 4|5 (67|89 |10

S 3|4|5/6[7|8]|9
N

2/3|4|5|6|7]8

12|34 |5|6|7

12|34 |5]|6

1. noppa

Tapaukselle "silmadlukujen summa on vahintaan kahdeksan” suotuisia
alkeistapauksia on yhteensa 15. Kysytty todennadkdisyys on
15¢ 5

P shintidn 8") = — = .
("summa on vahintdin 8") 36 17



b) Taulukkoon on laskettu kutakin alkeistapausta vastaavan
silmdlukuparin summa ja tulo.

6 78| 9 10|11 12

6 (12| 18 |24 |30 | 36

5 6 (7|8 |9 |10 11

5 10| 15 (20|25 | 30

S 4 5 6|7 (8|9 10
= 4 8 |12 |16 | 20 | 24
= 3 4 | 5|6 78|09
o 3| 6| 9 |12 15| 18
2 314|567 8
24| 6 |8 10|12

1 23| 4 |5|6|7
12| 3 |4|5]| 6
12|34 |5]| 6

1. noppa

Tapaukselle "silmadlukujen summa on suurempi kuin niiden tulo”
suotuisia alkeistapauksia on yhteensa 11. Kysytty todennakoisyys on
11

P("summa > tulo") = 36



16.

Liikennevalot toimivat 90 s + 120 s = 210 s mittaisissa ajanjaksoissa.
Havainnollistetaan yksittdista 210 sekunnin ajanjaksoa janalla, jonka
pituus on 210 yksikko6a. Tahan janaan sisaltyy 90 yksikon mittainen
osuus, jonka liikennevalo palaa vihrealld sekd 120 yksikon mittainen
osuus, jonka liikennevalo palaa punaisella.

210

90 120

a) Liikennevaloihin saapuva jalankulkija voi ylittda kadun
pysahtymattd, jos han tulee valoihin niiden 90 sekunnin aikana, jolloin
valot ovat vihredlla (oletetaan, ettei jalankulkija ldhde ylittdimaan
katua punaisen valon palaessa). Kysytty todennakdisyys on

90 ®° 3
P("voi ylittaa kadun pysdhtymatta") = S0 — 7



b) Liikennevaloihin saapuva jalankulkija joutuu odottamaan valojen
vaihtumista yli 45 min, jos valot ovat juuri ehtineet vaihtua vihredsta
puneiseksi ja seuraavaan valojen vaihtumiseen on yli 45 sekuntia.

210
90 120

75 45

Kysytty todenndkoisyys on

120-45 755 5
210 210 14

P("joutuu odottamaan yli 45 s") =



17.

a) Ensimmaisessa maljakossa on yhteensa 6 + 4 = 10 tulppaania,
joista kuusi on valkoisia. Todenndkdoisyys, etta ensimmaisesta
maljakosta nostettu tulppaani on valkoinen, on

6% 3

P("1.tul ' 1koi NVN=—= ==
("1. tulppaani on valkoinen") 70 z

Toisessa maljakossa on yhteensa 3 + 7 = 10 tulppaania, joista kolme
on valkoisia. Todenndkoisyys, ettd toisesta maljakosta nostettu
tulppaani on valkoinen, on

P("2.tulppaani on valkoinen") = 10

Kertolaskusiannon mukaan

P("1.tulppaani on valkoinen ja 2. tulppaani on valkoinen")
3 3 9

=510 50



b) Lasketaan todennikoisyys vastatapahtuman ja sdannén P(A) = 1 —
P(A) avulla. Tapahtuman A ="ainakin yksi tulppaani on keltainen”
vastatapahtuma on A =”"molemmat tulppaanit ovat valkoisia”.

Vastatapahtuman todenndkoéisyys laskettiin kohdassa a. Kysytty
todenndkdoisyys on

P("ainakin yksi tulppani on keltainen")

= 1 — P("molemmat tulppaanit ovat valkoisia")

- 50

41

50



18.

a) Esimerkiksi:

nopan heitto
A ="saadaan 1. heitolla silmaluku 6” ja B ="saadaan 2. heitolla
silmaluku 6”

koulumatkan varrella on kahdet liikennevalot, joiden toiminta
ei riipu toisistaan
A ="1.valo on punaisella” ja B ="2. valo on punaisella”

b) Esimerkiksi:

kahden kortin nosto korttipakasta, kun ensin nostettua korttia
ei palauteta pakkaan
A ="saadaan 1. nostolla assd” ja B ="saadaan 2. nostolla dssad”

hedelmakorissa on viisi punaista ja nelja vihredd omenaa,
nostetaan yksi omena ja sitten toinen omena palauttamatta
ensin nostettua takaisin koriin

A ="ensin nostettu omena on punainen” ja B ="toiseksi
nostettu omena on vihrea”



19.

Todenndkoisyydet ovat

2 2 1
P("sinisilmiinen") = 3 ja P("ei-sinisilmdinen") =1 — 3°73

Koulun opiskelijoiden lukumaara on suuri, joten yksittaisen
opiskelijan valitseminen ei oleellisesti muuta seuraavan
todenndkoisyytta olla sinisilmdinen.

a) Kertolaskusdannén mukaan
P ("kaikki sinisilméaisia")

= P("1. sinisilmdinen ja 2. sinisilmdinen ja ... ja 5. sinisilmainen")

33333 3
=0,1316... = 0,132.

22 2 2 2_(2)5

Huomaa, ettd vastaus pyydettiin kolmen desimaalin tarkkuudella.



b) Tapahtuman "ainakin yksi sinisilmadinen” vastatapahtuma on "ei
yhtdan sinisilmaista”. Vastatapahtuman todenndkoisyys on
kertolaskusdaannon mukaan

Kysytty todenndkoisyys on
P("ainakin yksi sinisilmdinen")
= 1 — P("kaikki ei-sinisilmaisia")
=1-0,00411...
= 0,9958...
=~ 0,996.



20.

Pelaajia on kentalla yhteensa viisi. Ndista vaihtoon joutuvat kaksi
pelaajaa voidaan valita (g) = 10 eri tavalla. Alkeistapauksia on

yhteensa 10.

a) Tapahtumalle "Henna ja Maria joutuvat vaihtoon” suotuisia
alkeistapahtumia on ainoastaan yksi. Kysytty todennakoisyys on

1
P("Henna ja Maria vaihtoon") = 10

b) Jos kumpikaan ei joudu vaihtoon, niin vaihtoon joutuvat valitaan
5 — 2 = 3 pelaajan joukosta. Naista kaksi voidaan valita (;) = 3eri

tavalla. Tapahtumalle "kumpikaan ei joudu vaihtoon” suotuisia
alkeistapahtumia on kolme. Kysytty todennakdéisyys on

3
P("ei kumpikaan vaihtoon") = 10

c) Tapahtuman "ainakin toinen vaihtoon” vastatapahtuma on "ei
kumpikaan vaihtoon”. Vastatapahtuman todennakéisyys laskettiin
kohdassa b. Kysytty todenndkdisyys on

3 7

P("ainakin toinen vaihtoon") = 1 — 0= 10



21.

a) Tomaatteja on yhteensd 20. Kolme tomaattia voidaan valita

(230) — 1140

eri tavalla.

Alkeistapauksia on yhteensa 1140.

Tuoreita tomaatteja on 20 — 6 = 14. Valitaan tuoreista tomaateista
kolme:

(14

3)=364.

Tapahtumalle "kolme tuoretta tomaattia” suotuisia alkeistapauksia on
siis 364. Kysytty todennadkoisyys on

4
=0,319... = 0,32.

P("kolme tuoretta") = 170

b) Valitaan kuudesta pilaantuneesta tomaatista kaksi ja 14 tuoreesta
tomaatista yksi. Kysytty todennakoisyys on

P("2 pilaantunutta ja 1 tuore")

2 pilantunutta 1 tyore

B (S) ' (114) _15-14 210
B (20) T 1140 1140



22.

a) Pakassa on yhteensa 52 korttia. Kaksi korttia voidaan valita

(522) — 1326

eri tavalla.

Alkeistapauksia on siis yhteensa 1326.

Kuvakortteja on yhteensa 4 - 3 = 12 korttia. Kuvakorteista voidaan
valita kaksi

(122) = 66

eri tavalla.

Tapahtumalle "kaksi kuvakorttia” suotuisia alkeistapauksia on siis 66.
Kysytty todenndkoisyys on
66

11
" i d")=——=—= 497 ... = .
P("kaksi kuvakorttia") 1326 = 221 0,0497 0,050



b) Tapahtuma "ensimmainen kortti on pata ja toinen kortti on
kuvakortti” sisaltda kaksi erillista tilannetta: ensimmainen kortti voi
olla

e pata ja kuvakortti: 3 vaihtoehtoa tai
e pataja numerokortti: patoja on yhteensa 13, joten
numeropatoja on 13 — 3 = 10 vaihtoehtoa.

Toiselle kortille (kuvakortille) suotuisien korttien lukumaara pakassa
riippuu ensiksi valitusta padasta:

e Jos ensimmadinen Kortti on pata ja numerokortti, niin kaikki
kuvakortit ovat vield pakassa ja toiselle kortille suotuisia
kortteja on 12 vaihtoehtoa. Kysytty todennédkoisyys saadaan
kertolaskusaannon mukaan:

P("1.kortti on numeropata ja 2. kortti on kuvakortti")
10 12 120
T 5251 2652
e Jos ensimmainen kortti on pata ja kuvakortti, niin toiselle

kortille suotuisia kortteja on 12 — 1 = 11 vaihtoehtoa. Kysytty
todenndkoisyys saadaan kertolaskusaannén mukaan:

P("1.Kkortti on kuvapata ja 2. kortti on kuvakortti")
3 11 33

~52 51 2652

Kokonaistodennakoisyys saadaan yhteenlaskusadnnon mukaan:

P("ensimmainen kortti on pata ja toinen kortti on kuvakortti")

_ 120 N 33 153
" 2652 2652 2652

3
= — =0,0576... ~ 0,058.
52



23.
P("poutaa") = 0,85, joten P("sataa") =1 — 0,85 = 0,15.

a) Kertolaskusdannén mukaan

P("1. paivana poutaa ja 2. paivana poutaa") = 0,85 - 0,85
= 0,7225 = 0,72.

b) Lasketaan todenndkoisyys vastatapahtuman ja siannoén P(A) = 1 —
P(A) avulla. Tapahtuman "ainakin yksi poutapaivd” vastatapahtuma
on "molempina pdivina sataa”.

Vastatapahtuman todennakdisyys on kertolaskusaannoén mukaan

P("1. paivana sataa ja 2. paivana sataa") = 0,15 0,1 = 0,0225

Kysytty todenndkoisyys on

P("ainakin yksi poutapaiva")

= 1 — P("molempina péivina sataa")
=1-20,0225

= 0,9775 = 0,98.



Todennakoisyys voidaan laskea myos yhteenlaskusaannolla.
Tapahtuma "ainakin yksi poutapaiva” voi tarkoittaa seuraavia
tilanteita:

e 1.paivana poutaa ja 2. pdaivana sataa
e 1. paivana sataa ja 2. paivana poutaa
e molempina paivina poutaa.

Kysytty todennakodisyys on
P("ainakin yksi poutapéaiva")
= P("1. poutaaja 2.sataa") + P("1. sataa ja 2. poutaa")
+ P("1. poutaa ja 2. poutaa")
=085-0,15+0,15-0,85+0,85-0,85
= 0,9775 = 0,98.

c) Tapahtuma "toinen on poutapaiva ja toinen ei” voi tarkoittaa
seuraavia tilanteita:

e 1. paivand poutaa ja 2. paivana sataa
e 1. paivanad sataa ja 2. paivanad poutaa

Kysytty todenndkoéisyys on yhteenlaskusaannon mukaan

P("ainakin yksi poutapéaiva")

= P("1. poutaa ja 2. sataa") + P("1. sataa ja 2. poutaa")
=085-0,15+0,15-0,85

= 0,255 = 0,26.



24.

a) Suomi pelaa finaalissa Saksaa vastaan silloin, jos vélierissa Saksa
voittaa Senegalin ja Suomi voittaa Singaporen. Todenndkoisyydet ovat:

Saksa voittaa Senegalin 0,65
Suomi voittaa Singaporen 1-0,50=0,50

Kertolaskusdannon mukaan

P("Saksa voittaa Senegalin ja Suomi voittaa Singaporen")

=0,65-0,50 = 0,325.

b) Suomen voittotodennakoisyydet yksittdisessa pelissa ovat:

e Suomi voittaa Saksan 0
e Suomi voittaa Senegalin 1-0,60=0,40
e Suomi voittaa Singaporen 1-050=0,50

Mahdollisia Suomen vilierdpareja on kolme:

Suomen valierdpari: . Suome"n
voittotodennakoisyys
1 | Suomi - Saksa 0
2 | Suomi - Senegal 0,40
3 | Suomi - Singapore 0,50




Lasketaan todenndkoisyydet Suomen voitolle koko kilpailussa naissa
kolmessa eri tilanteessa:

1 Mikali Suomen valieravastustaja on Saksa, Suomella ei ole
mahdollisuutta paasta finaaliin, joten Suomen todenndkoisyys voittaa
koko kilpailu on nolla.

2 Mikali Suomen vélierdvastustaja on Senegal, Suomen
todenndkoisyys paasta finaaliin on 0,40. Finaalissa vastustajana on
joko Saksa (todenndkoisyydelld 0,55) tai Singapore
(todenndakoisyydella 0,45). Puukaavio havainnollistaa Suomen
voittotodenndkoisyyksiad ndissa kahdessa eri tilanteessa.

Suomi
. . 0,40
finaalissa
0,551 Jo, 45
Saksa Singapore
0 l l 0,50
Suomi

voittaa finaalin

Tassa tilanteessa Suomi voittaa todenndkoéisyydella

0,40-0,55-0+0,40-0,45-0,50 =0,09.



3 Mikali Suomen valieravastustaja on Singapore, Suomen
todenndkoisyys paasta finaaliin on 0, 50. Finaalissa vastustajana on
joko Saksa (todenndkoisyydella 0,65) tai Senegal (todenndkoisyydella
0,35). Puukaavio havainnollistaa Suomen voittotodennakoéisyyksia
naissa kahdessa eri tilanteessa.

Suomi
: y 0,50
finaalissa
0, 65i lo, 35
Saksa Senegal
0 l lo, 40
Suomi

voittaa finaalin

Téassa tilanteessa Suomi voittaa todennakoéisyydella

0,50-0,65-0+0,50-0,35-0,40 =0,07.

Kun verrataan todennadkdisyyksia keskenddn, voidaan todeta, etta
Suomen todenndkoisyys voittaa koko kilpailu on suurin tilanteessa 2
eli valierapareilla Suomi - Senegal ja Saksa - Singapore.
Todenndkoéisyys voittoon on tilléin 0,09 = 9 %.



25.
Musiikkitapahtumaan menij6itd on yhteensa 6 + 4 = 10. Sisalle

paasevat kolme henkil6a voidaan valita (130) = 120 eri tavalla.

Tyttoja on yhteensa nelja. Naista kolme voidaan valita (;L) = 4 eri

tavalla.

Kysytty todenndkoisyys on

;f S|
P("kolme tyttod") = m = 120 = 30 =0,0333... = 0,033.
3



26.
Erilaisia setelijonoja on yhteensa kuusi:

(5,5,10,10) (5,10,5,10) (5,10,10,5) (10,5,5,10)
(10,5,10,5) (10,10,5,5)

Jokainen jono on yhtd mahdollinen: alkeistapauksia on yhteensa kuusi.

Tapahtumalle ”jokaiselle oikea vaihtoraha” suotuisia tapauksia on

kaksi: (5,5,10,10) ja (5,10,5,10), joten kysytty todennakoisyys on
@ 1

P ("kaikille oikea vaihtoraha") = ¢ =73



27.

Todenndkoisyydet ovat seuraavat:

jos bussi lahtee pysakiltd myohdssa, niin se saapuu seuraavalle
pysakille

O ajoissa todennakoisyydella 0,60

0 myo6hassa todennakoisyydelld 1 — 0,60 = 0,40.

jos bussi lahtee pysakilta ajoissa, niin se saapuu seuraavalle
pysakille

O ajoissa todennakoisyydella 0,80

0 myo6hassa todennakoisyydelld 1 — 0,80 = 0,20.

jos bussi saapuu pysakille ajoissa, se myds lahtee pysakilta
ajoissa

jos bussi saapuu pysakille myohdssd, se myods lahtee pysakilta
myoOhdssa



Bussi lahti kaksi pysakkia aiemmin myo6hassa. Piirretaan puukaavio
havainnollistamaan eri tilanteita ja todennakoisyyksia.

lahti
myohassa

0, ﬁﬂl

0,40
saapui ajoissa ja saapui myohdssa ja
lahti ajoissa lahti my6héassa
o,sol 10,60

saapuu
ajoissa

Kysytty todenndkoéisyys on yhteenlaskusadnnon mukaan

P("saapuu ajoissa") = 0,60 - 0,80 + 0,40 - 0,60 = 0,72.



28.

a) Kolminumeroisia lukuja ovat luvut 100-999. Niita on yhteensa
999 — 99 = 900.

Lukumaara voidaan laskea myos tuloperiaatteella. Kolminumeroisessa
luvussa ensimmadinen numero on valilla 1-9 (9 vaihtoehtoa) ja kaksi
muuta numeroa valilla 0-9 (10 vaihtoehtoa).

Erilaisia kolmenumeroisia lukuja on tuloperiaatteen mukaan

9-10-10 = 900 kappaletta.

b) Kolminumeroisia lukuja on yhteensa 900 ja luvuista puolet on
parillisia. Parillisia kolminumeroisia lukuja on siis yhteensa 92—0 = 450.

Lukumadara voidaan laskea myos tuloperiaatteella. Kolminumeroisessa
parillisessa luvussa ensimmadainen numero on valilla 1-9 (9
vaihtoehtoa), toinen numeroa valilld 0-9 (10 vaihtoehtoa) ja kolmas
numero on joku numeroista 0, 2, 4, 6, 8 (viisi vaihtoehtoa).

Erilaisia kolminumeroisia parillisia lukuja on tuloperiaatteen mukaan

9-10 -5 = 450 kappaletta.

c) Alkeistapauksia eli kolminumeroisia lukuja on yhteensa 900.
Tapahtumalle "luku on 100” suotuisia alkeistapauksia on ainoastaan
yksi. Kysytty todennakoisyys on

P("kolminumeroinen luku on luku 100") = 500°



29.

a) Romaaneja on yhteensa viisi. Erilaisia viiden romaanin jarjestyksia
on tuloperiaatteen mukaan yhteensa 5! = 120.

b) Kaksi suomalaista dekkaria voidaan jarjestaa jonon alkuun 2! = 2 eri
tavalla. Taman jalkeen loput 5 — 2 = 3 romaania voidaan jarjestaa
jonon loppuun 3! = 6 eri tavalla. Tuloperiaatteen mukaan erilaisia
jarjestyksia on yhteensa 2 - 6 = 12.

c) Viidesta kirjasta voidaan valita kaksi (g) = 10 eri tavalla.

Suomalaisia dekkareita on kaksi, joten tapahtumalle "valitut kaksi
kirjaa ovat suomalaisia dekkareita” suotuisia alkeistapauksia on
ainoastaan yksi. Kysytty todenndkoéisyys on

1
P("valitaan suomalaiset dekkarit") = 10

Todenndkoisyys voidaan laskea myds kertolaskusadannolla:

P("valitaan suomalaiset dekkarit")

_ <"1.Va1ittu kirja on suomalainen dekkari ja >
N 2. valittu kirja on suomalainen dekkari"

B 1_2(2_1
54 20 10

2
5



4.2 Matemaattisia malleja

30.

a) Laaditaan frekvenssijakaumat tilasto-ohjelmalla.

A B C D E
Tavara, palvelu

1 | taisisalto (kpl) f sf % sf%
2 0 1 1 2 2
3 1 10 11 22 24
4 2 15 26 33 57
5 3 6 32 13 70
6 4 7 39 15 85
7 5 5 44 11 96
8 6 1 45 2 98
9 7 1 46 2 100

b) Suurin frekvenssi (f) on muuttujan arvolla 2, joten Mo = 2
(kappaletta).

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka suhteellinen summafrekvenssi
(sf %) ensimmaisen kerran ylittda 50 %, joten Md = 2 (kappaletta).



c) Piirretdan pylvasdiagrammi tilasto-ohjelmalla. Pylvaan korkeus
madraytyy frekvenssin mukaan.

f
16 15
14
12
10
10
g 7
6
o 5
4
2 1 1 1
, | M H =
0 1 2 3 4 5 6 7

Ostetut hytdykkeet



31.

a) Tallennetaan naisten tydpaivien prosenttijakauma
taulukkolaskentaohjelmaan. Piirretddn jakaumasta sektoridiagrammi.

A | B
Lukumaiara Naiset (f%)
1 4

8
10
17
45
11

5

~N oo BN

Naisten tyopaivien jakauma

59 4%

ml
m2
=3

m5
=6
m7




b) Tallennetaan miesten tyopaivien prosenttijakauma
taulukkolaskentaohjelmaan. Piirretdan jakaumasta pylvasdiagrammi.
Pylvadan korkeus maaraytyy prosenttiosuuden mukaan.

A B
Lukumdara Miehet (f%)
1 3
2 5
3 6
4 13
5 53
6 9
7 11
f% Miesten tyopaivien jakauma

60
53
50
40
30

20

10

9
(i}
, = H B
1 2 3 5]



c) Moodi on yleisin muuttujan arvo, joten seka naisten ettd miesten
tyopdivien moodi on Mo = 5 (ty6pdivaa viikossa).

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka suhteellinen summafrekvenssi
ensimmaisen kerran ylittdd arvon 50 %. Mediaani voidaan maarittaa
esimerkiksi tdydentamalla taulukkolaskentaohjelman taulukkoon
tyopaivien suhteelliset summafrekvenssisarakkeet:

A B C
Lukumaara Naiset (f%) Naiset (sf%)
1 4 4
2 8 12
3 10 22
4 17 39
5 45 84
6 11 95
7 5 100

A B C

Lukumddra Miehet (f%) Miehet (sf%)

1 3 3

2 5 8

3 6 14

4 13 27

5 53 80

6 9 89

7 11 100

Tasta nahdadn, ettad seka naisten ettd miesten tyopaivien mediaani on
Md = 5 (tyopaivaa viikossa).



32.

a) Kaytetaan ratkaisussa taulukkolaskentaohjelmaa tai
laskinohjelmiston taulukkolaskentasovellusta. Aloitetaan laskemalla
kunkin luokan luokkakeskus. Luokkakeskus saadaan laskemalla
luokan ala- ja ylarajan keskiarvo:

e soluun D2 kirjoitetaan laskukaava = (B2 + C2)/2
e kopioidaan kaava sarakkeen D seuraaville riveille
e tallennetaan kunkin luokan frekvenssi sarakkeeseen E

A B C D E
1 | Pistemaara alaraja ylaraja luokkakeskus f
2 25-39 25 39 32 6
3 40-54 40 54 47 25
4 55-69 55 69 62 22
5 70-84 70 84 77 31
6 85-99 85 99 92 13
7 100-114 100 114 107 4

Maaritetddn tunnusluvut luokkakeskusten ja frekvenssien perusteella
tilastotoimintojen avulla: pistemaaran

e moodi on Mo = 77 (pistettd)

¢ mediaani on Md = 62 (pistettd)

e Kkeskiarvoon x = 66,752 ... = 67 (pistettd)

e keskihajontaons, = 18,752 ... = 19 (pistettd)



b) Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos se on yli
kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta x = 66,752 ...

Kaisan pistemaara 88 pistetta on yli keskiarvon. Lasketaan
keskiarvosta kaksi keskihajontaa ylospain oleva pistemaara ja
verrataan sita Kaisan pistemaardan. Kaytetaan laskussa tarkkoja
arvoja: tehdaan lasku taulukkolaskennan soluviittauksilla tai
laskinsovelluksessa kopioimalla tunnuslukujen tarkat arvot
laskukenttaan.

X +2s, =66,752 ..+ 218,752 ... = 104,258 ... > 88.

Kaisan pistemaara on siis alle kahden keskihajonnan paassa
keskiarvosta, joten se ei poikkea merkitsevasti keskiarvosta.

Tama voidaan laskea myo6s normittamalla Kaisan pistemaara x = 88.
Pistemaadra poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos normitetun arvon
itseisarvo on suurempi kuin kaksi.

Normitettu arvo on

x—X% 88-66752..
s,  18752...

z= =1,133 ..

Normitetun arvon itseisarvo on |z| = 1,133 ... < 2, joten Kaisan
pistemaara ei poikkea merkitsevasti keskiarvosta.



33.

a) Kaytetaan ratkaisussa taulukkolaskentaohjelmaa. Aloitetaan
laskemalla kunkin luokan luokkakeskus:

e soluun D2 kirjoitetaan laskukaava = (B2 + C2)/2

e kopioidaan kaava sarakkeen D seuraaville riveille

e muutetaan sarakkeen D solujen pyoristystarkkuus yhden
desimaalin tarkkuuteen

A B C D
1 |Ratkaisut (lkm) alaraja ylaraja luokkakeskus
2 0-9 0 9 4,5
3 10-19 10 19 14,5
4 20-29 20 29 24,5
5 30-39 30 39 34,5
6 40-49 40 49 44,5
7 50-59 50 59 54,5
8 60-69 60 69 64,5
9 70-79 70 79 74,5
10 80-89 80 89 84,5
11 90-99 90 99 94,5
12 100-109 100 109 104,5

Kirjoitetaan kunkin luokan frekvenssi sarakkeeseen E. Lasketaan
summafrekvenssit sarakkeeseen F ja suhteelliset summafrekvenssit
sarakkeeseen G.



A B C D E F G

1 |Ratkaisut (lkm) alaraja ylaraja luokkakeskus f sf sf%
2 0-9 0 9 4,5 1 1 2,6
3 10-19 10 19 14,5 0 1 2,6
4 20-29 20 29 24,5 2 3 7,9
5 30-39 30 39 34,5 1 4 10,5
6 40-49 40 49 44,5 1 5 13,2
7 50-59 50 59 54,5 3 8 21,1
8 60-69 60 69 64,5 4 12 31,6
9 70-79 70 79 74,5 7 19 50,0
10 80-89 80 89 84,5 9 28 73,7
11 90-99 90 99 94,5 8 36 94,7
12 100-109 100 109 104,5 2 38 100,0

Moodi on sen luokan luokkakeskus, jonka frekvenssi on suurin:
ratkaisujen lukumaardan moodi on Mo = 84,5 (tehtavaa).

Mediaani on sen luokan luokkakeskus, jonka suhteellinen
summafrekvenssi ensimmaisen kerran ylittda arvon 50 %: ratkaisujen
lukumadran mediaani on Md = 84,5 (tehtdvaa).

Keskiarvo ja keskihajonta maaritetdan luokkakeskusten ja
frekvenssien perustella tilastotoimintojen avulla: ratkaisujen
lukumaaran

e keskiarvoon x = 73,710 ... = 73,7 (tehtavaa)
e keskihajontaons, = 22,870 ... = 22,9 (tehtavaa)



b) Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos se on yli
kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta x = 73,710 ... Normitetun
arvon itseisarvo on tall6in suurempi kuin kaksi.

Normitetaan Eliaksen laskemien tehtdavien lukumadara x = 107.
Kaytetaan laskussa tarkkoja arvoja eli tehdaan lasku
taulukkolaskennan soluviittauksilla tai laskinsovelluksessa
kopioimalla tunnuslukujen tarkat arvot laskukenttaan.

Normitettu arvo on

x—x 107 —73,710..
s,  22870..

7z = = 1,455

Normitetun arvon itseisarvo on |z| = 1,455 ... < 2, joten Eliaksen
tekemien tehtavien lukumaara ei poikkea merkitsevasti keskiarvosta.



34.

a) Kirjoitetaan katsojaluvut taulukkolaskentaohjelman A B
tai laskinsovelluksen taulukkoon. 1 | Jokerit 9173
Maaritetadn tunnusluvut tilastotoimintojen avulla: 2 | HIFK | 8266
_ B _ 3 | Karpat 5821
. ll:esl;?lr\_/o on x = 65555(kat501aa) e 4 | TPS 5534
e Kkeski .a]onta ons, = 1564,818 ... = 156 5 Tappara 5359

(katsojaa) —

6 | llves 5177

b) Lasketaan keskiarvosta x = 6555 keskihajonnan s,, = 1564,818 ...
verran alas- ja ylospdin poikkeavat katsojamaarat:

e keskiarvosta keskihajonnan verran alaspain oleva katsojaluku
on:

X — S, = 6555 —1564,818... = 4990,181 ... = 4990.

e keskiarvosta keskihajonnan verran yléspédin oleva katsojaluku
on:

X +s, = 6555+ 1564,818... =8119,818 ... = 8120.

Verrataan joukkueiden katsojalukuja laskettuihin rajoihin: Karppien,
TPS:n, Tapparan ja Ilveksen katsojaluvut jaavat rajojen 4990 - 8120
valiin kun taas Jokerien ja HIFK:n katsojamaarat ylittavat ylarajan
8120.

Jokerien ja HIFK:n katsojamaarat poikkeavat yli keskihajonnan verran

keskiarvosta.



35.

a) Kirjoitetaan pituudet taulukkolaskentaohjelman tai
laskinsovelluksen taulukkoon ja maaritetaan tunnusluvut
tilastotoimintojen avulla. Vaahteran pituuden

e Kkeskiarvoon x = 14,228 ... = 14,2 (metria)
e keskihajontaon s, = 3,004 ... = 3,0 (metrid)

b) Aineiston pisin vaahtera on pituudeltaan 19,8 metria. Lasketaan
pituuden x = 19,8 normitettu arvo:

x—x 19,8-—14,228..

=1,854...
Sn 3,004 ... .

7 =

Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos normitetun
arvon itseisarvo on suurempi kuin kaksi. Nyt normitetun arvon
itseisarvo on |z| = 1,854 ... < 2, joten aineiston pisin vaahtera ei
poikkea merkitsevasti keskiarvosta.



c) Kahdessa eri jakaumassa (vaahteran pituus ja pihlajan pituus)
normitetut arvot vastaavat toisiaan.

Pisimman vaahteran normitettu arvo laskettiin kohdassa b.
Normitettu arvo on z = 1,854 ...

Merkitdan kysyttya pihlajan pituutta kirjaimella x. Normitettu arvo on

x—f_x—6,4
s 067

Merkitdadn normitetut arvot yhta suuriksi:

x— 6,4

—F—=1,854...
0,67 /85

Ratkaistaan yhtdlosta tuntematon x. Tehdaan se tarkoilla arvoilla
kopioimalla taulukkolaskentaohjelmassa tai laskinsovelluksessa
laskettu tarkka arvo yhtédlonratkaisun laskukenttaan.

Yhtalon ratkaisu on x = 7,642 ... = 7,6 (metrid). Pisintd vaahteraa
vastaavan pihlajan pituus on siis 7,6 metria.



36.

Lasketaan arvosanojen keskiarvo painottamalla kutakin arvosanaa sen
prosenttiosuuden ilmaisemalla prosenttikertoimella:

x=20,013-4+0,098-5+0,158-6 +0,203-7 +0,233-8
+0,234-9+ 0,061 - 10
=7,491 = 7,5.

Arvosanojen keskiarvo on 7,5.



37.

Kirjoitetaan arvosanat ja niiden frekvenssit
taulukkolaskentaohjelman tai
laskinsovelluksen taulukkoon. Maaritetaan
tunnusluvut tilastotoimintojen avulla:

e keskiarvoon x = 4,860 ... = 4,86,

e keskihajontaons, = 1,249 ... = 1,25.

A

B

Arvosana

7

o N W ke O,

Frekvenssi

7
20
30
16

9

4

0



38.

a) Kirjoitetaan maksuhairio- A B
merkint6jen lukuméaarit 1 | Vuosi  Maksuhairiét (Ikm)
taulukkolaskentaohjelman tai 2 | 2007 309300
laskinsovelluksen taulukkoon (kuvassa 3 | 2008 292500
sarake B). 4 2009 305400
Maaritetddn merkintdjen lukumaaran 5 | 2010 318700
keskiarvo tilastotoimintojen avulla: 6 | 2011 327500
7 2012 348000
e Kkeskiarvoon x =337 110 8 | 2013 360000
Maksuhairiomerkintoja oli kyseisella ~ 9 | 2014 366700
aikavalilla keskimaarin 337 110 10 | 2015 369900
merkintda per vuosi. 11| 2016 373100

b) Vaihteluvalin pituus lasketaan vihentamalla suurimmasta
muuttujan arvosta pienin muuttujan arvo. Vaihteluvalin pituuden
laskemiseksi pitaa siis maarittad maksuhdiriomerkintdjen pienin ja
suurin arvo. Useimmat tilastotoiminnot kertovat suurimman ja
pienimman arvon samassa yhteydessa muiden tilastollisten
tunnuslukujen kanssa.

Maksuhdiriomerkintéjen

e pieninarvo on 292 500,
e suurin arvo on 373 100.

Maksuhdiriomerkint6jen vaihteluvalin pituus on

373100 — 292 500 = 80 600



c) Lasketaan aineiston pienimman arvon 292 500 normitettu arvo.
Laskua varten tarvitaan keskiarvo seka keskihajonta:

e keskiarvoon x = 337 110
e keskihajonta on s, = 28 440,866 ...

Pienimman arvon x = 292 500 normitettu arvo on

_x—%_292500-337110 _
2= s T T 28440866.. oo

Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos normitetun
arvon itseisarvo on suurempi kuin kaksi. Nyt normitetun arvon
itseisarvo on |z| = 1,568 ... < 2, joten aineiston pienin arvo ei poikkea
merkitsevasti keskiarvosta.



39.

Lasketaan pituuksien x ja leveyksien y keskiarvot
taulukkolaskentaohjelmalla:

e pituuksien keskiarvoon x = x, = 83,212 ... = 83,2 (cm)
e leveyksien keskiarvo on y = y, = 54,012 ... = 54,0 (cm)

Naiden perusteella keskimaaradisen levyn pinta-ala on
A=xy-y,=83212.. 54012 ...
= 4 494,515 ... ~ 4490 (cm?).

Esitetddn mittaustulokset (x, y)-koordinaatistossa, jonka origo on
muuttujien keskiarvojen maaraamassa pisteessa (xg, yo)-

Tata varten lasketaan mittaustulosten poikkeamat keskiarvosta, eli
erotukset x — xyjay — y,.

A | B | C D

1 X vy x=x0 y=y0
2 | 83.4 54.1 0.1875 0.0875
3 | 83.6 54.3 0.3875 0.2875
4 82.8 53.6 -0.4125 -0.4125
5 82.6 53.7 -0.6125 -0.3125
6 83.1 54 -0.1125 -0.0125
7 83.7 54.4 0.4875 0.3875
8 | 83.2 54 1 -0.0125 0.0875
9 | 83.3 53.9 0.0875 -0.1125



Esitetdan poikkeamien (kuvassa sarakkeet C ja D) maaraamat pisteet
koordinaatistossa.

08 0.4 0z @ o 0.2 04 06

-0z




40.

a) Kirjoitetaan punnusten massat ja niita vastaavat kierrejousen
pituudet taulukkoon ja piirretdan taulukon avulla sirontakuvaaja:
selittdvan muuttujan (punnuksen massan) arvot ovat x-akselilla ja
selitettdvan muuttujan (jousen pituuden) arvot ovat y-akselilla.

A B
1 Massa (kg) Pituus (cm)
2 0,0 42,00
3 1,0 42,50
4 2,0 43,10
5 3,0 43,75
6 4,0 44,30
7 5,0 44,76
8 6,0 45,30

Sovitetaan pistejoukkoon suora. Riippuvuutta kuvaavan suoran yhtalo
on

y = 0,55785...x + 41,999 ... = 0,5579x + 42,00.

Huomaa, ettd kerroin ja vakio pyydettiin neljan merkitsevan numeron
tarkkuudella.

Pituus (cm)
4550 4
45,00
44,50
44,00
43,50
43,00
42,50
42,00 «
41,50
41,00 b

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50 6,0 Massa (kg)




b) Punnuksen massa x ratkaistaan sijoittamalla pituus y = 44,00
regressiosuoran yhtaléon:

44,00 = 0,5579x + 42,00

Yhtalo voidaan ratkaista symbolisen laskennan ohjelmalla: x =
3,584 ... = 3,6 (kg). Punnuksen massa on siis 3,6 kiloa.

c) Jousen pituus y lasketaan sijoittamalla massa x = 2,5
regressiosuoran yhtaloon:

y = 0,5579 - 2,5 + 42,00 = 43,39475 ~ 43,39 (cm)

Jousen pituus on siis 43,39 cm.



41.

a) Kirjoitetaan iat ja niita vastaavat pituudet taulukkoon ja piirretaan
taulukon avulla sirontakuvaaja: selittdvan muuttujan (idn) arvot ovat
x-akselilla ja selitettdvan muuttujan (pituuden) arvot ovat y-akselilla.

1
2
3
4
5
6
=
8

A
k& (vuosina) Pituus |,

1

o~ o N B~ W

B

15
37
47
52
60
70
76

Pituus (cm)

70

60

50

40

30

20

10

»
T

4 5 6 7 81ka (vuosina)

Havaintoarvot nayttavat asettuvan suoralle, joten lineaarinen malli
sopii parhaiten kuvaamaan hauen pituuden riippuvuutta sen iasta.

Sovitetaan pistejoukkoon suora.

Pituus (cm)

70

60

50

40

30

20

10

.
>

7 81ka (vuosina)



Riippuvuutta kuvaavan suoran yhtal6é on

y =28,549..x + 9,475 ... = 8,55x + 9,48.
2-vuotiaan hauen pituus y lasketaan sijoittamalla ikd x = 2
regressiosuoran yhtaléon:

y =8,55-2+4+9,48 = 26,58 = 27 (cm).
Mallin mukaan hauki on 2-vuotiaana pituudeltaan 27 cm.
12-vuotiaan hauen pituus y lasketaan sijoittamalla ikd x = 12
regressiosuoran yhtaloon:

y =8,55-12 49,48 = 112,08 ~ 112 (cm).

Mallin mukaan hauki on 12-vuotiaana pituudeltaan 112 cm.



42,

a) Kirjoitetaan koulumatkat ja niitad vastaavat myohastymiskerrat
taulukkoon ja piirretddn taulukon avulla sirontakuvaaja: selittdvan
muuttujan (koulumatkan pituuden) arvot ovat x-akselilla ja
selitettdvan muuttujan (myohastymiskertojen) arvot ovat y-akselilla.

A B
My&hastymis-
kerrat

2,7 3

1,6
4,0
1,3
1,0
6,5
8,5
2,5
5,4
3,4

Koulumatka (km)

W e~ o bW =
W= W o = N

—
-

Sovitetaan pistejoukkoon suora. Riippuvuutta kuvaavan suoran yhtalo
on

y=-0,669..x+5169 .. =~ —0,67x + 5,2.

Mydhastymiskerrat

PO
|

1,0 20 3,0 4,0 5.0 6,0 7.0 8.0 9,0
Koulumatka (km)



b) Korrelaatiokertoimen arvo on

r =-0,9610... = —0,96.

Korrelaatiokertoimen itseisarvo on |r| = 0,96 > 0,8, joten lineaarinen
riippuvuus on voimakas.



43.

Nappeja on yhteensa 7 + 5 = 12.

a) Valitaan 12 napista kolme: valinta voidaan tehda

(132) — 220

eri tavalla.

b) Valitaan seitsemaésta pienesta napista kaksi: valinta voidaan tehda

()-2

eri tavalla.

Valitaan viidestd isosta napista yksi: valinta voidaan tehda

(3)=s
eri tavalla.

Kaksi pienta nappia ja yksi iso nappi voidaan tuloperiaatteen mukaan
valita

(Z)-(i)=21-5=105

eri tavalla.
Kysytty todenndkoisyys on
P ("Kalesi pienti ja yksi w105 _21
aksi pienta ja yksi iso nappi”) = o5 = -
= 0,477 ... = 0,48.



c) Tapahtuman A = "ainakin yksi koristenappi” vastatapahtuma
on A ="ei yhtiin koristenappia”. Lasketaan kysytty todennikoisyys
saannén P(4) = 1 — P(A) avulla.

Todenndkoisyys, ettd pussista otettu nappi on koristenappi, on 28 % =
0,28. Todennakoisyys, ettd nappi ei ole koristenappi on silloin
100% —28% =72 % = 0,72.

Jos pussista otetaan n nappia, niin vastatapahtuman todennakoisyys
on kertolaskusddnnon mukaan P(4) = 0,72". Kysytyn tapahtuman
todennakoisyys on

P(A)=1-P(A) =1-0,72"

Halutaan, ettd tama todenndkoéisyys on vahintdan 0,95:
1-0,72™" > 0,95,

josta ratkaistaan tuntematonn > 9,119 ...

Pussista pitda ottaa vdhintdaan 10 nappia.



44,

Kirjaimia on yhteensa 10. Sanassa on viisi vokaalia (kirjaimet Y, I, O ja
A) ja viisi konsonanttia (kirjaimet L, P ja S). Kolme Kkirjainta voidaan
valita yhteensa

(130) — 120

eri tavalla.

A . . L . 5 1
a) Todenndkdoisyys, etta ensin otettu kirjain on vokaali on s

b) Valitaan viidesta vokaalista yksi ja viidestd konsonantista kaksi.
Kysytty todennakoisyys on

P("yksi vokaali ja kaksi konsonanttia")

1vokaali 2 konsonanttia

5-10 50

120 120

5
= =0416..~ 0,42.
12



c) Kirjaimia I ja L on kaksi ja O-kirjaimia on yksi.

Kysytty todenndkoisyys on

P("ILO")
I-kirjain L-Kkirjain O-Kkirjain

B0 O 221 4

(130) 120 120

1
= — =0,0333... ~ 0,033.
30



45.
Palloja on yhteensa 5 + 10 = 15.

Tapahtuman A ="ainakin yksi punainen pallo” vastatapahtuma on
A ="kaikki viisi palloa ovat mustia”. Lasketaan kysytty todennikéisyys
saannén P(4) = 1 — P(A) avulla.

Vastatapahtuman todennakdisyys on

10
T o " 5 252 12
P(A) = P("viisi mustaa palloa") = (15) = 2003 = 123
5

Kysytty todenndkoisyys on silloin
P("ainakin yksi punainen pallo")
= 1 — P("viisi mustaa palloa")

12
143

131
143

= 0,916 ... = 0,92.

Tapahtuma A ="viisi samanvarista palloa” sisaltaa kaksi tapausta:

e kaikki viisi palloa ovat punaisia: tdman tapauksen
todenndkdoisyys on
() _ s

P("viisi punaista palloa") = ﬁ =2003

5



e kaikki viisi palloa ovat mustia: timan tapauksen

todennakoisyys laskettiin yllg, ja todennakoisyys on

- 252
P("viisi mustaa palloa") = 3003

Kysytty kokonaistodennakoéisyys on yhteenlaskusdaannon nojalla

P ("viisi samanvarista palloa")
= P("viisi punaista palloa") + P("viisi mustaa palloa")
_ 1,252 _ 253
3003 3003 3003
23

=== 42 .. = 4,
273 0,08 0,08




46.
a) Erilaisia istumajérjestyksia on tuloperiaatteen mukaan yhteensa

30! = 2,652 ...- 103% ~ 2,65 - 1032,

b) Valitaan 30 pulpetista kolme, jotka jaavat tyhjaksi. Valinta voidaan
tehda

(330) — 4060

eri tavalla.

Erilaisia 27 oppilaan istumajarjestyksia on tuloperiaatteen mukaan
yhteensa

30-29-28 4 = 50!
27 tulontekijaa 3.2

_ 30!

6

= 4,420 ...- 1031 = 4,42 - 1031,



c) Tietokone kisittelee 1012 jarjestysti sekunnissa. Vuorokaudessa on
24 - 60 - 60 = 86 400 sekuntia, joten vuorokaudessa tietokone
kisittelee 86 400 - 1012 = 864 - 10* jirjestysti. Vuodessa on 365,25
vuorokautta, joten yhdessa vuodessa tietokone kasittelee

365,25 - 864 - 10'* = 315576 - 10%*

jarjestysta.

a-kohdan erilaisia istumajarjestyksia on yhteensa 30! Lasketaan,
kuinka monta vuotta tietokoneella menee ndiden lapikdaymiseen kun
se kisittelee 315 576 - 104 jarjestysti vuodessa:

30!
315576 - 1014

= 8,405 ...- 102 (vuotta).

Tietokoneelta menee jirjestysten lipikdymiseen noin 8,4 - 1012 vuotta.



47.

a) Ovikoodin nelja keskenaan erisuurta paritonta numeroa valitaan
lukujen 1, 3, 5, 7 ja 9 joukosta. Ensimmaisen numeron valintaan on
viisi vaihtoehtoa, toisen valintaan on nelja vaihtoehtoa, kolmannen
valintaan kolme ja viimeisen valintaan kaksi vaihtoehtoa.

Tuloperiaatteen mukaan vaihtoehtoja on yhteensa

5-4-3-2=120.

b) Numero 9 ei ole kiytdss3, joten ensimmaisen numeron valintaan on
nelja vaihtoehtoa: 1, 3,5ja 7.

Koodissa ei esiinny "vierekkaisia” parittomia numeroita, joten numero
1 ei kelpaa ensimmaiseksi numeroksi. Jos nimittdin ensimmaiseksi
numeroksi valitaan 1, niin toisen numeron pitda olla 5 tai 7:
mahdolliset koodit ovat talloin 1537, 1573, 1735 ja 1753, joista
yksikaan ei kelpaa koska jokaisessa esiintyy vierekkaisid parittomia
numeroita.

Samalla tavalla paatellaan, ettei numero 7 kelpaa ensimmaiseksi
numeroksi.

Ensimmaisen numeron on siis oltava joko 3 tai 5. Jos ensimmadinen
numero on 3, niin toisen numeron pitaa olla 7: mahdolliset koodit ovat
talloin 3715 ja 3751, joista vain 3715 kelpaa. Jos ensimmainen
numero on 5, niin toisen numeron on oltava 1: mahdolliset koodit ovat
talloin 5137 ja 5173, joista vain 5173 kelpaa.

Professorin riittaa siis kokeilla kaksi koodia: 3715 ja 5173.



48.

Varisavyn ilmoitetaan kuudella merkilla, ja kdytossa on 16 merkkia.
Jokaisen merkin valintaan on siis 16 vaihtoehtoa. Tuloperiaatteen
mukaan erilaisia koodeja on yhteensa

punainen  vyihrej sininen
16-16 -16-16-16-16 = 16% - 16 - 16% = 16°
=16 777 216.

Erilaisia varisavyja on siis yhteensa 16 777 216.



49,

Tapahtuman "ainakin yksi vasenkatinen” vastatapahtuma on "ei
yhtdan vasenkatistd”, eli "kaikki oikeakatisia”.

Todenndkoisyys, ettd satunnaisesti valittu henkilé on vasenkatinen on
10 %, joten todennakdisyys etta valittu henkil6 on oikeakdtinen on
100 % — 10 % = 90 %.

Lasketaan kysytty todennakoisyys vastatapahtuman ja sddannon
P(A) =1—P(A) avulla.

Merkitadn ryhmaan tulevien henkildiden lukumaaraa kirjaimella n.
Kertolaskusaannon mukaan vastatapahtuman todennakoisyys on

P ("kaikki oikeakatisia") = 0,90™,
joten

P("ainakin yksi vasenkatinen")
= 1 — P("kaikki oikeakatisia")
=1-0,90™

Halutaan, ettd tama todenndkoisyys on vahintaan 0,8:
1-0,90" > 0,8,

josta ratkaistaan tuntematon n > 15,275 ...

Ryhmadssa tulee olla vahintddn 16 ihmista.



50.

Tulos "vahintdan 8 pistetta” sisdltaa tilanteet "8 pistetta” ja "9 pistettad”
ja "10 pistettd”. Lasketaan kunkin tilanteen todenndkdoisyys.

Tuloksen "10 pistettd” saa arvaamalla kaikki 10 vastausta oikein.
Oikean arvauksen todenndkdisyys on jokaisessa tehtdavassa %
Kertolaskusddannon mukaan

10

P("10 pistettd") = (E)

Yksi vaara arvaus johtaa pistemaaradn 9 — 1 = 8 pistetta. Tulosta "9
pistettd” ei siis voi saavuttaa milldan tavalla, joten P("9 pistettd") = 0

Tuloksen "8 pistettd” saa arvaamalla yhden vastauksen vaarin ja 9
vastausta oikein. Vaara arvaus voi osua mihin hyvansa kymmenesta
kysymyksesta: ensimmaiseen kysymykseen tai toiseen kysymykseen
tai kolmanteen jne. Tapahtuma "yksi vaarin” sisaltaa siis 10 eri
tilannetta.

Tuloksen "8 pistettd” todennakoisyys on kerto- ja
yhteenlaskusaantdjen mukaan

yksiviaara 9 oikein

P("8 pistetta”) =10- = - (1>9 =10- (1)



Kysytty kokonaistodennakoéisyys saadaan yhteenlaskusaannolla:

P("vahintaan 8 oikein")
= P("8 oikein") + P("9 oikein") + P("10 oikein")

1 10 1 10
=10-(=) +0+(=
@) +o+)

= 0,0107..= 0,011 = 1,1 %.



51.

Tehtiava voidaan ratkaista monella eri tavalla: esitetdan kaksi
ratkaisua.

Ratkaisu 1: Merkitaan punaisten pallojen lukumaaraa kirjaimella x.
Valkoisia palloja on yhteensa n kappaletta, joten palloja on yhteensa
x + n kappaletta. Punaisten pallojen osuus on silloin

X

x+n

Todennakoisyys sille, etta valitaan punainen pallo, on 0,4. Punaisia
palloja on siis 40 % kaikista palloista, joten saadaan yhtalo:

= 0,40,
x+n

o ) 2
mista ratkaistaan x = 3

Ratkaisu 2: Punaisen pallon todennakéisyys on 0,4 joten punaisia
palloja on 40 % kaikista palloista. Valkoisia palloja on télloin 100 % —
40 % = 60 %.

Merkitddn punaisten pallojen lukumaaraa kirjaimella x. Valkoisia
palloja on n kappaletta. Verrataan punaisten pallojen maaraa
valkoisten pallojen maaraan:

x 40
n 60
josta ratkaistaan x = %n.

Kun valkoisia palloja on n kappaletta, niin punaisia palloja on %n
kappaletta.



4.3 Monivalintatehtavat

1.

Asetetaan arvosanat suuruusjarjestykseen: 7 7 7 8 8 9

Moodi on keskimmaisin arvosana.

Nyt kun keskimmaisia arvosanoja on kaksi, on moodi naiden

keskiarvo, eli Mo = 7:—8 =7,5.

Oikea vaihtoehto on siis b.



2.

Merkitadn isan ikaa kirjaimella x. Perheenjdsenten ikien keskiarvo on
silloin

14+16+48 +x
2 .

Tiedetddn, ettd keskiarvo on 32 vuotta, joten saadaan yhtalo:

14+ 16 + 48 + x
2 =32 |-4

78 +x = 128
x=128-78 =50

Isan ika on siis 50. Oikea vaihtoehto on siis a.

Tdassa isdn ika ratkaistiin yhtalon avulla. Voit myds laskea
perheenjasenten ikien keskiarvon annetuilla vaihtoehdoilla ja
huomata, etta vaihtoehto a antaa oikean keskiarvon, silla

14+16+48+50 128

= 32.
4 4




3.
Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin.

Arvolla x = 3 on suurin frekvenssi, joten moodi on 3.

Oikea vaihtoehto on b.



4.

Muuttujan arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos se on yli
kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta. Talloin normitetun arvon
itseisarvo on suurempi kuin 2.

Normitetaan annetut vaihtoehdot: keskiarvo on X = 10 ja keskihajonta
ons =1,5.

a-kohdan arvon x = 7,5 normitettu arvo on
X—X 7,5 —-10

z . 15 ,666

Normitetun arvon itseisarvo on |z| = 1,666 ... < 2, joten a-kohdan
arvo ei poikkea merkitsevasti keskiarvosta.

b-kohdan arvon x = 11,5 normitettu arvo on

x—f_11,5—10_
s 1,5 B

7 =

Normitetun arvon itseisarvo on |z| = 1 < 2, joten b-kohdan arvo ei
poikkea merkitsevasti keskiarvosta.

c-kohdan arvon x = 14,5 normitettu arvo on

x—% 145-10
s 1,5 B

7 =

Normitetun arvon itseisarvo on |z| = 3 > 2, joten c-kohdan arvo
poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta.

Oikea vaihtoehto on siis c.



Tehtdva voidaan ratkaista myos laskemalla tasan kahden
keskihajonnan verran keskiarvosta alas- ja ylospain olevat arvot:

o keskiarvosta kaksi keskihajontaa alaspain oleva arvo on:
X—2s=10—-2-15=10 -3 =7.
e keskiarvosta kaksi keskihajontaa ylospdin oleva lukumaara on:

X+2s=10+2-15=10+3 = 13.

Arvot, jotka ovat valilla 7-13 eivat poikkea merkitsevasti keskiarvosta,
joten ainoastaan c-kohdan arvo poikkeaa.



5.

Tapahtuman A ="ainakin kerran vahintdan 3” todenndkoisyys
kannattaa laskea vastatapahtuman ja sdannén P(4) = 1 — P(4) avulla.

Vastatapahtuman A ="molemmilla kerroilla 1 tai 2” todennikéisyys
on kertolaskusadnnon nojalla

P("molemmilla kerroill 1t'2")—2 2_4%_1
molemmilla Kerroilia al —6 6—36 —9.

Kysytty todenndkoisyys on

P("ainakin kerran vahintdin 3")

= 1 — P("molemmilla kerroilla 1 tai 2")

9

8
5

Oikea vaihtoehto on b.



6.

Kertolaskusdannon mukaan

— 4 16 ¢ 4
P("kuningas ja dssd") = 5 51" 7653 " 663

Tama ilmoittaa todennadkoisyyden sille, ettd ensimmainen kortti oli
kuningas ja toinen kortti oli dssd. Suotuisa on myo6s tapaus, jossa kortit
on nostettu toisessa jarjestyksessa:

a4 4 16 4
P("assa ja kuningas") = =TI - 7653 ~ee3

Kysytty todenndkoisyys on

. R . _ — 4
P( kuningas ja dssa )+ P( assa ja kuningas ) = @ + 563
_ 8
T 663

Oikea vaihtoehto on siis b.

Todenndkoisyys voidaan laskea myds kombinaatioiden avulla:

(i)'(i)_ 4-4 16 @

(52) 1326 1326
2

P("valitaan kuningas ja dssd") =

8

663



7.

Valitaan kahdestakymmenesta kolme:

(230) — 1140,

Oikea vaihtoehto on a.



8.

Kertolaskusdannon mukaan

P("kolme sinista palloa") =

Oikea vaihtoehto on c.



9,
Kertolaskusdannon mukaan

P ("kaikki maaliin") = 0,2 - 0,2 - 0,2 = 0,008.

Oikea vaihtoehto on b.



10.

Suotuisia jonojaovat PPTTTTjaTPPTTTjaTTPPTTja
TTTPPTseki TTTTPP.

Tuloperiaatteen mukaan jonoja on yhteensa

5-2!-4!1=5-2-24 = 240.

Oikea vaihtoehto on c.



11.

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka suhteellinen summafrekvenssi
(sf %) ensimmaisen kerran ylittda arvon 50 %.

Mediaani on siis x = 15.

Oikea vaihtoehto on c.



12.

Muuttujan x arvon kasvaessa myos muuttujan y arvo kasvaa.
Regressiosuora on siis nouseva suora, jonka kulmakerroin on
positiivinen luku. Annetuista vaihtoehdoista ainoastaan suoran
y = 2,1 + 1,8x kulmakerroin k = 1,8 on positiivinen luku.

Oikea vaihtoehto on b.



13.

Muuttujan x arvon kasvaessa muuttujan y arvo pienenee, joten
korrelaatiokerroin on negatiivinen luku. Muuttujien valinen
korrelaatio on voimakas, joten korrelaatiokertoimen itseisarvo on
lahella lukua 1.

Oikea vaihtoehto on a.



14.

Tapahtuman A ="ainakin yksi oikein” todennakoisyys kannattaa
laskea vastatapahtuman ja sddnnén P(4) = 1 — P(4) avulla.

Vastatapahtuman A ="kaikki véirin” todennikéisyys on

kertolaskusadnnon nojalla
2 2 (2)“
3 LERY 3 - 3 ]

11 kpl

P("kaikki vaarin") =

Wl N

Kysytty todennakoisyys on
11

2
P("ainakin yksi oikein") = 1 — (§>

Oikea vaihtoehto on a.



15.

Kertolaskusaannon mukaan oikean jarjestyksen todenndkéisyys on

1111 1
P("oikeajarjestys") = —- ===

Oikea vaihtoehto on a.



16.
Pituudet ovat pienimmasta suurimpaan:

162 165 170 173 176 178

Keskihajonta kuvaa pituuksien keskimaaraista hajaantumista
keskiarvon ympadrille. Oikea vaihtoehto voidaan paatella esimerkiksi
seuraavasti:

Lasketaan pituuksien keskiarvo:
162+ 165+ 170+ 173+ 176 + 178 B 1024
6 6
= 170,666 =~ 171 (cm)

Lasketaan pituuksien suurin poikkeama keskiarvosta: tdma on nyt
pienimman pituuden poikkeama keskiarvosta, eli luku

171 — 162 = 9 (cm).

Pituuksien keskimadrdinen poikkeama on korkeintaan suurimman
poikkeaman suuruinen, eli keskihajonta on korkeintaan 9 cm.

Oikea vaihtoehto on b.



17.

Kysytty todennakoisyys on yhteenlaskusaannon nojalla

P("vain toinen lapaisee kokeen")
= P("Rolf lapaisee ja Benjamin ei")

+ P("Benjamin ldpaisee ja Rolf ei")
=095-(1-0,88)+0,88:-(1—0,95)
=0,95-0,12+0,88- 0,05
= 0,158.

Oikea vaihtoehto on a.



18.

Kuuden Kkilpailijan jarjestyksia on tuloperiaatteen mukaan yhteensa
6! = 720 kappaletta.

Suotuisia jarjestyksia ovat

SSMMMMjaMSSMMMjaMMSSMMjaMMM S S M seka
MMMMSS,

missa S = suomalainen ja M = muunmaalainen.

Tuloperiaatteen mukaan suotuisia jarjestyksia on yhteensa

5-2!-4!1=5-2-24 = 240.

Kysytty todenndkoisyys on

240
P("suomalaiset perdakkiin") = 720 = 0,333 ... = 0,33.

Oikea vaihtoehto on c.



19.

Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin, joten moodi
on Mo =4.

Oikea vaihtoehto on a.



20.

Mediaani on se muuttujan arvo, jonka suhteellinen summafrekvenssi
ensimmadisen kerran ylittda arvon 50 %, joten mediaani on Md = 3.

Oikea vaihtoehto on c.



21.

Ratkaistaan tehtdva taulukon avulla. Sijoitetaan ensin tehtdavassa
annetut tiedot taulukkoon.

Sinisilmainen | . . Yhteensi
sinisilmdinen
Tummahiuksinen 3 8
Ei-
tummahiuksinen
Yhteensa 15 28

Lasketaan taulukosta puuttuvat tiedot annettujen tietojen avulla.

Sinisilmdainen | Ei-sinisilmainen Yhteensa
Tummahiuksinen 3 8—-—3=5 8
Ei- 13—-5=8
tummahiuksinen 15-3=12 20—12=38 28-8=20
Yhteensa 15 28—-15=13 28

Tapaukselle "ei-sinisilmainen eikd tummahiuksinen” suotuisia
alkeistapauksia on yhteensa 8 (taulukon tummennettu solu).

Kysytty todennikoisyys on % =

(4

Oikea vaihtoehto on b.

SEEN




22.

Tapahtuman A = "korkeintaan kaksi kertaa 5” todennakoisyys
kannattaa laskea vastatapahtuman ja sdannén P(4) = 1 — P(4) avulla.

Vastatapahtuman A = "kolme kertaa 5” todennikoisyys on
kertolaskusdadnnon mukaan

Kysytty todenndkoisyys on
P("korkeintaan kaksi kertaa 5")

= 1 — P("kolme kertaa 5")

1 215
216 126

Oikea vaihtoehto on b.



23.

Sampyloita on yhteensa 7 + 8 = 15 ja niistd valitaan 3. Valinta voidaan

tehda (135) eri tavalla.

Valitaan 2 vehndasampylaa ja 1 ruissampyla:

2vehnaa 1ruis
—~ —~

6 - ()
P("2 vehnasampylaa ja 1 ruissampyla") = — e

(5)

Oikea vaihtoehto on c.



24.

Havaintoyksik6iden lukumaara saadaan summaamalla frekvenssit.

Muuttujan arvon x = 3 frekvenssion 9 — 5 = 4.

Frekvenssien summaon3+2+4+3+1+4=17.

Oikea vaihtoehto on a.



25.

Piirretdan puukaavio havainnollistamaan eri tilanteita ja
todennakoisyyksia.

1. hyppy
epaonnistui

0,50 1 l 0,50

2. hyppy 2. hyppy
onnistuu epaonnistuu

0,75 l l 0, 50

3. hyppy
onnistuu

Kysytty todennakoisyys on

P("3. hyppy onnistuu") = 0,50 - 0,75 + 0,50 - 0,50 = 0,625.

Oikea vaihtoehto on a.



26.

Maapallon pinta-ala on A = 47r? = 4w - 63712 km?.

Tapahtumalle "osuu Australiaan” suotuisan osan pinta-ala on

Ay =7692 000 km?.

Kysytty todenndkoisyys on

A _ 7692000km” _ 1508, ~ 1,51 %
A 4m-63712km? IR

Oikea vaihtoehto on b.



27.

Kaikkia alkeistapauksia, eli eri mahdollisuuksia valita kaksi
reaalilukua x ja y valilta [0, 4] kuvaa neli6, jonka pinta-ala on
A=4-4=16.

Tapahtumalle "molemmat luvut ovat pienempia kuin 1,8” suotuisia
alkeistapauksia kuvaa kuvioon piirretty pienempi punainen nelio,
jonka pinta-alaon 4; = 1,8 - 1,8 = 3,24.

44
3,64
3,24
2,84

2,4+

1,6
1,2+
0,84
0,4+

T T T T T T T T T T
04 08 12 1,6T 2 24 28 32 36 4 X

Kysytty todennakoisyys saadaan pinta-alojen avulla.

" . r ~ A 3,24
P("molemmat luvut pienempia kuin 1,8") = VT

= 0,2025 = 0,20.

Oikea vaihtoehto on c.



28.
Arvosanoja on yhteensa4+3+6+5+ 3+ 1 = 22.

Arvosanojen keskiarvo on

4-5+3-6+6-7+5-8+3-9+1-10 157
22 22

=7,136...

Oikea vaihtoehto on b.

= 7,14.



29.

Muuttujan arvoa x = 10,0 vastaava normitettu arvo on

x—x_l0,0—JZ
s 040

7 =

Tiedetddn, ettd normitettu arvo on 1,20, joten saadaan yhtalo:

00-%_ 1,20 |-0,40
0,40
10,0 — ¥ = 0,48
% = 10,0 — 0,48 = 9,52.

Muuttujan arvojen keskiarvo on siis x = 9,52.

Oikea vaihtoehto on a.



30.

Viiden osan jarjestyksia on yhteensa 5! = 120.

1

Oikeita jarjestyksia on yksi. Oikean jarjestyksen todennakdisyys on 50

Oikea vaihtoehto on b.



31.

Tehtadva voidaan ratkaista Venn-diagrammin tai taulukon avulla.
Ratkaistaan tehtdva taulukon avulla.

Sijoitetaan ensin tehtdvassa annetut tiedot taulukkoon.
Kaikkien tyontekijéiden maara prosentteina on 100 %.

K.ayttaa . El. kayta_ Yhteensa
valkoista paitaa | valkoista paitaa
Kayttda solmiota 36
Ei kdyta solmiota
Yhteensa 60 100

Merkitadn seka valkoista paitaa ettd solmiota kdyttavien

prosenttiosuutta kirjaimella x. Tdydennetadn taulukkoon tehtavan
ratkaisuun tarvittavat puuttuvat tiedot annettujen tietojen avulla.

Kiyttaa

Ei kayta

. . . . Yhteensa
valkoista paitaa | valkoista paitaa
Kayttda solmiota X 36 —x 36
Ei kiyta solmiota 60 — x
Yhteensa 60 100

Tapaukselle "valkoinen paita tai solmio (tai molemmat)” suotuisien
alkeistapauksien prosenttiosuus on yhteensa
x+B36—x)+(60—x) =96 —x.




Tiedetaadn, ettd tama prosenttiosuus on 0,80 = 80 %, joten saadaan
yhtdlo

96 — x = 80,

mistd ratkaistaan x = 96 — 80 = 16. Valkoista paitaa tai solmiota (tai
molempia) kadyttda siis 16 % tyontekijoista.

Oikea vaihtoehto on c.



32.

Jokaisessa monivalintatehtavassa on kolme vaihtoehtoa, joista yksi on
oikein ja kaksi vaarin. Vaaran vastauksen todennakoisyys on jokaisen
tehtavan kohdalla

2
P("vaarin") = T

Merkitadn "laskettavien” tehtavien lukumaaraa kirjaimella x.

Muodostetaan tapahtuman "ainakin yksi oikea vastaus”
todenndkoisyys vastatapahtuman avulla.

Vastatapahtuma on "kaikki vastaukset ovat vaarin”.

Kertolaskusiannon mukaan
2 2 2 2
P ("kaikki x vastausta on vairin” ) = 33 37 (—) .

kpl

Tapahtuman "ainakin yksi oikea vastaus” todennakoisyys on talloin
P(”ainakin yksi oikein”)
= 1 — P("kaikki vadarin” )

-

Halutaan, ettd todenndkoisyys télle tapahtumalle on vahintdan 0,95.



Jos "laskettavien” tehtdvien lukumaara on x = 6, niin todennakdisyys
ainakin yhdelle oikealle vastaukselle on
6

2
1- (g) = 0,912 .. < 0,95.

Kuusi tehtdvaa ei siis riita.

Jos "laskettavien” tehtdvien lukumaara on x = 7, niin todennakdisyys
ainakin yhdelle oikealle vastaukselle on

N
1- (5) =0,941.. < 0,95.

Seitseman tehtidvaa ei siis riita.

Jos "laskettavien” tehtavien lukumaara on x = 8, niin todennakdisyys
ainakin yhdelle oikealle vastaukselle on

2\ 8
1- (5) = 0,960 ... > 0,95.

Kahdeksan tehtidvaa siis riittaa.

Oikea vaihtoehto on c.



33.

Merkitadn yksittdisen arvan voittotodennakoisyytta kirjaimella p.
Niklas ostaa kaksi arpaa. Todennakoisyys, ettd molemmat ovat
voittoarpoja on kertolaskusdadnnén mukaan

P("voitto ja voitto” ) = p - p = p2.

Tiedetddn, ettd tima todennakoisyys on 0,42, joten saadaan yhtalo:

p? = 0,42.

Kysytty todenndkoisyys ratkeaa neliojuuren avulla:

Oikea vaihtoehto on a.



34.

Kortteja on yhteensa 20. Pelaaja nostaa kaksi korttia. Nosto voidaan

tehda (220) = 190 eri tavalla.

Tapahtumalle "vain toinen korteista on hyokkayskortti” suotuisa on
tilanne, jossa toinen on hyokkayskortti ja toinen ei.

Kysytty todenndkoisyys on

P("1 hyokkayskortti ja 1 puolustuskortti")

1 hyoékkdys 1 puolustus
—~ —~

(12) : (8) 12-8 96
_ 1 (20) vV _ 50" = 790 = 5052 .. = 0,505.

2

Oikea vaihtoehto on a.



35.
Jokaisen merkin kohdalla oikean arvauksen todenndkdisyys on %

Todenndkoisyys, ettd kaikki nelja merkkia arvataan oikein, on
kertolaskusadannon mukaan

11
P("nelja merkkia oikein") = 53735 1¢

Oikea vaihtoehto on c.

Todennakoisyys voidaan laskea myos tuloperiaatteella:

Jokaisen merkin kohdalla on kaksi vaihtoehtoa: 0 tai 1.
Tuloperiaatteen mukaan neljan merkin valitsemiseen on yhteensa 2 -
2-2-2 = 2% =16 eri vaihtoehtoa.

Naista vaihtoehdoista vain yksi on oikea: 1111. Kysytty
todenndkdoisyys on

1
P("oikei ttu") = —.
("oikein arvattu") 16



