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RATKAISUT MAB Preliminaari kevat 2020

Koetilanteessa nakyva ohjeteksti:

Alkuohjeet kokeessa:

Koe koostuu 13 tehtdvasta, joihin vastataan seuraavasti: neljaan tehtavaan A-osassa, kolmeen tehtivaan B1-
osassa ja kolmeen tehtavdan B2-osassa. Kaikki tehtdvat arvostellaan pistein 0-12. Kokeen maksimipistemé&éra on
120. Kokeen kaikkiin tehtaviin voi vastata kokeen alusta asti, mutta CAS-laskinohjelmat tulevat kayttdon vasta,
kun on palauttanut A-osan tehtavat. Mikali kaytat lisaksi fyysista laskinta, saat myds sen kayttdosi vasta, kun olet

palauttanut A-osan ja palautuksen jalkeinen harkinta-aika on paattynyt.

A-osa
Ratkaise kaikki timén osan tehtdvat 1-4. Apuvilineena saa kayttda taulukkokirjaa. Laskinohjelmistojen (CAS) ja
fyysisten laskimien kaytto ei ole sallittua sind aikana, kun A-osan tehtdvat ovat palauttamatta. Koejarjestelman

laskinohjelmat KCalc, SpeedCrunch ja Gnome-calculator ovat kaytdssa myds kokeen A-osassa.

B-osa

Kokeen B-osassa ovat kaytossa kaikki koejarjestelmaan sisaltyvat ohjelmat.

Bl-osa: Ratkaise kolme tehtdvistd 5-9,

B2-osa: Ratkaise kolme tehtdvistd 10-13.

Als jat3 mitddn merkintdja sellaisen tehtivin vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa

arvosteltavaksi. Tarkista lopuksi, ettd vastasit oikeaan maiaraan tehtavista.

Aineistot

Aineistot avautuvat "Ndyta aineistot"-linkista toiselle valilehdelle selaimessa. Voit litkkua aineistojen ja
vastausosion valilla ylareunan vélilehtien kautta.



A-osa
Ratkaise kaikki tdiman osan tehtavit 1-4. Apuvilineend saa kayttis taulukkokirjaa. Laskinohjelmistojen (CAS) ja
fyysisten laskimien kaytto ei ole sallittua sini aikana, kun A-osan tehtavit ovat palauttamatta. Koejarjestelman

laskinohjelmat KCalc, SpeedCrunch ja Gnome-calculator ovat kiytéssa myos kokeen A-osassa.

1. Monivalinta (ei aineistoa)
Valitse oikea vaihtoehto.
Kommenti: Tehtdvd on monivalinta ja tarkistuu Abitissa itsestiin. Jokainen kysymys on kahden pisteen arvoinen.

1.1. Maaritd luvun 4 ja sen vastaluvun keskiarvo. (2 p.)
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Ei mikddn muista vaihtoehdoista.

Ratkaisu:
Luvun 4 vastaluku on —4
Lukujen keskiarvo

4+(~4)_0_0
2 2

1.2. Maaritd luvun 3 kaanteisluvun ja luvun —2 erotus. (2 p.)
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Ei mikdaan muista vaihtoehdoista.

Ratkaisu:

Luvun % kaanteisluku on g eli 1% (tai 1,5)

Ndiden lukujen erotus (eli vahennyslaskun vastaus) on
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1.3. Madrita luvun -z— nelién ja luvun 2 tulo. (2 p.)
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i mikdan muista vaihtoehdoista.



Ratkaisu:

Luvun 2 nelio (2)2 a4
5 s/ T 527 25

Luvun : nelién ja luvun 2 tulo (kerrotaan luvut keskeniin)

(2)2 b, AE B
5 25 ©7 25 T 25

- Kuinka monta prosenttia luku 15 on suurempi kuin luku 12? (2 p.)
25%

125 %

80 %

20%

Ei mikdan muista vaihtoehdoista.

Ratkaisu:

Verrataan lukua 15 lukuun 12

15—12_3_1_025_250/
12 12 4 2T evn

Luku 15 on 25 % suurempi kuin luku 12.

. Murtoluku g kasvaa ensin 50 % ja sitten uusi luku kaksinkertaistuu. Kuinka paljon murtoluku muuttuu? (2p.)

kasvaa 200 %

kasvaa 2,5-kertaiseksi

kasvaa 3,0 %

kasvaa 300 %

Ei mikdan muista vaihtoehdoista.

Ratkaisu:

Suurenemisessa 50 % voidaan kdyttdd prosenttikerrointa 1,5
Kun luku kaksinkertaistuu, muuttuu luku a — 2a

TAPA 1
Vertailu voidaan tehdd merkitsemalld alkuperdistd murtolukua muuttujalla x, jolloin muutokset ovat
x-152=3x
eli luku on kolminkertaistunut ja prosentteina muutos on
3x—x
=2=200%,
jolloin murtoluku on kasvanut 200 %.
TAPA 2
Murtolukua kayttamall3 laskuksi saadaan
: 1,52 . 2 1k
5 7 " 575
12 4 8
5 s
Vertaillaan uutta lukua alkuperiiseen murtolukuun ; = ? =2=200%

jolloin murtoluku on kasvanut 200 %
TAl vertailu voidaan tehdd vertaamalla osoittajan muutosta 4 — 12, joka tarkoittaa kasvamista 200 %.
TAPA 3
Voidaan tarkastella ainoastaan murtoluvun osoittajaa eli lukua 4.
4.15-2=12
Uusi luku on kolminkertainen alkuperéiseen verrattuna eli kasvua on tullut 200 % (124_4 = 2]




1.6. Eradssa vaatelilkkeessa mainostetaan, etta kaikki vaatteet myyddan —20 % hinnalla ja seuraavana paivina
annetaan alennetuista hinnoista vield 30 % lisdalennus. Kuinka paljon maksaa alennusten jilkeen paita,
jonka alkuperainen hinta oli 19,50 €? (2 p.)

10,92 €
9,75 €
10,64 €
11,70 €
Ei mikdan muista vaihtoehdoista.
Ratkaisu:
20 % alennuksen jélkeen hinta on 80 % alkuperiisesta (prosenttikerroin 0,8)
ja hinta ensimmaisen alennuksen jilkeen on 19,50 € - 0,8 = 15,60 €
30 % alennuksen jdlkeen hinta on 70 % edellisesti hinnasta (prosenttikerroin 0,7)
Uusi hinta muutoksen jilkeen saadaan laskemalla
19,50€-0,8-0,7 =10,92 €



2. Lausekkeita (ei aineistoa)

2.1. Sievennad seuraava lauseke. (4 p.)
az ,a3 ,(b3)4
a.a4.b10

2.2. Ratkaise yhtdlon tarkka arvo. (4 p.)
43*"1 = g4

2.3. Ratkaise yhtdlopari. (4 p.)
{y =5x?—-3x+2

—3x+2-y=0
Ratkaisu:
2.1
a?-q3- (b3)* a5 - p12 2p
a-at-p8  gi.-gd.pio
a5b12
S — 1p
a9b10
b12
T
=8 Yht. 4p
2.2,
43%-1 = g4
43]5-1 i 43 zp
3x—1=3 1p
3x =4
4
X == 1p
3
Yht. 4p
2.3,
sijoitetaan ylempi yht&l6 alemman yhtalon muuttujan y paikalle
—-3x+2-(5x2-3x+2)=0 1ip
—-3x+2-5x*+3x-2=0
—5x2 =0
x=0 1p
Sijoitetaan leikkauspisteen x-koordinaatti yhtédléparin ylempaian
yhtdldon ja ratkaistaan y-koordinaatin arvo ig
y=5-02-3-0+2
y=2
=0
Vastaus: {x — >
¥ 1p

Yht. 4p






4.

Puutarha (kuva-aineisto)

Aineisto:
04.A Istutuslaatikko.png

4.1

4.2.

Puutarhalle tulee kesaksi 10 harjoittelijaa. Kahdeksan harjoittelijoista on jo kokeneita ja he tunnistavat
hyvin puutarhalla kasvatettavat kasvit ja tietdvat paikan kaytanteet. Kaksi puutarhalle tulevista
harjoittelijoista on kokemattomia, eivatka he ole varmoja, aikovatko jatkaa harjoittelujaksoa, koska
mielenkiinto alaa kohtaan puuttuu. Harjoittelijat tydskentelevat tyopisteilla pareittain. Kuinka monta
erilaista paria voidaan harjoittelijoista muodostaa, kun parit arvotaan, eika harjoittelijoiden kokemusta
huomioida? Milld todennakdisyydelld kokemattomat harjoittelijat ovat pari? (4 p.)

Puutarhalla on kaytdssa suorakulmaisia istutuslaatikoita, joista isompien laatikoiden korkeus on 30 cm,
leveys 90 cm ja pituus 180 cm ja pienempien laatikoiden vastaavat mitat ovat 30 cm, 90 cm ja 120 cm. Kun
puutarhalla oleva koko multakasa levitetdan tasaisesti isompaan istutuslaatikkoon, tulee multakerroksen
korkeudeksi 24 cm. Kuva yhdestd istutuslaatikosta on Aineistot-valilehdella liitteena.

Yksi puutarhalla tyéskenteleva harjoittelija kaataa vahingossa pussillisen porkkanan siemenia
istutuslaatikkoon tulevan mullan joukkoon ja sekoittaa siemenet tasaisesti multaan, mutta ei huomaa
tekemaansa erehdystd. Porkkanan siemenia on porkkanapussin selosteen mukaan noin 1000 kappaletta.
Istutuslaatikkoon levitetystd mullasta otetaan vield multaa kolmeen taimiruukkuun mansikan taimia varten.
Taimiruukut ovat suoran ympyralierion muotoisia ja niihin tulevan mullan korkeudeksi arvioidaan 8 cm ja
ruukun sateeksi 6 cm. Kuinka monta porkkanan siementa voidaan arvioida olevan yhdessa taimiruukussa,
johon mansikan taimi istutetaan? (8 p.)

Ratkaisu:

4.1.
Kuinka monella tavalla voidaan 10 harjoittelijasta valita kaksi harjoittelijaa?

Lasketaan

nCr(10,2) = 45
(tai erilaiset parit voidaan luetteloida ja laskea) 2p
Milld todennakdisyydella kokemattomat harjoittelijat ovat pari?
Suotuisia alkeistapauksia, jolloin kokemattomat harjoittelijat ovat pari,on 1. 1p
Taman todenndkoisyys on

1
— =0,02222 .. = 2,29
45 L

Vastauksena hyvaksytdan -;1; tai muodot 0,02 tai 0,022 tai 2 % tai 2,2 % 1p

Vastaus: Erilaisia pareja on 45. Todennakoisyys on 4—15-

Yht. 4p

4.2.
Aineiston kuva:



Hyva alku, esim. poimittu oikeat mitat 90, 180 ja 24 mullalle

Multaa isommassa istutuslaatikossa
24-90-180 = 388 800 cm?

Siemenia 1000: 388800 = 2,57201...- 1073 (kpl /cm?)
Yhden taimiruukun tilavuus

V=mn-r2-h=m-62-8
=904,7786 ... (cm?)

Taimiruukkuun tulee siemenii keskimairin

2,57201...- 1072 -904,7786 ... = 2,327 ...
eli noin 2 siementd yhteen ruukkuun
Vaihtoehtoisesti on voitu laskea 1000 siements - —taimiruukicu

istutuslaatikko

Vastaus: Yhdessa taimiruukussa on noin 2 porkkanan siementa

1p

2p

2p

2p

1p

Yht. 8p



B-osa

Kokeen B-osassa ovat kaytossa kaikki koejdrjestelmaan sisaltyvat ohjelmat.

Bl-osa: Ratkaise kolme tehtavista 5-9.

B2-osa: Ratkaise kolme tehtévista 10-13.
Al3 jita mitddn merkintdji sellaisen tehtivin vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattia

arvosteltavaksi. Tarkista lopuksi, etta vastasit oikeaan maarain tehtivista.

Bl-osa

Bl-osa: Ratkaise kolme tehtavisti 5-9.

5.

Projektityo (ei aineistoa)

Kuvaamataidon ja matematiikan yhteisprojektissa askarrellaan erilaisia maisematauluja kayttamalla
matemaattisia malleja kuvaamaan taulujen muotoa tai yksityiskohtia. Yksi ryhma saa tehtdvikseen maalata
talvimaiseman lapikuultavalle silkkipaperille ja sen jalkeen silkkipaperin paalle kiinnitetaan yhteen juotettavista
teraslangoista koottu jaykka teraslankakehikko pitamaan tyo kasassa.

Ryhma saa teraslankakehikkoon seuraavan ohjeen:

"Terdslankakehikko koostuu paraabelin kaaresta, kolmesta janasta sivuilla ja viidestd janasta kehikon sisdlld.
Kehikon sisddn tulevat terdslangat ovat kiinni ulkokehikossa. Kehikon ulkoreunoja rajaa ylhidlld paraabeliy =
—0,2x* + 2x + 25, sivuilla suorat x = 0,x = 10 ja alhaalta y = 0. Kehikon sisddn tulee vaakasuoraan kaksi
poikittaista terdslankapdtkdd, joista toinen tulee korkeudelle y = 8 ja toinen korkeudelle y = 18. Liséksi kehikon
sisdlle laitetaan pystysuoraan kolme terdslankaa, joista kaksi tulee 2,5 koordinaattiyksikén etéisyydelle kehikon
pystysivuista ja yksi puoliviliin pystysuoraan. Koordinaatiston yksikkénd on yksi senttimetri.”

Opiskelijat ovat saaneet madritettya paraabelin kaareen tarvittavan langan pituuden yhteistydssi toisen ryhmain

kanssa. Piirrd sopivalla ohjelmalla ohjeita vastaava kuva teraslankakehikosta ja maarita laskemalla muiden
kehikkoon tulevien pystysuorien ja vaakasuorien teraslankojen pituudet. (12 p.)

Tehtdvian pisteiden jakautuminen:

Tuotettu kuva 4p
Vaakasuorien patkien pituus 1p
Kaksi puuttuvaa pystysuoraa keksitty 1p
Saatu paraabelin arvot kohdissa x=0, x=2,5 jne. 3p
Pystylankojen pituudet 1p+1p
Terdslankojen pituudet yht 1p

Jos mallikuva oikein ja kaikki pyydetyt pituudet on saatu esim. kuvasta mittaamalla, mutta ei laskettu mit&én,
max 6 p (kuva 4p, puuttuvat suorat 1p, vastaus 1p)



Ratkaisu:
TAPA 1

Ohjeita vastaava kuva (tuotettu GeoGebralla):

- »/"’—*’_\1

28
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(Kuvan osapisteet: 2p pystysuorat janat, 1p vaakasuorat janat, 1p paraabeli)
4p kuva

Vaakasuoraan tulevat langat ovat 10 — 0 = 10 cm pitkiad (x-koordinaattien erotus),
yht.3x10cm = 30cm 1p
(Enempaa laskuperusteluja ei tdhan tarvita.)

Pystysuoraan tulee viisi terdslankaa.

HUOM! Terdislankojen pituudet piti mddrittdd laskemalla, joten kuvasta
mittaamistyékalulla saadut luvut eivdt tuota pisteitd.

Maaritetdaan paraabelin ja pystysuorien terdslankojen kuvaajien leikkauspisteet laskemalla
esim. yhtaléparia kdyttien (alla)

x=0
{y = —02x%+ 2x + 25~ (0253
x=10
{y = —02%% + 2% 4 g5~ (10:25)
TAl vaihtoehtoisesti: lasketaan paraabelin arvot kohdissa x = 0 jax = 10 2p

Sivuille tulevien terdslankojen pituus on y-koordinaattien erotus paraabelilta x-akselille
eli25 — 0 = 25 (cm)

TAl vaihtoehtoisesti pystysuorien lankojen pituudet ovat samat kuin etdisyydet
x-akselilta paraabelille eli paraabelilta saadut y-koordinaatit 1p

2,5 cm etaisyydella sivuista olevat suorat ovat muotoax = 2,5jax = 7,5
ja keskelle (puolivaliin) tulee suora x = 5. 1p puuttuvat suorat

Leikkauspisteet maadritetdan ratkaisemalla yhtaloparit

x=25
{y = —0,2x2+ 2x + 25 - (2;5; 28,75)



x =175
{y = —02x%+ 2x +25 D 28,75)

x =25
{y = —0,2x%+ 2x + 25 = (5,30)

Naiden avulla saatavat lankojen pituudet ovat 28,75 cm, 28,75 cm ja 30 cm.
Namad loput pituudet saatu toistaen yhtéldparia ja ja y-koordinaattien erotusta lp+1p

Kaikkien teraslankojen pituudet ovat yhteensa
3-10+2-25+4+28,75+ 30+ 28,75 = 167,5 (cm)

Vastaus: 167,5 cm 1p
Yht. 12p
TAPA 2
Lahdetty madrittelemaan janat pddtepisteiden avulla. Vaihtoehtoinen
pisteytys:
Kuva:
b I E
o) H
% (RN i
oed] ]
K L
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A (o E G Figd 1|
5 (NNET: (W 3 o kuva 4p
2,5 cm etdisyydelld sivuista suoratx = 2,5jax = 7,5 ja keskelld suorax = 5. 1p

Janojen AB, CD, EF, GH ja lIJ pituudet saadaan maarittelemalla funktio

y = f(x) = —0,2x% + 2x + 25 ja laskemalla funktion f(x) arvot kohdissa
x=0,x=25x=50,x=75jax=10. 3p
Seuraavat laskut GeoGebralla

f(x):=-0.2xA2+2x+25

= f(x) ;= —=0.2x* +2 x4+ 25
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= 28,75

Vaakasuuntaiset jana Al, MN ja KL ovat pituudeltaan 10 — 0 = 10.
Pystysuorat langat ovat pituudeltaan samat kuin paraabelilla olevien

pisteiden y-koordinaatit

Saatu pystysuorien lankojen pituudet

Janojen yhteispituus on siis

2*25+2*28.75+30+3*10
15
335
2
16 $15
= 167.5

2-25+2-2875+30+3-10 = 167,5 (cm)

Vastaus: Vaakasuorien ja pystysuorien terislankojen yhteispituus on 167,5 cm.
Hyvédksytadn myos 168 cm ja 170 cm.

Jos yksikkdd ei ole, -1p.

1p

1p
1p

1p

Yht. 12p



6. Opintovelka (tiedostoaineisto)

Aineisto:

06.B Asuntokuntien opintovelat vuoden 2018 rahassa.ods (LibreOfficeCalc)

06.B Asuntokuntien opintovelat vuoden 2018 rahassa.ggh (GeoGebra)

06.B Asuntokuntien opintovelat vuoden 2018 rahassa.cmbl (LoggerPro)

06.B Asuntokuntien opintovelat vuoden 2018 rahassa.tns (TI-Nspire)

06.B Asuntokuntien opintovelat vuoden 2018 rahassa.vcp (Casio ClassPad Manager)

Aineiston lihde: Tilastokeskus, http://www.stat.fi/til/velk/2018/velk_2018_2019-06-20_tie_001_fi.html, luettu 14.10.2019.

Jokaisessa aineistossa on samat tiedot. Sarakkeet ovat vasemmalta lukien:
| Vuosi| Opintovelat, euroa| Opintovelallisia asuntokuntia, [km | Opintovelan korot, euroa|

Tutki aineistoa ja laadi sen perusteella vastaukset alla oleviin kysymyksiin.
6.1. Laske keskim&arainen asuntokuntakohtainen opintovelka euron tarkkuudella vuosina 2002-2014 ja

havainnollista sita sopivalla diagrammilla. (4 p.)

6.2. Laske aineiston perusteella opintovelan korkoprosentti vuonna 2002 ja vuonna 2014. Kuinka monta
prosenttiyksikkéd pienempi on vuoden 2014 opintovelkojen korkoprosentti verrattuna vuoden 2002
korkoprosenttiin? (4 p.)

6.3. Laske vuosien 2002 ja 2014 korkoprosenttien perusteella, mika olisi korkoprosenttien vuotuinen
muutosprosentti, jos oletetaan vuotuisen suhteellisen muutoksen pysyvan samana. (4 p.)

Ratkaisu:
6.1.
Laskettu keskimaarainen asuntokuntakohtainen opintovelka eri vuosina ja annettu vastaukset eri vuosilta.
Vuosi Asuntokuntakohtainen
keskimdirdinen opintovelka
(€)
2002 5775
2003 5750
2004 5773
2005 5796
2006 5877
2007 5931
2008 5910
2009 5994
2010 6054
2011 5970
2012 5562
2013 6021
2014 6189

2p

Havainnollistettu laskettuja arvoja diagrammilla (histogrammi, pylvas- tai viivadiagrammi).

Akselien pitad olla nimetty. Jos otsikko puuttuu, ei pistevdahennysta. 2p
Yht. 4p



Asuntokuntakohtaisen opintovelan maara

Vuodet 2002-2014
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Vuasi

Jos diagrammissa on euromadraiset arvot selkedsti ndkyvissa, ei erillista taulukointia tai muuta
laskennallista selitysta keskimadrdisesta opintovelasta tarvita, vaan diagrammista annetaan talldin 4p.

Huom. TI-Nspire -tiedosto avautuu VernierDataQuest-sovellukseen. Talldin opintovelat euroina nakyvat vain
yhdeksan merkitsevan numeron tarkkuudella. Kun tiedot lahetetdan Listat&Taulukot-sovellukseen, niin tarkkuus
on sdilyy, vaikka alkuperdisessa Nspireenkin tuodussa aineistossa merkitsevida numeroita on kymmenen. Tama
erilainen tarkkuus ei vaikuta laskuihin.
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6.2.
Laskettu opintovelan keskikorko vuonna 2002.
20635993 — 0,0556.... 1p
1736147332
Laskettu opintovelan keskikorko vuonna 2014.
JZE62B547  _ 01488, 1p
1856002579

Vuoden 2002 opintovelkojen korkoprosentti oli 5,56 ... % ja vuoden 2014 1,48 ... %.

Muutos prosenttiyksikdina

556..—1,48...=0,0407 ... 1p
Vastaus: Vuoden 2014 korkoprosentti oli 4,1 prosenttiyksikkoa pienempi. 1p
Vastauksessa toiseen pisteeseen vaaditaan maininta prosenttiyksikosta. Yht. 4p



6.3.

Aikaa vuosina vuodesta 2002 vuoteen 2014 on 2014 — 2002 = 12 vuotta. 1p
Merkitaan keskimaardista muutoskerroin kirjaimella g.
0,0556..- g% = 0,0148 ... 1p
g = —0,895 ... taig = 0,895... , negatiivinen ratkaisu ei kdy muutoskertoimeksi.
1-0,8959..=0,1040 ... 1p
Vastaus: Opintovelkojen korot ovat laskeneet keskimaarin 10,4 % vuosittain. 1p

Yht 4p.

Huom. Ratkaisu TI-Nspiren antamilla tarkkuuksilla.

solve(0.055661170817802' q12=0.014886076882501,q)
g=-0.895919508448 or ¢=0.895919508448



Maksuhdiriot (taulukkoaineisto)

Suomen Asiakastieto Oy:n Asiakastieto Median 08.01.2018 tiedotteen mukaan
"YksityishenkilGille rekisterditiin viime vuonna (2017) yli 1,65 miljoonaa uutta maksuhairiomerkintda eli noin

kymmenys enemman kuin edellisvuonna.”
Liitteessa on taulukoitu arvoja seka uusien maksuhdirididen lukumadrdsta etta maksuhdiriomerkintéisten

henkildiden lukumaarasta vuosilta 2008—-2017.

Aineiston lahde: Asiakastieto, https://www.asiakastieto.fi/web/fi/asiakastieto-media/uutiset/kuluttajien-
maksuhairiot-jalleen-selvassa-kasvussa.html, luettu 11.11.2019.

Kuvankaappaus aineistosta:

A | B | c | D |
; . Henkilét, joilla  Uudet B
_|Vuosi maksuhairio*  maksuhairiot
22 2008 292500 546700
3] 2009 305400 645000
4| 2010 318700 1151400
g 2011 327500 1702800
6 | 2012 346000 1702800
i 2013 360000 1766300
B 2014 366700 1479100
93] 2015 369900 1473700
10 | 2016 373100 1492600
11 2017 374100 1649400
T
_13_*Mukana kaikki henkil6t, joilla voimassa oleva maksuhéiridmerkinta
_14 |tarkasteluhetkella (esim. 31.12.2008 henkiloita 292500)

7.1. Madrita maksuhdiridisten henkildiden maaran ja uusien maksuhairiomerkintdjen lukumaaran riippuvuutta
kuvaavan regressiosuoran yhtald. Maaritd muuttujien valinen korrelaatiokerroin ja tulkitse korrelaation
voimakkuutta. (4 p.)

7.2, Maarita uusien maksuhdiriomerkintojen lukumaaran keskiarvo ja keskihajonta tarkasteluajanjaksona 2008-
2017. (4 p.)

7.3. Vuonna 2018 uusia maksuhdiriomerkintdja Asiakastieto Median mukaan on ollut 1 568 000 kappaletta.
Poikkeaako luku tilastollisesti merkittavasti vuosien 2008-2017 aineistosta? Perustele laskemalla. (4 p.)

Ratkaisu:

7.1.
Regressiomalli esim. LoggerProlla

Linesarinen savius Datasaja | merksnal
= mxen

o (esriakerioin) 1148 kpp!

| [poresnauspr) 2 573E 08w
0. 0.7678

Korreinat
RMSE 2 876E+05 kpl

1500000-

merkinngi (kpl)

1000000
y |

£ .
500000 - T R e i e 7 '
280000 310000 330000 350000 370000
(Ax:81600 Am:0) henkildt, joilla maksuhainia (kpl)




X B

Lineaarinen sovitus: Datasarja | merkinnzt Regressiomalli 2p.
m = mx+b

m (kulmakerroin): 11,46 kpl/kpl

b (Y-leikkauspiste) : -2,573E+06 kpl
Korrelaatio: 0,7878

RMSE: 2 876E+05 kpl Korrelaatiokerroin ja

Korrelaatio on 0,7878. Korrelaatio on siis huomattava. sen tarkastelu 2p.
Yht. 4p

7.2
Esim LibreOfficella

Uudet
maksuhairitt

546700

645000 Keskiarvo 1360980
1151400 Populaatiokeskihajonta  417700,519
1702800 ‘Otoskeskihajonta | 440295,0067
1702800 | . Keskihajonta 2p
1766300

1479100

1473700

1492600

1649400

Keskiarvo 2p.

Aineistoa tulisi kdsitelld populaationa. Otoksesta laskettu keskihajonta ei tuota Yht. 4p
pistemenetyksia.

13

Jotta vuoden 2018 arvo 1 568 000 poikkeaa tilastollisesti merkittivisti vuosien
2008-2017 aineistosta, tulee sen poiketa yli kahden keskihajonnan verran

keskiarvosta. R
Talloin merkint6jen lukumaara, joka ei poikkea merkittavisti aineistosta tulee olla
alilla 2o g .
valilla [?;(.08’20 "é@oqgl)
[1-568060 — 2417 700,519 ; +568-000+ 2 - 417 700,519]
. 1
= [732-592;96 ; 2—4&%}8 . ¥
5965 1g ¢+ 21963 K|
Vastaus: Vuoden 2018 arvo on alle kahden’eskihajonnan pagssa keskiarvosta, joten
1p

se ei poikkea tilastollisesti merkittavasti vuosien 2008-2017 aineistosta.
Yht. 4p



Kirjaimet (ei aineistoa)

Lastenhuoneen lattialla on pieni puinen laatikko, jonka sisélld on lelupalikoita. Jokaisessa lelupalikassa on yksi
kirjain. Perheen nuorimmalla lapsella, Sebastianilla, on tapana ottaa iltaisin laatikosta yksi palikka sankyynsi
mukaan “unikaveriksi”. Aamuisin herattyaan han laittaa palikan takaisin laatikkoon, silla laatikon palikoita
kaytetaan paivan aikana useissa eri leikeissa. lllan koittaessa isa kuljettaa laatikon, johon kaikki palikat on keratty
sattumanvaraiseen jarjestykseen pdivan leikkien paatteeksi, takaisin lasten huoneeseen. Perheen rutiinit
toistuvat paivasta toiseen ja joka ilta Sebastian kdy ottamassa yhden palikan sankyynsa yon ajaksi. Sebastian ei
vield erota kirjaimia, mutta kysyttaessa han kertoi ottaneensa mukaansa ainoastaan A-kirjaimia. Vastauksesta
kiinnostuneena isa kirjasi viiden pdivan ajan ylos, minka kirjaimen Sebastian laatikosta kunakin iltana otti. Is3
laski, etta laatikon 13 palikasta A-kirjaimia on laatikossa yhteensi 4 kappaletta.

8.1. Milla todenndkoisyydella Sebastian ottaa viitena perakkaisena iltana A-kirjaimen? (3 p.)
8.2. Muodosta viiden pdivan ajalta A-kirjainten todennakdoisyysjakauma. (7 p.)
8.3. Maadrita A-kirjainten lukumaaradn odotusarvo viidelta paivalta. (2 p.)

Ratkaisu:
8.1.
o . i Ip
P( A — kirjain yhteni iltana) = 'l
P(A — kirjain viitena ilt = (4)5" Lo 0,0028 .
irjain viitena iltana) = 13) 3712930 yht. 3p
8.2.
Kyseessd on binomitodennadkdisyys.
e 1p
Yksittaiselle nostolle:
4
P(A — kirjain) = —
( jain) = =
9
P(jokin muu, kuin A — kirjain) = 'E
Toistoja yhteensd 5 2p
Esim. LibreOfficeCalclla.
A | 8 |
1 |A-kirjainten lkm  Todenn&kdisyys
2 0 0,15903612511
o 1 0,35341361135 4p
4| 2 0,31414543231
5 | 3 0,13962019214 vht. 7p
26| 4 0,03102670936
7 5 0,00275792972

Tai esim. GeoGebralla.

b Todennikdisyysiaskurl
Jakauma Tilastot

[ LibreOfice

e e

5 00028

05 0 a5 1 R a5 5 55
p=15385 o0=1032

o Binomjakauma __ ~
n'’s p 0.3077
9EF

P(2 sX=<3 )= 0.4538




8.3.

Odotusarvo Ex =np =5 % =~ 1,54

2p



9. Funktion kuvaaja ja kulku (kuva-aineisto)

9.1.

Jokaiseen kuvaan 1, 2 ja 3 on piirretty funktion y = f(x) kuvaaja ja suora, jolla on yksi yhteinen piste funktion
kuvaajan kanssa. Suora on piirretty kohtaan x = a. Maarita kuvan perusteella f'(a) jokaisesta kuvasta.
Perustele vastauksesi. 6 p.

AT N I I

' 1
:
l[ 1
[ | T T
e L e D T T e
:
L
[

Kuva L. Knwn 2, Kuva 3.

a=1 u=2

9.2. Olkoon funktio f(x) = §x3 —2x*+x+ 26—9. Milla muuttujan x arvoilla funktio on kasvava? Perustele

laskemalla. (6 p.)

Ratkaisu:
9.1.
Kuva 1.
Maaritetty kuvasta f'(—1) = —4. 1p
Perustelu: Kuvassa oleva suora on funktiolle kohtaan x = —1 piirretty tangentti
ja sen kulmakerroin on —4. 1p
Kuva 2.
Madritetty kuvasta f'(2) = 0. 1p
Perustelu: Kuvassa oleva suora on funktiolle kohtaan x = 2 piirretty tangentti
ja sen kulmakerroin on 0. 1p
Kuva 3.
Todettu, ettd f'(2) ei ole mairitelty, koska suora on y-akselin suuntainen. 2p

Yht. 6p
9.2
Ratkaisu:
TAPA 1.
Todettu, ettd funktio on kasvava, kun f'(x) = 0. 2p
Funktio derivoitu.
fl(x) =4x? —4x + 1 1p
Ratkaistu vastaava epdyhtald esim. laskimella.

2 > N

solve\d: x~—4- x+1=0x/ » true

1p
Todettu, ettd laskimen ratkaisu tarkoittaa sita, ettd epayhtald toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla. 1p
Vastaus: Funktio on kasvava kaikilla muuttujan x arvoilla. 1p

Jos vastaus pitaa sisalldan sen toteamuksen, ettd laskimen antama tulos on oikein
ymmarretty, niin talloin erillistd toteamusta epdyhtalon toteutumisesta ei vaadita,
vaan vastauksesta annetaan 2p.



TAPA 2. Kulkukaavioon perustuva ratkaisu.

Funktio derivoitu.
fl(x)=4x?—4x +1
Laskettu derivaatan nollakohdat.

2 I
solve (4- x=—4 x+1-—-0,x) b X —
2

i

Laadittu kulkukaavio, jossa funktion kulkua osoittavat nuolet nakyvissa.

f' (=) + -
fl)y | 0/

Derivaatan merkit perusteltu, joko kuvaajan avulla tai laskemalla.

1
2
0

|
[
?
|

Vastaus: Funktio on kasvava kaikilla muuttujan x arvoilla.

Vaihtoehtoiset
pisteet:

1p

1p

1p
2p

1p
Yht. 6p



B2-o0sa

B2-osa: Ratkaise kolme tehtavistd 10-13.

10. Huoltokalusto (ei aineistoa)

Erds logistiikka-alan yritys investoi 400 000 euroa uuteen huoltokalustoonsa ja sen kayttdonottoon. Kaluston
hankintahinta on 382 000 euroa ja kdyttédnottokulut 18 000 euroa. Kaluston arvioidaan vihentdvin yrityksen
vuosittaisia kuluja, kuten polttoaine-, henkil3std- ja ostopalvelukuluja, yhteensa 80 000 eurolla/vuosi. Kalusto
vaatii kuitenkin vuosittain huollon, jonka kustannus menetetty tyoaika mukaan lukien on 12 000 euroa. Kaluston
arvioitu kayttdika on 10 vuotta, minka jalkeen jadnndsarvoksi arvioidaan 10 000 euroa. Yrityksen johto asettaa
hankinnalle 10 prosentin tuotto-oletuksen. Onko hankinta kannattava? Perustele laskemalla. (12 p.)

Ratkaisu:

Jotta investointi olisi kannattava, tulisi sddstéjen ja jadnndsarvon kattaa hankinta-,

kayttoonotto- ja huoltokulut. 2p
Vuosittaiset sadstdt huomioiden huoltokulut ovat 2p
80000€—-12000€=68000¢€
Jaanndésarvo on 10 000 € ja hankintakulut yhteens3 400 000 €
Nykyarvotetaan vuosittaiset saastot sekd jagnndsarvo hankintahetkeen kiyttien tuotto-
oletuksena 10 %. 2p
K = ZK,q™", missa n on kuluneiden vuosien maara hankintahetkests, K on vuosittainen
saasto tai jddnnodsarvo ja q on tuotto-oletus 1,1
Kiuotto = 68000-1,171 + 68000 1,172 + -+ 68 000-1,1"1° + 10 000 - 1,17 1°

Kiuotto = 421 686,00 € 4p

Vastaus: Nykyarvotettu tuotto 421 686 € on suurempi kuin hankintahinta 400 000 €. 5
p

Investointi on kannattava.



11. Heiluriliike (teksti- ja videoaineisto)

Aineisto:
11.A Heiluriliikkeen teoria.odt
11.B Heiluriliikkeen video.webm

Liitteena on Aineistot-valilehdella teoriaa heiluriliikkeesta seka heiluriliike-video, jossa heiluri koostuu jaykasta
langasta ja sen pdassd roikkuu pieni kuula. Lanka roikkuu pisteesta P = (0, 10) ja kuula liikkuu langan varassa
edestakaisin pisteiden A4 ja B valilla. Oletetaan kuula pieneksi pistemaiseksi kohteeksi. Katso liitteen3 oleva video
ja madritd laskemalla, kuinka pitkdn matkan kuula kulkee yhdella heilahduksella pisteesta A pisteeseen B, kun
ndiden koordinaatit ovat A = (—3,2) ja B = (3, 2). Anna vastaus kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella.

(12 p.)

Tekstiaineisto 11.A Heiluriliikkeen teoria

Heiluri on laite, joka koostuu niveleen kiinnitetystd jéykdstd varresta (tai langasta) sekd sen péicissé olevasta
massasta (kuula tms.). Kun heiluri poikkeutetaan tasapainoasemastaan ja vapautetaan, syntyy heiluriliike, jossa
massa liikkkuu painovoiman ja mekaniikan peruslakien vaikutuksesta edestakaisin alimman pisteensd obhitse.

Heilurin keksi alun perin Ibn Yunus 1000-luvulla. Héin tutki ja dokumentoi sen oskilloivaa (edestakaista) liikettd.
1600-luvulla Galileo Galilei havaitsi kokeiden perusteella, ettd heilurin heilahdusaika ei riipu heilahduksen
laajuudesta. Vaikka Galilei uskoi tdmdn verrannollisuuden olevan eksakti, se on vain pienille amplitudeille pétevd
approksimaatio. Siithen kuitenkin perustuu heilurin kéytté kellojen kdyntinopeuden vakioimiseen.

Ainoastaan pienilld heilahduskulmilla (alle 15°, jota suuremmilla kulmilla laskujen tarkkuus heikkenee
huomattavasti) heilurin liike voidaan approksimoida harmoniseksi liikkeeksi. Télldin heilahdusaika riippuu
merkittdvdsti ainoastaan heilurin pituudesta ja painovoiman suuruudesta. Heilurin massa ja heilahduksen
laajuuden eli amplitudin vaihtelut eivit vaikuta heilahdusaikaan.

Ldhde: Wikipedia (https.//fi.wikipedia.org/wiki/Heiluri, luettu 11.10.2019)

Ratkaisu:
Kuvankaappaus videosta:

B
L]
1
X
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Hyva alku, esim.
Pisteiden A ja B valille muodostuu kuulan kulkureitistad sektorin kaari 2p
Pisteiden AP (tai BP tai PB tai PA) vilinen etdisyys on ympyran side 1p

Ympyran sateen laskemiseksi muodostetaan suorakulmainen kolmio, kts. kuva alla



4
/ 3

cb=3 |
1

X
-4 -3 -2 10 1 ? 3 4 & [

ja kolmion kateetit ovat 3 (kuvassa jana AD) ja10 — 2 = 8 (kuvassa jana DP) 1p
Merkitdan ympyran sadettd muuttujalla r.
Ratkaistaan sdde Pythagoraan lauseella

r? =32 4+ 82

r = 18,5440 ...
mutta sdateeksi kay vain positiivinen arvo. 2p (sdde saatu)
Ympyrdn kaaren laskemiseksi tarvitaan myos sektorin keskuskulma «.
Kulmaa APD merkitdan muuttujalla # (kolmion ADP huippukulma), kts. kuva alla.

Ty

f P

= 20.56°

DP=8§

-4 ] 2 =1 0 1 2 3 4 5 ]

Kulmaksi £ saadaan

3 8 ;e _ 3
tan(f) = g tai cos(B) = m’a .. tai sin(B) = m
B = 20,55604 ... 2p

Vinkki: Jos laskinohjelmisto antaa liian monimutkaisen nikodisen vastauksen Solve/ratkaise-toiminnolla,
kannattaa rajata muodostetun lausekkeen perdin kulman arvo vilille 0° ja 180°. Lisdksi pitdd muistaa valita

kulmanyksikoksi asteet (ei rad tai grad).
Esim. Casiolla ratkaisu saadaan komennolla Solve(tan(x)=3/8| 0<x<180) jossa kulmaa on merkitty muuttujalla x.
Toki sinid kdytettdessd ohjelma antaa vaihtoehdoksi myo6s kulman 159,44°, mutta suorakulmaisessa kolmiossa

teravien kulmien on oltava alle 90°,

Sektorin keskuskulma a on kaksi kertaa f eli 41,11209 ...° 2p
Sektorin kaaren pituus eli pisteesta A pisteeseen B kuulan kulkema matka
on sektorin kaaren pituus

- a . 41,11209° ors BEAAD
T 360° T T 3600 Y
= 6,1306758 ... ~ 6,13
Vastaus: Kuulan kulkema matka on 6,13 (ei yksikkoa) 2p

Vastaus oltava kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella ilman yksikkd3. Viira tarkkuus -1p.



12. Oljynkulutus (ei aineistoa)

Make ja Pipsa ovat huumori-ihmisia ja he perustivat vuonna 2000 yrityksen Leg End Aarinen Oy, joka teetta
ulkomailla leluja ja tuo niitd Suomeen myyntiin. Heiddn tuotteitaan ovat esimerkiksi Maht Ava -kuplakone ja Vit
Sik As -nukke. Heti ensimmaisina kuukausina tuotteiden valmistukseen yritys kadytti 17000 litraa raakadljya.
Ymparistotietoista Pipsaa hirvittaa suuri raakadljyn kulutus ja yritys saikin vuonna 2001 pienennettya raakadljyn
vuosikulutukseksi 12800 litraa. Vuodesta 2001 alkaen Leg End Aarisen tuotteiden myynti kasvoi joka vuosi 1,1 %,
mika lisasi samassa suhteessa raakaéljyn vuosikulutusta. Kasvun kompensoimiseksi Make ja Pipsa keksivat
keinoja pienentaa tuotteiden valmistukseen kaytettavan raakadljyn maaraa. Keinot vahensivat éljyn kulutusta
joka vuosi 1,0 %.

12.1. Kuinka monta prosenttia raakadljyn vuosikulutus muuttui vuodesta 2001 vuoteen 2002? Muodosta
lisaksi raakadljyn vuosikulutukselle laskusdanté a, = a,;q" 2, jossan = 1 tarkoittaa vuotta 2001, n = 2
vuotta 2002 jne. (4 p.)

12.2. Kuinka monta litraa Leg End Aarinen -yrityksen raakadljyn yhteiskulutus vuosina 2001-2019 eroaa
Petjan perustaman Nous Ukas -yrityksen raakadljyn kulutuksesta, kun Petjan yritys vuonna 2001 kulutti
12800 litraa 6ljya ja tastd eteenpdin vuosittainen 6ljynkulutus kasvoi 150 litraa? (8 p.)

Ratkaisu:

12.1.
Vuonna 2001 raakadljyn vuosikulutus on 12 800 litraa.
Joka vuosi kasvua on 1,1 %, prosenttikerroin 1,011
ja tdmdn kompensoimiseksi 6ljyn kulutusta pyritddn pienentdamaan 1 %, prosenttikerroin 0,99. 1p
Muutos vuodesta 2001 vuoteen 2001 on
x-1,011-0,99 = x - 1,00089

eli kasvua on 0,089 % tai 0,89 promillea. 1p
Yleinen laskusdadntd muodostetaan geometrisen lukujonon kaavalla

an = a;q"7*

a, = 12800 - 1,00089™1

a, oikein 1p, suhdeluku g oikein 1p 2p

Vastaus: Vuosikulutus kasvoi 0,089 % ja laskusdanté a, = 12800 - 1,00089""%, kunn = 1,2,3...

Yht. 4p
12.2.
Summa vuosille 2001-2019 voidaan maarittda esim. lukujonojen tai taulukoinnin avulla.
TAPA 1
Leg End Aarisen raakadljyn kulutus 2001-2019 on geometrisen lukujonon summa
. oo . (1-1.000897) _ .
S19 =4 =< 12800 1100088 — 245 157,891 ... litraa 3p
Petjan Nous Ukas -yrityksen vuosikulutukset a; = 12800, a, = 12800 + 150, ... ja
kyseessa on aritmeettinen lukujono, jossa erotusluku d = 150 1p
Aritmeettisen lukujonon summaa S, 4 varten tarvitaan vuosikulutus vuonna 2019 eli
= 15500 1p
Nous Ukas -yrityksen raakadljyn kulutus vuosina 2001-2019 on
a; +a,
Sn =n ___._é___
12800 + 15500
S19 =19 5
= 268 850 2p

Oljynkulutusten ero on 268 850 — 245 157,891 ... = 23 692,108 ... litraa



Vastaus: Nous Ukas -yritys kulutti 23 700 litraa raakadljya enemman kuin Leg End Aarinen -yritys. 1p
Hyvaksytdan myos vastaukseksi 24 000, 23 690 ja 23 692 litraa. Toki lahtdarvojen tarkkuudella
vastaus olisi kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

Yht. 8p
TAPA 2
Summien maarittamisessa voidaan kayttia taulukkolaskentaohjelmaa.
A B C
1 Vuosi Leg End Aarinen - Nous Ukas -
yrityksen yrityksen

vuosikulutus (1) vuosikulutus (1)
2 2001 12800 12800
3 2002 12811 12950
4 2003 12823 13100
5 2004 12834 13250
6 2005 12846 13400
7 2006 12857 13550
8 2007 12869 13700
9 2008 12880 13850
10 2009 12891 14000
11 2010 12903 14150
12 2011 12914 14300
13 2012 12926 14450
14 2013 12937 14600
15 2014 12945 14750
16 2015 12960 14900
17 2016 12972 15050
18 2017 12983 15200
19 2018 12995 15350
20 2019 13007 15500
21 | SUMMA 245158 268850

jossa B-sarakkeen arvot saadaan esim. kertomalla ylempi solu joko luvulla 1,00089 tai tulolla 1,011*0,99

esim. B3-soluon =B2*1,00089 tai =B2*1,011*0,99

ja B4-soluon =B3*1,00089 tai =B3*1,011*0,99.
Vinkki: Kaavan kopioimisessa LibreOffice Calcilla kannattaa kayttda solujen kaavan kopioimista (esim. maalataan
solut B3 ja B4 ja raahataan niiden oikeasta alakulmasta kaava kopioitumaan myos soluihin B5-B20).

C-sarakkeen solut saadaan lisaamalls ylempaéan soluun 150, ja

esim. solu C3 on =C2+150 ja C4on =C3+150
Summat saadaan laskettua B21- ja C21-soluihin =SUMMA(B2:B20) ja =SUMMA(C2:C20).
Lopuksi lasketaan vield erotus =C21-B21 ja saadaan vastaukseksi noin 23 692 litraa.

Pisteiden jakautuminen taulukoinnissa:

Leg End Aarisen 6ljynkulutuksen summa 3p
Nous Ukas -yrityksen kulutus aritmeettinen lukujono, d=150 1p
Nous Ukkaan vuosikulutus 2019 1p
Nous Ukkaan éljynkulutuksen summa 2p

Kulutusten erotus litroina 1p



13. Maahantuontiyritys (ei aineistoa)

Mikko ja Jenni perivat isdltaan ison, elektronisiin mittajarjestelmiin keskittyneen maahantuontiyrityksen. Mikko
laski, ettd vuonna 2019 he toimittivat lampétila-antureita 256 000 kappaletta. Naists 125 kappaletta olivat
viallisia ja asiakkaat reklamoivat komponenteista. Viallisista tuotteista aiheutui maahantuontiin kustannuksia 250
euroa/kappale. Viallisten maara tuli Mikolle ja Jennille yllityksens, joten he paattivat varautua paremmin
vuodelle 2020. Mikko arveli, etta heidan myynti juuri tuon lampétila-anturin osalta kasvaa 9 000 kappaleella
edellisestd vuodesta. Samalla han arvioi, etta viallisten maara tulisi olemaan enintian 140 kappaletta. Laske 95
prosentin luottamusvalia kayttden, onko Mikon arvio riittava. (12 p.)

Ratkaisu:

Prosenttiosuuden luottamusvilitarkastelu
A 125

i e 0,00048828125 =~ 0,049% 2p
ja

1—$=0,99951171875 1p
Luottamustasoa 95 % vastaava kriittinen arvo on 1,96 1p

Talloin virhemarginaaliksi
. -5
n

saadaan

J 125 (1 125 )
256 000 \* ~ 256 000
1,96 - =~ (0,00009 = 0,0099
256 000 Y “ 4p
Luottamusvali virheellisten tuotteiden suhteelliselle osuudelle on
0,049 % + 0,009 %

Viallisten suhteellinen osuus on siis valilla 0,04 % - 0,058 %. Jotta Mikon arvio olisi riittava, tulisi

arvioitu viallisten suhde myytyihin olla viahintddn 0,058 %. £l
Mikon arvion mukaan viallisten prosentuaalinen maara myydyista on
s 100 % = 0,053 % 1p
256 000 + 9 000 PT R
Vastaus: Mikon arvio ei ole riittava. 1p

Luottamusvalin voi laskea myds laskimella.

zInterval _1Prop 125,256000,0.95: stat.results
"Otsikko" "1 viittiman z—vali"]
"CLower" 4.02704246061e-4
"CUpper" 5.73858253939e-4
" 4.8828125e4
"ME" 8.55770039391E-5
! 256000. J




