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Tilaston kuvaaminen



Peruskdsitteitd



® Perusjoukko on tutkimuksen kohteena oleva ryhma.

® Havainto (tai havaintoarvo) on yksittdinen vastaus.

Tutkitaan luokan oppilaiden pituuksia ja vaatekokoja. Talloin perusjoukkona on luokka. Havaintoi-
na ovat mittaus- ja kyselytulokset.




Tilastomuuttuja on tutkittava ominaisuus, joka voi olla:
e Kvantitatiivinen (luku)

m erilliset arvot — diskreetti
= jatkuva

e Kvalitatiivinen (laatu)

Pituus on jatkuva kvantitatiivinen muuttuja, kun taas vaatekoko on diskreetti. Esimerkiksi vaatteen
merkki on kvalitatiivinen muuttuja.




Frekvenssi eli esiintymistiheys on havainnon esiintymiskertojen lukumiéra.

20 opiskelijan luokalta kysytddn heidén sisarustensa lukumédrdd. Tulokset kootaan alla olevaan
taulukkoon.

Sisarusta




Suhteellinen frekvenssi f% kertoo havainnon esiintymiskertojen %-osuuden kaikista tapahtumista.

20 opiskelijan luokalta kysytddn heiddn sisarustensa lukumaérdd. Tulokset kootaan alla olevaan
taulukkoon.

Sisarusta | f | f%

0 4| 20%
1 7| 35%
2 8 | 40%
3 1| 5%




Tilaston kuvaaminen

Ympyrikaaviosta eli sektoridiagrammista voi helposti arvioida muuttujien arvojen suhteellisia osuuksia.

M ei sisaruksia
M 1 sisarusta
[ 2 sisarusta
H 3 sisarusta




Tilaston kuvaaminen

Diskreettid muuttujaa voi kuvata pylvisdiagrammilla.
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Histogrammia kéytetédsin vastaavasti luokitettaessa jatkuvia muuttujia.
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Tilaston kuvaaminen

Viivadiagrammilla voidaan havainnollistaa muuttujan arvojen kehittymista.
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Tilaston kuvaaminen

Vaakapylviitd kdytetddn, kun muuttujan arvoilla ei ole luontevaa jérjestysta.

ruskea [ ———

sininen I

Silmien viri

vihre T

0 2 4 6
Frekvenssi



Frekvenssijakauma



Summafrekvenssi sf eli kertyvi esiintymistiheys on yksittdisten havaintojen yhteenlaskettu arvo.

20 opiskelijan luokalta kysytddn heiddn sisarustensa lukumaérdd. Tulokset kootaan alla olevaan

taulukkoon.
Sisarusta | f | f% | sf
0 4 | 20% 4
1 7135% | 11
2 8| 40% | 19
3 1] 5% |20




| Suhteellinen summafrekvenssi sf% on summafrekvenssin sf osuus prosentteina. |

20 opiskelijan luokalta kysytddn heiddn sisarustensa lukumaérdd. Tulokset kootaan alla olevaan
taulukkoon.

Sisarusta | f | f% | sf | sf%

0 4120% | 4 | 20%

1 7|35% | 11 | 55%

2 8| 40% | 19 | 95%

L 3 1| 5% |20 |100%




| Moodi Mo on aineistossa eniten esiintynyt havainto. |

Mediaani Md on suuruusjirjestykseen lajitellun jakauman keskimmainen luku, joka jakaa aineiston
kahteen yhtd suureen osaan.

Esimerkin taulukon perusteella sisarustutkimuk- Sisarusta | f | f% | sf | sf%
sen moodi ja mediaani ovat 0 4120% | 4 | 20%
1 7135% | 11 | 55%

Mo=2 2 8| 40% | 19 | 95%
Md=1. 3 1| 5% |20 | 100%




Diskreetin muuttujan tilasto



Tilaston kuvaaminen

Raakaa havaintoaineistoa voi olla hankala lukea sellaisenaan.

Alla on taulukoitu joidenkin Suomen kaupunkien asukaslukuja (Tilastokeskus, 2022).

Kaupunki | Asukasluku

Kouvola 79434
Lahti 120200
Kotka 50640

Hamina 19549

Lappeenranta 72675
Mikkeli 51980




Tilaston kuvaaminen

Taulukoitua havaintoaineistoa voi lajitella ohjelmistolla.

Aiempi asukaslukutaulukko lajiteltuna asukasluvun perusteella laskevassa jarjestyksessa:

Kaupunki | Asukasluku
Lahti 120200
Kouvola 79434
Lappeenranta 72675
Mikkeli 51980
Kotka 50640
| Hamina 19549




Tilaston kuvaaminen

Kuvaaja on frekvenssitaulukkoa parempi esitystapa, jonka malli valitaan kdyttotarkoituksen
mukaan.
® Pylviskaavio

m frekvenssien suora vertailu
m vaakapylviit, jos muuttujan arvoilla ei ole luontevaa jérjestysti

® Ympyrikaavio
= korostaa havaintojen osuuksia
® Viivakaavio
= havaintojen kehittyminen esim. ajan suhteen



Luokittelu



Tilaston kuvaaminen

Tuotannon tarkastelun yhteydessd punnittiin kahdenkymmenen omenan massat (g). Tulokset on
lueteltu alla.

119,1 117,0 90,2 1103
1024 80,9 112,7 923
94,0 113,5 1189 889
82,0 113,77 88,7 88,6
82,1 795 949 1098

Miten tillaista havaintoaineistoa kannattaa kuvata?
Selvastikdidn ei kannata kuvata yksittdisten arvojen frekvensseja.
= Jaetaan vaihteluvili pienempiin osiin eli luokkiin!




Tilaston kuvaaminen

119,1 117,0 90,2 1103
1024 80,9 112,7 923
94,0 113,5 1189 889
82,0 113,77 88,7 88,6
82,1 795 949 109,8

Huomataan, etti arvoista pienin on 79,5 ja suurin 119,1 grammaa. Vaihteluvilin pituus on tilldin
119,1-79,5 = 39,6,

joka on hieman epimukava luku kéyttdd. Sen sijaan 40 on hyvin ldhell4 ja jakautuu siististi neljdén
luokkaan. Muodostetaan nimai neljid luokkaa pyoristystidntoja kédyttden, jolloin luokat ovat:

80—-89, 90-99, 100—109 jall0—119




Tilaston kuvaaminen

Nyt luokille voidaan muodostaa frekvenssija- Saaduista frekvensseistd voidaan muodostaa his-
kauma togrammi:
Massa (g) | f 10
80—-89 |7
90-99 |4 8
100—109 | 1 'z
110—119 | 8 § 6 |
-
o
jossa esimerkiksi luokan 80 — 89 todelliset rajat B4y
ovat 79,5 ja 89,5. Vastaavasti luokan 80 — 89
luokkakeskus on 2
89,5—-179,5 |
= 5 T8 e 100 10 120
Omenoiden massa (g)




/. Etsitdén havaintoaineiston arvojen pienin ja suurin arvo.

2. Madritellddn ndiden arvojen avulla sopiva vaihteluvili ala- ja yldrajoineen.
3. Jaetaan vaihteluvili yhti suuriin osiin (luokkiin)

4. Muodostetaan luokat ja niiden avulla frekvenssijakauma.




Tilaston analysoiminen



Tunnuslukuja



Tilaston analysoiminen

Maidritetddn 20 aiemmin punnitun omenan massaluokkien moodi ja mediaani, kun

Massa (g) |f
80—-89 |7
90-99 |4

100—109 | 1

110—119 | 8

Moodi on aineiston yleisin havainto, joten

Mo =110—-119.

Mediaani jakaa aineiston kahteen yhti suureen osaan. Omenoita oli 20, joten puolivélini on
omena 10. Selvisti se kuuluu luokkaan 90 — 99, joten

Md =90-99



Moodi ja mediaani ovat tunnuslukuja, joiden joukkoon luetaan myos keskiarvo.

Keskiarvo x on havaintoarvojen summan Y x ja lukuméérédn n osamééri eli:

Lx

X =

|

Sisarusta

Aiemmin tarkastellun sisarustutkimuksen ha-
vaintojen keskiarvo on:

0-44+1-742-843-1_ 26
44+7+8+1 )

F=

—




Tilaston analysoiminen

Luokitetun jakauman keskiarvon laskemiseen on kéytettidvi luokkien luokkakeskuksia.

Massa (g) | Luokkakeskus | f

80-89 84,5 7
90-99 94,5 4
100-109 104,5 1
110-119 114,5 8

84,5-7+94,5-4+104,5-1+114,5-8 1990
T+4+1+38 20
 joten omenoiden massojen keskiarvo oli noin 99,5 grammaa.

=99,5,

X =




Yhden muuttujan tilasto



Tilaston analysoiminen

Vertaa tilastomuuttujien X ja Y keskiarvoja Geogebralla. Ne ovat likimain samat. Mitd eroa
jakaumilla on?

10 : 10 :
X! N
8 . 8 — :

£ 3 :

4 g4 : .
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X Y



Satunnaismuuttujan X keskihajonta
=)
x—X
oo [EE=D
n
missd n on havaintojen lukumééara.
Satunnaismuuttujan X otoskeskihajonta on
Lx—x)?
n—1 "7

Kirjan tehtédvisséd keskihajonnalla tarkoitetaan nimenomaan otoskeskihajontaa s!




Tilaston analysoiminen

Sivussa on arvosanojen frekvenssijakauma,
jonka avulla voidaan havaita, ettid 4
Mdy =5
Xo~ 5,4 g3
5o ~ 0,98 g
4
Mitid tapahtuu, jos havaintoaineistoon lisdtidin 3 2
yksi 10?7
Md=5 b
xX=06 0|
s~ 1,85 4 5 6 7 8 9 10

Arvosana

Havaintoa sanotaan poikkeavaksi, jos sen etii-
syys keskiarvosta on yli kaksi keskihajontaa.




Kahden muuttujan riippuvuus



Tilaston analysoiminen

Usein tutkitaan kahta (tai useampaa) tilastomuuttujaa ja halutaan selvittdd, onko niiden vililla
yhteys.

® Pituus ja paino

® Tupakointi ja syopériski

® Asunnon ikd ja hinta

¢ Liikunnan miéré ja onnellisuus (Harvard Study of Adult Development, ~ 80 vuotta)

Muuttujia tutkittaessa on muistettava seuraava

(Riippuvuus ei aina tarkoita aiheuttamista, mutta aiheuttaminen tarkoittaa aina riippuvuutta. ]

‘ Kaikki vedenjuojat kuolevat. \




Regressiosuora on havaintoarvoparin (x,y) pistejoukkoon sovitettu suora.

® Regressiosuoran yld- ja alapuolella on suunnilleen yhtd monta havaintopistettd.

® Regressiosuora kulkee aina muuttujien keskiarvopisteen (X,y) kautta




Tilaston analysoiminen _

Muodostetaan regressiosuora seuraaville

havaintopareille. . y R
Pituus (cm) | Paino (kg) 80 .
165 50 /]
168 62 75 7
168 58 70 y . /-/
170 60 65 [ -1ttt 7|
172 68 ° !
178 79 60 I~
180 75 55 - i
184 72 50 // E
188 86 : X

Geogebrasta: y = 1.2987x — 159,2073 165 170 175 180 185



Tilaston analysoiminen

Korrelaatiokerroin r kertoo, kuinka voimakkaasti kaksi lineaarisesti riippuvaa muuttujaa riippuvat
toisistaan.

e —1l<r«l1
® Mitd ldhempénd r on arvoa 1 tai —1, sitd voimakkaampi lineaarinen riippuvuus.

7

Geogebrasta voidaan lukea, ettd aiemman pituus-paino -esimerkin korrelaatio oli

r=0.9172,

joten pituus ja paino korreloivat positiivisesti eli suora on kasvava.
Vastaavasti:

® Jos r < 0, niin suora on laskeva.

® Jos r = 0, niin lineaarista riippuvuutta ei ole.




Tilaston analysoiminen

Korrelaatiokerrointa tulkitaan asteikolla merkitykseton-voimakas:
Merkitykseton, jos 0 < |r| < 0,3

Kohtalainen, jos 0,3 < |r| < 0,6

Huomattava, jos 0,6 < |r| <0,8

Voimakas, jos |r| > 0,8

Korrelaatiokertoimen nelidti 2 kutsutaan selitysasteeksi. Se kertoo, kuinka suuren osan kahden
- muuttujan korrelaatiosta voi selittdd lineaarisella riippuvuudella.

7

Verrataan tulkintarajojen selitysasteita:

0,32 =0,09 = 9%
0,6> = 0,36 = 36%
0,8> = 0,64 = 64%

-
.




Tilaston analysoiminen

Eksponentiaalinen malli Polynominen malli




Todenndikoisyys



Tilastoista todenndikoisyyteen



Todenndikdisyys

Palautetaan mieleen aiemman sisarustutkimuk- Sisarusta | f | % | sf% | sf%
sen frekvenssijakauma. Jos tutkitusta joukosta 0 4120% | 4 20 %
valitaan sattumanvaraisesti yksi, niin milld to- 1 7135% | 11 55 %
dennikoisyydella kyseiselld henkilolla 2 8140% | 19 | 95%
3 1| 5% 20 | 100 %

® ei ole sisaruksia?

P(ei sisaruksia) = 20%

® on sisaruksia?
P(ainakin 1 sisarus) = 100% —20% = 80%

® on ainakin 2 sisarusta?

P(ainakin 2 sisarusta) = 40% + 5% = 45%




Todenndikdisyys

Havaintoaineiston tapahtuman A todennékdisyys on

P(A) = esiintymiskertojen madra
~ kaikkien havaintojen méiri

 Muistetaan, ettd 0,01 = 1% ja 1 = 100%.

.

Tapahtuman A tilastolliselle todenndkdisyydelle pitee aina

0<P(A)<1

Tapahtuman A vastatapahtuman A todenniikoisyys on

P(A)=1—P(A)




Klassinen todenndkoisyys



Satunnaisilmion tulosvaihtoehtoja kutsutaan alkeistapauksiksi. Tapahtuman A tapahtumisen toden-
nikoisyys P(A) on

P(A) = suotuisten alkeistapausten maérd
~ kaikkien alkeistapausten méiri

. J

e Kolikkoa heitettdessd alkeistapauksina ovat kruuna ja klaava.

® Noppaa heitettdessi alkeistapauksia ovat silmiluvut 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

® Nostettaessa korttia pakasta alkeistapaukset koostuvat jokaisesta yksittdisestd kortista (yht. 52
vaihtoehtoa).

J




Todenndikdisyys

Tapahtuman A vastatapahtuman eli komple- kaikki tapaukset
mentin A suotuisia alkeistapaukset ovat kaik-
ki ne, jotka eivit ole suotuisia tapahtumalle A.

A tapahtuu | 4

Tapahtuman A vastatapahtuman A todenndiikoisyys on

P(A)=1—P(A) < P(A)+P(A)=1




Malleja



Todenndikdisyys

Todennidkoisyyksid laskiessa on tarpeen selvittdd sekd kaikkien alkeistapausten ettd suotuisten
alkeistapausten lukuméira. Yksinkertaisin tapa on luetteleminen.

Kolikkoa heitetdén neljd kertaa. Luetellaan kaikki mahdolliset tulokset. Merkitdén R := kruuna ja
L := klaava.

RRRR LRRR RLLR LRLL
RRRL LRRL RLRL LLRL
RRLR LRLR RRLL LLLR
RLRR LLRR RLLL LLLL

Huomataan, etti alkeistapauksia on yhteensi 16.




Todenndikdisyys

Taulukoidaan aiemmat kolikoiden heittojen tulokset kruunien lukuméirin mukaan.

Ei kruunia | 1 kruuna | 2 kruunaa | 3 kruunaa | Kaikki kruunia
LLLL RLLL RRLL RRRL RRRR
LRLL RLRL RRLR
LLRL RLLR RLRR
LLLR LRRL LRRR
LRLR
LLRR

Nyt voidaan helpommin lukea, ettd esimerkiksi

4 1
P(tasan 1 kruuna) = e a4 25%




Todenndikdisyys

Joskus on mahdollista, ettd kaksi tapahtumaa voivat tapahtua yhté aikaa.

Vuosiluokalla on yhteensid 30 oppilasta, joista 5 lukee vain ranskaa, 6 vain saksaa ja 3 sekd ranskaa
ettd saksaa.

Tilanteesta voidaan piirtdd oheinen Venn- kaikki opiskelijat (30)
diagrammi, josta on helppo lukea, ettd ranskaa  saksaa

® ranskaa lukee 5 + 3 = 8 oppilasta.

¢ Kumpaakaan eilue30-5—-6—-3 =16
oppilasta.




Todenndikdisyys

Venn-diagrammi on tiedonkuvaustapa, jossa suhteita eri joukkojen vililld kuvataan toisiaan leik-
kaavilla ympyrdilld. Olkoot A ja B joukkoja, jolloin niitd kuvaava Venn-diagrammi olisi seuraava:

kaikki alkiot
Atai B




Todenndikdisyys

Jos yksi alkeistapaus koostuu kahdesta toisistaan riippumattomasta arvosta, niin tapauksia voi
kuvata koordinaatiston avulla.

Heitetdédn kahta noppaa. Milld todennidkoisyydelld noppien summaksi tulee véihintdén 10?7

Merkitédén alkeistapaukset koordinaatistoon. Nyt 6 v

esimerkiksi piste (1,2) kuvaa tapausta, jossa 1. s Ty =10
nopasta tuli silméluvuksi 1 ja 2. nopasta 2. Ta-
pauksia on 6 - 6 = 36. L4 -
Tapauksia joiden koordinaattien summa on aina- & 3
kin 10 l6ytyy 6 kappaletta, joten ke
p)
6 1 1
P(XZIO)—£—6~17%




Todenndkoisyyden laskusddntoji



Kertolaskusdicinto



Todenndkdoisyyden laskusddintdji

Tapahtumia A ja B kutsutaan riippumattomiksi, jos yhden tapahtuminen ei vaikuta toisen tapahtu-
misen todennikoisyyteen. Tdlloin ne toteuttavat kertolaskusdannon

P(AjaB) = P(A) - P(B)

. W
Heitetddn kahta noppaa yhtd aikaa. Selvisti eri noppien silmédlukemat ovat toisistaan riippumatto-
mat. Lisdksi P(6) = %, joten todennékdisyys heittid kaksi kuutosta on

1

36

P(6ja6)=P(6)-P(6) =

AN =

r
AN =




Todenndkaisyyden laskusdcdntoji

Tavallisessa pelikorttipakassa on 52 korttia, jotka on jaettu tasan 4 maahan. Milld todenndkoisyy-
della kaksi perdkkiin nostettua korttia ovat molemmat herttoja?
Yhteen maahan kuuluu % = 13 korttia, joten

13 1

P(1. on hertta) = =51

Jos pakasta on jo nostettu yksi kortti, niin kortteja on jéiljelld 51. Koska nostettu kortti oli hertta,
niitd on jdljelld 12. Télloin

12

P(2. on hertta) = —

51
Nyt voidaan kiyttad kertolaskusédantod, jolloin
) 1 12 3
P(kaksi herttaa) = 151517 0,059 =5,9%




Yhteenlaskusdcdinto



.

Todenndkdoisyyden laskusddintdji

Jos tapahtumat A ja B eivit voi tapahtua yhtd ai-

kaa, niitd kutsutaan erillisiksi ja tilldin @

P(A tai B) = P(A) + P(B)

Korttipakasta nostetaan yksi kortti. Milld todennédkoisyydelld kortti on joko pata tai risti?
Pakassa on 52 korttia, joista 13 on patoja ja 13 ristejd. Kortti ei voi olla seki pata etté risti, joten
P(Pata tai risti) = P(Pata) 4+ P(Risti) =

1

5=
5=




Todenndkdoisyyden laskusddintdji

Jos tapahtumat A ja B voivat tapahtua yhti aikaa,
niin

P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B)

Pakasta nostetaan kortti. Milld todennédkoisyydelld se on pata tai dssa?
Pakassa on 52 korttia, joista 13 on patoja, 4 dssid ja vain yksi patadssd. Yhteenlaskusddannon mukaan

. 1 4 1 1 4
P(Pata tai dssd) = P(Pata) + P(Assd) — P(Patadssi) = 5—; 5 5—2 -5 30,8%




Tuloperiaate ja kombinaatiot



Todenndkaisyyden laskusdcdntoji

Jos tilanne on jaettu eri jdrjestyksessd tapahtuviin vaiheisiin Ay ja Ay, joilla on n) ja ny vaihtoehtoa,
niin mahdollisten eri tilanteiden lukumddrd on

ny-ny

Ravintolan ruokalistalla on 4 alkuruokaa, 3 pdédruokaa ja 5 jilkiruokaa. Kuinka monta erilaista ate-
riakokonaisuutta vaihtoehdoista voi muodostaa?
Ateriakokonaisuuksia on yhteensi

4.3-5=60

I
.




Todenndkdoisyyden laskusddintdji

Kurssilla on 10 opiskelijaa. Kuinka moneen jirjestykseltéédn ainutlaatuiseen jonoon heidét voi jér-
jestaa?

Paikka 1 2
Vaihtoehtoja | 10 9

3 45 6 7 8 9 10
&8 7 6 5 4 3 2 1

Nyt voidaan kidyttdd tuloperiaatetta, jolloin mahdollisia jonoja on

10-9-...-2-1 =3628800




Luonnollisen luvun » kertoma n! on

n=1-2-...-(n—1)-n

Kertoma kuvaa, kuinka moneen jirjestykseltdédn ainutlaatuiseen jonoon n alkiota voidaan jérjestda.

0 =1,

koska 0 alkiota voi jakaa vain yhteen jdrjestykseen.




Todenndkdoisyyden laskusddintdji

Kurssin 10 opiskelijasta muodostetaan sattumanvarainen 3 henkilon ryhmi. Montako ainutlaatuista
ryhméé voidaan muodostaa?

Jos kurssilaisista muodostettaisiin jono, niin jonon kolme ensimmadistd henkil6d olisivat ryhmin
jasenid. Télloin eri 3 hengen jonoja on

10-9-8 =720

Jarjestykselld ei kuitenkaan ole vélid ryhmén kannalta. Kuinka moneen eri jirjestykseen voidaan 3
henkilo4 jakaa?

31=3.2-1=6,
joten ainutlaatuisia ryhmii on
720
— =120
6




Todenndkaisyyden laskusdcdntoji

Kombinaatiot ovat erilaisia ainutlaatuisia joukkoja, jotka voi muodostaa isomman joukon alkioista.

Olkoot joukon A alkioiden lukumdidird n. Joukon A alkioista muodostettavien k alkioita sisdltdvien
Jjoukkojen lukumdidrd saadaan binomikertoimella

ny n!
k)  kl(n—k)!
Luetaan "n yli k:n."

Binomikertoimen kaavaa ei kurssilla tarvitse muistaa ulkoa. Laskimessa binomikerrointa vastaa ko-

mento "nCr". Kiytto:
nCr = (”) eli esim. 3C2 = (3 ) =3
r 2
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