
Vektorien välinen kulma

• Vektorien pistetulo voidaan tulkita geometrisesti vektorien pituuksien ja vektorien 
välisen kulman kosinin avulla: (ks. oppikirja s. 102)

• Pistetulon avulla voidaan laskea vektorien välisen kulman kosini ja siten myös 
vektorien välinen kulma:

a

b Lasketaan ensin kumman tahansa vektorin pituus ja toisesta 
vektorista ensimmäisen vektorin suuntaisen komponentin 
(ns. projektion) pituus ja kerrotaan nämä keskenään.

ത𝑎 ⋅ ത𝑏 = ത𝑎 ത𝑏 cos(ത𝑎 , ത𝑏) ത𝑎, ത𝑏 ≠ ത0

ത𝑏 cos(ത𝑎 , ത𝑏)

cos(ത𝑎 , ത𝑏) =
ത𝑎 ⋅ ത𝑏

ത𝑎 ത𝑏



Esimerkki: Lasketaan vektorien ത𝑎 = 7 ҧ𝑖 + 2 ҧ𝑗 ja ത𝑏 = −3 ҧ𝑖 + 5 ҧ𝑗 välinen kulma asteen tarkkuudella: 

cos(ത𝑎 , ത𝑏) =
ത𝑎 ⋅ ത𝑏

ത𝑎 ത𝑏

Vektorien välisen kulman kosini on

=
(7 ҧ𝑖 + 2 ҧ𝑗) ⋅ (−3 ҧ𝑖 + 5 ҧ𝑗)

72 + 22 ⋅ −3 2 + 52

=
7 ⋅ −3 + 2 ⋅ 5

49 + 4 ⋅ 9 + 25

=
−21 + 10

53 ⋅ 34
=

−11

53 ⋅ 34

∢ ത𝑎, ത𝑏 = arccos
−11

53 ⋅ 34
≈ 105°

Vektorien välinen kulma on



t. 344, s. 109

Merkitään kärkipisteet

𝑂 = 0, 0, 0
𝐴 = 1, 1, 0
𝐵 = 1, 0, 1
𝐶 = (0, 1, 1)

Muodostetaan sivusärmien vektorit (6 kpl)

𝑂𝐴 = ҧ𝑖 + ҧ𝑗

𝑂𝐵 = ҧ𝑖 + ത𝑘

𝑂𝐶 = ҧ𝑗 + ത𝑘

𝐴𝐶 = − ҧ𝑖 + ത𝑘

𝐴𝐵 = − ҧ𝑗 + ത𝑘

𝐵𝐶 = − ҧ𝑖 + ҧ𝑗

Kaikissa vektoreissa on kaksi komponenttia, joiden kertoimet ovat 1 tai −1. Kaikkien 

vektorien pituus on siis 12 + 12 = 2 .
Kaikki särmät ovat siis yhtä pitkiä, joten tahkot ovat tasasivuisia kolmioita. 
Monitahokas on siis säännöllinen tetraedri.



Särmän ja tahkon välinen kulma on 
särmävektorin 𝑂𝐴 ja tahkon korkeusjanan 
𝐴𝐷 välinen kulma. 
(Toisin sanoen 𝐴𝐷 on särmän projektio
tahkolle.)

Korkeusjana 𝐴𝐷 puolittaa sivusärmän 𝐵𝐶:

𝐷 =
1 + 0

2
,
0 + 1

2
,
1 + 1

2
=

1

2
,
1

2
, 1

Kysytty kulma 𝛼 on siis vektorien 𝐴𝑂 ja 𝐴𝐷 välinen kulma.

𝐴𝑂 = −𝑂𝐴 = − ҧ𝑖 − ҧ𝑗 𝐴𝐷 =
1

2
− 1 ҧ𝑖 +

1

2
− 1 ҧ𝑗 + ത𝑘 = −

1

2
ҧ𝑖 −

1

2
ҧ𝑗 + ത𝑘

Lasketaan kulman 𝛼 kosini 
CAS-laskimella (Esimerkiksi 
GeoGebran Kulma-toiminto):

cos 𝛼 =
𝐴𝑂 ∙ 𝐴𝐷

𝐴𝑂 𝐴𝐷
=
−1 ∙ −

1
2
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1
2
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=
1

2
3
2

=
1

3
𝛼 ≈ 54,7°

Kulman laskeminen ”perinteisesti”:

𝛼 = arccos
1

3
≈ 54,74°


