Matematiikan kurssikoe, Maa8 — Juuri- ja logaritmifunktiot - RATKAISUT Sievin lukio
Keskiviikko 22.2.2017

1. a) Selitd mita tarkoittaa yhdistetty funktio. Kayta selityksen tukena matemaattisia piirroksia ja mer-
kint6ja. Muodosta ja derivoi funktio f o g, kun f: f(x) =Vvx +2jag:g(x) =x+ 8.

Laske lopuksi (f o g)(6) ja (f o g)'(6).

a
) Maaritelma, yhdistetty funktio:
Funktioiden f ja g yhdistetty funktio g o f (luetaan ”g pallo f”) maa-
ritelldaan yhtalolla
(go N =g(f().
Funktio g on ns. ulkofunktio ja f sisdfunktio.
(koko jouk- A = g(M,
‘Mf ko A tai osa) f g & é]( '(})
ONT G
_ kOkOJOuk
A Hf =f (M W
A, 1(Af) = (M)
Siis funktio gf =~ = 9(r())
(gef):A—B; x— g(f(x)).
Saadaan

(fFog))=f(9(x)) =f(x+8) =Vx+8+2=+x+10,

jolle (f o g)'(x) = Nﬁ. Nain ollen

1 1 1
(f 2 9)(6) =V6 +10 = V16 = 4, (Fo9)(6) = sm== 5y = .

2. a) Ratkaise Vvx+5=x—17.

b) Maarita funktion f: f(x) = 3x%e** derivaatan nollakohdat.

3x
c) Osoita, etté patee lim (1 — ;3?) = e~ . Kirjoita valivaiheet nakyviin.

X—00

d) Ratkaise epayhtélé 4 -3* > 1



a) Aluksi madrittelyehdot: x +5>0elix > —-5jax —7 > 0eli x > 7. Siis x = 7. Né&in ollen molemmat
puolet toiseen korottamalla saadaan

x+5=x%—14x + 49 = x?—15x +44 =0 = (x—11)(x—4) =0,
josta laskin (rat.kaava tai paattely) antaa x = 11 tai x = 4. Naista eka hyvaksytaan, jalkimmaéinen ei. Katso

vield kuva.

b) Derivointi antaa
f'(x) = 6xe?* + 3x2e?* -2 = 6xe?* + 6x%e?* = 6xe?*(1 + x),

joten derivaatan f” nollakohdat ovat tulon nollasdannon nojalla x = 0 tai x = —1.

. o I - . jotain . A
c) Kuten derivaatan mééritelmassa, nyt etsitddn muoto e = lim (1 + ) josta voidaan péatella saa-

X—00 jotain
i . . 3 3x
tu raja-arvo, eli tulos lim (1 — —) =e
X—00 X
3x —%-(—9)
11m<1——) =11m(1+—) = lim 1+— = lim 1+—
X—00 X X—00 —X X—00 X—00



Koska tulon raja-arvo on sama kuin raja-arvojen tulo késiteltavalle lausekkeelle kun x — x, ja antamalla lo-

39
puksi kohdan x, — oo (TAI tarkastelemalla raja-arvoa lim (1 + %)3 ), niin

X—>—00 3

—3(-9) l[ _%‘I
— 1; _ — 1 I — 5,9
=i\ tt I dm\troz) | =
3 I 3/ ]
‘ =e
d) Saadaan
4-3*>1
3">1
4

1
log3* > logz

x-log3 > —log4

log 4

2 —_
log 3

3. a) Ratkaise epayhtald 2 - 32* + 53* — 3 > 0. Perustele.

b) Maarita funktion f: f(x) = V—x2 + 4x — 1 suurin ja pienin arvo? Vélivaiheet nakyviin.
a) Ratkaistaan ensin vastaavan yhtalon nollakohdat

merkitiin y=3%

2:3%¥45.3* _3=0 & 2-(3%)%245:3¥*-3=0 S 2y2+5y—-3=0
1
= QRy—-1Dwy+3)=0 = y=3 Vy=-3
Siis 3* = %tai 3* = —3. Jalkimmadinen vaihtoehto ei voi tulla kysymykseen koska 3* > 0, Vx € R. Ehdosta
3* = 1/2, saadaan

1
_1087_ log 2
x_logS_ log 3

3"=1 = xlog3=log1 =
2 2

Koska lauseketta 2 - 32* + 5 - 3* — 3 vastaavan funktion f: f(x) = 2 - 3%* + 5 - 3* — 3 derivaatta

f'(x)=4-In3-3** +5-1In3-3* >0, Vx € R,



niin f on aidosti kasvava = vain yksi nollakohta ja nain ollen epayhtalon 2 - 3%2* + 5 - 3* — 3 > 0 ratkai-

. log2
suksi saadaan x > — —&=,
log3
L
14
y
12
10
8
6

N2

b) Funktion f: f(x) = V—x2 + 4x — 1 madrittelyehto on —x2 + 4x — 1 > 0. Toisen asteen lausekkeen
nollakohdiksi saadaan x = 2 — /3 ja x = 2 + /3. Alaspéin aukeava paraabeli, joten méaarittelyehdon to-
teuttaa nollakohtien valinen alue, siis

2-V3<x<2++3.
Funktio f on jatkuva ja derivoituva méaérittelyjoukossaan (valin péatekohdissa toispuoleiset derivaatat).
Néin ollen &ariarvot saadaan valin pééatepisteista tai derivaatan nollakohdista (ei siis piikkeja eika kohtia,
joissa f ei mééritelty.)
Derivointi antaa:

—2x+ 4 _ —x+ 2
2V—x2+4x -1 V—xZ+4x—1

fllx) =

ja f'(x) = 0, kun osoittaja —x + 2 on nollaeli kun x = 2 € [2 — /3,2 + V3] ~ [0,27 ; 3,73], OK.



—-1+2

Lisdksi f'(x) >0, kun x <2 ja f'(x) <0, kun x > 2, koska f'(1) =

=;>0jaf' )=

% = _T; < 0. Nain ollen merkkikaavioksi tulee:

f')

RO Pl

2-3 2 2++3
|+

Lasketaan lopuksi arvot

[ 1e-B)={-C-3 +4:c-V)-1=0
{ F(2) = V-22+4-2-1 =3
l f(2+\/§)=\/—(2+\/§)2+4-(2+\/§)—1=0

Siis, suurin arvo v/3 kohdassa x = 2 ja pienin arvo 0 molemmissa vélin paatekohdissa x = 2 + v/3.

3-
y
y=+y—x2+4x—1
2.
1_
O T
= 0 1 2 3 4 5
X
-1

4. a) Ratkaise yhtals V5x2 — 6 — x = 0. Kirjoita valivaiheet nakyviin.
b) Laatokan vedesta vaihtuu 11 vuodessa 99 %. Missa ajassa vedesta on vaihtunut puolet?

a) Muunnetaan saatu yhtld ensin muotoon V/5x2 — 6 = x ja saadaan madrittelyehdoiksi (parillinen nelio-

juuri)



6 6
5x2—-6>0 < xzzg & x<— = TAI x> |-

x>0
jotka yhdistden saadaan vahvimmaksi ehdoksi x > \E
Korottamalla nyt yhtald neljanteen potenssiin, saadaan

T4
Vsx2—6=x 5 5x2-6=x* = x*-5x2+6=0

Muodostuva bikvadraattinen yhtélo ratkaistaan tunnettuja menetelmia (kurssi 2 tai TI-nspire) kéyttden ja

saadaan ratkaisuiksi

b) Muodostuu veden vaihtumisfunktio (mieluummin veden jéljell& olevan méaaréan funktio)

m:m(t) = my - k¢,
jolle tiedetadn, ettd m(11) = my - k** = 0,01 - m, . Alkumaaraa on siis merkitty my:lla. Eli 11 vuoden ku-
luttua alkuperaisesta vesimaarasta on jaljella 1 %.

Néin ollen kasvutekijaksi k saadaan
k ="'/0,01=0,657933 ...

ja edelleen m(t) = m, - 0,657 933 ...,



Nain ollen mill& ajan hetkelld t = t., patee m(ty,) = gmo? Muodostuu yhtélo
1
mg + 0,657 933 ..1% = ™Mo

1
0,657 933 ..t% = 3

ty, - 10g 0,657 933 ... = log 0,5

i log 0,5
% " 10g 0,657 933 ...

Vastaus: Noin 1,7 vuoden kuluttua.

Kalastaja asuu saarella, jonka etdisyys mantereen suoraviivaisen rannan lahimmasta pisteesta on 3

km (katso kuva). Tasté pisteestd 5 km:n paassa on

7

rannalla postitoimisto. Kalastaja kavelee nopeudella

§>3km
5 km/h ja soutaa nopeudella 4 km/h. Mika on lyhin !
mahdollinen aika, jonka han tarvitsee postinhaku- . ] M ’
posti ~ 5km
matkaan.

Hyvin oletettavaa on, ettd kalastajan taytyy sekéd soutaa ettd kdvelld, eli on olemassa piste P pisteiden A
(vastaa postia) ja B (vastaa saarta lahinna olevaa rannan kohtaa) vélissa, johon kalastaja soutaa ja siitd lop-

pumatkan kéavelee.

Merkitaan x:l1a ja y:lla etéisyyksia kilometreina (kuva),

L3 km
jolloin kayttamalla fysiikan kaavaa t = s/v I
J yt Yy / A X p i
saadaan aikafunktio (jatetdan yksikot pois) . - Y ’ B
.y posti ~ 5km
t=tlx,y) = < + 1 2 muuttujaa

Havaitaan, ettd muodostuu suorakulmainen kolmio ja etéisyys y voidaan ilmoittaa  x:n avulla. Siis

y =/(5—x)% + 32 = /x2 — 10x + 34



x Vx2—10x + 34
= t=t(x)=§+ 2 ,

1 muuttuja

Osoittautuu, ettd t = t(x) on hyvin méaaritelty kaikilla muuttujan x arvoilla. Nyt tosin voidaan (miksi?) ra-

joittua tarkastelemaan vélia x € [0,5]. Aikafunktio t on jva ja deriv., joten

x—75 lail:\m

= t(x)— = t'x)=0 & x=1
5 4+/x2 — 10x + 34

Lasketaan funktion arvot valin paatepisteissa ja derivaatan nollakohdassa (muita mahdollisia &ariarvo-kohtia

ei ole), saadaan

0 V02—10-0 + 34 x/_

(0)_g 7 2 ~ 1,46
L) 1 \/1 —10-1+34 1 5 19 145
_5 4 ~5 ta= 20
5 V52-10-5+34 3_.3_
Lt(5)_g 7 1+Z 11_1,75

N&in ollen minimiaika yhteen suuntaan, 1h 27min, saavutetaan kun kavellaan 1 kilometri. Kokonaisaika on
siis kaksinkertainen, eli 2% = 2,9 eli 2 h 54 min.

Vastaus: Postinhakumatka kestaa yhteensa 2 h 54 min.

log x
)

a) Osoita, ettd kayraty =x?jay = —
kulma leikkauspisteessa asteen tarkkuudella. Perustele.

b) Ratkaise yhtalo log, 4 = logg x2. Perustele huolella, eli valivaiheet ja muut asiat (mitka?).

a) Merkitaan y; = x2jay, = — logzx , x > 0. Leikkauspisteessa patee
log, x
y=y o x*=- gzz = 2x%+log,x=0.

Tarkastellaan funktiota
fif(x) =2x%+1log,x, x>0,

joka on hyvin madritelty, jatkuva ja derivoituva kun x > 0. Saadaan

f'(x) =4x +

ln2-x>0' vx > 0.

Siis f on aidosti kasvava = korkeintaan yksi nollakohta. Toisaalta



2 1
f(2—1)=2(2_1)2+10g2(2_1)22—1=_§<0
f(2)=2-22+10g,2=8+1=9>0

joten Bolzanon lauseen nojalla f:11a on ainakin yksi nollakohta vélilla ]0,5 ; 2[. Osoittautuu, etta

laskin

f(x)=2x2+1log,x=0 < x = 0,6035311...

N&in ollen funktiolla f on tdsmaélleen yksi nollakohta ja vastaavalla yhtal6lla tasan yksi juuri. Siis kayréat

leikkaavat toisensa.

Leikkauskulma: Kéyrien derivaatoiksi saadaan
1 1

n@=2x @ =-3950 T T

Naiden arvot kohdassa x = 0,6035311 ... on
y1(0,60...) = 1,20706 ...,  y4(0,60...) = —1,19521 ...

ky —k,
1+ kyk,

tana =

= 5,4264 ...

| 1,20706...— (-1,19521...)
(14 (1,20706...)(=1,19521 ...)

= a=7955858..° = 80°

y

2_

a =79.55858°

0.5




b) Méérittelyehdot ensin: Koska logaritmit, niin on padettava x + 0 (yhtalon oikealta puolelta) ja toisaalta
x > 0,x # 1 (yhtdlon vasemmalta puolelta). Siis: x > 0 ja x # 1. Ratkaisu
log, 4 = logg x?

loge 4

=loggx?,  kantaluvun vaihto
loge x

loge 4 = logg x - 2 -loge x

= logg x2
5 loge 4 = (logg x)?, Huomaa sulut!
1
log 4% = (logg x)?, kerroin Eeksponenttiin

logg 2 = (logg x)?
+ /loge 2 = logg x
x = 6i‘/10g62

Likiarvot: 6vV1°862 ~ 3,047 828 778 ja 6 V1°862 ~ 0,328 102420.

TAI Kohdasta % -loge 4 = (loge x)? jatkaa seuraavasti:
In4 1 5
2 InG (logg x)

+ In 4 _1
- 2-1n6_0g6x

In4 Inx
+ =—
2:ln6 Iné6

T L RN,
—.J2:'In6 no=mnx

In4-1ln6

+ Tzlnx




7. Laakeaineen pitoisuus puoliintuu elimistdssa yksilollisesti vaihdellen 15 — 18 tunnissa. Laakityksen
paatyttya aineen voidaan katsoa poistuvan elimistosté ajassa, joka on viisi kertaa puoliintumisaika.
Kuinka monta prosenttia ladkeainetta on tuolloin vield jaljella? Kuinka monta tuntia laakityksen jal-
keen on odotettava, jotta 99 % ladkeaineesta on poistunut elimistosta? [YO-s04/12]

Merkitaén pitoisuutta m:Il& ja puoliintumisaikaa t.,:lla. Tallgin viiden t.,:n jalkeen ainetta on jaljella

(%)5-m=%-mzo,o3125-m,

eli noin 3,1 % alkuperéisesté.
Merkitadn aikaa x - t.,:lla, joka kuluu kun 99 % laékeaineesta on poistunut. Tiedetaan, etté
15 < t, < 18,

eli aika sidotaan puoliintumisaikaan. Né&in ollen
1 X
(E) m=0,01-m |:mja log
Edelleen
x -log; =1og 0,01

_log0,01
x= log1/2

~ 6,64385.

Koska 15 < ti, < 18, niinx - 15 < x - t1, < x - 18, josta seuraa
6,6438 15 < x-ty, < 6,6438-18
99,65 < x - ti, < 119,589

Siis, noin 100 tunnin ja 120 tunnin vélilla.



