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Tiesitko tata?
MAFY:n ladkiskurssi 2,5-kertaistaa mahdollisuutesi pdasta sisddn yhdella yri-

tyksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen laakikset alkavatkin tayt-
tya MAFY:n kurssilaisista.

29 % vuonna 2016 Helsingin
suomenkieliseen yleislaakikseen
paasseista tuli MAFY:n kurssilta.

Laakiskurssi

« 5-8 taysmittaista harjoituspaasykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissa on korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa kohden.

o Voit aloittaa valintasi mukaan 29.8., 31.10., 9.1., 20.2. tai 28.3. Oppitunnin

ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapéivan tai illan.

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa paasykoetta varten.

o 4 taysmittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkélla kurssilla li-
saksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

o Pitkakurssi 28.3.-26.5. ja kevatkurssi 20.2.-26.5.
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Lyhyt matematiikka, syksy 2016
Mallivastaukset, 28.9.2016

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6oéri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykyadn he opettavat MAFY:n kurs-
seilla ympari vuoden ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksesta. Muut
mallivastaustiimin jésenet ovat Olli Hirviniemi, Sakke Suomalainen, Viljami
Suominen ja Matti Virolainen. Nama mallivastaukset ovat Antti Suominen
Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin seka ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o laaketieteellisen valmennuskurssit
e DI-valmennuskurssit
» yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sahkéinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, etta palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siita, mité meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Ko-
pion tasté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.
mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty.
Lukion matematiikan opettajana voit kayttaa tata tehtavapakettia oppima-
teriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi

puhelin:  (09) 3540 1373

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit



-VALMENNUS www.malfyvalmennus.fi

1. Méaritelladn funktio f(x) = 23 — 222+ + 7.

a) Laske f(1).
b) Laske f'(2).

Ratkaisu.
a)
fy=1¥-2-12+1+7

=1—-248 1p

I
[|~3
—
'U}

f'(x) =32% —4x +1 2p

fl(2)=3-22—4-2+1
—3-4—-8+1
=127

= § 1p
(6p)
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1 1 1
2. a) Sievenni lauseke 5 + 7 + 5

b) Ratkaise yhtilo 52*T4 = 572,
c) Ratkaise yhtélo 471 = 8%~ 1,

Ratkaisu.
a)
1 1 1 51 4541 1
2+22+23_ 2+ 4+8
42 1
8 8 8
_4+2+1
N 8
’ 1
=3 p
8 (2p)
b)
52%—1—4 _ 5—$
20 +4 = —x . 1p
3r=—4 |:3 8P )
4 —
xr= ——= P
3 (4p)
c)
4x+1 _ 83:—1
(@) = (2%
22(w+1) — 23(1:—1) 1p
2z +1) = 3(z — 1) (5p)
2r+2=3x—3
—T = =9
T =295 1p
(6p)
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3. Mitka vaitteet A-F ja kaavat 1-6 liittyvéit toisiinsa? Merkitse vastauksesi
alimpaan taulukkoon.

Sanallinen muoto

Luku b on 50 % suurempi kuin luku a.

Luku a on neljasosa luvusta b.

Luku b on puolet luvusta a.

Luku b on 25 % suurempi kuin luku a.

Luku b kaksinkertainen lukuun a verrattuna.
Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna.

o M| O Q| I =~

Kaava
b=2a
b=0,5a
b=1,5a
b= %la
b=4a

— 5
b—4a

Y| Ol | W DN~

Ratkaisu.

Viite A|B|C|D|E|F

Kaavannumero | 3 | 5|2 | 6 | 1 | 4
kohta

Selitykset (ei vaadittu vastauksessa):

A-3) 50% luvusta a on 50 sadasosaa luvusta a, eli 15—000a = 0,5a. Jos luku b on
50% suurempi kuin luku a, luku b saadaan siis, kun lukuun a lisitdan
50% luvusta a, eli

b=a+0,5a = 1,5a.
Néin ollen kohtaan A sopii kaava 3.

B-5) Neljasosa luvusta b on %, joten jos a on neljasosan luvusta b,

N
a=7 |
4da = b
b = 4a.

Nain ollen kohtaan B sopii kaava 5.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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Jos luku b on puolet luvusta a,

b=—-=—--a=0,5a.

a
2 2
Néain ollen kohtaan C sopii kaava, 2.

25% luvusta a on 25 sadasosaa luvusta a, eli f—(i)a = }la. Jos luku b on
25% suurempi kuin luku a, luku b saadaan siis, kun lukuun a lisdtdan

25% luvusta a, eli

Nain ollen kohtaan D sopii kaava 6.

Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna, eli luku b on kaksi kertaa
luku a.
b = 2a.

Nain ollen kohtaan E sopii kaava 1.

Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna, eli luku a on nelja kertaa

luku b.

a=4b | :4
1
b:Za.

Nain ollen kohtaan F sopii kaava 4.
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4. a) Ratkaise yhtdlo t* — 2t +1 = 0.

b) Ratkaise yhtdlo [f(z)]> — 3 f(2) +1 =0, missd f(z) on kuvion funktio.

+ Y /
2
1
y=f(z
7 0 T
1 lo 1 |2 |3~

Ratkaisu.
a)
5
t?——t+1=0
5 +
a =
5
b= ——
2

21
5 25
L2 EVT V4
2
5 25 16
R i
2
5 9
L2V
2
5 3
p_ 27T
2
5 3 5 3
__|__ g2 __ 2
t=257 tai t=2o5
1
t=2 tai ¢ =
al 9
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b) Kuvassa f(z) = 32 + 1.
Yhtélo on sama kuin a-kohdassa, mutta muuttujan ¢ tilalla on f(x).
Nain ollen taytyy olla

fla) =2 tai fla) =
1 , 1 1
§x+1:2 tail 53&4—1:5
1 , 1 1
g% = | -2 tai 5% = ~3 | -2
r=2 tai r=—1
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5. Poytaliinan alkuperdinen koko on 2m kertaa 4 m. Se kutistuu pesussa 5%
seka pituus- etta leveyssuunnassa. Kuinka monella prosentilla poytaliinan
pinta-ala pienenee?

Ratkaisu.

TAprA 1

Alkuperainen poytéliina ja kutistunut poytéliina ovat yhdenmuotoisia. Yh-
denmuotoisten kappaleiden pinta-aloille péatee

A To\ 2
=) 0 AT

Tehtavanannosta tiedetdan, ettd sivun pituus pienenee 5 %, joten

ro = 0,952, |2y

20,95 2 (ip

1 (2p)
Sijoitetaan (2) yhtaloon (1).

Az 0,95 1p

Ay (3p)

Ay

— = 10,9025 A

AQ - 0,9025A1

Néin ollen pinta-ala pienenee

A — Ay A — 090254,

Al Al
= 0,0975
~ 9,8%.

Vastaus: Pinta-ala pienenee 9,8 %.

A~ = = /N =
(=2} Ot =~
~— ~— ~—

TAPA 11

Lasketaan kutistuneen poytaliinan sivujen pituudet.

r1 = 2m, o =095-2m =1,9m

—
H

Yy = 4m, Yo = 0,95-4m = 3,8m

BE
,U’U
S—
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Alkuperainen pinta-ala on

A =2m-4m = 8m?.

www.malfyvalmennus.fi

Kutistuneen liinan pinta-ala on

Ay =1,9m-3,.8m = 7,22m?.

Pinta-ala pienenee

Al — A2 8m2 — 7,22 m2

Al 8 m?
= 0,0975
~ 9,8 %.

Vastaus: Pinta-ala pienenee 9,8 %.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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6. Tommi ostaa uuden kompostikaymalan, jonka sisdosa on pyorahdyskappale,
jolla on kuvan mukainen poikkileikkaus. Laske kompostikaymalan sailion

sisatilavuus.

Z(L‘m

97 cm

45 cm

2§m

Ratkaisu. Piirretaan kuva, josta nakyy sisdosan mitat.

12cm

n=65cm

= 30cwn

4< o

A 4

32 cm

Sisdosa koostuu suorasta ympyrélieriosta (1.) ja ympyrékartiosta (2.)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 9
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ol |

Lasketaan tilavuus

Viok = V1 + Vs

1
= mrihy + gﬂhz(rf + 1y +75)

1
= 71-(30,5cm)? - 65 cm + 37 30 cm
-[(30,5cm)? + 30,5 cm - 22,5 cm + (22,5 cm)?]

— 256648,48 ... cm?
~ 260 dm®

Vastaus: Siilion sisitilavuus on 260 dm?3.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 10
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7. Kahden riippumattoman tapahtuman A ja B todennakoisyyksille péatee kaa-
va

P(A ja B) = P(A)P(B).

a) Anna esimerkki kahdesta riippumattomasta tapahtumasta.
b) Anna esimerkki kahdesta tapahtumasta, jotka eivéit ole riippumattomia.

Esimerkkeja voi hakea esimerkiksi nopanheitosta. Myos muunlaiset esimerkit
ovat mahdollisia.

Ratkaisu.

a) 1. Heitetddn noppaa kerran.
2. Heitetaan noppaa toisen kerran.
Nama kaksi tapahtumaa ovat toisistaan riippumattomia.

b) 1. Nostetaan korttipakasta yksi kortti. Nostettua korttia ei palauteta
pakkaan.
2. Nostetaan samasta pakasta toinen kortti.
Nama kaksi tapahtumaa eivat ole toisistaan riippumattomia. Se mita
kortteja toisella nostolla voi saada, riippuu ensimmaisen noston tulok-

sesta. 3p
(6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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8. Kun kumipallo putoaa korkeudesta h, se ponnahtaa ylospain korkeuteen
0,8 - h saakka. Pallo pudotetaan yhden metrin korkeudesta. Miké on pallon
kulkema matka, kun se kymmenennen kerran osuu lattiaan?

Ratkaisu. Ensimmaéisestéd ponnahduksesta lahtien pomppujen korkeudet muo-
dostavat geometrisen jonon, jossa suhdeluku on ¢ = 0,8. Ensimmaéisen pom-

pun korkeus on 0,8 - 1m = 0,8m. Pomppuja tulee yhteensa 9 kappaletta,

kun pallo osuu lattiaan kymmenennen kerran.
Pallon yhteensa kulkema matka sen noustessa pompun jalkeen lakipistee-

seensd saadaan geometrisena summana

a;(1—¢°)

Sg = 1p
1—q (2p)
~ 0,8m(1 — 0,8%)
- 1-08
= 3,463 ... m. 1p
(3p)
Pallo kulkee pomppujen aikana yhta pitkan matkan myos alaspéin. Lisaksi
ensimmaisessa pudotuksessa se kulkee matkan 1m. Pallon kulkema koko-
naismatka on siten | 1p
(4p)
S=25+1m=2-3463... m+1m=7926... m~7.9m | 1p
5P
Vastaus: Pallon kulkema matka on 7,9 m. | 1p
(6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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9. Kolmion kulman puolittaja jakaa kulman vastaisen sivun kulman viereis-
ten sivujen pituuksien suhteessa. Kolmion kérkipisteet ovat A(0,0), B(2,1)

ja C(1,3).

a) Laske %.
b) Merkitdan kirjaimella D sivun BC' ja kulman A puolittajan leikauspis-
tetta. Laske pisteen D koordinaatit.

Ratkaisu.

a)

ACD0) 3 3 /X

Lasketaan janojen pituudet.

AB| = /(2 - 02+ (1 - 0)2 =5 =2,236....
[AC| = /(1 - 0)2 + (3 - 0)2 = V10 = 3,162. .. Ip

(2p)
Lasketaan kysytty suhde.
|AC|  3,162...
= =1414...~ 141
|AB|  2,236... ’ ’
. JAC| _ VI0o _ _ ~
(tai |A_B1 — 0 — 2 =1414... ~ 141).
Vastaus: Kysytty suhde on 1,41. 1p
(3p)
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b) Méaritetdan pituuksien p ja ¢ suhde tehtavidnannossa esitetyn kulman-
puolittajalauseen avulla.

[ACl _p
[AB| ¢
1414...=2 ¢
q
p=1414...-¢q

Lasketaan janan C'B pituus.
CBl=\/(2—1)2+(1-3)2=V5=2236...

Jana CB koostuu osista p ja ¢, joten

|CBl=p+q
2,236...=1,414...q+q
2414...q=2236... |:2.414...
q=09206....

TAPA I (ilman vektoreita)

Lasketaan pituus p.

p=1414... -¢q
=1,414...-0,926...
=1,309...

Lasketaan janan C'B jakopisteen D koordinaatit.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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D = <p:131 + 4L , Py + qy2> (jakopisteen kaava taulukkokirjasta)
pP+q p+q
Do <1ﬁ309...-2-+(x926...-1 ]ﬂ309....1-+(x926...-3>
2.236 . .. ’ 2.236.. ..
D =(1,585...;1,828...)
D =~ (1,59;1,83)

Vastaus: Pisteen D koordinaatit ovat (1,59;1,83).

TAprA 11

Maéaritetdan pisteen D koordinaatit paikkavektorin

OD =0B+ BD

avulla.

OB =2+
BCO=(1-2yi+((3-1)j
= —i+2j

Maaritetaan vektori BD.

BD- L .Bo
| BC|
0,926 .. .
_ 0. 2 o
2036, +2)

= —0,414...i+ 0,828 ...

Paikkavektori OD on

OD = OB+ BD
=2 +j+(—0414...04+0,828...7)
—=1,585...i+1,828...5
~ 1,59 + 1,837.

Vastaus: Piste D on siten (1,59;1,83).

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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10. Jalkapalloturnauksen vélieriin ovat selvinneet Suomen lisdksi Saksa, Senegal
ja Singapore. Kummastakin valieraottelusta voittaja jatkaa finaaliin. Seu-
raavaan taulukkoon on listattu voittotodennékoisyyksia prosenteissa. Tasa-
peleja ei ole, ja sama todennédkoisyys pétee seké valierdssa etta finaalissa.

Saksa voittaa Senegalin 65 %
Saksa voittaa Singaporen 55 %
Saksa voittaa Suomen 100 %
Senegal voittaa Singaporen 40 %
Senegal voittaa Suomen 60 %
Singapore voittaa Suomen 50 %

a) Mika on todennikoéisyys, ettd Suomi pelaa finaalissa Saksaa vastaan, jos

valierdparit ovat Saksa-Senegal ja Singapore-Suomi? (2 p.)

finaali

Saksa

Senegal Singapore| Suomi

valierat

b) Milla vélierapareilla Suomen todennikéisyys voittaa koko kilpailu on

suurin? Mikéd on todennakoisyys téassd tapauksessa? (4 p.)

Ratkaisu.

a) Suomi pédsee finaaliin, jos se voittaa Singaporen. Tamén todennakoisyys

on

PL=1-05=0,5

Saksa péasee finaaliin, jos se voittaa Senegalin. Téméan todennékoisyys

on

Py = 0,65.

Lasketaan kysytty todennakoisyys

Vastaus: Todennakoisyys on 32,5 %.

P(lja2)=P-P,=0,5-0,65=0,325=32,5%

Ip

b) Todennékoisyys sille, ettd Suomi voittaa Saksan on 0. Saksa ei siis saa (2p)

tulla Suomea vastaan valierassa eika finaalissa.

Ip

Tama voi tapahtua kahdella tavalla

(3p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16
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[: Suomi voittaa vélierassa Singaporen (P; = 0,5), Senegal voittaa
véalierdssa Saksan (P; = 1—0,65 = 0,35) ja Suomi voittaa finaalissa
Senegalin (Py =1—0,6 =0,4).

II: Suomi voittaa vélierdssa Senegalin (Py = 0,4), Singapore voittaa
vélierdssé Saksan (P; = 1—0,55 = 0,45) ja finaalissa Suomi voittaa
Singaporen (P, = 0,5).

1
Tapahtuman I todennékoéisyys on (‘E)P)
P(I) = P(1ja3jad)
=P PP,
=0,5-0,35-04
= 0,07
=7%.
Tapahtuman II todennéakoisyys on
P(Il) = P(4jabjal)
— P4 . P5 . Pl
=0,4-0,45-0,5
= 0,09
—9%. f1p )
&) |
Vastaus: Suomella on suurin todennakoéisyys voittaa valierapareilla Suoml—Seneg_l
ja_Saksa-Singapore. Voiton todennikoisyys on talloin 9.0 %. | (1p
(6p)
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11. Suomessa verotetaan ansiotuloa progressiivisesti oheisen taulukon mukaisin
veroastein. Yritysjohtaja Karhu haluaa houkutella maahan rikkaita maahan-
muuttajia siirtymalla tasaveroprosenttimalliin, jossa kdytetdan samaa ansio-
veroprosenttia tulotasosta riippumatta. Arvioi taulukon ja oheisen lehtileik-
keen perusteella, miké on se tasaveroprosentti, jolla voidaan kerata yhta pal-
jon verotuloa kuin nykymallilla. Tee tarvittavat oletukset tulojakaumasta ja
kirjaa ne myos nakyviin.

Verotettava ansiotu- Vero alarajan kohdal- Vero alarajan ylitta-

lo, € la, € vasté tulon osasta, %
16 500-24 700 8 6,5

24 700—40 300 541 17.5

40 300-71 400 3271 21,5

71 400-90 000 9957,50 29,75

90 000— 15491 31,75

Kauimmas kdrki on karannut Kauniaisissa, missd hyvdtuloisin pro-
sentti ansaitsee vahintaan 293 362 euroa vuodessa. Naapurikunnassa Es-
poossa huipun tulot ovat ldihes puolet vahemmdn, 155273 euroa vuodes-
sa.

Pientmmilla tuloilla hyvdtuloisimman prosentin joukkoon pddsee
Rautavaaralla, Sotkamon naapurissa (52286 e). Eli Kauniaisissa tu-
loeliittiin paasemiseen tarvitaan ldhes neljannesmiljoona euroa vuodes-
sa enemmdan kuin Rautavaaralla.

Myos Suomen vihiten ansaitsevat asuvat Kauniaisissa, missda pieni-
tuloisin kymmenys ithmisistd ansaitsee alle 3073 euroa vuodessa. Seu-
raavaksi pienituloisin 10 prosenttia loytyy Helsingistd (3698 euroa vuo-
dessa) ja Joensuusta (4 588 euroa vuodessa).

Suomen Kuvalehti
<http://suomenkuvalehti.fi>

Ratkaisu. Yleissivistyksen perusteella tehdaén oletus, etta mediaanitulo Suo-
messa on noin 2600 € /kk. Taméa vastaa vuodessa noin

12-2600€ = 31200€.

Valitaan lehtijutusta Espoo kuvaamaan Suomen hyvatuloisinta yhta prosent-
tia, koska kolmesta annetusta esimerkisté se edustaa parhaiten koko Suomea,
tosin luultavasti on keskiarvoa jonkin verran suurempi. Annetut kaksi muuta
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-VALMENNUS www.malfyvalmennus.fi

kuntaa ovat aaritapauksia, eivatka kerro vilttamatta mitadn koko maan kes-
kiarvosta, vaikka daritapauksista laskisi keskiarvonkin. Talloin 99 % tienaa
alle 155000 €.

Valitaan Joensuu kuvaamaan Suomen pienituloisinta 10 %:a, koska kaikki
annetut esimerkkikunnat edustavat maan pienimpia tunnusluvun arvoja ja
siten niistd suurin on luultavasti lahimpéand maan keskiarvoa. Raja on si-
ten 4 600 €. Lisaksi oletetaan, etta hyvatuloisten maéra laskee hyvin rajusti
tulojen kasvaessa mediaanitulon ylapuolella.

Piirretaan naillé oletuksilla kertymakuvaaja suomalaisten tuloista ja tehdédan
sen perusteella tarvittavat paatelmat.
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Olkoon Suomen verovelvollisten lukumaara K. Lasketaan arvio kertyneille
tuloille ja veroille kunkin verotaulukon luokan keskiarvona.

0€-16500€:
Osuus velvollisista: 28 % (0,28 K)
1
Keskiansio: 6500€ +0€ =8250€

2

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 19



-VALMENNUS www.malfyvalmennus.fi

Kokonaistulo: 0,28 K - 8250€ = 2310K €
Vero: 0€

16 500 €-24 700 €:

Osuus velvollisista: 42 % — 28 % = 14 % (0,14K)
Keskiansio: 20 600€

Kokonaistulo: 0,14K - 20600€ = 2884 K €

Vero: 8€ + (20600€ — 16 500€) - 0,065 = 274,5€
Kokonaisvero: 0,14K - 274,5€ = 33,64K €

24700 €-40 300 €:

Osuus velvollisista: 60 % — 42 % = 18 % (0,18K)
Keskiansio: 32500 €

Kokonaistulo: 0,18K - 32500€ = 5850K €

Vero: 541 € + (32500€ — 24 700€) - 0,175 = 1906 €
Kokonaisvero: 0,18 - 1906€ = 343,08 K €

40 300 €-71 400 €:

Osuus velvollisista: 82 % — 60 % = 22 % (0,22K)
Keskiansio: 55850 €

Kokonaistulo: 0,22K - 55850€ = 1228TK €

Vero: 3271€ + (55850€ — 40300€) - 0,215 = 6614,25€
Kokonaisvero: 0,22K -6614,25€ = 1455,135K €

71 400€-90000 €:

Osuus velvollisista: 90 % — 82 % = 8% (0,08K)

Keskiansio: 80 700€

Kokonaistulo: 0,08K - 80700€ = 6456 K €

Vero: 9957,5€ + (80 700€ — 71400€) - 0,2975 = 12724,25€
Kokonaisvero: 0,08 K - 12724,25€ = 1017,94K €

90 000€-155000 €:

Osuus velvollisista: 99 % — 90 % = 9% (0,09K)

Keskiansio: 122 500€

Kokonaistulo: 0,09K - 122500€ = 11 025K €

Vero: 15491 € + (122500€ — 90000€) - 0,3175 = 25809,75 €
Kokonaisvero: 0,09K - 25809,75€ = 23228775 K €

155000 €

Osuus velvollisista: 100 % — 99 % = 1% (0,01 K)
Keskiansio: Oletetaan keskiansioksi 290 000 €. Tata lukua on vaikea arvioida
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annettujen tietojen perusteella. Arvio voisi hyvin olla miké tahansa muukin
luku valilla 170 000€-500 000 €.

Kokonaistulo: 0,01/ -290000€ = 2900K €

Vero: 15491€ + (290000€ — 90000€) - 0,3175 = 78991 €

Kokonaisvero: 0,01/ - 78991€ = 789,91 K €

Lasketaan, mika on kokonaisveroaste.

verot
’]" —
tulot
- — 0€+33,64K €+343,08K €+1455,135K €+1017,94K €42 322 8775K €+789,91K €
- 2310K €+2884K €+5850K €+12287K €+6456 K €+11 025K €+2900K €
r=20,1364...
r~14%

Vastaus: Tasaveroprosentti on 14 %.

Pisteytys:
o Tehty oletus tulojakaumasta 1p
 Oletus on realistinen 1p (2p)
o Oletus ei ole ristiriidassa lehtijutun kanssa 1p (3p)
o Arvioitu kokonaistulo 1p (4p)
o Arvioitu kokonaisvero 1p (5p)

e Saatu jirkevi arvio veroasteelle 1p (6p)
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12. Sanomme, etté derivoituva funktio on konveksi, jos sen derivaatta on kasvava
funktio.

a) Osoita, ettd f(z) = 2° + 22% — 1 ei ole konveksi.

b) Tutki, milla vakion a € R arvoilla funktio g(x) = z*+az?+2 on konveksi.

Ratkaisu.

a)
f(z) =a°+22% — 1.

f'(x) = 32* + 4x.

Koska f’(x) on paraabeli, niin se on toisella puolella ddriarvokohtaa kas-
vava ja toisella puolella vahenevéa, joten f(x) ei ole konveksi. 1p

(3p)

Derivoidaan funktio

b) Funktio g(x) on konveksi, jos sen derivaattafunktio on kasvava.

g(x) = 2" + az® + 2
Derivoidaan g(z).
J(z) = 42° + 2ax 1p
(5p)

Merkitédén ¢'(x) = s(x) ja derivoidaan s(z).
s'(x) = 122% + 2a

s'(x)m kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

Y
g:ﬁm

Y

s'(x) = 122> +2a > 0, kaikilla v € R,

kun yhtalolla
1222 +2a =0
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on yksi tai nolla ratkaisua.

122% +2a =0
122 = —2a | : 12
2_ 2
TG
a
= +,/——.
v 6

Yhtéalolla on siis olemassa yksi ratkaisu, x = 0, kun a = 0, ja ei lainkaan

ratkaisuja, kun a > 0. Siten s'(x) > 0, eli g(z):n derivaatta on kasvava,
kaikilla x € R, kun a =0 tai a > 0 eli a > 0.

Vastaus: Funktio g(z) on konveksi, kun a > 0.
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13. Allu haluaa ostaa 1800€ maksavan maastopyoran. Mummo antaa hénel-
le 700€. Allu tallettaa mummolta saamansa rahat 30.12.2014 tilille, jonka
vuosittainen korkotuotto on 0,6 %. Lisaksi Allu asettaa itselleen kuukausit-
taisen saastotavoitteen: han tallettaa jokaisen kuukauden ensimmaisena pai-
vana tietyn summan, alkaen helmikuusta 2015. Paljonko Allun tulee kuu-
kausittain saastaa, jotta han saa vuoden 2015 loppuun mennessa kokoon
1 800 €. Oletetaan, etta jokaisessa kuussa on 30 paivaa ja etta lihdevero on
30 %.

Ratkaisu. Alkupdaoma on 700€.
Vuosikorko on 0,6 %, joten kuukauden korko on
0,6 %
12
Kuukauden korkotekija on lahdevero huomioiden

0,05-0,7
7= 00
¢ = 0,00035

= 0,05 %.

Allu tallettaa summan x kuukausittain. Helmikuun talletuksen korkotuotto
on vuoden lopussa (11 kuukauden ajalta)

r = llgx.
Maaliskuun
ro = 10gqx, jne.
Koko vuoden talletusten korko on siis
r4+ro4---4+1rp=11gr +10gx 4+ ---+1-qgx
=(114+10+-- -+ 1)gz
= 66 - 0,00035x
= 0,0231x.

Alkupédaoman korkotuotto on

700€ - 0,006 - 0,7 = 2,94€

Talletuksia tehdaan 11kpl, eli niiden summa on 11z. Alkupddoman, talle-
tusten ja korkotuottojen summan pitéda olla yhteensa 1 800€, eli

700 + 112 + 0,0231z + 2,94 = 1800

11,0231z = 1097,06 || : 11,0231
r=99523... €
~ 99,53 €
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Pyoristys ylospéin, koska kyseessé on alaraja.

Vastaus: Allun tulee saastaa 99,53 € kuukausittain.
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