MAA PRELI KEVAT 2022 RATKAISUT

1. Monivalintatehtava 12 p.

Al

Seuraavissa monivalintatehtavissa yksi vastausvaihtoehdoista on oikea. Valitse oikea vastausvaihtoehto.

1.1 2D

Kun lauseke (@ — 1) (a+ 1) — (a — 1)* sievennetaan saadaan

_I
2

O 2a(a—1)

Ratkaisu: az_l_(02_20+1) =a—1-d°+2a—1=2a-2

1.2 2p.
Kun binomiin 32 — 223 lisataan monomin 2z ja binomin 1 — 2 tulo saadaan
O x(42* —5)
® —x(42®—5)
Dz (422 +5)
O x(—4x?—5)

Ratkaisu: 3493342 x*(1-x2)=3x—2x*+2x—2x’=—4x’+5x=—x(4x’—5)



13 2p.

Lausekkeen f-::: — j]_;) : (& — 1) sievennetty muoto on

|F-'| _:,l_
Sy o
41
@ o
Yy el
- £
l":"J 1—x
i
2
Ratkaisu: X =1 4 1 _ (x+1)(x—1] _x+1
X x—1 x(x— 1) X
1.4 2p.
1.1
Maarita lausekkeen —— arvo, kun & = 2jay = —4.
T
] 4
I.'::Zl 2
@® -2
1,1 x+y
Ratkaisu: X Y Xy . Voidaan myds suoraan sijoittaa arvot
1 1

= —X*Y =x+ joten 2—4=-—2
Xy Xy Xy Xy=x+y ]
ja edetd murtoluvuilla.



15 E2p

a
2 e e
Kun lauseke T‘-% =7 sievennetaan saadaan
@ 2
O 2=
I.-.I _i.
g
Ratkaisu: 2X*X*(X+1):2
(x+1)* x>
1.6 2p.
Kun lauseke 22=L _ 2041 4 gavennetsdn saadaan
a—1 a+1 a2 +4a

@ 1
© a—1

1

a+1

o

a+1

il

a—1

al2a—1)(a+1)—ala—1)(2a+1)—a(a—1)
ala—1)(a+1)

Ratkaisu:

2a°+2a°—a’—a—-2d’—d*+2d*+a—d’+a
ala—1)(a+1)

__ala+1) _ 1
ala+1)(a—1) a-1




2. Tekstitehtava 12 p.

A1l

Kaksi abiturienttia pelaavat noppapelia. Pelissa pelaaja heittaa vuorollaan kahta noppaa. Heittovuorossa oleva voittaa, jos han
saa kaksi samaa silmalukua. Abiturienttien keskindinen heittojdrjestys arvotaan ennen pelin alkua.

a) Mika on todennakoisyys, etta abiturientti saa heittovuorollaan kaksi samaa silmalukua?
b) Mika on todennakaisyys, etta peli paattyy ensimmaisella heittokierroksella?
¢) Milla todennakoisyydella peli etenee toiselle heittokierrokselle?

Ratkaisu:
a) Sanzlaa silmélukua olevia pareja on 6 kpl, ja todenndkdisyys saada samaa silmdlukua oleva pari on
(%) :3_16' : Tn. saada samaa silmalukua oleva pari (2 p.)
Niéin ollen
1_1

P("abiturientti saa kaksi samaa silmélukua"):6-£:€. Tn. saada kaksi samaa silmalukua (2 p.)

b) Peli paittyy ensimmaiselld kierroksella, jos aloittanut saa kaksi samaa silmdlukua tai jos aloittanut ei saa

kahta samaa silméilukua, mutta toisena oleva saa.
Ehto pelin paattymiselle 1. kierroksella (1 p.)

Edellisen kohdan perusteella

D |-

P("aloittanut saa kaksi samaa silmalukua") =

Tuloperiaatteen ja komplementtisdannon nojalla

P ("aloittanut ei saa kahta samaa silméalukua, mutta toisena oleva saa")
= P("aloittanut ei saa kahta samaa silmalukua") P ("toisena oleva saa kaksi samaa silmélukua")
=(1—P("aloittanut saa kaksi samaa silmalukua")| P ("toisena oleva saa kaksi samaa silmélukua")

111_5
:(1—6)'g:£- Tuloperiaatteen ja komplementtisdannon kaytto (2 p.)

Yhteenlaskuperiaatteen nojalla

P("peli paattyy ensimmaisella heittokierroksella" )= P( "aloittanut saa kaksi samaa silméalukua")
+P("aloittanut ei saa kahta samaa silmalukua, mutta toisena oleva saa")
:l+i:£ Yhteenlaskuperiaatteen kaytto (1 p.)
6 36 36
c) Peli etenee toiselle heittokierroksella, mikali peli ei pdédty ensimmaiselld heittokierroksella.

Komplementtisidnnon nojalla Ehto pelin etenemiselle 2. kierrokselle (1 p.)

P("peli etenee toiselle heittokierrokselle” )=P("peli ei paéty ensimmaisella heittokierroksella")

=1—P("peli paattyy ensimmaiselle heittokierrokselle") - _
11 25 Komplementtisddannon soveltaminen

36 36 ja tn.lasku (3 p.)



3. Tekstitehtava 12p.

Al

Laske funktion

a) f (x) = #* - In(x) suurin ja pienin arvo valilla [1.e].

b) g{x) = V2 — & — &* suurin ja pienin arvo,
Ratkaisu:
a)
f{t}:=x?" In[x)l
f' [x}=2x In{x}-l-xz- i=_-,.:- (1+3- 1|1{x])=[:| Oikea derivaattafunktio (1 p.)
X

x=0tai 1+2In{x)=0,

x=0 ei kuuluvaliin [1, e] Derivaatan nollakohdat: juuri x=0 (1 p.)

1 1
L .. R 0.6065206597 eika sekaan kuulu valin.

Jel JE]’ Toinen juuri (1 p.)

Talléin ko!-ceillaan derivaatan merkkia kun x = 1, vaikka arvolla x=2:
2-(142:In(2)) » 4772588722 > 0

1n(x)="l antaa juuren x=e
2

Siten funktion on aidosti kasvava valilla [1. e]lja  Derivaatan merkkitest, jolla todetaan kasvavuus (1 p.)

SLIUTIN arvo on ﬁ.’e}=22 ja Suurin arvo (1 p.)

pieninarvoonf(1)=0 Pienin arvo (1 p.)



b)

Funktio g(x) on midritelty kun sisdfunktio 2—x—x<z0
Lasketaan nollakohdat:

124 1-4- (-1(- 2)) 153

— gl x==2 taj x=1

F o
-2 -2
Sisafunktio on toisen asteen polynomifunktio joka aukeaa alaspain joten funktio on
epanegatiivinen nollakohtien valissa. Maarittelyjoukko on siten [-2, 1]. Sisafunktion maarittelyjoukko
Oikein (1 p.)

Melidgjuurifunktio on aidosti kasvava funktio joten se saa suurimman arvonsa samassa
kohdassa kuin sisafunktio saa suurimman anvon.
Tutkinut sisafunktion suurinta ja

Sisafunktio saa suurimman arven paraabelin huipussa. Etsitaan huippukehta derivoimalla: Pieninta arvoa (1p.)

" 1
1-2c=0 antaa juuren I"““E Derivoinut oikein (1 p.)

Koska funktio on jatkuva suljetulla valilla se saa suurimman ja pienimman arvonsa joko Laskenut derivaatan nollakohdan

derivaatan nollakohdassa tai valin paatepisteessa. oikein (1 p.)

2-1-12 » Q)
-1 (1112 3
Do —] » =
2 |2 2

Pienin arvo (1 p.)

Vastaus: Funktion pienin arvo on 0 ja suurin arvo on —. Suurin arvo (1 p.)
2



4. Tekstitehtava 12 p.

Al

: ; R ar 1 1
Ratkaise rationaaliepayhtalo e i =l

Ratkaisu:
Selvitetdan aluksi nimittdjan nollakohdat:

r=—2 tai x =2 tdmdtarkoittaa,ettd Mf:x e R\ {2, 2}

Kaikki termit siirretdan samalle puolelle, jotta voidaan tutkia, milloin rationaalilauseke on suurempi tai yhtasuuri kuin

nolla.
1 1
r—2 x+2 =1 |-
lavennetaan samannimisiksi :
”mgéi—mﬂgéa—@%ﬂ@ﬂ)%éﬁ
T+ 2 r—2 (37_23{3?+2)}0

z—2)(z+2) (-2 (z+2) (x—2)(z+2)

viedaan samalle viivalle
¢ 2—(z—2 2
T+ (z ) B T ‘ 4 >0
(—2)(z42) (z—2)(z4+2)

r+2—x+2—(z? —4) w
@—2(z+2) -

——
4 .'17 +4 >
(z—2)(z+2)

—1% 4 8 -
(2—2) (x+2)

Selvitetddn osoittajan nollakohdat ja jactaan se tekijéihin:
— 22 +8=0 | —8
—xt=—-8 | (1)
2 =8 | ¥
x = +22

On selvitetty epayhtdlon maarittelyjoukko

Kaikki termit on viety samalle puolelle (2 p.)

Termit on lavennettu samannimisiksi (2 p.)

(2p.)



88— z?

-2 @12 >0 Kaytetddn summan ja erotuksen kaavaa g2 — b* = (a — b) (a + b)
(2\/? = 9:‘} (2\;@ + 33) -0 On esitetty ey. tekijoiden osamaarana tai
(z— 2] (:E i 2) = muodossa (8-x"2)/(x"2-4) (2 p.)
On muodostettu merkkikaavio (1 p.)
—2/2 —2 2 242
22—z + | + | 4+ | + | -
22+z — | o+ | + | + | +
7 —9 _ | _ | _ | + | i On saatu tulos merkkikaaviosta (1 p.)
z+2 - | = | + |+ | +
osamiard — —2v2 4+ —2 — 2 4+ 2¢/2 —

On paatelty ratkaisu (2 p.)

Vastaus: Kun otetaan maarittelyjoukko M f: 2 € RN\ {—2, 2} huomioon, niin:

Ei ole otettu huomioon Mf (maks. 9 p.)

-2/2< < -2 tai Do ot DD



5. Tekstitehtava 12p.

B1

Olkoon pienemman kuvassa ndkyvan valkoisen kolmion piirretty korkeus h. Kuinka monta prosenttia kuvan
kolmioiden M ja N pinta-alojen summa on puolisuunnikkaan pinta-alasta? Perustele matemaattisesti.

Ratkaisu:

Kolmiot CDE ja ABE ovat yhdenmuotoiset skaalassa 3. Kolmioiden CDE ja ABE yhdenmuotoisuus (2 p.)
Talléin FE=h ja EG=3h.

Yhdenmuotoisuusskaala 3 oikein (1 p.)

FE ja EG oikein (1 p.+1p.=2p.)

o

[ e o, S————,

Kolmioiden EDC ja EAB pinta-alojen summa on

1

= a h+% .3a-3h=5ah Kolmioiden pinta-alojen summa (2 p.)

Puolisuunnikkaan pinta-ala on a"'zi4h:8ah : Puolisuunnikkaan pinta-ala (2 p.)
Kolmioiden M ja N yhteenlaskettu pinta-ala on siten 3ah. Kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala (1 p.)
3ah %=37,5 © Oikea suhde laskettu (1

—h-lOO %=37,5 % ikea suhde laskettu (1 p.)

8a

Vastaus: 37,5 % Vastaus (1 p.)



6. Tekstitehtava 12 p.

B1

Tutki CAS-laskimen avulla: Milld parametrin ¢ arvolla suoran y = x + ¢ ja funktion f (z) = 2% +2x — 2

leikkauspisteiden etaisyys on 5\/5? Mitka ovat nama leikkauspisteet?

Ratkaisu:

Define j{.r]=_r2+2- x—2 Valmis

Define g‘,t)=_\'+c Valmis

solve()t\')=g(x],x] . {f4c—+9 +1] or 4:e1t9 -1
2 2

& ]{ {[a-c+9+1) [a-cto-1 2+( [[4 c+o -1 g{-(Jq,- +9+1)||? . F"'l e
8 I =32,
l B K l - - On muodostettu yhtalo etdisyyden laskemiseen (4 p.)
Define g{r]=x+4 Valmis
solve[ﬂx)=g{x],x) x=-3 orx=2

On saatu maaritettya vakio c (4 f)‘.)
o3 1
&2) 6

On saatu maaritettya leikkauspisteiden x-koord. (2 p.)

Vastaus:

Leikkauspisteiden etdisyyson  §54/2 ,kun ¢ =4 janaméleikkauspisteetovat (—3,1) ja (2,6) .

Kuva: On saatu mddritettya leikkauspisteiden y-koord. (2 p.)

flx) = ¥ +2x-2 = e >
Vahainen laskuvirhe (maks. 10'p.)

L

A = Piste(f)

- (-3. 1)

B = Piste(f)

— (2.6) ®

h : Suora (A, B)

— y=1x+ 4




7. Tekstitehtava 12p.

B1

Logistisella funktiolla voi mallintaa muun muassa epidemian leviamista. Aluksi epidemiaan sairastuvien maara kasvaa
eksponentiaalisesti, mutta alun jalkeen kasvu hidastuu.

Oletetaan, etta 100 000 asukkaan kaupungissa epidemiaan sairastuvien lukumaaraa voidaan mallintaa logistisella funktiolla

A
Nit) = ———
© 1+ Be kKt’

jossa aikaa t mitataan kuukausina epidemian puhkeamisen havaitsemisesta ja A, B ja K ovat mallin parametrit. Epidemian
puhjetessa havaittiin 250 sairastunutta, kun kuukauden paasta sairastuneita oli 1250. Lopulta, hyvin pitkan ajan kuluttua
epidemian alusta epidemiaan sairastuneita oli 10 % kaupungin asukkaista.

a) Maaraa logistisen mallin parametrien A, B ja K arvot.

b) Kuinka pitkan ajan kuluttua epidemian puhkeamisen havaitsemisesta sairastuneiden maara kasvoi nopeiten?

Ratkaisu:

a) Alussa sairastuneita oli 250 ja kuukaudauden paasta 1250 eli N(O)=250, N(1)=1250. Hyvin pitkan
ajan kuluttua eli ajan kasvaessa rajatta sairastuneita oli 10 % kaupungin asukkaista eli

lim N(¢)=10000. s55daan yhtdléryhma

o Alkuehdot (3 p.)
=250 A=10000
N(0)=250 1+B B39
N(1)=1250 < A _ipeg © = 29
lim N (¢t)=10000 1+Be X K=In—. . - " .
to0 A=10000 7 * Alkuehdoista muodostuvan yhtaléryhman ratkaisu (3 p.)

b) Sairastuneiden maaran muutosnopeus on Muutosnopeuden maaraaminen (1 p.)

v(()=N"(t)=ABK —&—
(1+Be ™)

Ajanhetkend, jona sairastuneiden madran muutosnopeus saa suurimman arvonsa, sairastuneiden maara
kasvoi nopeiten. Muutosnopeuden suurimman arvon laskemisen

Ymmartaminen (1 p.)
Tutkitaan sairastuneiden maaran muutosnopeuden kdytosta derivaatan avulla.
— Kt —Kt
v'(t)=N""(t)=—ABK*—%—(1+Be ™ —2Be |=— ABK* —5—
(1+Be X (1+Be ™
Muutosnopeuden derivaatta (1 p.)

(1—Be ™).

Lasketaan derivaatan nollakohdat

V'(t) = 0
—Kt
—ABK? e (1_Be—Kt) — 0
(1+Be_Kt)3
1_Be7Kt = O
¢ 1nB_lr139N213
K lnﬁ 7 Muutosnopeuden derivaatan nollakohta (1 p.)

7



Kohdassa t=InB/K on funktion v(t) maksimi,silli v'(t)>0, kun t<InB/K ja v'(t)>0, kun
t>InB/K. Perustelu aariarvolle (1 p.)

Sairastuneiden maara kasvaa nopeiten 2,13 kuukauden pdasta epidemian puhkeamisen havaitsemisesta.

Vastaus (1 p.)



8. Tekstitehtava 12p.

B1

Olkoon avaruudessa maaritelty pallo (x — 1)"2 - yz + (z— 1}2 =4+1tja
suoraOP =2i+j+3k+s (i+j—|—K);missé s, teR.
a) Milla vakion t arvolla pallo ja suora sivuavat toisiaan? (4 p.)

b) Mika tama sivuamispiste on a-kohdassa maaritetyn £:n arvon mukaan? (4 p.)
c) Mitka pisteet suoralla ovat etdisyydella 2, b-kohdassa maaritysta sivuamispisteesta? (4 p.)

Ratkaisu:
a) Merkitdaan suora parametrimuodossa:

r=2+3
y=1+s
z=3418

Jotta pallo olisi olemassa, niin ¢ > —4

Pallon keskipisteon (1, 0, 1) jaside r = AT+1
2+5—1 +(Q+s—0°+@B+s—1° =4+t
(5+1° +(s+1)* +(s+2)" =4+1¢
242 +14+82+28+1 48 +4s+4=4+1

32 +85+2—t=10

Suora ja pallo sivuavat toisiaan, jos diskriminantti menee nollaksi.

~8+ /82 —4-3-(2—1)

8=

2-3
Siis 64 — 24 + 12¢ = 0
12{ = —40
40 10 1
t:——:——:— —
12 3 33

10

Vastaus: Pallo ja suora sivuavat toisiaan, kun  § = — —

3

On merkitty suoran parametrimuoto (1 p.)

Pallon olemassaolon toteaminen (1 p.)

Sivuaminen, kun D=0 (1 p.)

On saatu maaritettya parametrit (1 p.)



1
b)kun {= —? . niin sivuamispiste on:

On saatu madéritettya parametris (1 p.)

81843 2- (7)) 5.5 4

3= — =
2-3 2-3 3
4 9 On laskettu sivuamispiste (3 p.)
4 1
AR e
oD
g=3—g =73
. , - 2 1 5
Vastaus: Pallon ja suoran sivuamispiste on E’ - g, E

c) Suuntavektorin ¥ =i -|-_]T+1{ pituuson  |5| = -Vfli + 12 + 12 = V3

=0

i k
ja sen yksikkdvektorion 3F° = %
3

Kysytyt pisteet saadaan: Jarkeva idea etaisyyden laskemiseksi (2 p.)

- 3 B 5. b - E
OP =Ttz e g BAITH
3 33 /3
cone. B Fow o B i+j+k (2 2)1 ( 1 2)7 (5 2)_
) OP=Ji—Zj+-k+2-——— =+ =i+ (—2+—=]i+ (53 +—= )k
3 3'3 V3 3 3 33 37 /3
Piste on tall6in: (24_2"%1 _H_Q\/E, 5+2V§)
3 3 3 On laskettu piste A (1 p.)
tai
- B Tae Bo i+j+k 2 2\ i 3 N 5 i
2}OPzﬂ—Tyhk—wiLE::(r——Jb+GT———%+(E——Jk
3 33 3 3 /3 3 /3 3 /3
Piste on tallin: (2_2‘/3, _1—2J§’ 5_2\&)
3 3 3 On laskettu piste B (1 p.)

2423 —1+2.3 5+2./3

Vastaus: Pisteet ovat
( 3 3 3 3 3 3

) i (2—&@ —1—&@}5—&5)



9. Kahden kayran rajaama tasoalue 12p.

Kayrat x = ¥ jay = ¢, k > 1, rajaavat tason ensimmaisessa neljanneksessa tasoalueen (2.

Y |

L

LN
L

b

1. Esita tasoalue §2 kahden kayran y = f (z) jay = g (z) rajaamana alueena valilla [a, b] eli muodossa

Q={(z.v):a<z<bglzx)<y=< f(z)}.
Maaraa tasoalueen {} pinta-ala 4 (£2). 4p.

2. Tasoalueen matemaattinen keskipiste eli keskid on piste, joka kuvaa tasoalueen keskimaaraista sijaintia.
symmetrian nojalla tascalueen 2 keskion (7, yj koordinaateille patee T = 3.

Madrita tasoalueen {} keskion koordinaatit, kun keskion x-koordinaatille patee

. 1
s m[ﬂ xh{z) dz,

jossa h (x) on alueen (2 korkeus kohdassa . 4p.

3. Mit3 pistetta keskié lahenee, kun k kasvaa rajatta? 4 p.



Ratkaisu:
a) Ratkaistaan integroimisrajat kdyrien yhtal6ista x:yk ja y:xk, josta saadaan

X = (x")
kZ
X

2

x—xlf = 0
x(l—xkl*l) = 0,

josta tulon nollasdannolld saadaan x=0 tai

, Integroimisrajat (1 p.)
1—x“"'=0, josta x=1, koska x=0.

Kayran x:y" yhtélostad saadaan y:i‘/g, silld tason ensimmaisessa neljanneksessa koordinaatit ovat
epédnegatiivisia. Jos 0<x<1, niin x*<¥x, kun k>1.

Tasoalue voidaan esittdd muodossa Kayrien jarjestys (1 p.)

QZ{(X,y):Ostl, kay<l\(/;}. Tasoalue kayrien y=f(x) ja y=g(x) valiin jadvana alueena

_ valilla [0, 1] (1 p.)
Tasoalueen pinta-ala on

|

1, 1 T41 k4l
/ (:EI -m#)dm-—/ > s
0 =11 k+1l
f

o

o)

|

::".w-'“"':i

E

=
Gl

Ty

I

k 1 k—1 Pinta-ala (1 p.)
= = |
1 +1 E+1 E+1 : Jos pinta-ala oikein laskettu, mutta tasoaluetta ei esitetty
& pyydetyssa muodossa maks. (3 p.)

b) Keskion x-koordinaattia varten lasketaan integraali

1 -1 1 1
/ wh () de = / z ({E —2") de = f ok (;?:E - *’-L'h) d
0 0 0

Korkeus h kayrien erotuksena (1 p.)

|
1 1 T +2 k+2
__/ (E:—!-lr a*:"*H)d:r:A/ T T
0 £_|_2 k+ 2
F
1 1 b~ -1

1.0 k+2 (1 T @k D(k+2
L +2 (F: t+ 2) U{: T 2} I: I—r|1_teg:£o{|tu ;I(_h(x?vélillé [0, 1] oikein (2 p.)

Keskion x- ja y-koordinaatit ovat

k+l k=1 _k+1 (k=1)(k+1) _ (k+1)’
k—1 (2k+1)(k+2) k-1 (2k+1)(k+2) (2k+1)(k+2)

1
VT Al

xh(x)dx=

O ey

Lauseke keskiolle (1 p.)



c) Tarkastellaan keskion kayttaytymista, kun k kasvaa rajatta

2. 1
(k+1)° K +2k+1 1+K+P 1
lim x=lim y=1lim =lim —; =lim ————==_ Raja-arvon lasku (3 p.)
k> ko k> (2k+1)(k+2) koo 2K +5k+2 kow 2+§+£

k Kk

11
Keskid lahenee pistetta (5,5), kun k kasvaa rajatta. Vastaus (1 p.)



10. Tekstitehtava 12p.

B2

Eraan tutkimuksen mukaan 12 ihmisen joukossa 4 kaytti liian pienia kenkia todennakoisyydella 0, 17. Milla
todennakoisyydella 50 opiskelijan ryhmassa korkeintaan 30 % kayttaa liian pienia kenkia?
. ' N iy oo ) TR b

Binomitn. kdyttaminen (2 p.)

Kuvan lahde: PIXABAY (CCO)

Ratkaisu: On laskettu eri p:n arvot (4 p.)
Nyt X ~ Bin (12, p)

n=12,k=4p=? pg = 0,17
12
4

T

Binomitn. pj = (k)pk (1—p"* P(X=4)= ( )fﬁ(l —p)® = 0,17

solve(nCr[lz,4)- P2 (1-p)8=0. 17,}}) p=-0.110407 or p=0.229022 or p=0.449962 or p=1.32102

Koska O0<p<1 ,niin p=0229 tai p=0450

Korkeintaan 30 % 50 opiskelijan joukossa tarkoittaa, ettd korkeintaan 15 opiskelijaa kaytt3a liian pienid kenkia.
Tutkitaan GeoGebran todennakaéisyyslaskurilla P(U < X< 15)

On laskettu diskreetista jakaumasta
a)Jos  p~0,229 |, niin kertynyt todennakdisyys (3 p.)

P(X=k)
0
0
0.0002
0.0012
0.004
0.011
0.0246
0.0459
0.0733
0.1015
10 0.1237
11 0.1336
12 0.1289
1301119
14 0.0879
] |ﬁ| [ P( 0 <x< 15 )= 0.9103 15 0.0626
w— 16 0.0407
17 0.0242
18 0.0132

p=11.45g=2.9712 JA| [

o s ;o s W o a

20 25 30 15 40 15 50

_/~| | Binomijakauma v n 50 p [0.229



b)Jos p= 0,450 |, niin

=225 0=3.5178 N B i

LY T - TR T - T T O S T R~ M
20 0 86 0 98 o0

=

10 0.0001
] 5 10 15 20 25 10 35 40 45 50 11 0.0004
12 0.0011
13 0.0027
14 0.0059
toinen kertynyt todennakaéisyys (3 p.) 15 po116
16 0.0207
17 0.0339
18 0.0508
Vahainen laskuvirhe maks. (9 p.) 19 0.07

/| Binomijakauma v n 50 p 045 On laskettu diskreetistd jakaumasta

] ‘ﬁ‘ C Pl O «X< 15 j= 0.022

Vastaus: Korkeintaan 30 % kayttaa lilan pienia kenkia 50 opiskelijan ryhmassa todennadkdisyys on 91,0 % tai 2,2 %.



11. Tekstitehtava 12p.

B2

Origokeskisessa yksikkympyrassa on kaksi kehéapistetta P ja Q.

Y

P = (cosa.sina)

Q = (CUH f'kj}'~ Siﬂ Jﬁ)

a) Miérita pisteiden P ja () paikkavektorit kulmien « ja J avulla. (2 p.)
b) Esita lauseke cos(/3 — ) sellaisessa muodossa, jossa esiintyy vain termeja sin ., cos a, sin J ja cos 3. (6 p.)
c) Kayta apunasi b-kohdassa johtamaasi lauseketta ja maaraa sin( 4 — ). (4 p.)



Ratkaisu:

a) Pisteiden P ja Q paikkavektorit ovat

S - = - - Paikkavektorit (2 p.)
OP=cosai+sinaj, OQ=cosfi+sinpfj.

b) Lasketaan paikkavektorien pistetulo

OP-OQ=(cos & i+sina j)-(cos B i+sin 8 j)=cos a cos B +sinasin S.

Kummankin paikkavektorin pituus on 1, |OP|=|0Q|=1. Pistetulon laskeminen (2 p.)

Pistetulon geometrisen tulkinnan Vektorien pituudet =1 (1 p.)
OP-0Q=|0P||0Q|cos« (0P, 0Q| Pistetulon geometrinen tulkinta (1 p.)

mukaan paikkavektorien valisen kulman kosinille patee
cos<(OP,0Q)=0P-OQ=cos« cos f+sin asin 3.

Paikkavektorien vilinen kulma <(OP,0Q)=f—«a, joten saadaan

Paikkavektorien valinen kulma (1 p.)

= i .
cos(f—a)=cosacos f+sin asin . Lauseke kosinille (1 p.
c) Komplementtikulman kosini on yhta suuri kuin kulman sini, samoin komplementtikulman sini on yhta

suuri kuin kulman kosini seka sinille ja kosinille patee cos(—a)=cosa ja sin(—a)=-sina. Nainollen

sin(8—a)=cos (%—(/)’—a))zcos(%—/)’—(—a) Sini on komplementtikulman kosini (1 p.)
e e ‘ b-kohdan kaavaa kaytetty niin, ettd saatu
=Cos (E_ﬂ)cos (—0{)+51n(?—/3’)sm(— @) komplementti- ja vastakulmamuodot (2 p.)

=cosasin f—sinacosf.
P P Lopputulos oikein (1 p.)



12. Tekstitehtava 12p.

B2

a) Onko lause p V (g A7) <> (p A q) V (p A r) tautclogia? Perustele.

b) Kaksi ammattiyhdistyshenkiloa keskustelee palkankorotuksesta. Henkild A vaittda "Tulee palkankorotus ja el
lakkoa." ja henkil6 B vaittaa " Ei pida paikkaansa etta jos tulee palkankorotus, niin tulee lakko." Ovatko A ja B

yksimielisia? Perustele.

Ratkaisu:

a) Tehdaan totuustaulu jossa
Vas=pV(gAr)
Oitk=(pAg)V(pAr)

Ekv = pVgAr(pAgqV(pAr)

Totuustaulu voidaan tehda vaikkapa sivustolla matikkaeditori.fi

Plq T |qAr PAq
1111 1|1
11lojo |1 |1
1 0/(1/0 1 |0
1 0/ojo |1 |0
01 1]1 1 |o
ol1/olo o |o
olo/1/0 0 |o
olo/olo o |o

O OO0 O O = O ="

>
~

O O O O O = = =/

1

1
1
|
1
|

Totuustaulu tehty oikein (4 p.)

Lause ei ole tautologia koska se ei ole tosi lauseiden p, q ja r kaikilla totuusarvoilla.

Vastaus: Lause ei ole tautologia.

b) Olkoon p lause “Tulee palkankorotus” ja q lause "Tulee lakko”

A: pA—g ja B: ~(p=gq)

Vastaus tulkittu taulusta oikein (2 p.)

Lauseet p jaq oikein (1 p.+1p.=2p.)

Viitoslauseet A ja B oikein (1 p.+1p.=2p.)



P=4q

Totuustaulu oikein (1 p.)

o Rl B b
= = O e

o B e T S e 3 (0
_—
o o = o|

D

— D = O

Sarakkeet A ja B ovat samoja joka rivilla.

Vastaus: A ja B ovat yksimielisia. Vastaus tulkittu taulusta oikein (1 p.)



13. Tekstitehtava 6 p.

B2

Satunnaismuuttuja T' noudattaa eksponenttijakaumaa parametrinaan A > 0, jota merkitadn T' ~ Exp(A). Talléin

satunnaismuuttujan 7" tiheysfunktio on
0, jost<O
-

Xe ™ jost > 0.

a) Maarité satunnaismuuttujan 7" kertymafunktion F(t) lauseke. (3 p.)

b) Maaraa tapahtuman A = {T > s} todennakdisyys, kun s on positiivinen reaaliluku. (3 p.)

¢) Maaraa tapahtuman B = {T > s + r} ehdollinen todennakaisyys, kun ehtotapahtumana on A = {T' > s}. Mita
huomaat? Molemmat luvut s ja r ovat positiivisia reaalilukuja. (6 p.)

Ratkaisu:

a)Jos t<0, niin kertymafunktio on

t t Kertymafunktion lauseke, kun t<0 (1 p.)
F(t)=P(T<t)= ff )ds= [ 0ds=0.

Jos t=0, niin kertymafunktio on

F#)=P(T<t)= .fﬂ:?jlds: f{.a}d.&—.—f f(s)ds

W =i —0

t i .
= f fs)ds = f e 2 ds = X S L R [:—ED:I' —1—e M.
0 0

Satunnaismuuttujan T kertyméafunktio on

F(t):[ 0, kun £<0 Kertymafunktion lauseke, kun t=0 (2 p.)

1—e * kun t>0.

b) Vastatapahtuman todenn&kdisyyden perusteella Vastatapahtuman kaytto (1 p.)

P(T>s)=P (A)Zl—P(A)Zl—P(TSS)Zl—F(S)21—(1—6_/15)26_&5, $>0. Oikea vastaus (2 p.)
Voi olla myos tiheysfunktion integraali valilld ]s, o=[.
c) Tapahtumalle "B ja A” patee I Y yet integraali valilla ] [

P(Bja A)J=P(T>s+r ja T>s|=P(T>s+r)=P(B)=e *"**".
Tapahtuma "B ja A” ymmarretty oikein (2 p.)

Ehdollisen todennakdisyydeksi saadaan

: —A(s+r)
P(B )a A) = P(B) _P (T>s+r) =& :e‘“, s,r>0. Ehdollinen todenndkdisyys (1 p.)

P(BIA)= = = =
P(A) P(A)  P(T>s) e’ Saatu oikea vastaus (1 p.)
Havaitaan, ettd ehdollinen todennikaisyys on yhta suuri kuin tapahtuman {T>r| todennikéisyys

P(BIA)=P(T>r)=e"". Huomattu ehd. todennikédisyys
samaksi kuin tapahtuman {T>r} (2 p.)



