4.1

a) Koska 104 =4 - 26, niin luku 104 on jaollinen luvulla 4.

b) Koska
4-20=80<82
4-21=284>82,

niin ei ole olemassa sellaista kokonaislukua g, ettd 82 = 4q.

¢) Koska —32 =4 - (=8), niin luku —32 on jaollinen luvulla 4.



4.2

a) Koska
21-1=21<35 ja 21-2=42>35,

niin luku 35 ei ole jaollinen luvulla 21.

b) Koska —42 = 21-(—2), niin luku —42 on jaollinen luvulla 21.

¢) Koska
21-10=210< 219 ja 21-11=231> 219,

niin luku 219 ei ole jaollinen luvulla 21.

d) Koska —105 = 21-(—5), niin luku —105 on jaollinen luvulla 21.

Vastaus
a) ei
b) on
¢) ei
d) on



4.3

a) 27:10=2,7

Jakolaskun 27 : 10 osaméaérd on 2
jajakojaannos 27 -2 -10=17.

Jakoyhtdlo on 27 =10-2+7.

b) 305 : 100 = 3,05

Jakolaskun 305 : 100 osaméérd on 3
ja jakojaannos 305 -3 - 100 =5.

Jakoyhtdlo on 305=100-3+5.

¢) 9999 :1000 = 9,999

Jakolaskun 9999 : 1000 osaméird on 9
jajakojaannos 9999 — 9 - 1000 = 999.

Jakoyhtdld on 9999 =1000-9 + 999.

Vastaus

a) osamdidrd 2, jakojadnnds 7 ja jakoyhtdld 27 =10-247

b) osamiird 3, jakojddnnos 5 ja jakoyhtdlé 305=100-3+5

¢) osamadrd 9, jakojaannds 999 ja jakoyhtdalo 9999 =1000-9 + 999



4.4

Viittdimét a, d ja f ovat tosia.
Laskimella saadaan 57 : 5=11.,4.

Jakolaskun 57 : 5 osamédrd on 11
jajakojéannds 57 —-11-5=2.

Jakoyhtdlo on 57 =5-11+2.

Vastaus
a, d,f



4.5

a) 21:3=7

Jakoyhtdlo on 21=3-7+0.

b) Laskimella saadaan 43 :3=12,333....

Jakolaskun 43 :3 osaméiédrd on 12
jajakojadnnos 43 —12 -3 =1.

Jakoyhtdlo on 43 =3-14+1.

¢) Laskimella saadaan —28 : 3 =-9,333....
Etsitdén suurin luvun 3 monikerta, joka on pienempi kuin —28.

3-(9)=-27> 28
3 (-10)=-30 <28

Lasketaan lukujen —28 ja — 30 erotus.
—-28—-(-30)=2

Jakoyhtdlo on —28 =3-(—10)+2.



¢) Laskimella saadaan —44 : 3 =-14,666... .
Etsitdédn suurin luvun 3 monikerta, joka on pienempi kuin —44.

3. (-14)=-42> 44
3. (-15)=-45< 44

Lasketaan lukujen —44 ja —45 erotus.
—44 - (45 =1

Jakoyhtdlo on —44 =3-(—15)+1.

Vastaus

a) 21=3-7+0

b) 43=3-14+1

¢) —28=3-(—10)+2
d —44=3-(—15+1



4.6

a) Appletilla kokeilemalla saadaan 24 =10-2+ 4.

Siis g=2 ja r=4.

b) Appletilla kokeilemalla saadaan —28 =10-(—3)+2.

Siis ¢g=-3 ja r=2.

¢) Appletilla kokeilemalla saadaan —91=10-(—10)+9.

Siis ¢ =-10 ja r=9.

Vastaus

a) g=2 jar=4

b) g=-3 jar=2
¢) g=-10 jar=9



4.7

a) Laskimella saadaan 37:15 = 2,466... .

Jakolaskun 37 : 15 osaméérd on 2
ja jakojdannos 37 -2 - 15=7.

Jakoyhtdlo on 37 =15-2+47.

b) Laskimella saadaan 6 : 15=0,4.

Jakolaskun 6 : 15 osaméaird on 0
ja jakojadnnos 6 —0 - 15 =6.

Jakoyhtdloon 6 =15-0+6.

¢) Laskimella saadaan —224:15 = —14,933... .

Etsitddn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin —224.

15-(—14) = —210 > —224
15-(=15) = —225 < —224

Lasketaan lukujen —224 ja —225 erotus.
—224— (=225 =1

Jakoyhtdlo on —224 =15-(—15)+1.



d) Laskimella saadaan —128:15=—8§,533... .

Etsitdédn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin —128.

15-(—8) = —120 > —128
15-(=9) = —135 < —128

Lasketaan lukujen —128 ja —135 erotus.
—128—(—135) =7

Jakoyhtdlo on —128 =15-(—9)+ 7.

Vastaus
a) 37=15-2+7
b) 6=15-0+6

©) —224=15-(—15)+1
d) —128=15-(=9)+7



4.8

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku n(n2+8) on
jaollinen luvulla 3.

Jakoyhtélon nojalla jokainen kokonaisluku n voidaan
esittdd muodossa

n=3¢q,n=3q+1 tai n=3¢q+2,
missd ¢ on kokonaisluku.
1) Jos n=3q,niin
n(n* +8) = 3¢((39)* +8)
=3-9(9¢* +8).
2) Jos n=3q+1,niin
n(n? +8) = (3¢ +1)((3q +1)? +8)
=Bg+1)(3q)* +2-3-q+1>+8)
= (3¢ +1)(9¢% 4+ 6¢ +9)

=@Bg+1)3-(3¢%> +29+3)
=3-(3g +1)(3¢% +2¢ +3).

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan véite

nakyviin.

Aloitetaan paittely
oletukesta.



3) Jos n=3¢g+2,niin

n(n? +8) = (3q + 2)((3q + 2)> +38)
=(3q+2)(39)* +2-3q-2+2%+38)
= (39 +2)(9¢* +12g +12)
=Bg+2)-3-3¢%+4qg+4)
=3-(3g+2)(3q% +4q+4).

Jokaisessa tapauksessa luku n(n2+8) voidaan esittag Perustellaan, miksi

kokonaislukujen tulona niin, etti yksi tulon tekijoisté véite on tosi.

on luku 3.

Siis luku n(n2+8) on jaollinen luvulla 3. O



4.9

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtdvana on osoittaa, ettd summa
n+m+D+m+2)+n+3)+(n+4)
on jaollinen luvulla 5.

Muokataan summan lauseketta.

n+m+)+m+2)+n+3)+(n+4)
=n+n+l+n+2+n+3+n+4
=5n+10

=5-(n+2)

Summa voidaan esittdd kokonaislukujen tulona niin,
ettd yksi tulon tekijoistd on luku 5.

Siis summa on jaollinen luvulla 5. O

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
néakyviin.

Kirjoitetaan véite
nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletukesta.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



4.10

a) Oletetaan, ettd luku @ on jaollinen luvulla 28 Kirjoitetaan oletus
jaluku b on jaollinen luvulla 21. (eli 1dhtotiedot)
nakyviin.
Tehtdvana on osoittaa, ettd luku a + b Kirjoitetaan viite
on jaollinen luvulla 7. néakyviin.
Koska luku a on jaollinen luvulla 28, Aloitetaan pééttely
voidaan merkitd a = 28¢, oletukesta.

jakoska luku b on jaollinen luvulla 21,
voidaan merkitd b = 21r,
misséd luvut ¢ ja r ovat kokonaislukuja.

Muokataan summan lauseketta.

a+b=28q+2lr
=7-4q+7-3r
=7-(4q +3r)

Luku a + b voidaan esittdd kokonaislukujen tulona  Perustellaan, miksi
niin, ettd yksi tulon tekijdistd on luku 7. viite on tosi.

Siis luku a + b on jaollinen luvulla 7. [J



b) Oletetaan, ettd luku a on jaollinen luvulla 28 Kirjoitetaan oletus

jaluku b on jaollinen luvulla 21. (eli lihtotiedot)
nakyviin.

Tehtévind on osoittaa, ettd luku ab Kirjoitetaan viite

on jaollinen luvulla 12. nékyviin.

Koska luku @ on jaollinen luvulla 28, Aloitetaan paittely

voidaan merkitd a = 28¢ , oletukesta.

ja koska luku b on jaollinen luvulla 21,
voidaan merkitd b = 21r,
misséd luvut ¢ ja r ovat kokonaislukuja.

Muokataan tulon lauseketta.

ab=28q-21r

=4-7¢9-3-7r

=12-49¢gr
Luku a b voidaan esittdd kokonaislukujen tulona Perustellaan, miksi
niin, ettd yksi tulon tekijoistd on luku 12. viite on tosi.

Siis luku ab on jaollinen luvulla 12. [J



4.11

a) Koska
6-6=36<38 ja 6-7=42>38,

niin luku 38 ei ole jaollinen luvulla 6.

b) Koska 72 = 6-12, niin luku 72 on jaollinen luvulla 6.

¢) Koska
6-(—8)=—-48>52 ja 6-(—9)=—-54<-52,

niin luku —52 ei ole jaollinen luvulla 6.

d) Koska 102 = 6-17, niin luku 102 on jaollinen luvulla 6.

Vastaus
a) ei
b) on
¢) ei
d) on



4.12

a) Koska

b) Koska

¢) Koska

d) Koska

e) Koska

Vastaus
a) on
b) ei
¢) on
d) ei
e) on

2020 :4 = 505, vuosi 2016 oli karkausvuosi.

1998 : 4 = 499,5, vuosi 1998 ei ollut karkausvuosi.

1880 :4 = 470, vuosi 1880 oli karkausvuosi.

1800 :400 = 4,5, vuosi 1800 ei ollut karkausvuosi.

2000 : 400 = 5, vuosi 2000 oli karkausvuosi.



4.13

a) 51:2=255
Jakolaskun 51 :2 osaméédrd on 25
jajakojaannds 51 -2 -25=1.

Jakoyhtdlo on 52 =2-25+1.

b) 93:3=31
Jakolaskun 93 : 3 osaméird on 31
ja jakojaannos 0.

Jakoyhtdlo on 93=3-3140.

¢) Laskimella saadaan 103 : 4 =25,75.
Jakolaskun 103 : 4 osamédrd on 25
jajakojéannds 103 —25-4=3.

Jakoyhtélo on 103 =4-2543.

d) Laskimella saadaan 1005 : 8 = 125,625.
Jakolaskun 1005 : 8 osaméaird on 125
ja jakojaannos 1005 — 125 - 8 =5.

Jakoyhtdlo on 105 =8-125+5.

Vastaus

a) osamadrd 25, jakojddnnos 1, jakoyhtdlo on 52 =2-25+1

b) osamiird 31, jakojadnnds 0, jakoyhtdlo on 93 =3-31+0

¢) osamadrd 25, jakojadnnds 3, jakoyhtdlo on 103 =4-25+3

d) osamédrd 125, jakojadnnds 5, jakoyhtdlo on 1005 =8-125+5



4.14

a) 111:10=11,1

Jakolaskun 111 : 10 osamé&idrd on 11
jajakojadnnos 111 —-11-10=1.

Jakoyhtdlo on 111=10-11+1.

b) 1000 : 10 =100

Jakolaskun 1000 : 10 osamaéérd on 100
jajakojaannos 0.

Jakoyhtdlé on 1000 =10-100+0.

¢) —109:10=-10,9.
Etsitdédn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin —109.

10 - (-10)=-100 > 109
10 - (-11)=-110 <109

Lasketaan lukujen —109 ja — 110 erotus.
—-109-(-110)=1

Jakoyhtdlo on —109 =30-(—11)+1.



d) 998 :10=-99.8.
Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin —998.

10 - (-99) =-990 > 998
10 - (~100) =—-1000 < -998

Lasketaan lukujen —998 ja — 1000 erotus.
—998 — (-1000) =2

Jakoyhtdlo on —998 =10-(—100) + 2.

Vastaus

a) 111=10-11+1

b) 1000 =10-100+0

¢) —109=30-(—11)+1
d) —998=10-(—100)+2



4.15

a) Appletilla kokeilemalla saadaan 37 =18-2 +1.

Siis g=2 ja r=1.

b) Appletilla kokeilemalla saadaan 6 =18-046.

Siis g =0 ja r=6.

¢) Appletilla kokeilemalla saadaan —128 =18-(—8) +16.

Siis g =-8 ja r=16.

Vastaus

a) g=2jar=1
b) g=0jar=6
¢) g=-8 jar=16



4.16

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtdvéind on osoittaa, ettd luku n(n +1)(2n +1)
on jaollinen luvulla 6.

Jakoyhtélon nojalla jokainen kokonaisluku » voidaan
esittdd muodossa

n=6q, n=6g+1, n=6g+2, n=6q+3,
n==6g+4 tai n==6qg+35,

missd g on kokonaisluku.
1) Jos n = 6q, niin

n(n+1)2n+1)
= 6¢q(6g +1)(2-6g+1)
= 6q(6g +1D(12g +1).

2) Jos n=6qg+1,niin
n(n+1)2n+1)
= (6 +1)((6g + 1) +1)(2(6g + 1) +1)
= 432¢3 132442 + 784 +6
= 6-(72¢° + 5492 +13¢g +1).

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan véite

nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletukesta.

Sievennetiddn
CAS-laskimella.



3) Jos n=6q+2,niin
n(n+1)2n+1)
= (69 +2)(6g +2+1)(2-(6g +2)+1)
= 432¢3 + 540¢% 4 2229 + 30
= 6(72¢> +90g> +37q +5).

4) Jos n=6q+3,niin

n(n+1)(2n+1)

= (69 +3)(6¢ +3+1)(2-(6g +3)+1)
= 432¢3 + 75697 + 438q + 84

= 6(72¢3 +1264¢> + 73q +14).

5) Jos n=6g+ 4, niin

n(n+1)(2n+1)

= (6g +4)(6g +4+1)(2-(6g +4)+1)
= 432¢% +972¢% 4+ 7264 +180

= 6(72¢3 +1624¢> +121¢ + 30).

6) Jos n=6¢g+ 5, niin

n(n+1)2n+1)

= (6g +5)(6g +5+1)(2-(6g +5)+1)
= 43243 4+1188¢> +1086¢4 + 330

= 6(72¢° +198¢2 4 181q + 55).

Jokaisessa tapauksessa luku n(n +1)(2n+1) voidaan Perustellaan, miksi

esittdd kokonaislukujen tulona niin, ettd yksi tulon vdite on tosi.
tekijoistd on luku 6.

Siis luku n(n+1)(2n+1) on jaollinen luvulla 6. O



4.17

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku. Kirjoitetaan oletus
(eli l&htotiedot)
nakyviin.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku (n 4 1)% — (n —1)? Kirjoitetaan viite

on jaollinen luvulla 4. nikyviin.

Muokataan viitteen lauseketta.

(n+1)?*—(n—1)>?
=n?4+2n+1—(m%-2n+1)
=n?4+2n+1—n?+2n-1
=4n

Luku (n+1)?> —(n—1)? voidaan esittd Perustellaan, miksi

kokonaislukujen tulona niin, etti yksi tulon tekijoista ~ VA1(c On tosi.
on luku 4.

Siis luku (7 +41)? — (n—1)> on jaollinen luvulla 4.
O



4.18

a) Oletetaan, ettd a on kokonaisluku, Kirjoitetaan oletus
¢ on positiivinen kokonaisluku ja ¢ |a. (eli 13htotiedot)
nakyviin.
Tehtdvina on osoittaa, ettd ¢ | na, Kirjoitetaan viite
missd n on kokonaisluku. néakyviin.

Oletuksen mukaan luku a on jaollinen luvulla c.
Siten a = cq, missd g on jokin kokonaisluku.

Téstd seuraa, ettd na = ncq = cnq .

Koska na =c-ng ,niin luku na on jaollinen Perustellaan, miksi
luvulla c. véite on tosi.

Viite c|na pitad paikkansa. [

Esimerkiksi 2|6 ja 2|5-6.



b) Oletetaan, ettd
a ja b ovat kokonaislukuja,
¢ on positiivinen kokonaisluku,
cla ja c|b.

Tehtdvind on osoittaa, ettd c¢|a+b.

Oletuksen mukaan a=cq ja b=cr,
missd ¢ ja r ovat jotkin kokonaisluvut.

Téstd seuraa, ettdi a+b=cq+cr=c(qg+7r).

Koska a+b=c(q+r),niinluku a+5 on
jaollinen luvulla c.

Viite c|a+b pitdd paikkansa. [J

Esimerkiksi 2|4, 2|6 ja 2|4+46.

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan véite
nakyviin.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



¢) Oletetaan, etté Kirjoitetaan oletus

a ja b ovat kokonaislukuja, (eli 13htotiedot)

¢ on positiivinen kokonaisluku, nikyviin.

cla ja c|b.

Tehtdvénd on osoittaa, ettd ¢ [ a+b. Kirjoitetaan viite
nakyviin.

Oletetaan vastoin vaitettd, ettd c|a+b, Osoitetaan, ettd jos

ja osoitetaan, ettd siitd seuraa ristiriita. vdite ei ole tosi,

niin seuraa ristiriita.

Alkuoletuksen mukaan luku @ on jaollinen
luvulla ¢, mutta luku b ei ole jaollinen luvulla c.

Siten a = cq, missd g on jokin kokonaisluku.

Jos c|a+b,niin a+b=cr,missd r on jokin
kokonaisluku.

Tastd seuraa, ettd b=cr—a=cr—cq=c(r —q)
Tamén mukaan luku b on jaollinen luvulla c,
miké on ristiriidassa alkuoletuksen kanssa.

Koska oletus c¢|a+ b johtaa ristiriitaan, Perustellaan, miksi

niin vdite ¢ [ a +b pitdd paikkansa. [ véite on tosl.

Esimerkiksi 2|4, 2[5 ja 2 [445.



4.19

Oletetaan, ettd a on pariton kokonaisluku.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku a2 —1
on jaollinen luvulla 8.

Koska a on pariton luku, niin ¢ =2n+1,
missd n on jokin kokonaisluku.

Muokataan viitteen lauseketta.

a’ —-1=02n+1>? -1
=4n’ +4n+1-1
= 4n% 4 4n
=4n(n+1)

Koska luvut n ja n+ 1 ovat kaksi perdkkaista
kokonaislukua, niin toinen niistd on parillinen ja
voidaan esittdd tulona 2¢, missd g on jokin

kokonaisluku.

Luku @? —1 voidaan siis esittii kokonaislukujen
tulona niin, ettd yksi tulon tekijoistd on luku 4 - 2 =8.

Luku @?> —1 on jaollinen luvulla 8. [J

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan véite

nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletuksesta.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



4.20

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtdvind on osoittaa, ettd 11 perdkkdisen
kokonaisluvun summa

n+m+1)+m+2)+..4+(n+10)
on jaollinen luvulla 11.
Muokataan summan lauseketta.

n+m+1)+m+2)+..4+(n+10)

=n+n+..+n+ 14+2+...+10
11 kpl 10 perikkiisti lukua

=11n+55
=11-(n+5)

Summa voidaan esittdd kokonaislukujen tulona niin,
ettd yksi tulon tekijoistd on luku 11.

Siis summa on jaollinen luvulla 11. [J

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
néakyviin.

Kirjoitetaan véite
nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletuksesta.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



4.21

Oletetaan, ettd n ja k ovat kokonaislukuja. Talloin luvut
n,nt+tl, n+2,...,n+tk-1

ovat k perdkkaistd kokonaislukua. Lasketaan niiden summa tehtavassi
annetulla kaavalla.

n+(n+D+H+2)+...+(n+k-1)
=ntnt..4+n+l+24.+(k-1)

k kpl k—1 perikkaisti lukua
— s (k—l)(l;—l—i—l)
_ (k—Dk
=kn+ 3
_ k—1
=k(n+ > )
Summa on jaollinen luvulla % tdsmélleen silloin, kun luku k 2_1 on

k;

kokonaisluku. Luku on kokonaisluku tdsmaélleen silloin, kun & on

pariton luku.



4.22

a) Oletetaan, ettd a ja b ovat kokonaislukuja,
ja a® + b3 onjaollinen luvulla 3.

Tehtivind on osoittaa, etti (a +b)> on jaollinen
luvulla 3

Oletuksen mukaan a® + b3 =3¢, missi g on
jokin kokonaisluku.

Muokataan viitteen lauseketta.

(a +b)} =a® +3a?b +3ab® +b°
= a3 +b° +3a%b + 3ab?
= 3g + 3a’b + 3ab?
= 3(q + 3a*b + 3ab?)

Koska luku (a +5b)* voidaan esittii tulona, jonka
yksi tekijd on 3, niin se on jaollinen luvulla 3.

Viite pitdéd paikkansa. [J

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
néakyviin.

Kirjoitetaan viite
nakyviin.

Aloitetaan pééttely
oletuksesta.

Voidaan sieventda
CAS-laskimella.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



b) Oletetaan, ettd a ja b ovat kokonaislukuja, Kirjoitetaan oletus

ja (a+b)* onjaollinen luvulla 3. (eli lahtotiedot)
nakyviin.
Tehtivini on osoittaa, etti > 4+ 5> on jaollinen Kirjoitetaan véite
luvulla 3 ndkyviin.
Oletuksen mukaan (a + b)3 =3¢, missd g on Aloitetaan pééttely
jokin kokonaisluku. oletuksesta.

Muokataan lauseketta.

Voidaan sieventda

+b)* =3
(a+b) q CAS-laskimella.

a’ +3a’b +3ab® +b> =3¢
a’ + b3 +3a’b + 3ab® = 3q
a® +b3 =3q —3a’h —3ab’
=3(q —3a?b —3ab?)

Koska luku a® +b% voidaan esittid tulona, jonka ~ Perustellaan, miksi
yksi tekijd on 3, niin se on jaollinen luvulla 3. vdite on tosi.

Viite pitaa paikkansa. [J



4.23

Tehtivini on osoittaa, ettdi 9973 42003 on jaollinen luvulla 3.

Tehtidvan 4.22 b-kohdassa todistetaan lause:
Jos luku (a +b)*> onjaollinen luvulla 3,
niin luku @3 4 > on jaollinen luvulla 3.

Koska

(997 + 2003)3 = 30003
= (3-1000)?
=33.10003
=3-32.1000%,

niin luku (997 4+ 2003) on jaollinen luvulla 3.

Tehtiviin 4.22 perusteella luku 9973 + 20033 on jaollinen luvulla 3.
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