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Geometria 3
Tama moniste on tehty 7.lk. geometrian opetukseen ja olen kayttanyt sita itse Hatanpaan koulussa. Jos joku
opettaja haluaa tata kuitenkin kdyttda omassa opetuksessaan, on se sallittua. Monisteen eteenpdin myymi-
nen ja omiin nimiin ottaminen on kuitenkin kielletty.

Muokkaan ja korjailen monistetta omien tarpeideni mukaan ja julkaisen uusimman version (jos muutoksia
tulee) osoitteessa:

https://peda.net/p/joykop/mm

Tama moniste on suunniteltu siten, etta oppilas tekee suurimman osan tehtavista tdhan monisteeseen. Osa
tehtdvista on kuitenkin vihkotehtavia.

Tama moniste sisaltaa 7.lk. geometriasta viimeisen osion, noin yhden kolmanneksen. Monisteet Geometria
1 ja Geometria 2 sisaltdvat alkuosat. Arvioinnin kannalta ndiden kolmen monisteen arvostelu on ollut kahden
koealueen asiat, eli omassa arvostelussani huomioin jokaisen monisteen sisallét 2/3 painotuksella verrat-
tuna tyypilliseen koealueeseen. Tama siis tiedoksi omille oppilailleni, joku muuhan voi arvioida toisenlaisella
painotuksella.

Janne Koponen
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16. Kolmio

Kolmiossa on kolme suoraa sivua ja kolme kulmaa.
C
Kolmion merkitsemiseen on kaytdssa oma symboli A
Y

Kolmio nimetaan sen kulmapisteiden avulla, esim.
Viereinen kolmion on:

Kolmio ABC = AABC o B

. . . A B

Kolmion kulmien summa on aina 180°.

a+f+y=180°

Esimerkki 1
Maarita kolmiosta kulma a.
Koska kolmion kulmien summa on aina 180°, saadaan kolmas
79° kulma laskettua laskulla:
a = 180° — 79° — 58° = 43°
Joskus sama lasku on katevampi laskea toisella pidemmalla ta-
o 58° valla, joka tuottaa kuitenkin saman tuloksen.
a = 180° — (79° + 58°) = 180° — 137° = 43°

Esimerkki 2
Maaritd kulmat a ja B
B saadaan laskettua vieruskulman avulla.
B = 180° — 147° = 33°

70°
Kuvaan on merkitty kulma y (harmaalla), jotta a voidaan
laskea.
147° y = 180° — 70° — 33° = 77°
Y B a = 77° ristikulma
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Tasakylkinen kolmio:

- Kaksi yhta pitkaa sivua, kyljet

- Kaksi yhta suurta kulmaa, kantakulmat
- Kolmas kulma on huippu, huippukulma

huippu

kylki

kantakulmat

kanta

Tasasivuinen kolmio:

- Kaikki kolme sivua yhta pitkia

- Kaikki kolme kulmaa yhta suuria

- On my0s tasakylkinen, erikoistapaus

60°

60° 60°

YIla olevissa kuvissa on “koristeltu” sivuja ja kulmia vakasin.
- Sivut, joissa on yhta monta vakasta, ovat keskendan yhta suuria.
- Vastaavasti kulmat, joissa on yhtd monta vakasta, ovat keskenaan yhta suuria.

Kolmioiden yleinen luokittelu

Teravakulmainen kolmio
- Kaikki kolme kulmaa ovat teravia

Tylppdkulmainen kolmio
- Yksi kolmion kulmista on tylppa
- Kaksi muuta kulmaa ovat aina terdvia

Suorakulmainen kolmio

- Yksi kulma on suorakulma

- Kaksi muuta kulmaa ovat aina teravia
- Tarkein tunnistaa




Tehtavia

1. Ma&arita kulma a

70°
79° S
b)
o
47° 47°
c)
31°
25° :
d)

2. Maarita kulma a
a)

a
86° 40°
/
b)
a
<
<
~152° 48°
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3. Ma&arita kulma a

a)
E\r
33°
b)
73°
a 160°

c)

2,7 cm
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4. Mitka kolmioista ovat:

a) teravakulmaisia b) tylppakulmaisia

d) tasakylkisia

c) suorakulmaisia

e) tasasivuisia f) ei mitdaan edellisista

5. Kuinka monta tylppaa kulmaa kolmiossa voi
olla? Perustele.

6. Kuinka monta suoraa kulmaa kolmiossa voi
olla? Perustele.

7. Ratkaise kulma a
a) (Huomaa kolme yhta pitkaa sivua.)

a

37

b) (Huomaa nelja yhta pitkaa sivua.)

;

8. Ratkaise kulma a.

a)

34°%

] 32°
b)
7

- @ 35°

9. Ratkaise kulma a

a o

35° ‘ 35°

10. Todista vihkoosi, ettd kolmion kulmien
summa on 180°

Todistaminen tarkoittaa sitd, etta sinun pitaa van-
hojen tietojen avulla perustella aukottomasti,
miksi jokaisen kolmion kulmien summa on 180°.

Kayta apuna tietoja: vieruskulma, ristikulma ja sa-
mankohtaisten kulmien yhtasuuruus (kun suorat
ovat yhdensuuntaisia).

Piirroksella kannattaa havainnollistaa asiaa.
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17. Nelikulmiot

Nelikulmiossa on nelja suoraa sivua ja nelja kulmaa.
Nelikulmion kulmien summa on 360°

Erilaisia nelikulmioita

Esimerkki 1.
Ratkaise kuviosta o.
Kulmien summa on 360°, joten a saadaan laskulla

a = 360°— (112° + 79° + 71°) = 360° — 262° = 98°

Simppelia

Esimerkki 2.
Ratkaise suunnikkaasta kulma a.

Suunnikkaasta kerrotaan seuraavalla sivulla. Tiedamme siksi, etta kaksi
merkitsematénta kulmaa ovat yhta suuret kuin niiden vastakkaisetkin

a
kulmat. Ratkaisutapoja on useita, alla ndytetdaan kaksi esimerkkia.
56°
Tapa 1. Tapa 2
Muodostetaan yhtalo Suunnikkaassa kaksi kappaletta kumpaakin
2a + 2 -56° = 360° kulmaa. Talldin vierekkaisten kulmien summa
2a + 112° = 360° on puolet koko suunnikkaan kulmien sum-
2 = 360° —112° masta eli 180°. a saadaan siis vihennyslaskulla
2a = 248° ||: 2
2_0: _ 248° a = 180° — 56° = 124°
2 2
a =124°

(Huomaa, etta tassa pelkka lasku ei oikeastaan
riitd, vaan tarvitaan sanallinenkin perustelu,
ettd talla tavalla saa laskea.)
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Nelikulmioiden luokittelu (kirjoita itse nuolen viereen, mita lisdominaisuuksia milloinkin tulee)

Nelikulmio:

—nelja kulmaa

—nelja suoraa sivua

Kaikki seuraavat ovat nelikulmioita, vaikkei
sita erikseen enda sanota.

¥

Puolisuunnikas:

uoli- .. -
P — kaksi sivua samansuuntaisia

suunnikas

Suorakulmio:
— vastakkaiset sivut samansuuntaisia
— vastakkaiset sivut yhta pitkia

Suunnikas:

— vastakkaiset sivut samansuuntaisia
suunnikas — vastakkaiset sivut yhta pitkia

— vastakkaiset kulmat yhta suuria

* Kun yksi toteutuu, toteutuvat muutkin

] U] — kaikki kulmat suorakulmia
* Jos viimeinen toteutuu, toteutuvat kaksi
suora- . e Ly
i ensimmaistakin kohtaa
kulmio
- . Neljakas:

— vastakkaiset sivut samansuuntaisia
— kaikki sivut yhta pitkia

' ‘ — vastakkaiset kulmat yhta suuria

I R Nelio:
— vastakkaiset sivut samansuuntaisia
neli6 ¢ — kaikki sivut yht pitkia

— kaikki kulmat suorakulmia
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Tehtavia 4. Ratkaise kuviosta a
a)
1. Mitka seuraavista kuvioista ovat 84°
a) suunnikkaita b) nelioita 88

c) suorakulmioita d) puolisuunnikkaita

5. Ratkaise suunnikkaasta a ja B. Perustele.
a)

B

R

124°

56°

-
)

2. Tee seuraavat selitystehtdvat vihkoosi. Perus-
tele huolellisesti. Pelkka vastaus “kylla” tai “ei”
ei ole riittava vastaus.

a) Onko suunnikas aina myo6s suorakulmio?
b) Onko neli6 aina myds suunnikas. b)
c) Voiko puolisuunnikas olla myds suunnikas.

d) Voiko neli6 olla myos nelikulmio.

3. Ratkaise kuviosta a 108°
a)

72°

70°

80°

10
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6. Ratkaise suunnikkaasta a ja B. Perustele. 10. Todista vihkoosi, etta nelikulmion kulmien
a) summa on 360 astetta.
135° Todistaminen tarkoittaa sitd, ettd sinun pitaa
vanhojen tietojen avulla perustella aukotto-
a masti, miksi jokaisen nelikulmion kulmien
B

summa on 360°.

Kayta apuna tietoa siitd, ettd kolmion kulmien
summa on 180°. Piirroksilla kannattaa havain-
nollistaa asiaa.

b) , Tehtava ei ole helppo, mutta kun sen tajuaa,
on ratkaisu ilmiselva

7. Tee seuraavat selitystehtavat vihkoosi. Kannat-

taa piirtaa myos havainnollistava kuva.

a) Jos suunnikkaan yksi kulma on 30°, kuinka
suuria ovat muut kulmat.

b) Jos suunnikkaan yksi kulma on 50°, kuinka
suuria ovat muut kulmat.

c) Jos suunnikkaan yksi kulma on 90°, kuinka
suuria ovat muut kulmat.

8. Piirra vihkoosi nelikulmio, jossa on
a) tasan yksi tylppa kulma
b) tasan kaksi tylppaa kulmaa
c) tasan kolme tylppaa kulmaa
d) tasan nelja tylppaa kulmaa.

9. Piirra vihkoosi nelikulmio, jossa on
a) yksi kupera kulma ja yksi tylppa kulma
b) yksi kupera kulma, mutta ei yhtdan tylppaa
kulmaa.

11
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18. Monikulmiot

Monikulmio muodostuu suljetusta murtoviivasta, joka ei leikkaa itseaan.
— Murtoviiva on janojen ketju, joista seuraava alkaa siita pisteestd, mihin edellinen loppuu.
— Suljettu tarkoittaa sitd, ettd murtoviiva loppuu samaan paikkaan, mista alkoi.

Monikulmioita Ei-monikulmioita

za

Monikulmioiden nimeaminen

Monikulmiot nimetdaan sen mukaan, kuinka monta kulmaa siina on.

Esimerkiksi kuusikulmainen monikulmio on kuusikulmio ja 35-kulmainen on 35-kulmio.

Kolmio on nimena erityistapaus ja lisaksi muutamien lukusanojen kohdalla on kdytossa “vanhah-
tavalta” kuulostava muoto. Eli poikkeuksia, jotka kannattaa huomata:

— Kolmio (3 kulmaa)

— Nelikulmio (4 kulmaa)

— Seitsenkulmio (7 kulmaa)

— Kymmenkulmio (10 kulmaa) ja sen johdannaiset

= /
== ()=

.

Monikulmion kulmien (astelukujen) summa

Monikulmion kulmien summa saadaan laskettua kaavalla
(n—2)-180°,

missd n on kulmien maara.

Kaytanndssa, kun monikulmioon tulee yksi kulma lisaa, kasvaa sen kulmien summa aina 180°:lla.
Kolmion kulmien summa on 180°.

Nelikulmion kulmien summa on 180° + 180° = 360°.

Viisikulmion kulmien summa on 360° 4+ 180° = 540°

Kun taman tajuaa, ei ensimmadisille kulmille kaavaa tarvitse muistaa, mutta isommille kulmioille kylla.

12



Geometria 3

Monikulmion lavistdjat

Lavistdja on jana, joka kulkee monikulmion kulmasta ei-viereiseen kulmaan.

Alla esimerkkeina lavistdjia (katkoviivoilla). Huomaa, etta joskus lavistaja voi kulkea myds moni-
kulmion ulkopuolella, jos monikulmiossa on kuperia kulmia.

Huom!
Kolmiolla ei ole yhtaan Ia-
vistajaa. Miksi?

Saannélliset monikulmiot
Monikulmion on saanndéllinen, jos sen kaikki sivut ovat yhta pitkia ja kaikki kulmat yhta suuria.

Alla kuusi ensimmaista saannollistd monikulmiota.

00O C

Esimerkki 1.

Laske kulma o.

Kuusikulmion kulmien summa
(6 —2)-180°=4-180° = 720°

Sen avulla saadaan a
a = 720°— (107° + 129° + 99° + 62° + 254°)
= 720° — 651° = 69°

Esimerkki 2.
Laske kulmat a ja B kuvan sdaannoéllisesta seitsenkulmiosta yhden desimaalin tarkkuudella.
<>
Seitsenkulmion kulmien summa
(7—2)-180°=5-180° = 900°
o Koska kaikki seitseman kulmaa ovat yhta suuria kuin a, saadaan se laskulla
900°

a= = 128,5714...° = 128,6°

Vastaavasti B on seitsemadsosa taydesta ympyrasta ja se saadaan laskulla
8 360°
-7

= 51,42857 ...° = 51,4°

13
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Tehtavia 3. Laske kulma a

1. Nimed monikulmiot

N

A B 450
¢ D 135°

E F

G 243°

2. Laske kulma a. (Vinkki: Esim. 1.)

4. Ratkaiset saannollisista monikulmioista kulmat
aja B.

14
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5. Ratkaise vihkoosi sdanndllisen monikulmion
yhden kulman suuruus
a) kahdeksankulmiosta,
b) 12 kulmiosta ja
c) 20 kulmiosta.

Seuraava ei ole perustehtava. Saa hypata yli ja pa-
lata tekemaan myohemmin.

6. Kuvassa on sdaanndllinen 36-kulmio (nayttaa jo
melkein ympyralta). Kulmat a ja f ovat vastaa-
via, mita tehtavan 4. tapauksissa. Ratkaise kul-
mat a ja B.

Vinkki. Ratkaise ensin
a. B:n ratkaisemisessa
kayttaa apuna kahta
kuvaan merkittya yli-
maaraista kulmaa.

Tehtava kannattaa tehda vihkoon. Saa tehda
havainnollistavia apupiirroksia.

ps. Al3 valits siitd, ettd kuvassa oikeasti on 32-
kulmio. Laske siten kuin olisi 36-kulmio.

7. Piirra kuvioon kaikki lavistajat, jotka lahtevat
pisteesta
a)A

b) B

15

8. Kuvien monikulmiot ovat saannollisia. Ratkaise
merkityt kulmat.
a)

b)

9. Todistustehtava todellisille huipuille.
Todista, ettd n-kulmion kulmien astelukujen
summa on oikeasti (n—2)180°.
Tassa kaytetaan niin kutsuttua induktiotodis-
tusta.
Vaiheessa 1. todista, ettd kaava patee pienim-
malle mahdolliselle monikulmiolle. (Helppo,
kun tajuat, missa monikulmiossa on vahiten
kulmia)
Vaiheessa 2. todista, etta kun kaava on totta
(n—1)-kulmiolle, on se totta myos n-kulmiolle.
Tama vaihe vaatii selittelya ja esimerkkipiirrok-
setkaan eivat ole pahasta.
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19. Pituuksien ja pinta-alojen muutokset

Pituuden yksikot

Yksikkémuunnoksissa kadytetdaan apuna suhdelukua,

Pinta-alojen yksikot

jolla muutettava luku kerrotaan tai jaetaan.

km
e Pituuden muunnoksissa suhdeluku on 10

e Pinta-alojen muunnoksissa suhdeluku on 100. m

Viereisessa kuviossa havainnollistetaan sitd, milloin da
suhdeluvulla kerrotaan ja milloin jaetaan
G
dm

cm

>

3 >

Esimerkki 1

Pituuden muutoksia: Pinta-alamuutoksia:
2,1m=21dm (pilkku 1 oikealle) 2,1 m?2 =210 dm?
2,1m=210cm (pilkku 2 oikealle) 2,1 m? =21000 cm?

2,1 m=2100 mm

2,1 m=0,21dam
2,1 m=0,021 hm
2,1 m=0,0021 km

(pilkku 3 oikealle)

(pilkku 1 vasemmalle)
(pilkku 2 vasemmalle)
(pilkku 3 vasemmalle)

2,1 m? =2100000 mm?

2,1m?=0,021a
2,1 m?=0,00021 ha
2,1 m?=0,0000021 km?

(pilkku 2 oikealle)
(pilkku 4 oikealle)
(pilkku 6 oikealle)

(pilkku 2 vasemmalle)
(pilkku 4 vasemmalle)
(pilkku 6 vasemmalle)

Kuten edelta huomaat, eivat numerot itsessaan muutu, ainoastaan pilkkua siirretaan.

16
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Tehtavia: 6. Muunna annettuun yksikkdon
a) 118,5cm? = m?
1. Muunna metreihin
a) 3,5dm = b) 0,0043 m? = cm?
b) 4,75 cm = c¢) 12500 cm? = m?
c) 2,5mm= d) 0,0028 m? = cm?
d) 5,6 dam = 7. Muunna annettuun yksikkdon
e) 3,8hm = a) 1,5m?= cm?
f) 7,2km = b) 430000 mm? = m?2
c) 12500 cm? = m?
2. Muunna neliometreihin
a) 4,5dm?= d) 28 ha= km?
b) 2,5 cm? = 8. Muunna annettuun yksikkdén
c) 7,25 mm? = a) 65,87 cm? = mm?
d)69a: b) 4300m2= ha
e) 2,88 ha = c) 1200 cm? = m?
f) 5,2 km?= d) 0,00003723 km? = m?

9. Mita pinta-alan yksikkoa kaytetdan tai on mie-
lekdsta kayttaa kuvaamaan seuraavia asioita?

3. Muunna senttimetreihin

a) 6,5dm =
a) Pellon pinta-ala
b) 75 mm =
b) Asunnon/talon pinta-ala
c) 1,35 m=
c) Suomen pinta-ala
d) 56 dm =

d) Kynsien pinta-ala

4. Muunna neliésenttimetreihin o
e) Huoneen seindn pinta-ala

a) 3,5dm?=
b) 715 , f) Tontin pinta-ala
mm? =
g) Maatilan metsien pinta-ala
c) 0,35m?2=
4) 5.6 m? h) ”pienen” pellon pinta-ala
,6m==

10. Tee vihkoon. Selvita seuraavien maiden

5. Muunna annettuun yksikkon pinta-ala ja asukasmaara. Kuinka paljon jokai-

al12,5m= km sella maan asukkaalla on tilaa neliometreina.
b) 3,5cm = m a) Suomessa b) Intiassa

c) 12,5cm? = mm2 c) ltaliassa d) Venajalla

d) 32m?= a

e) 3,2km?= ha

f) 5,4 km = m

17
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20. Pinta—aloja ja piiri

Pinta-alaa merkitaan isolla A-kirjaimella. Seuraavassa tarkeimmat/helpoimmat pinta-alakaavat.

Suorakulmion pinta-ala Nelion pinta-ala
A = kanta - korkeus = ab A=a-a=aa=a?
] L]
korkeus | b a
kanta [] [ ] []
a a
Kolmion pinta-ala
A= kanta - korkeus _ ah
- 2 T2
| |
| |
h h o |h
I |
| |
[ A
a a a

Piiria merkitaan pienella p-kirjaimella.

Monikulmion piiri

Monikulmion piiri saadaan laskemalla siihen kuuluvien janojen pituudet yhteen. Tata ajatusta
sovelletaan kaikkiin monikulmioihin. Erikoistapauksina voidaan pitda suorakulmiota ja neliota.
Suorakulmion piiri Nelion piiri

p=2a+2b p=4a
] L]

18
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Esimerkki 1
Laske kuvioiden pinta-alat ja piirit
a b
) [ ] ) - -
5,0cm 5,0cm

] 70cm [ ] 5,0cm ]

Pinta-ala Pinta-ala
A=70cm-5,0cm = 35cm? A=50cm-50cm = 25 cm?

Piiri Piiri

p=2-70cm+2-50cm =24,0cm p=4-50cm=20cm

Jos kolmiossa ei ole suoraa kulmaa, ei korkeusjanaa kayteta kuin pinta-alalaskuissa. Kannattaa siis olla tark-
kana, mita annetuista luvusta tarvitaan. Tasta seuraava esimerkki.

Esimerkki 2.
Laske kolmion pinta-ala ja piiri.
Pinta-ala
80cm:-60cm
A=

= 24 cm?

Piiri
p=80cm+65cm+92cm= 23,7cm

8,0cm
Esimerkki 3.

Laske varitetyn alueen pinta-ala
a) [ [ b) [] L]

£ 5

o 50cm o

© L >0.em ©

[ E 50cm [ ]
4,0 cm 10,0 cm
Suorakulmio Suorakulmio
A; =4,0cm-6,0cm = 24 cm? A; =10,0cm - 6,0 cm = 60 cm?
Kolmio Kolmio
6,0 -5,0 5,0 - 6,0

A, = —sz T =15 cm? A, = —sz ™ =15 cm?
Koko kuvio Koko kuvio
A=A+ A, =24 cm? + 15 cm? = 39¢m? A=A, — A, =60 cm? — 15 cm? = 45cm?

19
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Tehtavia

1. Laske kuvion piiri ja pinta-ala. lImoita vastaus
senttimetreina tai neliosenttimetreina.

a)
[T L]
50cm
L] [
8,0cm
b)
] L]
2,0cm
[ ] []
2,5¢cm
c)
LT L
8,0 mm
(1 []
3,5 mm

2. Laske nelion piiri ja pinta-ala, ilmoita vastaus-
metreina tai neliometreina.

a) [ ]

—|7,0m []

b) [ [

1 120 cm[]

20

3. Laske kolmioiden pinta-ala. Vastaus nelidsent-
timetreina.

15 m

4. Laske kolmioiden piirit

a)
. N

6,0 cm

b)

9,4 cm 3,5 cm

7,2¢cm

c)

7,2cm

4,7 cm
3,5cm
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Seuraavien tehtavien kuviin pitaa valivaiheiden ta-
kia merkita alueet esim A1 ja A ja kirjoittaa lyhyet

selitetekstit (katso esim. 3.)

5. Laske varitetyn kuvion pinta-ala. Vastaus nelio-

metreina.
a) L]
€
S o
< o
[ 1] [ 3
8,0m
160m [
b)
] 10,0 cm L_10cm
B
E
(&)
Q.
< 8,0 cm
c) !
I
2,0:cm
[1
L]
E
(@]
ot
on
] 6,0 cm

6. Laske varitetyn alueen pinta-ala

a)
£ N
o o
o (@)
< 3 4,0cm
6,0 cm
b)
3,0cm
£ w
o o
o (@)
~ =)
11,0 cm
c) 13,0 cm
x
o
(@]
3
d) - 8,0cm
o
o
(@]
3
12,0 cm
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7. Ratkaise yhtdlon avulla x. Muista laittaa myos
yksikko lopputulokseen.

a) ] ]
A =42 cm?
L []
X

b) NN
X

1 [

8,0cm

6,0 cm

A=72cm?

8. Ratkaise yhtalon avulla vihkoon
a) Mika on kolmion kanta, jos sen korkeus on
5,0 cm ja pinta-ala 15 cm?
b) Mika on kolmion korkeus, jos sen kanta on
12 cm ja pinta-ala 60 cm?
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21.  Yhtenevyys

Yhtenevyys
Jos kaksi kuviota ovat saman muotoisia ja kokoisia, sanotaan niiden olevan yhtenevia.
Yhtenevyyteen hyvaksytaan myos peilikuvat. C

D H
Yhtenevyytta merkitdan merkilla =
Esimerkiksi viereiset kuviot:
ABCD = HEFG
Pitaa olla tarkkana, etta vastinpisteet ovat
samassa jarjestyksessa A B E F

Yhtenevien kuvioiden ominaisuuksia:
— Vastinkulmat ovat yhta suuria
— Vastinsivut ovat yhta pitkia

Jos perusyhtenevyysasia on liian helppoa, voi opetella lisdksi kolmioiden yhtenevyyssaannot. Ne eivat ole
kokeeseen tulevaa asiaa (bonusmahdollisuus aina on).

Kolmioiden yhtenevyyssaannét (extraaa)

Kolmioiden kohdalla on olemassa tietyt edellytykset, joiden perusteella voidaan sanoa heti,
ovatko kolmiot yhtenevia vai eivat.

— ksk: kulma-sivu-kulma

Tama tarkoittaa siis sita, ettd molemmissa kolmioissa on yksi samansuuruinen kulma, sen vie-
ressa yhta pitka sivu ja viela sen vieressa samansuuruinen kulma. Talldin kolmiot ovat yhtenevia.
— §SS: sivu-sivu-sivu

— sks: sivu-kulma-sivu

— kks: kulma-kulma-sivu

Edellda mainitut nelja yhdistelmaa ovat sellaisia, ettd jos kahdessa kolmiossa ne toteutuvat sa-
manlaisina, ovat kolmioiden loputkin vastinsivut ja kulmat yhtenevia, jolloin my6s kolmiot ovat
yhtenevia.
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Tehtavia

Kahdessa ensimmaisessa tehtdvassa riittda silma-
madrdinen arvio. Varsinkin noin pienien kulmien
mittaaminen ei helpolla onnistu.

1. Mitka kuviot ovat yhtenevia mallin kanssa?

malli

2. Mitka kuviot ovat yhtenevia mallin kanssa?

malli

25

3. Kuvassa on kaksi yhtenevaa monikulmiota.

a) Merkitse yhteneva

A
kuvio
B
ABCDE =
b) Merkitse tauluk- S
koon vastinosat | D
ZA c
%C E F
<H H
4]
<D |
AB
DE !
HI
FG
BC

4. Kuvassa on kaksi yhtenevaa monikulmiota.

a) Merkitse yhteneva kuvio

ABCDEF = A .
b) Merkitse tauluk- c
koon vastinosat
A
ZB B
<H 5 E
LG J
JIE
AF
DE K
GL L
KL
CD G H

. Jos kahdella kuviolla on tietyt ominaisuudet,

ovatko ne yhtenevia? Perustele.

a) Kaksi neliota, joiden molempien yhden si-
vun pituus on 5,0 m.

b) Kaksi suorakulmiota, joiden molempien yh-
den sivun pituus on 5,0 m.

c) Kaksi ympyraa, joiden molempien sdde on
12,5cm.

d) Kaksi kolmiota, joiden molempien kaikki
kulmat ovat 60°.
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6. Kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevat. Maarita si-

vujen pituudet c
a) AB = 4,2cm
5,1cm
b) EF = B
c) DF = A F
E
4,5cm
D

7. Kuviot ABCDE ja FGHIJ ovat yhtenevat. Maarita

sivujen pituudet 3,2cm_~

B
a)GH =

n]

b) JF =
c)AB=

A
d) CD = §

4,0cm
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22. Symmetria suoran ja pisteen suhteen

Suoran suhteen symmetria tarkoittaa sitd, etta jokaiselle kuvion pisteelle 16ytyy yhta kaukaa
suoran toiselta puolelta vastaava piste.

Suoraa, jonka suhteen kuvio on symmetrinen, kutsutaan symmetria-akseliksi.
Alla muutama kuvio, joihin on punaisella piirretty symmetria-akseli/akselit.

Kuvion peilaaminen suoran suhteen tarkoittaa sita, etta annettua suoraa kdyttaen piirretaan kuviolle suoran
suhteen symmetriset pisteet. Tasta seuraava esimerkki

Esimerkki 1.

Peilaa nelikulmio ABCD suoran s suhteen.
Lahtokohta: Lopputulos

A A

Eli jokaiselle pisteelle A, B, C ja D on mitattu suorakulmassa suoraan s nahden oma vastinpiste. Kun
nama vastinpisteet yhdistetdan janoilla, saadaan suoran s suhteen peilattu kuvio.
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Pisteen suhteen symmetria tarkoittaa sitd, ettd jokaiselle kuvion pisteelle 16ytyy yhta kaukaa
pisteen toiselta puolelta vastaava piste.

Pistettd, jonka suhteen kuvio on symmetrinen, kutsutaan symmetria-pisteeksi.

Alla muutama kuvio, joihin on punaisella piirretty symmetria-piste.

<

Kuvion peilaaminen symmetriapisteen ympari tehdaan samalla tavalla kuin suorankin tapauksessa. Suo-
rakulmista ei tarvitse tassa enaa valittaa vaan jokaiselle pisteelle vain piirretddan symmetriapisteen toi-
selle puolelle vastinpiste ja ne yhdistetaan.

Esimerkki 2.

Alla nelikulmio ABCD on peilattu pisteen O suhteen. Peilauspiste (symmetriapiste) punaisella ja peilattu
kuvio sinisella.

CI

Tarkkasilmaiset varmasti huomaavatkin, etta pisteen suhteen symmetrian tekeminen ei tehnytkaan ku-
viosta peilikuvaa vaan kdansi sen symmetriapisteen suhteen ylosalaisin.

Taman kappaleen tehtavat erikseen
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Tehtavia 2. Peilaa kuvio suoran s suhteen. Voit kayttaa
ruutuja apuna.
1. Peilaa kuvio suoran s suhteen. Voit kayttaa a)
ruutuja apuna.
a)
\I |
S
b)
< E b)
S
c)
i |
)
d)
T c)
S
e) s
S

30



Geometria 3
3. Peilaa kuvio suoran s suhteen. Voit kdyttaa 4. Piirra seuraaviin kuviin symmetria-akselit.
ruutuja apuna.

a) Qﬁ
ESEVEEIARSS

5. Piirra seuraaviin kuviin symmetria-akselit.

| =
OO

6. Kuinka monta symmentria-akselia seuraavilla
kuvilla on?

OO
s O

31
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7. Peilaa kuvio pisteen P suhteen. Voit kayttaa 8. Peilaa kuvio pisteen P suhteen. Voit kdyttaa
ruutuja apuna. ruutuja apuna.
a) a)

: X P
b)
|
f ; X
%

X

5 P
X

32

b)

c)

d)
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9. Peilaa kuvio suoran s suhteen. Nyt ei ole ruu- 10. Peilaa kuvio pisteen P suhteen. Ruutuja ei
tuja, joten kayta piirtokolmiota (geokolmiota9. ole kaytdssa, joten kayta piirtokolmiota.
a) a)

=]
X
s b)
b)
P
X
c)
]
P
X
c)
S
d)
d)
/
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11. Piirrd seuraaviin kuviin symmetriakeskuk- 15. Mitka kaikki (isot) kirjaimet ja numerot ovat
set, jos voit. suoran suhteen symmetrisia?

16. Mitka kaikki (isot) kirjaimet ja numerot ovat
pisteen suhteen symmetrisia?

17. Piirra vihkoosi kaikki liikennemerkit,
a) jotka ovat suoran suhteen symmetrisia,
merkitse myds symmetriasuora.

b) jotka ovat pisteen suhteen symmetrisia,
merkitse myds symmetriakeskus.

18. Etsi netista logoja ja symboleja, jotka ovat
symmetrisia joko suoran tai pisteen suhteen.
Hahmottele niiden kuvat vihkoosi.

19. |hmisten kasvoja pidetdaan usein symmetri-
sind. Tasta syysta onkin yllattavaa huomata,
ettd oikeasti ihmisen kasvojen puoliskot ovat
hieman erilaisia.

\ | <

12. Mitka seuraavista lipuista ovat pisteen suh-
teen symmetrisia?

a) b) Hakusanoilla “face symmetry” |6ytyy paljon ih-
misten kuvista tehtyja muokkauksia, jossa kas-
vokuvasta on tehty kaksi eri kuvaa peilaamalla
kummatkin kasvonpuoliskot.

Ja toki kannykkaankin voi ladata useita sovel-

d) luksia, joilla tata voi kokeilla omillakin kuvilla.
Jos jaksoit lukea tanne asti, niin ehka arvaat,
mita pitaa tehda.

13. Peilaa oheisen kuvan teksti auto
a) x-akselin suhteen,
b) y-akselin suhteen,
c) origon eli pisteen (0, 0) suhteen.

-I-

AT O

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Tee seuraavat tehtavat vihkoosi

14. Kirjoita oma nimesi koordinaatistoon ja pei-
laa se x-akselin suhteen, kuten edellisessa teh-
tavassa. Voit tehda peilaukset myos y-akselin
ja origon suhteen.
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23. Kierto ja siirto (jousto)

Tosi nopeille ylimaaraisena. Valmistuu, kunhan kerkedn tehda

35
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24 Kertaus 3 4. Laske tuntemattoman kulmaan suuruus.

a)

o
Nimea monikulmiot mahdollisimman tarkasti

K /j ASOO 35°
W,

c)

P
O

. a) Mitka edellisen tehtavan monikulmioista oli-
vat sdannollisia?

b) Mika on sddnndllisen monikulmion vaati-
mukset?

. Piirra lavistajat seuraaville monikulmioille

a) //’ '
| E/Q?,
C) /j

36



5. Muunna annettuun yksikkdon

a) 120cm = m

b) 340 m = km

c) 1,23 m= mm

d) 0,34 m= dam
e) 3dcm?= mm?
f) 250 cm? = m?

g) 13a= m?

h) 0,345 cm? m?

6. Laske kuvioiden piirit ja pinta-alat
a)

3,0cm

7,0cm

b)

Geometria 3

37

7. Laske varitetyn alueen pinta-ala.

]

3,0cm | 6,0cm

Tahan lisaa sitten vield tehtavia yhtenevyy-
destd ja peilauksesta.
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25.  Vastauksia 2. @) a=110° b) &= 60°
3. a) a=95° b) a = 27°
16 Kolmio 4 a) a=60° B =120° b) a=40° B = 140°
boaemsh ez 5. a)135° b) 150°
c) a= )a= c) 162°
2. a)a=126° b) a = 80°
6. a=10°pB=170°
¢) « = 85° d) « = 133° * b
7. b
3. a)a=57° b) a =87° )
c) a=67° d) a = 60°
4. a)AE Hjal b)B,DjaG B
c)CjaF d)AEjaH
e) H f) Eiyksikdan
5. Yksi. Tylpan kulman suuruus on suurempi
kuin 90°. Jos kolmiossa olisi kaksi tylppaa 8. a) a=30°pB=60° b)y=40°06=80°
kulmaa, olisi niiden summa yli 180°, mika : — :
. . . . 19 Pituuksien ja pinta-alojen muutokset
on enemman kuin kolmion kulmien
summa. 1. a) 0,35m b) 0,0475 m
6. Yksi. Suorakulman suuruus on 90°. Jos kol- ) 22)5)25 m d) ggég
miossa olisi kaksi suorakulmaa, olisi niiden €) m H m
summa 180°, jolloin kolmannen kulman pi- 2. a) 0,045 m? b) 0,00025 m?2
taisi olla 0°. c) 0,00000725m? d) 690 m?
2 2
7. a) a=23° b) a = 30° e) 28800 m f) 5200000 m
3. a) 65cm b) 7,5 cm
. = 24° b) a = 62°
8 aa )& c) 135cm d) 560 cm
9. a=25°
* 4. a) 350 cm? b) 7,15 cm?
17 Nelikulmiot c) 3500 cm? d) 56000 cm?
1. a) B,C EF,Gjal b)Bjal 5. a) 0,0125 km b) 0,035 m
c) B,E,Fjal d)AB,CEFGjal ¢) 1250 mm? d)0,32a
c) Kylla d) Kylla 6. a) 0,01185 m2 b) 43 cm?
3. a) a=120° b) o = 80° C) 1,25 m?2 d) 28 cm?
4. a) o =98° b) o =228° 7. a) 15000 cm? b) 0,4'3 m?
c) 1,25 m? d) 0,28 km?
5. a) a=124°3=56°b) a =108° 3 =72°
8. a) 6587 mm?2 b) 0,43 ha
6. a) a =135%p3=45°b)a=37°,3=37° ¢) 0,12 m? d) 37,23 m2
7. a) 30° 150°ja 150° b) 50° 130°ja 130° 9. a) ha b) m?
c) 90°,90° ja 90° c) km? d) cm? tai mm?2
18 Monikulmiot e) m? f) m?tai ha
g) ha h) a
1. A =viisikulmio B = nelikulmio
C = kolmio (suorakulmainen kolmio) 20 Pinta-aloja ja piiri
D = seisenkulmio  E = yhdeksankulmio 1. a) p=26,0cm A = 40 cm?
F = 12-kulmio G = kuusikulmio b) p=9,0 cm A =5,0 cm?
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¢) p=230cm A =0,28 cm? 5. a) Kylla b) Ei
a) p=180cm A =0,20 cm? c) Kylla d) Ei
2. a) p=280m A =49 m? 6. a) 45cm b) 4,2 cm
b) p=48m A=1,44m?~ 1,4 m2 c) 51cm
3. a) 12 cm? b) 10,5 cm?2 = 11 cm? 7. a) 3,2cm b) 2,2 cm
c) 90 m2 =900 000 cm? c) 4,0cm d) 2,8 cm
4. a)15,5cm b) 20,1 cm 22 Symmetria suoran ja pisteen suhteen
c) 15,4 cm
1. a)
5. a) 80 m? s
b) 52 cm?Z = 0,0052 m?
c) 24 cm? = 0,0024 m?
6. a) 16 cm? b) 68 cm? b)
c) 89 cm? d) 72 cm? s
7. a)x=7,0cm b) 9,0 cm Q D
8. a) 6,0cm b) 10 cm
<)
21 Yhtenevyys s
1. D
2. AjaE
3. a) ABCDE = IJFGH d
)
b) s
<A g
xC XF
<E <H
«B 4]
<D %G e) ]
AB 1J
DE GH
EA HI
CcD FG
BC JF
4. a) ABCDEF = KLGHIJ
b)
<A <K
<B LL
<D <H
xC (¢
JE |
AF KJ
DE HI
CB GL
AB KL
ch GH
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Geometria 3

d)
a) ei b) kylla
c) kylla d) kylla

OTUA ALITO

ssssss

Anna kaverin tarkistaa

A B,C,D,E,H,,M0,T,U,V,X, Y, A AjaO.
(K-riippuu kirjoitustavasta, yleensa ei).
Numeroista 0, 1 (ilman vakastd), 3 ja 8.

H,L, N, O,SjaX. Numerot: 0,2,5ja8.(2ja5
siten, miten ne ovat esimerkiksi digitaali-
naytoissa.)

a) Suoran suhteen symmetrisia liikenne-

merkkeja on ainakin 45 erilaista. Siksi tassa
vain muutama esimerkki:

A @V
@B O

Aaretsn maara,
tassa vain osa.

42

b) Pisteen suhteen symmetrisia on jonkun
verran vihemman, mutta riittavasti niita-
kin. Tassa vain muutama:

< @O
O

23 Kierto ja siirto (jousto)

24 Kertaus 3

1.

a) suorakulmainen kolmio
b) suunnikas

c) tasakylkinen kolmio

d) kuusikulmio.

e.) saannollinen viisikulmio

a) monikulmio e
b) Kaikki sivut yhta pitkia ja kaikki kulmat
yhta suuria.

a)

b)

c) ei ole yhtaan lavistajaa

a) a = 65° b) B =52°

) y=114° d) § =108°

e) e=63° f) n=119°
a)1,2m b) 0,34 km

¢) 1230 mm d) 0,034 dam

e) 3400 mm? f) 0,025 m?

g) 1300 m? h) 0,0000345 m?
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6. a) p=20,0cm A=21cm?
b) p=16,0 cm A =12 cm?

7. A=39cm?

8.
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