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Lyhyt matematiikka, kevat 2010

Mallivastaukset

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6éri Antti Suominen. Teemu Kekkonen opettaa
lukiossa pitkdé ja lyhyttd matematiikkaa sekd fysiikkaa. Han on tarkastanut
matematiikan ja fysiikan yo-kokeita neljan vuoden ajan. Teemu Kekkonen
ja Antti Suominen toimivat opettajina MA-FY Valmennus Oy:ssd. Nama
mallivastaukset ovat MA-FY Valmennus Oy:n omaisuutta.

MA-FY Valmennus Oy on Helsingissd toimiva, matematiikan ja fysiikan
valmennuskursseihin erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat

o TKK-padsykoekurssit
e abikurssit
e yksityisopetus

Téastd kevadsta alkaen olemme julkaisseet internet-sivuillamme kaiken pa-
lautteen, jonka asiakkaat antavat kursseistamme. Néin varmistamme, etté
palveluistamme kiinnostuneilla ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja re-
hellinen kuva siitd, mitd meiltd voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkil6ille opiskelukéyttéon ja omi-
en yo-vastausten tarkistamista varten. Kopion téstéd asiakirjasta voi ladata
MA-FY Valmennuksen internet-sivuilta www.mafyvalmennus.fi. Kéytto kai-
kissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion matematiikan opetta-
jana voit kiyttaa naitd mallivastauksia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MA-FY Valmennus Oy:n yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin: 050 338 7098
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1. a) Ratkaise yhtélo £ (32 — 2) = 3(22 + 3).

b) Ratkaise yhtélo (x4 2)(x —2) = 5.

c) Maérita suorien x + y = 2 ja 2z — y = 5 leikkauspiste.
Ratkaisu. a)

Ysw—2)= %<2x+3) |6

5(3:1: —-2)= 2(23: +3)

33z —2) =2(2z + 3)
92 —6=42+6

AN

b =12 |:5
12
T
x:22
5
b)
(x+2)(x—2)=5
2’ —4=5
=9 [IV0
=49
r = =£3

c¢) Leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtalopari

r+y=2
20 —y =5
3z =7 |:3
7
r==
3
Sij. 7
e — =
51V
1
Y773

V: Leikkauspiste (21, —1)
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2. a) Nelion pinta-ala on 1,20 m?. Laske nelion livistdjin pituus senttimetrin
tarkkuudella.

b) Mille positiiviselle luvulle x pitee 2* = 17?7 Anna vastaus kolmen desi-
maalin tarkkuudella.

c) Sievenni 4% — 37! + 272 — 173, Anna vastaus murtolukuna.

Ratkaisu. a)

Pinta-ala:
A=1,20m?
A=z?
2?2 =1,20
Lavistaja:
d* = 2® 4+ 2*
d>=22°
=212
@ =24 V0
d= F,\/24
d=1,5491...
d ~ 1,55 (m)
V: Lévistajan pituus on 155 cm.
b)

=17 IV, >0
xz(i)\‘l/ﬁ

z =2,0305. ..

r =~ 2,031
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V: Luku on 2,031
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3. Oheisessa kuviossa on erdédn funktion kuvaaja. Maérita kuvion perusteella
a) funktion nollakohdat,

b) funktion derivaatan nollakohdat,

c¢) funktion suurin arvo valilla [—2, 3],

e

)
)
)

d) funktion pienin arvo vélilla [—2, 3],
) vilit, joilla funktio on kasvava, ja
)

f) vili, jolla funktio on viheneva.

-

N/

L

+

-3

Ratkaisu. a) Kédyra leikkaa z-akselin, kun f(x) = 0.
Nollakohdat: x = —2 tai x = 0,5 tai x = 2,8.

b) f'(x) = 0 kohdissa, joissa kdyrin tangentti on vaakasuora.
Derivaatan nollakohdat: x = —1 tai x = 2.

¢) Suurin arvo: 5

d) Pienin arvo: =5

e) f(z) kasvaa, kun —2 <z < —1tai 2 <x < 3.
f) f

(x) véhenee, kun —1 <z <2
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4. Kuinka monta litraa 12-prosenttista suolaliuosta on lisattava kolmeen lit-
raan b-prosenttista suolaliuosta, jotta saadaan 8-prosenttinen suolaliuos?

Ratkaisu. Olkoon 12-prosenttisen liuoksen méaéré a. Suolan méara liuoksessa
on 0,12a.

5-prosenttista suolaliuosta on 3 1. Suolan méara liuoksessa on 0,05-31 = 0,151.
Haluttu liuos 8-prosenttista:

0,12a+0,15
T—0,0S || ((Z+3), (Z# 3

0,12a + 0,15 = 0,08(a + 3)
0,12a 4 0,15 = 0,08a + 0,24
0,040 = 0,09 | :0,04

0,09
a=——

0,04
a =225

V: 12-prosenttista liuosta on lisattava 2,251.

Vastauksen voi ilmoittaa myos kahden merkitsevian numeron tarkkuudella eli
2,3 L
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5. Tuhat euroa talletetaan viiden prosentin korolla 50 vuodeksi. Korko lii-
tetddn padomaan vuosittain. Laadi pylvasdiagrammi, joka kuvaa talletuksen
arvoa viiden vuoden vilein. Lahdeveroa ei oteta huomioon.

Ratkaisu. k = 1000€

q=1,05, (korko 5%)

Talletus n-vuoden jalkeen:

kn = ¢"k
kn, = 1,05" - 1000
ks = 1276,281 . . .

~ 1276,28 (€)
ko = 1628,894 . ..
~ 1628,89 (€)
kys = 2078,928. . .
~ 2078,93 (€)
kao = 2653,297 .. .
~ 2653,30 (€)
kios = 3386,354.. . .
~ 3386,35 (€)
kso = 4321,942 . ..
~ 4321,94 (€)
kss = 5516,015. . .
~ 5516,02 (€)
kio = 7039,988 . ..
~ 7039,99 (€)
kis = 8985,007 ...
~ 8985,01 (€)
kso = 11467,399 . . .
~ 11467,40 (€)

Pylvasdiagrammi seuraavalla sivulla

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus
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6. Madrita funktion f(z) = (r—2)(3—x) suurin ja pienin arvo vélilld [—3, 3].

Ratkaisu. f(z) = (x —2)(3 — )

flx) =3z —2*—6+2z

f(z)=—2*+52—6
Funktio on jatkuva ja derivoituva. Funktion suurin ja pienin arvo suljetulla
valilla [—3, 3] 1oytyvéit valin péadtepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

f'w) = =2z +5

f(x)=0

—2z+5=0
20 =5 |:2

5

T = —

2

r =25

Lasketaan em. arvot:
f(=3)=(-3-2)-(3—(=3)) =—30 <« pienin
1
f(25)=(25-2)-(3—2,5)=0,25 = 1 suurin

fB)=0B-2)-B8-3)=0

V: Suurin arvo f(2,5) = i;
pienin arvo f(—3) = —30.
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7. Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 3,2cm ja 5,7 cm. Laske
hypotenuusan pituus ja suoran kulman kérjen etdisyys hypotenuusasta.

Ratkaisu.
C
3, A Ch n
¢ =3,2°+57
=42773 |1/
c= 1,\/42,73
c=653...
¢~ 6,5 (cm)
Kolmion pinta-ala:
1 .
= éch, toisaalta
1
=—-:32-57
2 ) )
1 1
—ch=--392. .9
5¢ 5 3,2-5,7 |
ch=32-57 |:c
3,2-5,7
h — Y )
c
b= 3,2-5,7
6,53...
h=279...
h ~ 2,8 (cm)

V: Hypotenuusa: 6,5 cm.
Suoran kulman kérjen etéisyys hypotenuusasta: 2,8 cm.
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8. Tiedonsiirtojarjestelméssa havaittiin yksittaisen bitin saapuvan virheelli-
send vastaanottajalle todennakoisyydelld 0,00015. Yksittaisten bittien siirto-
jen oletetaan olevan toisistaan riippumattomia.

a) Milld todenndkoisyydella vastaanottajalle saapuvassa 16 bitin jonossa

on ainakin yksi virheellinen bitti?

b) Jos ldhetetddn 32 kappaletta 16 bitin jonoja, niin milla t6dennékoisyy-
della vastaanottajalle saapuu ainakin yksi virheellinen jono?

Ratkaisu. P(Virhe) = P(V') = 0,00015

P(Ei virhettd) = P(V) = 1 — P(V) = 0,99985

a) A: 7ainakin yksi virhe”

A: el yhtédédn virhetta”

b) B: ”on ainakin yksi virheellinen jono’

P(A)=P(VjaVija. jaV)=PV)"*

16 kpl
P(A) =1-P(A4)
—1—-P(V)'
=1—0,99985'¢
=0,00239. ..

~ 0,24 %

V: Todennikoisyys on 0,24 %.

)

B: "ei yhtésin virheellistd jonoa”

P(B) =1-P(B)

P(B) =1—P(A)*

P(B) =1 — (P(V)'%)*
P(B) =1 — (0,99985'%)32
P(B) = 0,0739

P(B) ~ 7,4%
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9. Maaritd sen suoran yhtéls, joka kulkee pisteiden A = (—1,1) ja B =
(8,4) yhdysjanan keskipisteen kautta kautta ja on kohtisuorassa tétd janaa
vastaan. Missé pisteisséd suora leikkaa koordinaattiakselit? Piirra kuvio.

Ratkaisu.

——

A
(£.0) \
Janan AB keskipiste:

o (ZLE8 14y (75
2 2 2°2

Janan AB kulmakerroin:

ke = Y2 — 1
X1 — T2
4—1

by = ————
8—(-1)
1

kl:g
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Suoran [ kulmakerroin ks:

ki ke =—1 (kohtisuoruus)

1
ko = ——
2 kfl
1
k?QZ—T
3
ko = —3

Suoran yhtéls: yo = 2, xg = 2

y—yozk($—$o)

y-akselin leikkauspiste voidaan lukea suoran yhtalon vakiotermista ja leik-
kauspiste on (0, 13).
Tutkitaan, missd kohdassa suora leikkaa x-akselin:

—3x+13=0
—3z=-13 |:(-3)

13

T = —

3

Vastaus: Suoran yhtélé on y = —3x + 13.

x-akselin leikkauspiste on (1—5’, 0) ja y-akselin leikkauspiste (0, 13).
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10. Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 2 ja 3. Kolmio pyoréah-
taa tdyden kierroksen lyhyemmén kateettinsa ympéri, jolloin syntyy avaruus-
kappale. Piirra kappaleen kuva ja laske sen tilavuus.

Ratkaisu.

h =2, r = 3, suora ympyrakartio

Tilavuus:
1
V= §7T7"2h
1 1
V=Ccr-3%9
3
1
V =6r

V: Kappaleen tilavuus on 67.
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11. Lukujonon seuraava termi a, ., lasketaan edellisen termin a,, avulla kaa-

van
1 2
An+1 =5 { Gn + .

mukaisesti. Laske desimaalilukuina riittavalla tarkkuudella lukujonon termit
ai, az, as ja’ Gy, kun

a)ap =3 ja b) ag = 8.

Laske molemmissa tapauksissa, kuinka monta prosenttia termi ay poikkeaa
luvusta /2.

2
Ratkaisu. a,,, = % <an + —)

a)

ag = 3
~ (342
=3 3
11
a, = 5= 1,833333333 ... =~ 1,8333333
1 /11 2
a9 — 5 E + E
6
1
Ao = % = 1,462121212... ~ 1,46212121

1 (193 N 2 )
43 =75\ 729 7 103

2\132 15
az = 1,41499843 ... ~ 1,4149984

1 2
= = (1,41499843 ...
“=5 ( ’ * 1,41499843...)

ay = 1,41421378 ... ~ 1,4142138

Prosentuaalinen poikkeama luvusta V2

1,4142...— /2

=1,5388...-107"
V2

= 0,000015388 ... %
~ 0,000015 %

Vi ay = 1,8333333, ay = 1,46212121, az = 1,4149984, ay = 1,4142138
Poikkeama luvusta v/2 on 0,000015 %
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b)
a0:8
1 2
=— 18 —
aq 2( +8>
a; = 4,125

L (054 2
2= % 4125

ag = 2,304924242 . .. = 2,3049242

as = % (2,304924242...+ 2’3049224242“.)
as = 1,58631586.. .. ~ 1,5863159

1 2
as = (1,58631586...+ { 5a631586 )

ay = 1,423549408 . . . ~ 1,4235494

Prosentuaalinen poikkeama luvusta v/2:

1,4235... — /2
V2

V:ay = 4125, ay = 2,.3049242. a5 = 1,5863159, a, = 1,4235494
Poikkeama luvusta v/2 on 0,66 %

= 0,0066014 . .. ~ 0,66 %
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12. Miérité sellaiset luvut a, h ja k, etté paraabelin y = 222 — 42 — 1 yhtélo
saa muodon y — k = a(z — h)?. Mitki ovat paraabelin huipun koordinaatit?
Piirra kuvio.

Ratkaisu.

y=2z%—4zr—1
y+1=22%—4x
y+1=2(x*—2z) | +2, muistikaava: (v —y)* = 2> — 22y + ¢/
y+ 3 =2(2* - 2z)+2
y+3=2x*-2z+1)
y+3=22*-2-2-1+17
y—(=3)=2(z— 1)’

a=2,n=1jak=-3
Paraabelin huippu on derivaatan nollakohdassa:

y'(z) =4x — 4
y'(x) =0
dr —4=0
=1
y(1)=2-1"—4-1-1
= -3
Huippu (1, —3)
x|y
—212-(-2?—-4-(-2)—1=15
-1 5
0| -1
1] =3
2| -1
3 5
4| 15

Kuva seuraavalla sivulla
Via=2,n=1jak=-3
Huippu (1, —3)
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13. Lahjavero méaraytyy ensimmaéisessé veroluokassa seuraavasti:

www.mafyvalmennus.fi

Verotettavan osuuden
arvo, euroa

Veron vakioerd
osuuden alarajan
kohdalla, euroa

Veroprosentti
ylimenevasta osasta

4000-17000 100 7
17000-50 000 1010 10
50 000~ 4310 13

Lahde: www.vero.fi
(26.5.2009)

a) Kuinka paljon veroa menee 30000 euron lahjoituksesta?

b) Piirréd sen funktion kuvaaja, joka esittaé lahjaveron riippuvuutta lahjan
arvosta (so. verotettavan osuuden arvosta).

Ratkaisu. a) 30000 € on vilissia 17000-50000.
Vakioerd: ri = 1010€
Ylimenevista osasta 10 %: ro = (30000€ — 17000€) - 0,1 = 1300 €
Yhteensad r = ry +ry, = 1010€ + 1300€ = 2310 €.
V: Veroa menee 2310€.

b) x on lahjoitus. y on veron maara.

0-4000€:
400017000 €:

y1 =0

y2 = 0,07(x — 4000) + 100
Yo = 0,07z — 180

y3 = 0,1(x — 17000) + 1010
y3 = 0,1z — 690

ys = 0,13(x — 50000) + 4310
ys = 0,13z — 2190

17000-50000 €:

50000 €~

Kuvaajat ovat suoria. Lasketaan alku- ja loppupisteet.

Y2(4000) = 100
42(17000) = 1010 = y3(17000)
y3(50000) = 4310 = 1,4(50000)

14(100000) = 10810

Kuvaaja seuraavalla sivulla.
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14. Sanomalehden tilaushinta vuodeksi 2003 oli 194,26 € ja vuodeksi 2009
vastaavasti 249<€. Kuinka monen prosentin vuosittaista hinnankorotusta ta-
mé vastaa, kun oletetaan, ettd prosentti on jokaisena vuonna ollut sama?

Ratkaisu. V. 2003: k =194,26€
V.2009: kg =249€

Jos hinta kasvaa saman prosenttiosuuden vuosittain, on kyseessé eksponen-

tiaalinen kasvu:
k, = q"k, q on korkotekija.

ke = 249
q°- 194,26 = 249 || : 194,26

F=22_ 10

~ 194,26
249
— 4.6
7= S\ 194,26
g =1,04224 ..

Korkoprosentti:

g—1=1,04224... -1
=0,04224 . ..
~4,2%

V: Vuosittainen hinnankorotus on ollut 4,2 %
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15. Pystysuora vektori p = 55 esitetdsin kahden vektorin
a=—xit+yj ja b=uxi+yj

summana. Miten on z ja y valittava, kun vaatimuksena on, etté sekd vektorin
a ettd vektorin b kulma x-akseliin ndhden on 2°7

p
@ b
2° 2°
Ratkaisu.
p=>5j
a=—xi+yj, b=uzi+yj
p=a+b
5j = —xi+yj + (i + yj)
5] = 2yj,
joten
2y =5 |:2
y=25

Molemmille vektoreille @ ja b pitee:

)
X o Y
WN tan2® = =
RO x
Y

__'\“.’ x:tan2°
M z =71,5906. ..
Yj z~ 71,6
{#

Viz =716 jay=205.

x:n arvo voidaan antaa myos kahden numeron tarkkuudella, eli x = 72 tai

tarkkana arvona, eli x = %L
an 2

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 21



