Tehtava 1

(Perustelu: Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa 180°.
Keskuskulman suuruus 180°-57°=123°. Taten f=360°-123°=237°)

1.1 | Vastaus: 60 astetta 1p
(Perustelu: Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat yhta suuria, a=180°/3=60°)

1.2 | Vastaus: 51 astetta 1p
(Perustelu: Tasakylkisen kolmion kantakulmat yhta suuret, y=(180°-78°)/2=51°)

1.3 | Vastaus: 115 astetta 2p
(Perustelu: Suunnikkassa vastakkaiset kulmat yhta suuria)

1.4 | Vastaus: 237 astetta 2p




1.5 Maarita kulman (4 suuruus. Perustele vastauksesi.

3p.
A
70°
D

[f 260

B

53°
C

Kolmiosta BCD tiedetaan kahden kulman suuruudet. Lasketaan kulman CBD suuruus:

<1CBD = 180° — 53" — 26° = 101°
Kulma B on kulman CBD vieruskulma. Lasketaan kulman B suuruus:
5 =180°—aCBD = 180° — 101° = 79°

TAI

Kolmiosta ACD tiedetdan kahden kulman suuruudet. Lasketaan kulman ADC suuruus:

FADC = 180° — 70° — 53° = 57°

Lasketaan kulman ADB suuruus:

AADB = 4ADC — 4BCD = 57° — 26° = 31°

Kolmiosta ABD tiedetdan kahden kulman suuruudet. Lasketaan kulman B suuruus:
A =180° —70° — 31" = 79°

Vastaus: p=79°

Vastauksen pituus: 300 merkkia.

Pisteytys

Kulman CBD ratkaiseminen oikein

1p

Kulma B kulman CBD vieruskulma

lp

Kulman B ratkaiseminen oikein

1p




TAl

Kulman ADC ratkaiseminen oikein 1p
Kulman ADB ratkaiseminen oikein 1p
Kulman B ratkaiseminen oikein 1p
1.6 Ratkaise kulman ¢ suuruus. Perustele vastauksesi. 3 p.
174°
¥

174°:n keskuskulma ja kehdkulma a ovat samaa kaarta vastaavat kehakulma ja keskuskulma.

Kehakulmalauseen nojalla kehdkulma on puoclet samaa kaarta vastaavasta keskuskulmasta. Lasketaan

kulman a suuruus:

l a
a= 174° =87°
Vastaus: a=87°
Vastauksen pituus: 190 merkkia.
Pisteytys

Kehakulma vastaa samaa kaarta kuin tunnettu keskuskulma 1p
Kehdkulmalauseen nojalla kehdkulma puolet samaa kaarta vastaavasta keskuskulmasta 1p

Oikein laskettu kulma

1p




Tehtava 2

2.1 Laske pienimman pyramidin tilavuus. (3p)

Pyramidi on kartio ja kartion tilavuus voidaan laskea kaavasta V = %A;,h , Missa A, on pyramidin pohjan

pinta-ala ja h pyramidin korkeus. Pyramidin tilavuuden laskemiseksi tarvitaan pyramidin pohjan pinta-ala
Ag. Pienimman pyramidin pohja on nelid, jonka sarman pituus on 3,0cm, joten:

Ay = (3,0em)? = 0,0em?

Lasketaan pienimman pyramidin tilavuus V;:
1
"71 = gAplhl
1
Vi=—=--90-50
1 3 1 *
V) = 15¢m®

Vastaus: V,=15cm?

Pisteytys

Pohjan pinta-ala laskettu oikein.

1lp

Kaytetty kartion tilavuuden kaavaa.

1p

Sijoitettu arvot oikein ja saatu oikea vastaus.

lp




2.2 Laske keskikokoisen pyramidin tilavuus. (5p)

2

Keskikokoisen pyramidin pohjan pinta-ala A,;=81cm? ja pienimman pyramidin pohjan pinta-ala A,=9,0cm?.

Pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid. Lasketaan pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava:

2 A
(7) =%,

: 9.0
3 -%
(5)'=5 v
s 1
A R

Pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava on 1:3. Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.
Lasketaan keskikokoisen pyramidin tilavuus:

s\ W
(3 =%

(1)3_ 15
3] T W

= — || kerrotaan ristiin

V5 = 405cm® =~ 410em®

TAI

Keskikokoisen pyramidin pohjan pinta-ala A,;=81cm?. Lasketaan keskikokoisen pyramidin pohjasdrman a,
pituus:

(a2)" = A
(@) =81 |y
ay = +9
Pituus on positiivista, joten a;=9cm. Lasketaan pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava:
s_m 30 1 . .3
o oay 9 3
Pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava on 1:3. Ratkaistaan keskikokoisen pyramidin korkeus:
i
t ho
1 50 Ik . otii
= 21 TOU L TLSLINT
3 hg QAL 5 i
hy-1=50-3
hy = 15em
Lasketaan keskikokoisen pyramidin tilavuus:
1
L’! - E p2"12
1
Vo=—--81-15
T3

Vi = 405em® ~ 410¢m®

Vastaus: V,=410cm?®

Pisteytys
Tunnistettu, ettd pinta-alojen suhde on mittakaavan nelié. 1p
Laskettu pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava oikein. 1p
Tunnistettu, etta tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio. 1p




Ratkaistu keskikokoisen pyramidin tilavuus. 1p
Vastaus oikein. 1p
TAI
Ratkaistu keskikokoisen pyramidin pohjasarman pituus. 1p
Laskettu pienimman ja keskikokoisen pyramidin mittakaava oikein. 1p
Laskettu keskikokoisen pyramidin korkeus mittakaavan avulla. 1p
Kaytetty kartion tilavuuden kaavaa ja ratkaistu keskikokoisen pyramidin tilavuus. 1p
Vastaus oikein. 1p
2.3 Laske suurimman pyramidin korkeus. (4p)
Suurimman pyramidin tilavuus V5=3240cm? ja pienimman pyramidin tilavuus V,=15cm?. Tilavuuksien suhde r’
on mittakaavan kuutio. Lasketaan pienimman ja suurimman pyramidin mittakaava:
CRE _ L"|
(3) =%
543 15
(T) T 3240
AR 1
(3) =3 ¥
L Y
t 6
Pienimman ja suurimman pyramidin mittakaava on 1:6. Lasketaan suurimman pyramidin korkeus:
s M
t - .‘1;;
1 50 .
= =—-— | ker rotaan ristiin
G hy
hy-1=50-6
fs = 30cm
Vastaus: hy=30cm
Pisteytys
Tunnistettu, etta tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio. 1p
Laskettu pienimman ja suurimman pyramidin mittakaava oikein. 1p
Muodostettu verrantoyhtalé suurimman pyramidin korkeuden ratkaisemiseksi. 1p

Laskettu suurimman pyramidin korkeus oikein.

1p




Tehtava 3

3.1 Nivala ja Haapajérvi ovat Pohjois-Pohjanmaan eteldosassa sijaitsevia kaupunkeja. Haapajérvi sijaitsee
Oulusta 141 km linnuntieté etelddn. Nivala sijaitsee puolestaan Haapajdrveltd 27 km luoteeseen.

Piirré mallikuva ja ratkaise Nivalan ja Oulun viélinen etdisyys kilometrin tarkkuudella. Maapallon pinnan

kaarevuutta ei tarvitse ottaa huomioon. (5 p)

Ratkaisu
Mallikuva

Oulu

X
141 km
Nivala
27 km
45°
Haapajarvi

Haapajirvi sijaitsee Oulusta linnuntiets eteldén, joten Oulu sijaitsee Haapajirvelts tarkasteltuna linnuntietd pohjoiseen. Nivala
sijaitsee Haapajarveltd luoteeseen. Pohjoisen ja luoteen vilinen kulma on 45°. Nivalan ja Oulun vilinen etdisyys X voidaan
ratkaista kosinilauseen avulla, silla muodostuvasta kolmiosta tiedetdan yhden kulman suuruus ja kahden sivun pituus.

¢ =a® + b — 2abcosy

w? = 27" 41417 —2-27- 141 - cos 45°

r=4£4/27 41417 — 2. 27 141 - cos 45°
x = +123,39404... (km)

Etdisyys on positiivista, joten x = 123 km.

V. Nivalan ja Oulun vilinen etdisyys on 123 km.
Huom! Myé6s pyoristaminen 120 kilometriin hyvaksytaan.

TAI (Yhtdlon ratkaiseminen CAS-laskimella)



ratkaise(x” = 277 + 1417 — 2- 27 - 141 - cos(45°))

= {x = —123.39404,x = 123.39404}

Pisteytys

Mallikuvan piirtaminen ja ilmansuuntien valisen kulman tulkitseminen oikein 1p
Kosinilauseen sopivuuden tunnistaminen ja arvojen sijoittaminen oikein lausekkeeseen 1p
Nelidjuuren ottaminen molemmilta puolilta ja x:n pyOristamattomat arvot 1p
TAI

Yhtdlon ratkaiseminen CAS-laskimella

Positiivisen arvon valinta etdisyydeksi 1p
Etdisyys pyoristetty oikein 1p

3.2 Oulun tuomiokirkon kellotorni on yksi Oulun korkeimmista rakennuksista. Kellotornin huippu nédkyy 2,9
asteen kulmassa horisontin yldpuolella Pikisaaren tenniskentiltd katsottuna. Erdidstd paikasta tuomiokirkon
edustalla sijaitsevasta Franzénin puistosta kellotornin huippu ndkyy 53,8 asteen kulmassa horisontin
ylépuolella. Pikisaaressa ja Franzénin puistossa sijaitsevien paikkojen etdisyys linnuntietd on 1,06 km. Paikat
sijaitsevat tuomiokirkon kanssa suorassa linjassa.

Piirrd tilanteesta mallikuva ja ratkaise kellotornin korkeus. Anna vastaus metrin tarkkuudella. Maapallon
pinnan kaarevuutta ei tarvitse ottaa huomioon. (7 p)

Ratkaisu (Pikisaari ja puisto samalla puolella kirkkoa)

Mallikuva

1,06 km



Mallikuvasta voidaan laskea tylppakulmaisen kolmion kulmien (vihreét kulmat) suuruudet:
180° — 53,8° = 126,2°

180° —2,9° — 126,2° = 50,9°

Sivun y pituus saadaan ratkaistua sinilauseella
Yy 1,06 km
sin126,2°  sin50,9°
sin 126,2° - 1,06 km
sin 50,97

y = 1.10223... km

Y=

Kellotornin korkeus x voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta sinin avulla
r

1.10223 km

z = 1,10223 km - sin2,9°

x = 0,05577... km

r=235,77... m

sin 2,9° =

x =~ 56 m
V. Kellotornin korkeus on 56 metria.

TAI (yhtaldiden ratkaiseminen CAS-laskimella)

. y _ 1.06
Ratkalse(sin(l26.2°) - sin(50.9“‘))
= {y =1.10223}
. . o X
Ratkalse(sm(2.9) = 1.10223)
= {x=0.05577}
Pisteytys
Mallikuvan piirtdminen 1p
Muodostuvan tylppakulmaisen kolmion kulmien laskeminen/merkitseminen kuvaan 1p
(laskulausekkeita ei vaadita)
Arvojen sijoittaminen oikein sinilauseen yhtaloon 1p
Sivun pituuden y ratkaiseminen 1p
Sinin kaytto kellotornin korkeuden x ratkaisemiseksi ja oikein sijoitetut arvot 1p
Korkeuden x ratkaiseminen yhtalosta 1p
Korkeuden x muuttaminen metreiksi ja pyoristdminen metrin tarkkuudelle 1p




Ratkaisu (Pikisaari ja puisto eri puolilla kirkkoa)

Mallikuva

Pikisaari

1,06 -y

Kahden tuntemattoman kulman suuruudet
180° —2.9° —90° = 87,1°

180° — 53,8° — 90° = 36,2°

(Ratkaisuvaihtoja on useita)

Suorakulmaisista kolmioista saadaan seuraavat yhtélst

T

20°=_—"
tan 2,9 106y

tan 53,8° = =
Yy

Ensimmaisesti yhtilosti saadaan
r =tan2,9°- (1,06 —y)

Toisesta yhtildsti saadaan

r =y-tanb3,8°

Merkitdan lausekkeet yhté suuriksi ja ratkaistaan y
y-tan 53,8° = tan2,9°. 1,06 — tan 2,9° . y
y - tan b3,8° 4+ tan 2,9° - y = tan 2,9° - 1,06
y - (tanb53,8° + tan2,9°) = tan 2,9° - 1,06

B tan 2,9° - 1,06
" tan53,8° + tan 2,9°

y = 0,0379... (km)

Y

Ratkaistaan kellotornin korkeus x sijoittamalla y:n arvo yhtaldon

x = tan 53,8° - 0,0379...km
x = 0,05178...km
x = 0,052km

V. Kellotornin korkeus on 52 metria.

Franzenin puisto



Pisteytys (esim)

Mallikuvan piirtdminen 1p
Kulmien laskeminen/merkitseminen kuvaan (ei vaadita, jos ei kdytetd tehtavan ratkaisuun) 1p
Yhtaldiden muodostaminen 1p
Lausekkeiden merkitseminen yhta suuriksi 1p
Yhtalon ratkaiseminen (myos CAS-laskimen ratkaisu hyvaksytaan) 1p
Kellotornin korkeuden x laskeminen selvitetyn pituuden avulla 1p
Korkeuden x muuttaminen metreiksi ja pyoristaminen metrin tarkkuudelle 1p

Tehtava 4 Satelliitti kiertéd Maata pdivdntasaajan yldpuolella. Satelliitista katsottuna pdivdntasaajasta
ndkyy viidesosa. Maapallon séde on 6370 km.

4.1 Ratkaise satelliitista nédkyvdn pdivdntasaajan osan pituus. (4 p)

Ratkaisu

Pdivintasaajan pituus on Maapallon ymparysmitta. Maapallon ympérysmitta saadaan laskettua
sdteen avulla

p = 2mr
p=2-7-6370 km
p = 40023,89041... km

Satelliitista katsottuna paivantasaajasta ndkyy viidesosa.

b= —-40023,89041 km

on o] =

b = 8004,77808... km
b ~ 8005 km

V. Satelliitista ndkyvidn paivintasaajan osan pituus on 8005 km.

Huom! Pyoristys 8000 kilometriin oikeuttaa myos pisteeseen.

Paivdntasaajan pituus Maapallon ymparysmitta/poikkileikkauksesta ympyran piiri/ympyran 1p
piirin lauseke ilmoitettu

Paivantasaajan pituudeksi laskettu lukuarvo 1p
Satelliitista ndkyvan osan lauseke ja pyoristimaton pituus 1p




Pdivantasaajan osan pituus pyoristetty oikein 1p

TAl

Péivintasaajan pituus on Maapallon ympyrysmitta p=2mr. Satelliitista katsottuna paivintasaajasta ndkyy viidesosa.

b=

[
b
5
-~

b=

T =

- 276370 km

©

b = 8004,77808... km
b ~ 8005 km

V. Satelliitista ndkyvin paivéantasaajan osan pituus on 8005 km.

Huom! Pyoristys 8000 kilometriin oikeuttaa myos pisteeseen.

Pisteytys
Paivdntasaajan pituus Maapallon ymparysmitta/poikkileikkauksesta ympyran piiri 1p
Kaaren pituuden lauseke 1p
Sijoitus ja pituuden pyoristamaton arvo 1p
Pdivantasaajan osan pituus pyoristetty oikein 1p

4.2 Piirré mallikuva ja ratkaise satelliitin etéisyys Maan pinnasta. (8 p)

Ratkaisu

Mallikuva



6370 km

6370 km

Kun Maapallosta piirretddn poikkileikkaus, on satelliitista nikyvin piivintasaajan osa ympyran kaari, jonka ympyrille
satelliitin paikasta piirretyt tangentit rajaavat. Lasketaan kaarta vastaavan keskuskulman suuruus.

b < 27r

o ¥
= 360°
¥
4 = —— 2.7 6
8004,77808 km 607 7+ 6370 km

360° - 8004,87808 km
Yy =
276370 km
o = 72,0009...°

Kulman p suuruus on puolet kulmasta a.
1 1
a= Ea =3 72,0009° = 36,00045°

Satelliitin etdisyys Maan pinnasta (merkitiin x) voidaan selvittii muodostuvasta suorakulmaisesta kolmiosta kosinin avulla.

6370
108 36,00045° = ————
€0330,00045° = o —

cos 36,00045° - 6370 + cos 36,00045° - = = 6370
. 6370 — cos 36,00045° - 6370
cos 36,00045°
o = 1503,79795... (km)
x 1504 (km)

V. Satelliitin etdisyys Maan pinnasta on 1504 kilometria.



TAI (yhtaldiden ratkaiseminen CAS-laskimella)
Ratkaise (8004.87808 = —— - 2. - 6370 )
|5e( . = 360 by ,a
== {a = 72.00{]9}

ratkaise (c05(36.00045°) = %)
X

- {x = 1503.79795}

Pisteytys

Mallikuvan piirtaminen 1p
N&kyva osa ympyran kaari + ympyran kaaren kaava 1p
Kaarta vastaavan keskuskulman ratkaiseminen yhtalosta 1p
TAI

Nakyva osa ympyran kaari, arvojen sijoittaminen kaaren yhtaloon ja ratkaisu CAS- 2p
laskimella

Kulma B puolet kulmasta a 1p
Yhtdldon muodostaminen suorakulmaisesta kolmiosta (kosini) 1p
Etdisyyden lausekkeen ratkaiseminen yhtalosta 1p
Sijoittaminen laskimeen ja oikea vastaus 1p
TAIl

Yhtalon ratkaiseminen CAS-laskimella 2p
Oikein pyoristetty vastaus 1p

TAI




Kun Maapallosta piirretdan poikkileikkaus, on satelliitista nakyvan paivantasaajan osa ympyran kaari, jonka ympyrille
satelliitin paikasta piirretyt tangentit rajaavat. Koska kaaren pituus on 1/5 koko ympyran piiristd, on kaarta vastaava
keskuskulma 1/5 tayskulmasta.

1
= —.360°
[0 5
o = T72°
Kulman B suuruus on puolet kulmasta a.

1 1
f=ga=5 T2 =36

Satelliitin etdisyys Maan pinnasta (merkitaan x) voidaan selvittdd muodostuvasta suorakulmaisesta kolmiosta kosinin avulla.
6370
6370 + x
cos 36° - 6370 + cos 36° - x = 6370
6370 — cos 367 - 6370
cos 36°
x = 1503,75302... (km)
x ~ 1504 (km)

cos 36° =

Ir =

V. Satelliitin etdisyys Maan pinnasta on 1504 kilometria.

Pisteytys

Mallikuvan piirtdminen 1p

Kaaren pituus viidesosa koko ympyran piirista -> kaarta vastaavan keskuskulman suuruus | 1 p
viidesosa tdyskulmasta

Keskuskulman suuruuden laskeminen 1p
Kulma B puolet kulmasta a 1p
Yhtalon muodostaminen suorakulmaisesta kolmiosta (kosini) 1p
Etdisyyden lausekkeen ratkaiseminen yhtalosta 1p
Sijoittaminen laskimeen ja oikea vastaus 1p
TAI

Yhtalon ratkaiseminen CAS-laskimella 2p

Oikein pyoristetty vastaus 1p




Tehtava 5

5.1 Piirrd mallikuva ja laske muumitalon kokonaistilavuus. (6p)

Sivulta pain piirretty mallikuva muumitalosta:



Z,50m



Lasketaan muumitalon pohjan sade:

d  T7.50m
T2 2
Ympyrakartion huippu C, ympyrakartion pohjan keskipiste B ja ympyrakartion pohjan reunalta valittu piste A
muodostavat suorakulmaisen kolmion ABC. Ratkaistaan ympyrakartion korkeus h, Pythagoraan lauseella:
a4+ =¢

=375 m

|

(hy)? + 3,752 = 6,25
(hy)* + 14,0625 = 39,0625
(m)y=25 |y

hy = 45

Korkeus on positiivista, joten ympyrakartion korkeus h, on 5 m. Koko muumitalon korkeus on 17,0 m, joten
ympyralierién korkeus h, =17,0m-5m=12,0 m.
Suoran ympyralierion tilavuuden kaava on V = A,h ja suoran ympyrékartion tilavuuden kaava on

V= %A;,h . Lasketaan pohjan pinta-ala A.
Ay = rt

Ay =m- 3,75

A, = 14,0625 - 7

(A, = 44,1786... m*)

Lasketaan ympyralierion tilavuus:

Vi = Ayhy
Vi = 14,0625 - 7 - 12,0
Vi=168,75-7

(Vi = 530,143... m*)
Lasketaan ympyrakartion tilavuus:

. 1
L’l;'- = E“lﬁ h‘.z

Vi = % - 14,0625 - 7+ 5,0
Vi =23,4375 -«
(Vi = 73,6310... m®)

Lasketaan muumitalon tilavuus:

V=V+W

V =16875 -7+ 23,4375 -« TAL "= 530,143... + 73,6310...
V' = 603,774...

Vo= 604 m?*

Vastaus: Muumitalon tilavuus on 604 m®.

Pisteytys
Mallikuva 1p
Pohjan sade ratkaistu oikein 1p
Ympyrakartion korkeus laskettu oikein 1p
Pohjan pinta-ala laskettu oikein 1p
Ympyralierion ja kartion tilavuudet laskettu oikein 1p

Yhteistilavuus laskettu ja pyoristetty oikein

1p




5.2 Mika on pienin paketti, johon kristallipallo voidaan pakata? Kuinka monta prosenttia kristallipallo tayttaa
tdman paketin tilavuudesta? (6 p)

Muutetaan kristallipallon tilavuus kuutiosenttimetreiksi: e
V=41=4dm® = 4000 em?®
Pallon tilavuuden kaava on V = %w-" . Ratkaistaan kristallipallon sade r:
4
V=—m
3
3 4 3
4000 em” = gm"
= 4000 em? |
w0
3
r="9.8474...cm
Lasketaan kristallipallon halkaisija d:
d=2r=12.98474... = 19.604... = 19.7 em
Lasketaan pakettien sarmien pituudet a., a., ja a:
(a,)* = 225 (am ) = 400 (a;) =625
as = +15 y, = 20 m = +25
Sdrmien pituudet ovat positiivisia, joten S-kokoisen paketin sarman pituus on 15 cm, M-kokoisen 20 cm ja L-
kokoisen 25 cm. Kristallipallon halkaisija on hieman alle 19,7 cm, joten se mahtuu M- ja L-kokoisiin
paketteihin. Taten pienin paketti, mihin kristallipallo voidaan pakata, on M-kokoinen paketti
Lasketaan M-kokoisen paketin tilavuus:
Vi = (“m)r‘
Vo = 20°
V., = 8000 em”
Lasketaan, kuinka monta prosenttia kristallipallo tayttaa M-kokoisen paketin tilavuudesta:
. 40 et 1
]', = M = — =50%
Vi 8000 cm? 2
Kristallipallo tayttaa M-kokoisen paketin tilavuudesta 50%.
Vastaukset: Pienin paketti, mihin kristallipallo voidaan pakata, on M-kokoinen paketti ja kristallipallo
tayttad M-kokoisen paketin tilavuudesta 50%.
Pisteytys
Tilavuus muunnettu vetomitoista tilavuusmittoihin 1p
Kaytetty pallon tilavuuden kaava 1p
Ratkaistu pallon sdde/halkaisija oikein 1p
Laskettu pakettien sdarmien pituudet oikein 1p
Paatelty ja perusteltu, mikd on pienin paketti, johon kristallipallo mahtuu 1p
Laskettu kristallipallon tilavuuden osuus paketin tilavuudesta oikein 1p
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