Tekija MAA3 e Geometria ® 22.8.2016

K1
Kulma o=pf-35°.

a) Komplementtikulmien summa on 90°.

o+ p=90°
B—-35°+=90° |+35°
2B=125° -2
B=62,5°

Télloin o =62,5°-35°=27,5°.

b) Suplementtikulmien summa on 180°.

o+ B =180°
B-35°+B=180° [+35°
2B=215° -2
B=107,5°

Télléin o =107,5°-35°=72,5°.



c¢) Eksplementtikulmien summa on 360°.

o+ B =360°
B—-35°+S=360° |+35°
2 =1395° -2
B=197,5°

Télloin o =197,5°-35°=162,5°.

Vastaus a) a=27,5°
b) o0 =72,5°
c) e =162,5°
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K2

3x+15°

105° — x

Vieruskulmien summa on 180°. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
muuttuja x.

3x+15°+105°—x =180°

2x+120°=180°  |-120°
2x=60° |2
x=30°

Maaritetaan kulmat.
3x+15°=3-30°+15°=105°
105°—x =105°-30°="75°

Suorien vélinen kulma on néistd pienempi eli 75°.

Vastaus 75°
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=7

B+110°

e

Kulmat B ja B+110° ovat vieruskulmia. Muodostetaan yhtalo.

B+B+110°=180°  |-110°
2B=70° |2
B=35°

Koska suorat / ja m ovat yhdensuuntaiset, niin samankohtaiset
kulmat o ja B+110° ovat yhtd suuret. Médritetdan kulma o.

o =pB+110°=35°+110°=145°

Vastaus o =145° ja Bp=35°
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Koska piste P jakaa janan AB suhteessa 1 : 5, niin
|AP|=x ja |PB|="5x.

Vastaavasti, koska piste Q jakaajanan 4B suhteessa 7 : 2, niin
|40|=7y ja |0B|=2y.

x 5%
A P Q B
[ @ @ o
Ty 2y

Jana AB pituus on 18. Lasketaan janan AP pituus.
x+5x=18
6x=18 :6
x=3
Siis |4P|=x=3.
Lasketaan janan AQ pituus.
Ty+2y=18
9y=18 |9
y=2

Siis [40|=7y=7-2=14



Lasketaan lopuksi janan PQ pituus.

|PO|=|40|-|4P|=14-3=11

Vastaus |PQ| =11
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2cm

4 cm

Kun sisempi suunnikas jaetaan kuvan mukaisesti kahteen osaan
lavistéjélla, saadaan kaksi kolmiota, joiden molempien kanta on 4
cm ja korkeus 1 cm.

Lasketaan suunnikkaan pinta-ala ndiden kolmioiden pinta-alojen
summana.

A=2%'4 cm-1cm=4 cm?

Vastaus 4 cm?
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Merkitddn suunnikkaan lyhyempaé sivua kirjaimella x. Télloin
pidempi sivu on télldin 1,3x.

Merkitdén kolmion sivun pituutta kirjaimella a.

1,3z

Kolmion piiri on yhtd suuri kuin suunnikkaan piiri. Muodostetaan
yhtalo.

3a=2x+2-1,3x
3a=4,6x 3

a=1,533..x=153x

Kolmion sivu on siis 1,53 — 1 =0,53 =53 % pidempi kuin
suunnikkaan lyhyempi sivu.

Vastaus 53 %
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Merkitdén nelion muotoisen tontin sivun pituutta kirjaimella x.

: 1. L1
Talon pitempi sivu on tilldin Ex ja lyhyempi sivu gx.

Piha-alueen pinta-ala saadaan vihentdmalla tontin pinta-alasta talon
pinta-ala. Muodostetaan piha-alueen pinta-alan avulla yhtilo ja
ratkaistaan tontin pinta-ala x*.

x-x—lx-—x=400
2 3

34 =400
6

[V e

x> =480 (m?)

Vastaus 480 m?
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Lasketaan kymmenkulmion kulmien summa.

(10—-2)-180°=1440°

Lasketaan monikulmion kulmien summa.
1,75-1440°= 2520°
Muodostetaan kulmien summan avulla yhtdlo ja ratkaistaan kulmien
lukuméérd n.
(n—2)-180°=2520°
n=16

Vastaus 16 kulmaa
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K9
Tapa 1

Piirretddn suunnikas ja jatketaan sen sivuja. Kiytetdan kuvan
merkintdja.

Koska suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset, niin
samankohtaiset kulmat ovat yhtd suuret. Siis y=o .

Kulmat y ja B ovat vieruskulmia, joten niiden summa on 180°.
Saadaan siis

Y+B=180° |y=«a

o+ =180°.

On siis osoitettu, ettd vierekkaisten kulmien o ja S summa on
180°. o



Tapa 2

Suunnikkaan vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret ja nelikulmion
kulmien summa on 180°.

8

B

(@7
Muodostetaan yhtalo.
200+ 2 =360°

2a+B)=360° |2

o+ =180

On siis osoitettu, ettd vierekkiisten kulmien o ja S summa on
180°. o
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Merkitdédn kysyttyé leveyttd kirjaimella x ja ratkaistaan se
vastinpituuksien verrantoyhtalosta.

X3

71 32

32x = 3905 |:32
x=122,03125

x~ 122 (cm)

55 tuumaisen television ruudun leveys on noin 122 cm.

Vastaus Ruudun leveys on 122 cm.
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Kéytetddn oheisen kuvan merkintdja.

60 cm

60 cm

1.1m

Kuvion sisdkkiiset kolmiot ovat kk-lauseen nojalla yhdenmuotoiset,
silld niilld on yhteinen huippukulma ja kyljen, sekd vaakasuorien
kantojen rajaamat samankohtaiset, yhtd suuret kantakulmat.

Ratkaistaan pienen kolmion korkeus x verrantoyhtélosta.
Huomataan vield, ettd 1,1 m =110 cm.

x 60
x+60 110
110x = 60(x + 60)
110x = 60x + 3600
50x = 3600 | : 50
x =72 (cm)

Suuren kolmion korkeus on x +60cm=72cm+ 60 cm= 132 cm ~
1,3 m.

Vastaus Korkeus on 1,3 m.
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K12
Kéytetddn oheisen kuvan merkintdja.
C
12 5
[
A X Dy B

Harjoitustehtdvin 60 perusteella kaikki kuvan suorakulmaiset
kolmiot ovat keskendén yhdenmuotoisia. Ratkaistaan ensin pituus x

kolmioista ABC ja ACD.

|4B| |AC|
4c] [4D|
13 12
12 x
13x =144
144
13

|: 13

X

Ratkaistaan sitten y kolmioista ABC ja CBD.

48| _ |cB|
(cB| |DB|

5 vy

135

13y =25 13

25
X=—
13




Suhteeksi saadaan

13 13 13 25 25

Vastaus x:y=144:25.
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Kéytetddn oheisen kuvan merkintdja.
a

a— T

Ratkaistaan ensin lauseke lyhyemmin osan pituudelle x
verrantoyhtéldsté ja lasketaan sitten suhde x : (a —x).

X a—x Kerrotaan ristiin.
a—x a
(a—x)*=ax
a* —2ax+x*=ax
X —3ax+a*=0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.
[3 \/g] x on lyhyempi pituus.
X=|———|a
2 2

. 3 5
tal x=| —+—|a
2 2
(3 \/EJ 3-v5
Kun x= E__ a= 5 a, niin

a—x:a—3_\/§a:(l—3_\/§}1:\/§_l
2

2 2



Kysytyksi suhteeksi saadaan téalloin

Vastaus Mittakaava on \/g —1

~0,618.
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Lasketaan pienoismallin mittakaava k. Tilavuuksien suhde on 1 :
100 ja toisaalta tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

i =L
100
1 1

3——

k: —
100 /100

Pienoismallin mitata saadaan nyt kertomalla alkuperiiset arvot
mittakaavan arvolla.

Leveys: ;Q,OOm =0,4308..m=0,431m=43,1 cm

100
1
Pituus: —-
100

Korkeus: ;3, 00m=0,6463..m~=~ 0,646 m= 64,6 cm

/100

Vastaus Leveys on 43,1 cm, pituus on 21,5 cm,
korkeus on 64,6 cm.

,00m=0,2154.. m~0,215m=21,5 cm
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Merkitéédn pienoismallin siiven alaa A. Pinta-alojen suhde on
mittakaavan neli0 ja ala ratkeaa verrantoyhtalosta.

A 1 2 |- 190
@_(%j

1 2
Az(—j 190
75

A4=0,03377... (m?)

Pienoismallin siiven ala on siis noin
0,03377... m* =337,7... cm* ~ 340 cm’.

Vastaus Pinta-ala on 340 cm’.
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Kéytetddn oheisen kuvan merkintdja.

a2

Ay
ho

A

ap

Kolmioiden vélinen mittakaava on k vastinpituuksien suhde, eli

=% ja k= h—2 Tutkitaan pinta-alojen suhdetta.
a,

lah
é 222_a2h2_a2.£:k.k:k2
Al ;a1h| alhl a

Téten pinta-alojen suhde on mittakaavan nelio.
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a) Uudet pituudet saadaan suoraan prosenttikertoimen avulla. Nyt
15% pienennystd vastaa kerroin 100% — 15% = 85% = 0,85. Uudet
pituudet ovat

0,85-18cm=153cm~=~15cm ja
0,85-30cm=25,5cm~ 26 cm.

b) Lasketaan ensin mittakaava kéyttden hyviksi tietoa, jonka mukaan
pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid. Pinta-alojen suhde on nyt

0,854

=0,85.

Saadaan seuraava yhtalo.

K =0,85
k =4/0,85

Uudet pituudet saadaan nyt kertomalla vanhat mittakaavan arvolla.

0,85-18cm =16,5951...cm =17 cm
0,85-30cm =27,6586...cm ~ 28cm

Vastaus Uudet pituudet ovat
a) 15cm ja 26 cm b) 17 cm ja 28 cm.
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K18

2,3 m

a

1,8 m

a) Lasketaan toisen kateetin pituus a Pythagoraan lauseella.

2,3 =1,8+d’

a’=23-18

a=1n2,3 1,8 =1,43..~ 1,4 (m)

b) Pienin kulma on lyhimmén sivun vastainen kulma. Lasketaan
kulma a.

1,8

cosa = =38,49...° = 38°

\S]
[98)

b

Vastaus a)1,4m b) 38°
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K19
B
4.9 cm 4.9 cm
[0 o
3,4 cm 3,4 cm

Kantakulmat:

3.4
coso =

4,9

o =cos” 3’3 =46,06...° = 46°

Huippukulma:

B=180°-20 =180°—-2-46,06...°=87,87...° = 88°

Vastaus 46°, 46° ja 88°
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K20

8,0m 52m

« B

3,4m

Lasketaan kulmat « ja § suorakulmaisista kolmioista.

5,2 =1,52...
4

tano =

b

o =tan"'152...=56,82...°

8,0 =2,35...
4

tan 8 =
B=tan"'2,35...=66,97...°

Lasketaan kulma y.

y=180°—a— B =180°-56,82...°—66,97...° = 56,20...° = 56° (< 90°)

Vaijerien vilinen kulma on 56°.

Vastaus 56°
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—

Lasketaan kysytty puun korkeus # sinilauseella.
o =180°—-90°—-41°=49°

h 29
sin(41°—17°) sina

h= ?9 -sin24°
sino

=— 2 -sin 24°
sin49°

=15,62...

=16 (m)

Puun pituus on 16 m.

Vastaus 16 m
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K22

b

Sivuista pisin on hypotenuusa.
Pythagoraan lauseen mukaan c¢* =a” +b>.

a) Jono a, b, ¢ on geometrinen, joten jonon perdkkéisten termien
suhde on vakio q.
Tilloin b=a-q jac=b-q=a-q".
Pythagoraan lauseen mukaan
=a’+b
(a-q’) =a’+(a-q)
a-q*=a*+a’-q° |:a2 (#0)
g =1+¢

q'—q’-1=0



R Ratkaistaan bikvadraattinen
() —-q —-1=0
yhtalo.

s 121’ =4-1-(-1)

q

2-1
q > 0, koska jonon
+
= I _2\/3 kaikki termit positiivisia.

Vain +-merkki kelpaa.

» 1+ J5

2
1++5
g=% 5

1+5

Jonon suhdeluku on g = 5




b) Jono a, b, c on aritmeettinen, joten jonon perdkkdisten termien
erotus on vakio d.

Talloin a=b-d jac=b+d.
Pythagoraan lauseen mukaan
cc=a+b
(b+d) =(b-d)’ +b’

b*’+2-b-d+d>=b"-2-b-d+d’ +b°

b*>—4bd =0 |26 (>0)
b—4d =0
b=4d

Koska b=4d , niin

a=b-d=4d-d=3d ja c=b+d=4d+d=5d.

Saadaan kysytty suhde

a:b:c=3d:4d :5d =3:4:5.

1++5

Vastaus a) q= >

b)3:4:5
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K23

8 60°

Kolmion pinta-ala on

A=%-5-8-Siﬂ600 sin60°=§

Vastaus a) 10\/5 b) 17,32
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K24

a) Kolmion kolmas kulma on y =180°—

Lasketaan sivut a ja b sinilauseella.
a 314
8in27°  sin114°
_3,14-sin27°
sin114°

=1,560...~ 1,56 (m)

b 314

sin39°  sinl14°

b= 3,14-sin39°
sinl14°

=2,163...~2,16 (m)

b) Kolmion pinta-ala:

A :%-3,14-a-sin39° :%-3,14-1,560.

=1,541...~ 1,54 (m°)

Vastaus a) 114°, 1,56 m ja 2,16 m

27°-39°=114°.

..-sin39°

b) 1,54 m*
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K25

68 cm

94 cm

Pinta-ala on mahdollisimman suuri, kun kulma o = 90°.

0,68 m-0,94 m

Pinta-ala on tilloin A= =0,3196 m* < 0,40 m*

Ei siis ole mahdollista valmistaa puusepin suunnittelemaa poytaa.

Vastaus el mahdollista
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K26

Lasketaan 5,0 cm pituisen sivun
vastainen kulma sinilauseella.

50 3,0

sina sin28§,0°

sina=M=O,782...
3,0

a=sin"0,782...=51,48..° tai a=180°-51,48..°=128,51...°
Kolmion kolmas kulma on tilloin

e Jos ¢ =51,48..°, niin
f=180°-28,0°-51,48...°=100,51...° = 100,5° (kelpaa).

e Jos a@=128,51...°, niin
L =180°-28,0°—-128,51...°=23,48...° = 23,5° (ei kelpaa, koska
kolmion pienin kulma on 28°).

Siis kolmion suurin kulma on 100,5° ja pisin sivu on tdméan
suurimman kulman vastainen sivu b.

Lasketaan pisimmén sivun pituus sinilauseella.

b 30
sn100,51...°  sin28,0°

be 3.0-sin100,51..°
~ sin28,0°

=6,28...~6,3 (cm)

Vastaus Pisin sivu 6,3 cm, suurin kulma 100,5°.
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K27
34

45

Kolmion suurin kulma on pisimmén sivun vastainen kulma a.

Kiytetadn kosinilausetta.

45" =34 +23° —2-34-23-cos

2 2 2
cosQ = u =-0,217...
-2-34-23

a=cos'—0,217...=102,55...° = 102,6°

Vastaus 102,6°
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Syntyy tasakylkinen kolmio.

Kantakulmat ovat

o= M =86,65°

Lasketaan kysytty etdisyys x sinilauseella.

X 3,8

sin6,7° sin86,65°

w2867 4441~ 0,44 (km)
sin86,65°

Veneilijd pddtyy 0,44 km eli 440 metrin pddhén kohteestaan.

Vastaus 440 m
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1315 m

Kulma «a saadaan sinilauseella.

583 894
sin¢  sin62°

583sin62° =894 sino

sing = 253562° _ () 575
894

o =35,155...°=35,2°

tai o =180°—-35,155...°=144,844...° = 145°

Kulma f£:

e Jos o0 =35,155...°, niin B=180°—-35,155..°-62°=82,844...°.
Tédmai kelpaa kolmion kulmaksi.

e Jos o =144,844...° ,niin f=180°—-144,844...°—62°=-26,844...°.
Tama ei kelpaa kolmion kulmaksi, joten tapaus o =144,844...°
hylétéén.



Sivujen pituudet b ja c:

b 894
sinfB sin62°

b 894

sin82,844...° sin62°

_ 894-sin82,844...°
sin62°

b

=1004,632... (km)

c¢=1315m —1004,632... m=310,367...m
Kulma y:

y=180°-62°=118°

Sivun pituus x saadaan kosinilauseella.

x> =c*+583 —2-c-583-cosy
=(310,367...)" +583*—2-310,367...-583-cos118°
=606 113,16...

X = E4/606113,16...=778,53...= 779 (m)

Vastaus x=779m, a = 35,2° (=35°)
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Lentokone?2

Lentokonel

Lentokoneiden vilinen etdisyys saadaan kosinilauseella.

x” =5920° +4590° —2-5920-4590 - cos 28°

=8130183,29... (m?)
x=4+/8130183,29... = 2851,34... = 2850 (m)

Lentokoneiden véalinen etdisyys on 2850 m.

Vastaus 2850 m
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Vaylamerkki
2,14 km
1,76 km
Majakka
2,81 km
Lokkikallio

Kysytty kulma saadaan laskettua kosinilauseen avulla.

2,81°=1,76"+2,14*-2-1,76-2,14-cos«

_2,81°-1,76* - 2,14
—2-1,76-2,14

cos&x

=-0,029...

a =cos ' (=0,029...)=91,66...° = 92°

Vastaus 92°



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016

K32
Kirkkol

7 km

‘ Kirkko2

4 km
Katselupaikka

Katselusuuntien vilinen kulma on
21° 20 °

62°21'20"=62°+— +
60 60-60

=62,3555..°

Kysytty etdisyys saadaan kosinilauseen avulla.

X =7 +47-2.7-4-c0862,3555...°
=39,016... (km?)

x=+4/39,016... = 6,246...~ 6 (km)

Kirkot ovat 6 km etdisyydelld toisistaan.

Vastaus 6 km
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21 — x

36

Pienin kulma on lyhimmaén sivun vastainen kulma.
Merkitdédn osien pituuksia x ja 12 —x.

Kulmanpuolittajalauseen avulla saadaan yht&lo.
x
21-x 36
36x=27-(21—-x)

36x=27-21-27x
36x+27x=567

63x =567
x:ﬂ=9
63

21-x=21-9=12

Osien pituudet ovat 9 ja 12.

Vastaus 9jal2
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Kolmion painopiste on mediaanien leikkauspiste, joka jakaa
mediaanit suhteessa 2 : 1 kérjesti lukien.

Tasakylkisen kolmion kannalle piirretty korkeusjana on samalla
mediaani. Lasketaan kolmion korkeus.

24° =16” +|CD[

cof =24 16> =320

|CD|= £/320 =\16-20 =\16- 45 =425 =85

a) Painopisteen P etdisyys huippukulman kérjesté:

2 2 16
a=3lcD|=3-8Y5=245



b) Painopisteen P etdisyys kantakulman kérjesti:

b =|PD| +16°

1 2
:(—|CD|) +16’
3

2
=(%-8\/§J +16°

2624
9
. +\/2624 o441 841
N9 3 3
Vastaus a) —\/— b) i
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Merkitdén tasasivuisen kolmion sivun pituutta 2a:lla ja
korkeutta A:1la.

Lasketaan korkeus 4.
(ayY =d>+ 1’ ’ n
W=4d*-a*=3a’

h:<i>\/y:\/§‘a|:\/§a |a>0 a a

Muodostetaan yhtilo Pythagoraan lauseen avulla.
8 =a"+(h-8)
8 =a’ +(3a—8)’
8 = a? +(\3a)! —2-\3a-8+8
a*+3a’ = 16\/§a
4a* =16\3a |:4a (>0)

a=4\/§

Kolmion sivun pituus on

2a=2-43=8\3

Vastaus 8\/5
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Piirretdén tilanteesta mallikuva. Merkitdan kolmion kyljen pituutta
2a:lla.

Kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste on sivujen
keskinormaalien leikkauspiste. Tasakylkisen kolmion korkeusjana on
erds keskinormaaleista.

Kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste on kulmanpuolittajien
leikkauspiste. Tasakylkisen kolmion korkeusjana on erds
kulmanpuolittaja.

On laskettava suhde B )
r



Kolmion kannan puolikas on ympdéri piirretyn ympyrén sidde R.
(2R)’ =(2a)’ +(2a)’
AR =44’ +4a’
4R* =8a’
R’ =2a’

R= (i)\/ga = \/Ea

Kuvaan merkityt keltainen ja vihred kolmio ovat yhdenmuotoiset
(kk, molemmissa huippukulman puolikas ja suora kulma).

Vastinjanojen suhde on vakio. Muodostetaan yht&lo.

R—r_L
2a R
R*—rR=2ar ‘R=\/5a

(\/Ea)2 —r~N2a="2ar
2a° = 2ar+\/5ar
2a° = ar(2+\/5)

24* 2a

" a(2+\/5): 2++2




Kysytty suhde on

R \/Ea

r 2a

2442

_V24-2+2)
-2AC

2242

2

C2(2+1)
)

=2 +1

Vastaus \/5 +1
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Perhepizza: halkaisija d =35 cm
, 35
side r,=—
2

Normaalipizza ja perhepizza ovat yhdenmuotoiset. Pinta-alojen
suhde on 1 : 2. Séteiden suhteen nelid on pinta-alojen suhde. Olkoon
normaalipizzan side 7.

1l
r, 2
1,13
n 2 P \/5 2

Vastaus 25 cm
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Pienten ympyroiden séteet ovat % cm=15cm ja %cm =2cm.

Pienten ympyrdiden pinta-ala yhteensd on 7 -1,5° + 7-2° = 6,257
Ison ympyrin halkaisija on pikkuympyrdiden halkaisijoiden summa,

joten sen séde on cm = 3,5cm.

Ison ympyrin ala 7-3,5" =12,257 .
6,257 6,25

- =0,510...~0,51=51%
12,257 12,25

Alojen suhde

Vastaus 51 %
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Nelion piirin pituus on 4s.
Olkoon nelidn sivun pituus s, tdlloin ympyrdn halkaisija d = sv2 .

Ympyrén kehdn pituus p =7d = zs2 .
Lasketaan kehén pituuden ja nelion piirin suhde.

7Z'S\/§ . 7[\/5
4

4s

~1,11

Nelion piiri on 11 % pidempi

Vastaus 11 %
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Ratkaistaan kolmion korkeus / Pythagoraan lauseella.
h=8-6"=18

Ratkaistaan ympyrén sdde Pythagoraan lauseella.
r :(h—r)2 +6
¥ =h>—=2hr+r* +36

2hr=h:+36
r_h2+36_18+36_:1
2h 232 2

Kdﬁnmumsp=2ﬂr=mr5%=9J£az4Q0

Vastaus 9\/§7z ~40,0
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b) Olkoon puoliympyrén sidde . Ympyrdn kaaria vastaavat
keskuskulmat ovat 60°, koska kolmiot DBE ja ADE ovat tasasivuisia
kolmioita, sivun pituus on r.
Puoliympyrasté jaa kolmion ulkopuolelle kaksi segmenttia.
Lasketaan segmentin pinta-ala.
A = ﬂ - r \/5

* 360 4

Puoliympyrén ala 4, = lﬂ' r,

7[1”2 FZ\/§
2 —
24 L6 4 ) 2 B

L = _g——:0,1153...z0,12

A, 172'}”2 V4

Puoliympyrista jai kolmion ulkopuolelle 12 %

Vastaus 12 %
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Viipaleita on kahdenlaisia, kaksi ympyridsegmenttid ja neljd keskelle
jaavaa viipaletta.

Pizzan pinta-ala 4 = 1/

Lasketaan segmentin 4; pinta-ala.

Mairitetdén kulma o

r 1
cosq=—=—
2r 2
o= 60°
Keskuskulma 2o = 120°
| = @ﬂrz 1 sin120°7°
360



Keskelle jadvén viipaleen pinta-ala

1
4= (4-24)

43
A3 ) o
A2 l E_’_ﬁ rz

43" 2

Reunaviipaleen viipaleen pinta-ala on 28 % suurempi.

Vastaus Reunaviipale, 28 %
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r-7,4
13

7,4

Kaytetddn kuvan merkintdja.

Pythagoraan lauseella saadaan
= (r—74) + 137
7 =71~ 14,8r + 54,76 + 169

14,87 =223,76
r=15,11...
d=2r=30.23...

Halkaisija on 30 cm

Vastaus 30 cm
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Kuvan merkinnéilld kaaren 4B asteluku on 26 ja kaaren CD asteluku
on 2y. Kaarten astelukujen keskiarvo on

27/+25:}/+§

Kolmion DAE kulmien summan avulla saadaan yhtilo

y+ 6+ 180°—a = 180°
a=y+ d
Siis kulman o asteluku on kaarten AB ja CD astelukujen keskiarvo.
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Olkoon nelion sivun pituus s. Merkitddn ympyran halkaisijaa
kirjaimella d.

Lasketaan ympyrén halkaisija d = AE.

o_faY, zjz_a_z
2 2 2

a
d=—

V2

d a
y=—=

2 22
Vastaus

_a
22



Tekijd e Pitkd matematiikka3 e 20.10.2016

O

Kolmiot DAE ja CBE ovat yhdenmuotoiset (kk). Kulmat AED ja
BEC ovat ristikulmia sekd kulmat £DA ja ECB ovat samaa kaarta
vastaavia kehdkulmia.

x_3

5 2

o5 3 15
2 2



Kolmiot DBE ja CAE ovat yhdenmuotoiset (kk). Kulma E on
yhteinen sekd kulmat D ja C ovat samaa kaarta vastaavat
kehdkulmat.

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinosien suhteena saadaan
x+3 4

5+4 3
x+3_i
9 3
x+3=12
x=9

Vastaus a) 7% b) 9
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C

Ratkaistaan jainne AC kosinilauseella.
x*=4*+7"-2-4-7cos60°
x> =37

x=437

Ratkaistaan ympyrén séde kosinilauseella.
x> =1’ +7r’=2r-rcos120°

37=3r"
37
= PR
3

Kolmion ABC pinta-ala
4, =%-4~7-sin60°=7\/§



Segmentin pinta-ala
120 37 1 37
) =—7T Sin
360 3 2
37z 3743

9 12
A=A +4, =73 +2= 2=

_41V3  37x
2 9

41V3  37m 45,5

9

Vastaus
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a) Lasketaan lavistdjan EG pituus suorakulmaisesta kolmiosta
EGF.

H, G
1
' 25cm
E I F
1
PN iy R C
2 4,75 cm
A 6,3cm B
|EG|" =4,75* +6,3° H 2,3 cm
|EG| = 62,2525 475 cm
|EG| = £1/62,2525 E
=17,890... (cm)

Lavistdjén pituus on positiivinen, joten
|EG|=7,890...cm=7,9 cm.



b) Lasketaan avaruusladvistdjan pituus suorakulmaisen sarmion
sdrmien pituuksien perusteella.

H : G
|
: 2,5cm
E | F
e R C
s 4,75 cm
A 6,3cm B

|4G|=/6,3 +4,75 +2,5 =8,276..~8,3 (cm).

Avaruusldvistdjan pituus on 8,3 cm.



c) Lasketaan lavistdjien vdlinen kulma o suorakulmaisesta
kolmiosta AGE.

H G
: a
' 2,5cm
E I F
e R C
4,75 cm
A 6,3cm B
2,5 E
tano =
7,890
. 2.5 2,5cm
o = tan
7,890...
A
=17,581..°=18°

Vastaus a)7.9cm  b)83cm ¢)I8°
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Merkitdan kuution sdrmin pituutta kirjaimella a. Kysytty kulma o
voidaan maérittdd suorakulmaisesta kolmiosta ABC.

a

BRREYY

“ N\

Sivun 4B pituus on puolet pohjan lavistdjistd. Lasketaan ensin
pohjanelion ldvistdjan pituus.

l.!ll..l(l isdnag

a

d*=a*+da’
d=+N2a’
d a
:i\/5'|a‘ |a>0
:ia\/a a

Lavistdjan pituus on positiivinen, joten d = a2 .

a2



Mairitetddn kysytty kulma o .

C
tan(x—a\/— / /{\/— \/— \/_
o= tan’I\/E —54,735..°~54,7° a
Q
AH—L3p
2

Vastaus 54,7°
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Piirretddn mallikuva. Pahvi taitetaan lyhyemmaén sivun (210 mm)
suuntaisesti, joten taitoksen sivujen pituudet ovat

297 : :
2/ 148,5 mm. Kysytty kulma o voidaan ratkaista
kolmiosta ABC. Merkitéddn lavistdjan puolikkaan pituutta kirjaimella
d jalavistdjan kirkien etiisyyttd kirjaimella a. Lasketaan ensin
ndiden sivujen pituudet.

148.5 mm 148.5 mm

210 mm




Lasketaan pahvilevyn lavistdjan puolikkaan pituus d Pythagoraan
lauseella. Piirretddan mallikuva pahvilevysti ennen taittamista

297 mm
H
(2ai)2 =210*+297* d
210 mm :
J= i3\/14701 (mm)
2 d
e e e ) 3714701
Léavistdjan pituus on posititvinen, joten d = ———— mm.

2

Lavistdjan kirkien vilinen etiisyys taitetussa pahvilevyssid a
voidaan laskea suorakulmaisesta kolmiosta 4DB, kunhan ensin
ratkaistaan sivun AD pituus suorakulmaisesta kolmiosta ADE.

148.,5 mm 148.5 mm

d B

g 210 mm




Lasketaan sivun AD pituus.

|4D|" =148,5" +148,5" £
|4D|= 2972\/5 (mm) 148,5 mm 148,5 mm
A D
. . e . 2 2
Sivun pituus on positiivinen, joten |AD| = 972\/_ .
Lasketaan sivun 4B pituus eli a.
B
A\/_ 2
EY |
210 mm
3v39202
a= iT (mm) =
4 297\/2 b

mim

3739202

Sivun pituus on positiivinen, joten a = — mm.



Lasketaan lopuksi kysytyn
kulman o suuruus 148,5 mm
tasakylkisestd kolmiosta ABC.

B
Koska kolmio on tasakylkinen,
niin huippukulmasta piirretty
korkeusjana jakaa kolmion 210 mm

kahdeksi suorakulmaiseksi
kolmioksi.

3439202

.o 4
sin— =——=0,816...
2 3414701
2
=sin"'0,816...=54,734...° 2

il
2
o =109,469..°~109°

Vastaus 109°



Huomautus 1:

Kulma o voidaan méadrittdd kolmiosta ABC myos kosinilauseella.

C

(67

A a B

a=d*+d*-2-d-d-cosa

Huomautus 2
Laskuissa voi kéyttdd pituuksista a ja d myos tarkkoja
desimaalimuotoja laskimella:

d=181,871... (mm)
a=292,992... (mm).
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a) Lasketaan janan 4B pituus suorakulmaisesta kolmiosta ABD
Pythagoraan lauseella.

D 20 cm B 20 cm

15 cm /)
15 cm :
: 20cm
|
|
|V F
//// C
R4 30cm
7/
40cm
D 20 cm

| 4B =157 +20°
15 cm

| AB| = +4/625 = 425 (cm)

A

Janan pituus on positiivinen, joten |AB| =25cm.



b) Lasketaan janan BC pituus suorakulmaisesta kolmiosta BCE

Pythagoraan lauseella.

D 20cm B 20 E

15 cm /)
15 cm :
: 20cm
|
|
| IR
/// C
//’ 30cm
40 cm
B 20 cm E
|BC| =207 +20°
| BC|=+2032 = +28,284... (cm) 20 em
C

Janan pituus on positiivinen, joten |BC| =28,284...cm=28 cm.




c) Lasketaan janan AC pituus suorakulmaisesta kolmiosta AFC.
Ensin pitdd laskea janan AF pituus suorakulmaisesta kolmiosta
AFD.

D  20cm B 20cm E
15 cm /)
15 cm I
! 20cm
: \
1
I
S C
//
A 30 cm
40 cm
A 15 cm D
L
|4F|" =15* +20°
20 cm
| AF| = 4625 =25 (cm)
Janan pituus on positiivinen,
joten |AF|=25cm.
joten |4F] "
A
|4d]” =25 +40°
|AC| = 45V89 = +47,169... (cm) ~ 25¢em
Janan pituus on positiivinen, joten F 40 cm

|AC|=47,169...cm = 47 cm .



d) Lasketaan janojen AB ja BC vilinen kulma kolmiosta ACB
kosinilauseella.
B

25 cm

20V2

5v/89
C

(5@)2 =257 +(20\/5)2 ~2.25-20:2 -cosx

1000\/5 -cosa = 625+800—2225

800
1000+/2

azcos_I( —800 J=124,449...°

CoOsOX =

100082

Koska suorien vélinen kulma on vélilld [0°,90°], niin suorien
AB ja BC vilinen kulma on 180°—124,449...°=55,550...°=56°.




Vastaus a) 25 cm b) 28 cm
c) 47 cm d) 56°
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Lasketaan pallon séde tilavuuden avulla.

V=i7z'r3

3 V=17,45L=17,45dm’

7,45:i75r3
3

3.7,45=4mr’

3 37,45
=
4r

7.4
r=3 37,45 =1,211... (dm)
4

Pallon pinta-ala:

A=4nr’
=4r-(1,211...)°

=18,446... (dm?)

Pallon pinta-ala on 18,446... dm” = 1844,6... cm” = 1845 cm”.

Vastaus 1845 cm?



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016
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Pallon séde on alussa 7, =7 .

Side pienenee 25 %, joten side lopussar, =0,75r.

a) Pinta-alan muutos:

4, 4Arrt o (0,75)

4 At r? P’
1

1

=0,75*=0,5625=156,25 %

Pinta-ala pienenee 100 % — 56,25 % = 43,75 % =~ 44 %

b) Tilavuuden muutos:

v, 3" (o075
4

3
) =0,75"=0,4218...= 42,18... %
r

Tilavuus pienenee 100 % — 42,18 % = 57,81 % = 58 %.

Vastaus a) 44 % b) 58 %
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. 4
Pallon séde on alussa r ja tilavuus V, = 57573 .

Lopussa puolipallon side on R ja tilavuus V, = —-—7 R’

N | —
W |

Tilavuus sdilyy samana. Muodostetaan yhtalo.

V1:V2
3 23 AT
r3=l-R3
2
21 =R’
R3
Eak

R =1.2599..2125.99.. %

7

Sédde suurenee 125,99... % — 100 % = 25,99... % = 26 %.

Vastaus 26 %



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 6.2.2017
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63. leveyspiiri

63. leveyspiiri

63°
Kaavi Pdivdantasaaja
r
300 km
——
Laihia
Maan

pyorimissuunt ta

Lasketaan 63. leveyspiirin sdde 7.

c0s63° = r

r= Rcos63° | R=6370 km
=6370-c0s63°
=2891,919... (km)

Lasketaan 330 km pituisen leveyspiirin kaarta vastaava keskuskulma.

b= 2nr
360°
360°-b 7=2891,919... km
o=
2y b =330 km
_360°-330
 27-2891,919...

=6,538...°



Maan téysi 360° kierros kestéd 24 h, joten 6,538...° kiertymiseen
kuluu aikaa

6,538...°

24 h=0,4358 h=26,152... min = 26 min.
360°

Aurinko nousee ldnnempidna olevalla Laihialla 26 minuuttia
myO0hemmin kuin Kaavilla.

Vastaus 26 min
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66,5° N

66,5°N

. / 66,5°
' A - Paivdntasaaja

B b

Lasketaan pohjoisen napapiirin séde.
€0s66,5° = r

r= Rcos66,5° | R=6371km
=6371-c0s66,5°
= 2540,430... (km)

a) Pisteiden 4 ja B vilisen tunnelin pituus on kantana

suorakulmaisessa tasakylkisessd kolmiossa, jonka kylkené on
napapiirin sade r.

a2 = 7’2 +}"2
=27’ | r=2540,430... km

a=2N2? =~2r =/2-2540,430...=3592,71... ~ 3593 (km)



b) Lyhyemmain napapiirin kaaren pituus:

90°

b=
360°

2nr= % -271-2540,430...=3990,49... = 3990 (km)

Vastaus a) 3593 km b) 3990 km

Voi my®os tulkita vastauksen tarkkuuden 90° asteen kulman
mukaisesti 2 merkitsevin numeron tarkkuudella:

Vastaus a) 3600 km b) 4000 km
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Sarmion tilavuus on

a=10,25m=102,5 dm
V=abrc b=6,5m=65dm
c=4,5m=45dm
=102,5-65-45
=299812,5
~300 000 L

Luokkaan mahtuu 300 000 litraa ilmaa.

Vastaus 300000 L
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1,2 cm

2,8 cm

Lasketaan suorakulmaisen sarmion muotoisen tulitikkuaskin
avaruusldvistdjén pituus.

d=\1,22+2,8 +4,1 =5,107...~ 5,1 (cm)

Koska avaruusldvistdjan pituus on suurempi kuin parsinneulan
pituus, neula mahtuu rasiaan.

Vastaus mahtuu



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016

V=A4h= wrih

Lasketaan kupariosan tilavuus.

V=v

ulko sisd

26,0

mm =13,0 mm

rulko -

=nr 10,0772 10,0

= 222’0 mm=11,0 mm

=7-13,0°-10,0—7-11,0°-10,0=1507,96... (cm”)
Lasketaan kuparin massa.
p =8960 kg/m’
V =1507,96... cm’

m=pV
=1,50796... dm’

=0,00150796... m’
=8960-0,00150796...
=13,511...= 13,5 (kg)

Vastaus 13,5 kg
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Lasketaan yhden pallon tilavuus V.

h=11,0 mm
1
V=—rtr*h
8 pod0mm o 6 mm
1 )
:§-7Z,'-22,0 -11,0

=2090,72... (mm®)
Lasketaan pallon sdde R.

V= i7tR3
3
_
4w
_3-2090,72...
4

R3

=499,12... (mm®)

R=3/499,12... =7,93... (mm)

Pallon halkaisija on 2-7,93... mm =15,86... mm = 15,9 mm .

Vastaus 15,9 mm



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016

K61

h=13,0-5in30°=6,5 (cm)
Lasketaan vinon lierion tilavuus.

V=Ah

14
6,0 cm
=
=nr’h 2

h=6,5cm=0,65dm

=3,0cm=0,30 dm

=7-0,30"-0,65=0,1837... (dm’)

Lasketaan massa.

p =8,4 kg/dm’
m=pV
V =0,1837...dm’

=8,4-0,1837...=1,543...= 1,5 (kg)

Vastaus 1,5 kg
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=9’9 Cm=49,5mm r =10%=50,0mm

’/jvisd ulko

Maalikerrosten poikkileikkaukset ovat ympyrarenkaita.
Lasketaan ulko- ja sisdpinnoille levitettyjen maalikerrosten
tilavuudet.

~h—m(r,

sisd

~0,1)> &

:nh-(49,52—49,42)

=9,89-7h (mm”)

V

ulko

=(r,, +0,1)} h=mr’ -h

=mh-(50,1° -50%)

=10,01-7 4 (mm®)

Verrataan ulkopintaan kuluneen maalin tilavuutta sisdpintaan
kuluneen maalin tilavuuteen.

vV 10,01-
—ulko — >ML—10121 =10L21...% =

Vi 9.89 1k 0

Ulkopintaan kuluu 101,2 % — 100 % =1,2 % enemman maalia.

101,2 %

Vastaus 1,2 %

Huomaa: Annettu tieto putken pituudesta ei ole valttiméton.
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30,0 cm

22,5 cm

22,5cm

Pohjan side on » = =11,25cm=1,125dm.

Sivujanan pituus on 30,0 cm = 3,00 dm.
Lasketaan kartion korkeus.
3,00° = h* +1,125%
h*=3,00" —1,125
=7,734... (dm?)

h=+47,734...=2,781... (dm)

Lasketaan kartion tilavuus.
1 2 1 2 3
V= gﬂr h= gn' -1,1257-2,781...=3,685... (dm”)

Kartion tilavuus on 3,685... dm’ = 3,685... L = 36,85... d ~ 36,9 dl.

Vastaus 36,9 dl
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Lasketaan pohjanelion sivu a pohjan pinta-alan avulla.
A=5,3ha=5,3-(100 m)* =53 000 m*
a’>=53000

a=£4/53000 =230,217... (m)

Lasketaan alkuperdinen korkeus / suorakulmaisen kolmion avulla.

h
tano = —
a
2
p o =51°52'=51,866...°
h=—-tana
2 a=230217... m
_230,217...

-tan51,866...° = 146,627...~ 147 (m)

Pyramidin alkuperdinen korkeus on ollut 147 m.

Vastaus 147 m



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016
K65

30,0 cm 30,0 em

h

VLR

5,0
10,0 cm 5,0cm 5,0 cm

Pyramidin kaikki kuusi sivutahkoa ovat samanlaisia tasasivuisia
kolmioita. Lasketaan sivutahkon korkeus.

30,0° = #* +5,0°
h* =30,0"-5,0°
=875

h=£~875=29,580... (cm)
Vaippa koostuu kuudesta samanlaisesta kolmiosta.

A = 6-%: 887,411...~ 887 (cm?)

Vastaus 887 cm?
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Sadnnollisen oktaedrin poikkileikkaus on nelid.

Oktaedrin korkeus 4 on \/5 -sivuisen nelidn lavistéja.

w2 =2+
=2+2
=4

h=tN4=2

Oktaedrin tilavuus saadaan laskemalla yhteen kahden nelidpohjaisen
pyramidin tilavuudet.

oktaedri ~ 2 ) pyramidi ~

2.

Vastaus Tilavuus on g .
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K67

2h

Viinilasin poikkileikkauskuvioon muodostuu kaksi tasakylkisté

kolmiota, jotka ovat yhdenmuotoiset (kk, huippukulma yhteinen ja
samankohtaiset kulmat yhté suuret.

Merkitdén sisdtilan korkeutta 2/:1la, jolloin nesteosan korkeus on 4.

Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio. Muodostetaan yhtalo.

Viw (B Y (1) _1
I/lasi_ 2h - 2 _8

Vneste = Lo ‘ I/I P = 1’75 dl

asi

=0,21875
~0,219 (dl

Vastaus 0,219 dl



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 10.10.2016

K68

Tetraedrissa on neljd tahkoa, joten syntyvissd Platonin kappaleessa
on neljé kirked. Tetraedri on ainoa Platonin kappaleista jossa on
neljd kérked. Siis syntyvi kappale on tetraedri.

Merkitdén syntyvin tetraedrin sdrméa kirjaimella b.
Piirretddn mallikuva.

Tetraedrin tahkot ovat tasasivuisia kolmioita ja niiden keskipisteet
ovat mediaanien leikkauspisteitd. Ndma pisteet jakavat tahkojen
mediaanit suhteessa 2 : 1 kérjestd lukien. Mediaanit ovat samalla
sivutahkojen korkeusjanoja.

Markitién alkuperdisen tetraedrin sivutahkon mediaanin pituutta
kirjaimella 4.

Poikkileikkauskuvio ABC on tasasivuinen kolmio. Kolmiot 4ABC ja
EDB ovat yhdenmuotoiset (kk, huippukulma yhteinen ja
samankohtaiset kulmat yhta suuret).



Ratkaistaan kysytty pienemmaén tetraedrin sdirmé b vastinjanojen
suhteen avulla.

1
L
a_?g\_3
bzla

3

C e 1
Syntyneen tetraedrin sirmén pituus on —a.

Vastaus % a
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a) B =90°—-63°=27°

b) Kulma 3 on 84 asteen keskuskulmaa vastaava kehdkulma, joten
=284°:2=42°

Kulma y on 110 asteen kehdkulmaa vastaava keskuskulma.
y=2-110°=220°
o =360°—220° = 140°

Kulma 3 on kulmaa a vastaava kehdkulma.
B =140°2=70°

Vastaus ) 27° b) 42° ¢) 70°
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2

a) Maaston matka x ratkeaa verrantoyhtdlosta.

33 1 Vastinmatkojen suhde on
¥ 400000 mittakaava.

x= 13200 000 (mm)

Matka maastossa on 13 200 000 mm = 13 200 m = 13,2 km ~ 13 km.

b) My0s peruskartan matka y ratkeaa verrantoyhtdlostd. [lmoitetaan
todellinen matka millimetreissé.

y 1 Vastinmatkojen suhde on
13200000 20000 mittakaava.
20 000y =13 200 000 | : 20 000
y =660 (mm)

Matka peruskartalla on 660 mm = 66 cm.

Vastaus Matka on a) 13 km b) 66 cm.
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3
a)
o
15m
90m
H
X
cosoL = —
o =cos” %0 _ 53,13..°=53°
15
15 =xz+9,02

¥’ =15 -9,0> =144

x=3N144 =12 (m)



b)

x> =4,0"+5,0-2-4,0-5,0-c0s29,0°
=6,015...

x=+4/6,015...=2,45...~2,5 (cm)

4,0 X
sinx  sin29,0°

xsino =4,0-sin29,0°

. 4,0-sin29,0°
smol =——
X

_ 4,0-sin29,0°
C 2,45,

=0,790...
a =sin"'0,790...=52,24..° = 52°
tai a=180°-52,24..°=127,75...°



Tarkistetaan kelpaavatko saadut kulmat annetun kolmion kulmiksi
laskemalla kolmion kolmas kulma £.

e Kun o =52,24...°, niin
B=180°-29,0°-52,24...°=98,75...°
(kelpaa kolmion kulmaksi)

e Kun ¢ =127,75...° , niin
B=180°-29,0°-127,75...°=23,24..°
(kelpaa kolmion kulmaksi)

Tapaus o =127,75...° ei kuitenkaan kelpaa tehtdvén ratkaisuksi,
koska a eiole kolmion suurin kulma (se ei ole pisimman
sivun vastainen kulma).

Kysytyn kulman on siis oltava 52°.

Vastaus a) a=53° x=12m
b) ¢ =52° x=2,5cm
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4

a) Mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanit suhteessa 2 : 1 kérjesté

lukien. Osien pituudet ovat %-36 =12 ja %36 =24.

b)
Suurin kulma on pisimmain
sivun vastainen kulma. Osat 16
ovat x ja 30 — x.
Kulmanpuolittaja jakaa
vastaisen sivun viereisten ,
sivujen suhteessa. 30 —x v

x _l16
30—-x 24
24x=16(30—1x)

24x=16-30-16x
16x+24x=16-30

40x =16-30
L1630
40

30-x=30-12=18

Osien pituudet ovat 18 ja 12.

Vastaus a)12ja24 b) 12ja 18
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1,I1m

—

0,88 m

20,0 m

Syntyvét suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset (kk, terava
kulma yhteinen, mlemmissa suora kulma).

Vastinjanojen suhde on vakio.

20,0
L1 0,88
h:izl,yzo,o:zs’o @)
L1 0,88

Lipputangon korkeus on 25,0 metri.

Vastaus 25,0 m
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Riekkovuori
o 2,1 km
56°
Koppelomaki 1,76 km Pyykallio
Sinilause:
1,76 2,1

singt sin56°
1,76 -sin56° =2,1-sin

_ 1,76-sin56°

sino =0,694...

2

o =sin"0,694...= 44,01...° ~ 44°
tai o=180°-44,01..°=13598...°

Tarkistetaan kelpaavatko saadut kulmat laskemalla kolmion kolmas
kulma £.
e Kun o =44,01...°, niin
B=180°-56°-44,01...°=79,98...° (kelpaa)
e Kun o =135,98...°, niin
B =180°-56°—-135,98...°=—-11,98...° (ei kelpaa)

Siis Koppelomien ja Pyykallion vili nidkyy 44° kulmassa.

Vastaus 44°
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Lasketaan keilapallon tilavuus.

V:%nr3 r:26’0 cm

=13,0 cm=1,30 dm

~dr130°
3
=9,202... (dm")

Lasketaan keilapallon massa.

p=19,32 kg/dm’
m=pV
V =9,202...dm’
=19,32-9,202...
=177,797...
~178 (kg)

Tavaravaaka niytti keilapallon painoksi 178 kg.

Vastaus 178 kg
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\
\ Papukaija

6370 km ‘ Keksilaatikko

e a-kohdassa kysytdén pitkin tangenttisuoraa mitattua papukaijan ja
keksilaatikon vilisté etdisyytti a.

e Db-kohdassa kysytddan ympyrikaaren pituutta b.
a) Lasketaan etdisyys a Pythagoraan lauseella.

Hypotenuusan pituus on 6370 km + 46,0 m = 6370,046 km.

6370,046” = 6370° + a’
a’ =6370,046> —6370> = 586,04...

a=1,/586,04...

=24,208306... = 24,2 (km)



b) Lasketaan ensin keskuskulma a.

6370

=——=0,999992...
6370,046

cosa

o =cos'0,999992...=0,2177...°

Lasketaan keskuskulmaa a vastaavan ympyrékaaren pituus b.

b=-—2%_27.6370
360°
021770 o
360°

=24,208190...~ 24,2 (km)

c¢) Verrataan saatuja etdisyyksid a ja b.
a—b=24,208306... km —24,208190... km
=0,000116... km
=11,6...cm =10 cm
Etdisyyksilld on eroa noin 10 cm.

Huomaa: ldhtdarvojen mittaustarkkuus asettaa timén c-kohdan
paidtelmin hieman kyseenalaiseksi.

Vastaus a) 24,2 km
b) 24,2 km
¢) 10 cm
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Alue muodostuu kahdesta ympyrésektorista.

A:27O -4+ 20 1P
360° 360°
:127r+l7r
4
:ﬁﬂzSS
4

Lammas ylettyy liikkumaan 38 m?” laajuiselle alueelle.



b)

Lammas ylettyy liikkkumaan alueella, joka koostuu ympyrasektorista
ja suorakulmaisesta kolmiosta.

Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti voidaan ratkaista
Pythagoraan lauseella.

x'=4>-3

x’=7

x =47 x>0

x=A7
Kolmion pinta-ala 4, =%-3-«/7 .
Ratkaistaan kulma f.

3

cos ff = 2
P ~41°
a=90°—41°=49°

Sektorin pinta-ala 4, = ﬁ;z 42



Alueen koko pinta—ala on

A:Ak+AS—— 3. ﬁ+—7z
A=11
Lammas ylettyy liikkumaan 8 m? laajuisella alueella.

Vastaus a)38m’  b) 11m’
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152 mm

Pystyssi, kérjellddn seisovan suoran ympyrékartion
poikkileikkaukseen syntyy kaksi tasakylkistd kolmiota, jotka ovat
yhdenmuotoiset (kk, huippukulma yhteinen ja samankohtaiset kulmat
yhtd suuret). Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

I/vw:‘si — h 3
I/kartio 1 5 2
e V. -152°

kartio

Ve?l 1 523 — 152 V(’S'l
kartlo u kartio
Toisaalta ympyréikartiossa olevan veden tilavuus on sama kuin

r-sdteisen suoran ympyrélierion tilavuus, jossa 7 on kartion yldosan
sdde.



14 :Aph:ﬂr2-14

vesi

Lasketaan kartion tilavuuden ja veden tilavuuksien suhde.

V.o w14 14 314 42

Vi | 1 152 152
aio g 152 152
3% 3

Nyt saadaan laskettua kysytty korkeus 4.

V.
h=152- 3= = 152-{‘/£ =99,002...= 99 (mm)
Vkartio 152

Koska 99 mm < 152 mm, kaikki satanut vesi mahtuu kartioon.

Vesi nousee kartiossa 99 mm korkeuteen.

Vastaus 99 mm
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