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Tehtavien ratkaisuja
Funktiot ja yhtalot

Reaaliluvut

1 Lukualueet

1S

10.

-2
a) Luonnollisia lukuja ovat v/144= 12 ja e =2.
-2
b) Kokonaislukuja ovat +/144, 2 ja —3*=-9.

: : : - -2 =2 -
c) Rationaalilukuja ovat 0,6 =§, \144 = 2, =2 _z2 ja —32 =T9.

d) Irrationaalilukuja ovat 1 — 7, +/23 ja 0,21211211121112...
e) Kaikki esitetyt luvut ovat reaalilukuja.

Luku b on suurempi, silld a = 0,456 37070070007... jab=0,4563707707707...

a) 4,44 = 444 11 b) O,Ezfzi
100 25 99 11
C) olkoon x =5,45 =5,4555..., jolloin 100x = 545,555... ja 10x = 54,555... Edelleen
491

100x — 10x = 90x = 491. Tésta x =%.

Lukujen 0,102030405060708090... ja 0,112131415161718191... vililld olevia ratio-
naalilukuja on ddrettomén paljon. Esimerkiksi 0,11 on rationaalinen ja on ensimmais-
td lukua suurempi ja jalkimmaistd pienempi. Samoin on 0,103; 0,111 jne.

Nelion lavistdjan d ja sivun a suhde on V2 , joka on irrationaaliluku.

(Todistus: Luvut d ja a toteuttavat Pythagoraan yhtélon a2 +a2 =d?2, josta

2
2
d—2 = (Ej =2 jaedelleen d = /2 . Jos saatu suhde olisi rationaalinen, olisi
a a a

V2 = m eli jokin supistetuksi oletettu murtoluku. Ei voi olla n = 1, koska mink&in
n

kokonaisluvun neli6 ei ole 2. Kuitenkin olisi — - — = 2, mutta timéa on mahdotonta,
n n

koska yhtélon vasen puoli ei supistu kokonaisluvuksi. Siis V2 eiole rationaaliluku.)

© Lukion Calculus 1
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Funktiot ja yhtalét (MAAT) Tehtdvien ratkaisuja

*11.

*12.

*13.

*14.

Oletetaan, ettd laskimen antama likiarvo 7:lle on p=3,141592654. Luku g = % on

p:td suurempi, silld g =~ 3,141592920. Lasketaan, kuinka monta prosenttia ¢ on p:td
suurempi
q-p _3,141592920 -3,141592654

~ 0,0000085 %
P 3,141592654

a) V2 = 1,41421356237.... ja % =1,41421568627..., joten +/2 :n likiarvo ilo; on

kuuden numeron tarkkuudella oikea.

b) 7=3,14159 26535 89793 23846 .... Sen likiarvo on 2508429787

798 458 000

=3,14159 26535 89794 32856.... Tastd ndhddan, ettd likiarvossa on 14 oikeaa de-
simaalia eli 15 oikeaa numeroa.

Kysymyksessa olevan likiarvon on esittényt itseoppinut intialainen matemaatikko

Srinivasa Ramanujan (1887-1920) muodossa 335 (1- 0,0003

113 3533
pettdméiton intuitio luvuista ja lukusuhteista, ja kyseinen likiarvo on vain yksi monis-
ta hdnen esittdmistddn 7:n likiarvoista.

). Ramanujanilla oli

Kertolasku ja jakolasku ovat méériteltyjd annetussa lukujoukossa A = {— 1,0,1}. Yh-
teenlasku ei ole méaritelty joukossa A, silld esimerkiksi summan —1+ (—1) arvo ei

ole A:ssa. Myoskiin vahennyslasku ei ole mééritelty joukossa A, silld esimerkiksi
erotuksen —1—1 arvo ei kuulu lukujoukkoon A.

Kertolasku on méiritelty A:ssa, silld minkd tahansa kahden A:n alkion (vaikka samo-
jenkin) tulo on A:n alkio. Sanotusta syystd my0s jakolasku on méaéritelty A:ssa.
Luonnollisesti suljetaan pois tapaus, jolloin jakajana on nolla.

Alkuluku on jaoton positiivinen kokonaisluku eli sellainen luonnollinen luku, joka on
jaollinen vain luvulla 1 ja itsellddn. Lukua 1 ei pidetd alkulukuna, joten pienin alku-
luku on 2.

Toistaiseksi (joulukuu 2004) suurin tunnettu alkuluku on luku 2*%°% _1_ Siind on

7 235 733 numeroa. Ajatellaan, ettd luku kirjoitettaisiin A4-arkeille niin, ettd yhdelle
arkille tulee 2 500 numeroa. Luvun esittdmiseen tarvittaisiin silloin kaikkiaan 2 895
arkkia! Jos nima kiinnitetddn vierekkiin sopivalle alustalle, tulee paperijonon koko-
naispituudeksi noin 608 metria.

Esimerkiksi internetosoitteesta http://www.utm.edu/research/primes/largest.html 16y-
tyy mielenkiintoista tietoa alkuluvuista. Alkulukuja kisitellddn myos Lukion Calcu-
lus-sarjan oppikirjassa syventavalla kurssilla Lukuteoria ja logiikka.

© Lukion Calculus 1



Funktiot ja yhtalét (MAAT) - Tehtévien ratkaisuja 5

2 Laskulait, vastaluku ja kdanteisluku

21. Summa -99 + (-98) + (-97) + ... + 97 + 98 + 99 + 100 voidaan laskea helposti so-
veltamalla yhteenlaskun vaihdanta- ja liitdntélakeja. Summa kirjoitetaan muotoon
(99 +99) + (98 +98) + (97 +97) + ... + (=1 + 1) + 0 +100, josta ndhdédan arvo
100.

22. Luvut, jotka ovat kdénteislukunsa kanssa samoja, ovat 1 ja —1.

23. Luvun a ja sen vastaluvun —a summa on a + (—a) = 0, erotus a — (—a) = 2a, tulo

a-(-a)=-a’ ja osamddrd — = —1.
—a

24. a)a-b+(b-a)=a—-a+b—-b=0,joten luvut a—b ja b —a ovat toistensa vastalu-
kuja.
ab

b) ab = ab =—=1, joten a ja b ovat toistensa kédanteislukuja, kun a, b # 0.
b b-a ab b™ a

b ) . .
*25.a) a(l+—)=a+a- b =a+b. Koska a ja b ovat toistensa vastalukuja, summa on 0.
a a

I 1
b) —+ b ,a _b=a . Koska a ja b ovat toistensa kdédnteislukuja, on ab = 1, jo-

_— = + —_
a b ab ab ab
ten lauseke sievenee muotoonb +a=a+b.

3 Lukujen suuruusjarjestys

[ O
*—e

765432101234

30. a) Pituuksien suhde on — =

»
'

o NI
w | N

—_—

b) Yhteisen vilin pituus on

32. a) Kun kahteen lukuun lisdtddn sama luku, alkuperdinen suuruusjarjestys sdilyy.
Epéayhtidlomerkin suunta sdilyy, kun epdyhtidlon molempiin puoliin lisdtddn sama lu-
ku. Esimerkki: —5 < 3. Silloin pdtee vaikkapa -5 +4 <3 +4eli—1 <7.

b) Kahden positiivisen luvun tulo on aina positiivinen. Esimerkki: 2 >0 ja 5> 0.
Silloin pétee 2-5>0eli 10>0.

33. a) Epayhtdlé m + 1 > m pitee kaikille reaaliluvuille m, koska se on yhtépitdava ident-
tisesti toden epdyhtélon 1 > 0 kanssa.
b) Epayhtdlo m + m > m ei pade aina, silld esimerkiksi mikddn negatiivinen reaalilu-
ku ei toteuta siti.

c) Yhtilo m_ 1 pédtee aina, kun se on madritelty eli kaikilla m=0.
m

34. Kun F=%C+32,niin C :SF—%.KunFZS{ on C =12,2,jakun F =82, on

C ~ 27,8. Kun Fahrenheit-lukemat ovat vililld 54° < F < 82°, ovat vastaavat Celsi-
us-lukemat vililla 12,2° < C < 27,8°.

© Lukion Calculus 1
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Funktiot ja yhtalét (MAAT) Tehtdvien ratkaisuja

*35.

*36.

. . . . e . . . a+ ..
Jos a ja b ovat kaksi rationaalilukua, niin ainakin keskiarvo eli luku ¢ = on nii-

den vilissd. Ensinndkin kyseinen luku on rationaaliluku. Silld josa=— jab = P (m,
n

q

mg+n .
ma+ne . Q. Oletetaan, ettd a <b.

2nq
Silloin 2a <a+Db, joten a < c. Samoin a+b <2b, joten c <b.

n, p ja q ovat kokonaislukuja, n, q # 0), niin ¢ =

a) Pienin ei-negatiivinen reaaliluku on 0.

b) Koska vili [0,1] on suljettu, sen suurin luku on 1.

c) Vililla [O,l[ ei ole suurinta lukua. Jos se olisi luku b, niin olisi b < 1. Mutta silloin
luku % olisi sekd b:td suurempi ettd lukua 1 pienempi, joten b ei voi olla suurin

ko. valilla.

4 Itseisarvo

42.

43.

44,

45.

46.

Oletetaan, ettd a # 0. Silloin
a) |a| > 0 on tosi, koska aina |a| >0ja |a| =0 vain, kuna=10

b) a > —a on epétosi, silld esimerkiksi a:n arvolla —1 pidtec a <—a
c) [a| =|-a| on tosi, koska vastalukujen itseisarvot ovat yhti suuret

d) —(-a)=|a| eli a=|a| on epitosi esimerkiksi a:n arvolla —1

a) |x| =100, kun X = —100 tai X =100
b) [x+1/=3,kunx+1=-3 tai x + 1 = 3. Naiistd X = —4 tai X = 2

c) [x—1=5,kunx—1=-5taix—1=>5. Néistd X =4 tai x = 6

O
]
T

a) |x| <10, kun T R —
-10<x<10 -10-9 -8 -7 -6 -5 -4

»
’

56 7 8 91

3210123 4 0

oQ—0
b) x| <2, kun —t——+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+>
_2<x<?2 10-9-8-7-6-5-432-1012345678 910
C)|X|>5’]‘(1/lrl l l l l l :I) l l l l l l l l l <|> l l l l |
X<-5taix>5 109 8-7-6-5-43-2-1012345678910

Lukusuoran pisteiden a ja b védlimatka on b — a, jos a <b. Jos taas a > b, vilimatka
on a — b. Kummassakin tapauksessa vilimatka on |a - b| . Tulos pitee my0s tapauk-

sessaa=Dh.

Koska luvun itseisarvo ei ole negatiivinen, niin |a + 2| + |5 — b| =0 vain,josa+2=0
ja5—-b=0.Saadaan a=-2jab=>5.

© Lukion Calculus 1
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Yhtalo ja epayhtalo
2 Ensimmaisen asteen yhtalo

+
53. Kirjoitetaan yhtélo §+% = 3+a ensin muotoon 6+a = HTa . Ristiin kertomalla

2+4
saadaan 36 + 6a =12 + 4a, josta 2a=-24 jaa =-12.

cd

54, a)ab=cd<:>a=F b)%:caazbc
C)bad:CQaZL d)ﬁzlﬁazi
bd b d cd
55.a) F =ma sa=t b)s:lat2<:> a=2
m 2 t2
2(s—v,t
c) S=Vot+lat2 = latZ:s—vot = a=(—V°)
2 2 t2

56. Olkoon Jaanan palkka X euroa. Annettujen tietojen perusteella saadaan yhtilo

X = 2 + % + g + 276 €, jonka ratkaisuna x = 720 €.

57. Koska yhtdlon 6X — 6 —2ax =5 — X ratkaisuonXx=-1,on-6—-6 +2a=5+1, josta
2a=18jaa=09.

58. Olkoon reitin pituus X. Paikallisjunan tdhidn matkaan kdyttdméa aika on puoli tuntia
pitempi kuin pikajunan kiyttdma, misti saadaan yhtilo

X . Matkan pituudeksi tulee x =200 km.
80 km/h

b

he X
100 km/h

59. Jaettava on jakaja kertaa vaillinainen osamiira plus jakojddnnds. Taméan mukaan
saadaan yhtdlo x = 4(x —500)+ 8, jonka ratkaisuna on X = 664.

3 Ensimmaisen asteen epayhtald
64. a) b) c)
4-3-2-1701234x«x

3 4 4-3-2-1 0 1 234X -4-'3-'2-'1'0'1‘2%1}
y=6x+3 y:—%-{-] y =45 -2,5x

nollakohta x = —% nollakohta X =2 nollakohta X = 1,8

© Lukion Calculus 1
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Funktiot ja yhtalét (MAAT) Tehtdvien ratkaisuja

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

X X-3 X+6
—— <X+ -6
3 2 3
2X=3(Xx=3) <6X+2(X+6)
2X=3X+9 < 6X+2X+12
-9x <3

Nouseva suora Y :% X+Db on x-akselin yldpuolella heti nollakohtansa jalkeen. Siis

nollakohta on X=—% . Saadaan yhtilo %(— %) +b=0,josta b= é .

Olkoon X pienin tehtdvin mainitsemista kokonaisluvuista. Silloin

X+(X+1)+(X+2)+(x+3)>1000
4x>994
X >248,5.

Pienin kokonaisluvuista on siis 249, ja seuraavat 250, 251 ja 252.

Epayhtédlon g > g —% ratkaisu on X <5, jolloin suurin ehdon tayttdva kokonaisluku

on 4.

Lukujen 2x+1 ja X + 3 erotus on 2X +1 — (X + 3) = x — 2. Kun X > 2, erotus on posi-
titvin. Siitd voidaan paitelld, ettd 2x + 1 on suurempi kuin X + 3.

—X+3,kunx <3
Xx=3 kunx>3

2 |3—x|:|x—3|:{

—2X+4,kun x < 2
b) |4-2x| =[2x 4| = 2x—4, kun X > 2
c) x+|x—1|={

x—x+1,kunx<1_{ Lkunx <1

x+x—1,kunx21_ 2X—Lkun x>1

5-5x—-5-5x,kun x < -1 —10Xx, kun x < —1
d)5+[5x + 5| - 5x = =

5+5x+5-5x, kunx>—1 10, kun x > —1

Olkoon X ajokilometrien maddri. Annettujen tietojen perusteella saadaan epayhtilo
16 800 + 0,12x > 19 300 + 0,07x, jonka ratkaisuna X > 50 000 (km).

a) Kokonaispinta-alalle saadaan ehto 2-24 +2-18x +2-12x <228, josta X < 3. Koska
sdrmén pituuden pitdd olla nollaa suurempi, tulee vastaukseksi 0 < x < 3.

b) Tilavuudelle saadaan ehto 6-4-3x > 360, josta X > 5.

© Lukion Calculus 1
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3 Prosenttilasku

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

1855 1855

= = 0,306 = 30,6 %.
4216+1855 6071

Tyttsj oli

Mari sai mehua (1-0,18)-24 kg=0,82-24 kg~ 19,7 kg.
a) 0,025 - 1 500 € = 37,50 €. Koska prosenttiarvo on pienempi kuin 48 €, korotuk-

seksi tulee 48 €, jolloin uusi kuukausipalkka on 1 548 €.
b) 0,025 - 4 050 € = 101,25 €. Uusi kuukausipalkka on 4 151,25 €.

a) Sinkin médrd esineessd on 0,30-680 g =204 g, joten nikkelid on
680 g —(374 g +204¢g)=102 g.

b) Nikkelin osuus on 102 ¢ =0,15=15 %.
680 g

) ) . 250
a) Viestokato oli 10250 —10 000 = 250 henkil6a eli 10250 ~ 0,024 =2,4 %.

250

=0,025=2,5 %.
000

b) Viékiluvun pitédisi kasvaa 250 henkilon verran eli

Olkoon vuokra ennen korotusta X euroa. Korotuksen jélkeen se on
1,025 x = 436,60 euroa. Tastd x = 425,95 €.
14,70 €

Alentamaton hinta X saadaan yhtélosta 0,75x = 14,70 € , josta X = 075

~ 19,60 €.

. + .
Drinkin alkoholipitoisuus on 240> 1 0:125-10¢l_ 6o ¢ 5o,
Scl+10cl+35¢l

0,825-150 g +0,625-350 g _ , cos _ g5
150 g +350 g

Seoksen kultapitoisuus on Yoo

Olkoon X tarvittava madra sokerijuurikkaita. Merkitddn sen ja sokeriliuoksen sisélti-
mat sokerimaarét yhta suuriksi: 0,18x =0,10-10 t. Téastd X = 5,6 t.

Maire sai leivdstd ja margariinista rasvaa yhteensd 0,059-100 g+0,60-30 g=23,9 g.
Merkitsemélla riisin méaarad X:114 saadaan yhtdlo 0,009x = 23,9 g, jonka ratkaisuna
X=2,7kg.

Olkoon maassa 100a asukasta. Talloin ranskaa puhuvia on 74a ja saksaa puhuvia 62a
eli yhteensd 1364, joten kahta kieltd puhuvia on 36a. Taméi on 36 % asukasmadrista
100a.

Olkoon television alkuperdinen hinta X. Alennusten perusteella saadaan yhtdlo

0,98-0,90x = 838 €, jonka ratkaisuna X = _ 88 € =950 €.

0,98-0,90

© Lukion Calculus 1
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

Uusi myyntihinta oli 1,063 -1 550 € ~1846,07 €. Se oli 296,07 € eli 296,07

~ 0,191 =19,1 % suurempi kuin alkuperdinen hinta. Vertailuprosentin nékee suoraan
vertaamalla lukua 1,063 =~ 1,191 lukuun 1.

Olkoon maitomiérd X kg. Siind on rasvaa 0,048x kg. Koska kuorittuun maitoon jaa
rasvaa 0,1 % eli 0,001x kg, kermaan on kéytettdvissa rasvaa 0,047x kg. Tdma on
35 % kerman méaéarasti, joten 0,047x = 0,35-1,0 kg. Ratkaisuna saadaan tarvittava

maitomadrad X ~7,4 kg.

Ajatellaan, ettd kukkapenkissd on 100a kasvia. Voikukkia niistd on 0,54-0,61-100a
~ 33a, mikd on 33 % kukkapenkin kasveista.

a) Tyottomyys lisddntyi 80 henkil6lla eli prosentuaalisesti % ~ 44,4 %.

b) Paikkakunnan tyontekijamaara X = 2 000 saadaan yhtalosta 0,09x = 180. Uusi

2
600 =0,13 =13 %. Uusi tyottdmyysprosentti on siis

tyOttdmien madrd on 260 eli

13, joten tyottomyys kasvoi 4 prosenttiyksikkoa.

a) Jos makkaran vanha yksikkohinta on a, on korotuksen jélkeinen hinta 1,15a. Ol-
koon alkuperdinen kulutus b ja uusi kulutus x. Koska makkaramenot sdilyvit ennal-
laan, saadaan uuden kulutuksen x laskemiseksi yhtdlo ab=1,15a-x, josta

X = ab ~ 0,870b . Niin ollen kulutusta on vidhennettava 13,0 %.

L15a

b) Yhtilostd X -1,15a=a saadaan kertoimen X arvoksi X = % =0,870. Tasté voi-
,1oa

daan hinnan laskuksi péételld 13,0 %.

Merkitdin osakepddomaa kirjaimella p. Korotuksen jilkeen pddoma oli 1,5p. Voitto
edellisend vuonna oli t —m = 0,1p, jossa t tarkoittaa tuloja ja m menoja. Tulot ja me-
not kasvoivat 20 %, joten voitto oli nyt 1,2t —1,2m=1,2(t-m)=1,2-0,1p =0,12p.

Tadmai on korotetusta padomasta 0.12p =0,08=8 %.

1,5p

Jos seuramatkan hinta on 100a, lennon osuus siitd on 50a ja polttoainekustannukset
0,30-50a = 15a. Hinnan nousun jilkeen polttoainekustannus on 1,1-15a = 16,5a.
Matkan kokonaishinta nousee ndin ollen 1,5a:n verran eli 1,5 %.

Todellinen matka s lasketaan yhtdlostd 1,055 = 205km. Tastd s~ 195,24 km, jolloin

195,24 km 2 5 km/h.
2%h
3

keskinopeus on

Otetaan padryndmehua méard a ja omenamehua méaara b. Sokerin médrastd saadaan
yhtdlo 0,14a + 0,07b = 0,11(a + b) eli 0,03a = 0,04b. Sekoitussuhde ona:b=4: 3.

© Lukion Calculus 1



Funkfiot ja yntalst (MAAT)  Tehtévien ratkaisuia 1 1

Potenssit ja juuret

1 Potenssi

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

Talonpoikia 7, kissoja 7 - 7, syOtyjd hiirid 7 - 7 - 7, syotyjéd tdhkid 7 - 7 - 7 - 7 ja syoty-

JEjyvia7-7-7-7-7="75=16 807.

a) (=) =(=D»)" =1"=1 b) (=) =(=D>"-(=D=1-(-)=~1

X n+2 2
2ny3n — yn+2n+3n — y6 — 2-n)2 — (x2)2 — x4
C)annxn_xn+n+n_xn d)(xnj _(Xn+ n) —(X) =X
e) (nn)n =n"n = nn2 f) 3n.3n.3n = 3n+n+n = 33n :(33)n =27n
a) I’m’n’ = (Imn)’ =2° =32 b) (M)’(m>)° =m*m* =m™"! :#:%

c) I’'m“*n’ =(Imn)’m'' =2°.8 = 64

Kun kuution sdrmaé on a, tilavuus on a3.
- S a’ .. 1 o
a) Kun sdrmé on > tilavuus on ry eli tilavuus tulee 3 = 0,125-kertaiseksi.

b) Kun sirmi on 2a, tilavuus on 8a’ eli tilavuus tulee 8-kertaiseksi.
c) Kun sérmi on 3a, tilavuus on 27 a° eli tilavuus tulee 27-kertaiseksi.
d) Kun sirmé on 10a, tilavuus on 1 000 &’ eli tilavuus tulee 1 000-kertaiseksi.

1,39-10° m
a) ————
1,27-107 m
jaan verrattuna.
b) 1,99-1030 kg
5,97-1024 kg
saan verrattuna.

~109,4 . Auringon halkaisija on noin 109-kertainen Maan halkaisi-

~ 333 333 . Auringon massa on noin 333 000-kertainen Maan mas-

Elektronin nopeus 2,18 Mm/s = 2,18-10°-3,6 km/h = 7 848 000 km/h on noin kym-
menkertainen Auringon nopeuteen 792 000 km/h verrattuna.

5'% ~7,8886-10%

590 = (5'%%)? ~ (7,88861-10%)* ~ 62,230-10"* = 6,2230-10"°
51900 — (52993 % (6,22302-10"7)° =9332,6-10%° = 9,3326-10°®
5299 = (5'%)? % (9,3326-10°)* =87,098-10"*"° = 8,7098-10"*""

Naulakohtaisen maksun mukaan ensimmaéinen naula maksaisi 1 snt, toinen 2 snt,

kolmas 27 snt, neljis 2° snt jne. Viimeinen naula maksaisi niin ollen 23! snt eli
21 474 836,48 €. Kertamaksu 70 € on Santerille edullisempi.
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12 Funktiot ja yht&ldt (MAAT) Tehtdvien ratkaisuja

2 Nelidjuuri

125. a) Korkeus h ratkeaa yhtilosti 22 +h2 =52 josta h =+/21 ~ 4,6 pituusyksikkda.

4.421
2

=24/21~92 pinta-alayksikkoa.

b) Kolmion ala on

126. Olkoon kolmion kylki a, jolloin 42 +52 = a2. Téstd a = /41 . Kolmion piirin pituus
on 8+ 2+/41 ~ 20,8 pituusyksikkoa.

*127.4a) Sivutahkon ldvistédjdn pituus b = a~/2 saadaan yhtilostd a> +a” =b?.

b) Avaruuslavistdja on kuvaan piirretyn suorakulmaisen kolmion
hypotenuusa, joten a* +b? = ¢*. Ratkaistaan c.
a’+(+/2a)> = ¢
a’+2a’ =c?
3a? = ¢?

Avaruuslavistdjan pituudeksi saadaan ¢ = a/3.

*128. Sivutahkojen lavistdjét lasketaan Pythagoraan lauseella:

V6,02 +4,0% =/52~7,2 (m), 1/6,0% +3,0> =+/45 ~6,7(m) ja
3,02 +4,0% =425 =5,0(m).

Kaikki avaruuslavistdjit ovat samanpituisia, ja tima pituus on \/(\/4_5 Y +4,0" = Je1

~7,8(m).

Nelidjuurilausekkeiden sieventdminen

136. a) 3v/a’ =3va?-a =3Va?Ja =3laVa =3aJa
b) \/a_3-\/5:\/a_2\/5\/5:|a|(\/_)2 =|aja =a2

a2 a2 a _aJa _ala
) TR A iy e

137. a) J(x=D? =x—1  b) {(1-+2)? =[1-+2|=42-1
C) {J(n—5)2 =|TE—5|=5—TC

138. Levosta ldhteva kappale putoaa ajassa t matkan S = % gt?, jossa g on putoamiskiihty-

vyys. Kun yhtilosti ratkaistaan putoamisaika, saadaan tehtdvéssd mainittu reaktio-
2s

aika t = .
g
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139. Ulla Eki Jussi | Mari
paino X (kg) 60 75 90 70
pituus (m) 1,60 1,70 1,92 1,64
y (M) 1,55 1,73 1,90 1,67

Taulukon y-arvot on laskettu lausekkeesta y = 1/2—)(5 , jossa X on henkilon paino kilo-

grammoina. Koska Ekin ja Marin pituus on pienempi kuin saatu y:n arvo, heitd voi
pitda ylipainoisina.

140. a) Kun h=8000 m, niin nikomatka on 3,5,/8 000 km ~ 310 km.

b) Jos 3,5v/h =21, niin h = 36. Korkeus maanpinnalta on siis 36 m.

c) Korkealta nikee kauemmas siitd syysti, ettd Maa on pallon muotoinen.

3 Yleinen juuri ja murtopotenssi

1 L 2 21 L 2
148. a) 24/2=21.22 =22 T N E
\/_ 21/3
2 2 2 4 1 1

16 (24)1/3 24/3

o34
149. a)a?-a?=a2 2 =a2=a?

L 1_(_1) L
b)b*:b 4 =b+ | 4) =p4's =b2
c) (c)?=c152 =¢3

2 2 2 g
3

d)d 3(d+d3)=d 3-d'+d 3 -d

1
150. a)r—(43] _46—(22)é:2;:?{/5

5
b)\/_\/f—zz 23 =22"3 =26 =8/25 =¢/32
1
c) Yava = (a-a2)
d) xo- VX = x -x

(VRN w\»—‘

1
151. Sévelet a:sta ylospéin ovat b, h ja c. Kun a:n taajuus kerrotaan luvulla 2!2, saadaan

b:n taajuus, siitd vastaavalla tavalla h:n taajuus jne. Kysytty C:n taajuus on siis
1 1

(212)3.220 Hz=24-220 Hz ~ 262 Hz.
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Funktio-oppia

1 Funktio-kasite

159.

160.

161.

162.

a) Yhtilon y = |x| madrittelemd y on X:n funktio, silld jokaisella reaaliluvulla X on
tdsmaélleen yksi itseisarvo Y.

b) Yhtilon y = x> madrittelema y on x:n funktio, silld jokaisella reaaliluvulla X on
tasmilleen yksi kolmas potenssi Y.

¢) Yhtdlon y = 1+ x médrittelemd y ei ole X:n funktio, silld esimerkiksi X:n arvoa 1
vastaa kaksi y:narvoa y=2 ja y=0.

d) Yhtélon |y| = X madrittelema y ei ole X:n funktio, silld esimerkiksi X:n arvoa 1 vas-
taa kaksi y:narvoa y=1jay=—1.

e) Yhtdlon xy =2 médrittelemd y on X:n funktio, silld jokaista nollasta eroavaa X:n

arvoa vastaa tdsmélleen yksi y:n arvo Yy = —. Funktio ei ole mééritelty X:n arvolla 0.
X

f) Yhtilon y* = x* médrittelemd y ei ole x:n funktio, silld esimerkiksi x:n arvoa 1
vastaa kaksi y:narvoa y=1jay=-1.

Ratkaistaan y yhtilosti x> — (1 —%) =0, jolloin saadaan y =—-2x2 —2. Siis funktion f

maédrittelee ratkaistussa muodossa eli eksplisiittisesti yhtdlo f(X) = —2x2 + 2. Funk-
tion arvoksi kohdassa x =2 tulee f (2) =-6.

a) Tuotteen verollinen hinta on h(x) = x + 0,22x = 1,22x.
b) Jos veroton hinta on 550 €, tuotteen hinta on h(550 €) = 1,22 - 550 € = 671 €.

¢) Veroton hinta on X = % €, joten arvonlisdvero on 0,22 ﬁ € ~15,15 €

9 2

Yhdeksén ja kymmenen vililld koottujen tuotteiden lukuméérd saadaan erotuksesta
L(2)-L(1)= (-2 +5-22 +14-2)— (-1’ +5-1* +14-1) =22.

Vastaavasti kymmenen ja yhdentoista vililld koottujen tuotteiden lukuméaara on
L(3)—L(2)=20.

*163. Ympyrén sdde r saadaan yhtélostd 2 21 = X.

X Xz . X . 1-Xx .

Ympyrin ala on ar? = 7(—)* = —. ' ' '
2 4
e . : . 1-x . (1-x)?
Nelion piirin pituus on 1— X, joten sivun pituus on T jaala T
o . x> (1-x)°
Ympyrin ja nelion yhteinen ala on A(X) = e + TR 0<x<1.
V4
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*164.Koska funktion f:A— B maédrittelyjoukko ja maalijoukko ovat suppeita, eri funkti-

ot voidaan esittdd nuolikuvioin.

™ 1
|1+ ]|

Funktioita A — B voidaan siis muodostaa kaikkiaan 8. Yleisesti pétee, ettd jos A:ssa
on m ja B:ssi n alkiota, funktioiden A— B lukuméiiri on n™.

2 Funktion kuvaqgja

YA
168. Funktio g saa kaikki lukua —1 pienemmat !
arvot sekd arvon 2. T X
yh
172. Funktion f arvojoukko on [O, 00[. \ —
. —]
1 X
VA
\/’\U‘
L =g
173. f(X)=9g(x), kun x =-2 tai x =2. 7 >

174. Epayhtdlon g(x) < f(x) eli — % X+ 2 < X+ 5 ratkaisu on X > —2. Ndilld arvoilla g:n

kuvaaja on f:n kuvaajan alapuolella.
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16 Funktiot ja yht&ldt (MAAT) Tehtdvien ratkaisuja

1,2
175. Palkka nousi 1,1A
400,02 - 16 € 1.0
=12,80 €. 0.9
@0,8 /
0,7
@0,6 ()/
20,5
S 0,4¢ O
203 —
0,2 /
0,1
10 20 -
tuntipalkka (euroa)
*177.a) x* —2x-3 yA
\ b)| /&)
b) x* —3x+2 A [y
I\ 1 / / .|
c) x*—5x*+4 1 X X
\ /
d) 3% = 5% +1 ,’
I
e) x—|x-2|
YA YA 0)
f) [x+1]=|x-2] k d 9) )
e)
g) x—|x+3[+2/x| } f
VT [x X
h) vx+3-2
i) VX* -4
j)a—x VA / A
\i) )/
)4 i) k)
K) |/[x+1] N[, /L yalf ><\
— > X
h)
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3 Verrannollisuus

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

Tyohon mennyt aika y on kddntéen verrannollinen tyontekijoiden lukumééraén X,
joten Xy =K, jossa k on vakio. Yhtdlostd 4-20 h =7y saadaan kysytyksi ajaksi
kymmenen minuutin tarkkuudella 11 h 30 min.

Tarvittavan paneelierdn kokonaispituus y on kééntéen verrannollinen paneelin levey-
teen X eli Xy on vakio. Yhtélostd 80 mm-600 m =120 mm-y saadaan kysytyksi pi-

tuudeksi y =400 m. J h
1
16
. 14 - 2A .
Kolmion ala A =2 sh, josta h=—. Tiede- 14 \
S
12
tadn, ettd A=8 dm’. Kun kanta s lausutaan 10 \
. - 16
desimetreind, korkeus on h = — dm. Ohessa 8
S
on h kuvattu s:n funktiona. j
2 I —
—.

24 6 8 10 12 14 16 dm

Siitd, ettd liike-energia on suoraan verrannollinen nopeuden nelioon, saadaan yhtilo

E =kv2, jossa k on vakio. Annetuista tiedoista saadaan k = E = &
vZ  (8,0m/s)?
. : 16017
nopeus on 6,0 m/s, litkke-energia on E = — - (6,0m/s)2 =901 .
(8,0m/s)?
Toisin:
E E E
Suoraan verrannollisuus merkitsee, ettdi — = —= eli 160J _ 2 Tasti

v2 vt (8.0ms)? (60mss)?
E, = 90 J kuten edell.

Koska teho P on verrannollinen jannitteen nelioon, niin P = kU 2. Annetuista tie-
P 100 W

doista saadaan K = — = ————— . Tiettyyn jénnitteeseen U kytkettyna teho piene-
U2 (230V) yynj yiketty p
P 60 W
o/ 1 . T _ P 60w .
nee 40 % eli on 60 W. Kyseinen jénnite on U \/; T00W 78V
(230V)2
100W 60 W

Toisin: Jannite U, voidaan laskea my®ds suoraan yhtilosté = .
(230V)2 U 22

Olkoon y:n uusi arvo Y,. Yhtdlostd Xy =y, -0,7X saadaan y, = 0—y7 ~ 1,43y, josta

b

ndhddin y:n kasvuksi noin 43 %.

Tarjonta kasvoi arvosta t arvoon 1,3t, jolloin hinta muuttui arvosta h arvoon xh. Yh-

tialostd t-h=1,3t-xh saadaan x = % ~ 0,77 . Hinnan alenemaksi tulee noin 23 %.

2
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4 Potenssifunktio ja potenssiyhtald

196.

197.

198.

199.

200.

3 2 2
a) (2x)2 =8 < 2x=83 =(23)3 =22 =4 jostax=2
3 _2 2 1
b) x 2 =8 < x=83=(23) 3 :2—2:Z
|l 1
C) X-Xx2=7 < x2=7T<x=72=49
2 1 21 1

d) x3:-Xx2=2 & x32=2ox=2<x=2°=64

Yksi litra = 1 dm® = 1 000 cm’. Yhtilostd V = gnﬂ saadaan

. 3
r oy _[3:1000em o
41 41
2 2

Yhtalostd d =0,0104- L5 saadaan L = d . 57 ) ~ 50,2 . Puun kor-
0,0104 0,0104

keus on noin 50 metria.

Olkoon a alkuperiisen ja X rakennettavan kuution sairmé. Koon kahdentaminen mer-
kitsee, ettd x* = 2a>. Silloin x =3/2 -a.

Oraakkelin antama neuvo oli mahdoton toteuttaa. Harpin ja viivaimen avulla ei ni-
mittdin ole mahdollista konstruoida sellaista janaa, jonka pituus olisi 32 kertaa niin
suuri kuin alkuperdisen janan pituus. Tehtdvéa todistettiin mahdottomaksi vasta 1800-
luvulla.
1

Ula (230)0.23 o
Yhtilostd U =c- 12 saadaan | = (—ja = [@j ~ 2,9. Vastuksen lipi kulkeva

c
virta on noin 2,9 ampeeria.

5 Eksponenttifunktio

2009.

210.

Koska 2,5 < 5,2 jaf(2,5) >f (5,2), niin eksponenttifunktion f(X)=a" kuvaaja on
laskeva kdyra (eli funktio f on aidosti vdhenevi). Talloin tulee olla 0 <a < 1.

a) f(X)=8% = (23)x = 23x b) f(x)=(/2)* = (2;) Py

c) f(x)=05x = (2-)yx=2x  d) f(x):(%] = [2_;J :2%
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212.

*213.

f(4)=m-2% =36

Jakamalla yhtélot puolittain saadaan 2k = 36 = 4 . Sijoite-
f(3)=m-23k =27 27 3

3 3
taan tdmé alempaan yhtél66n, jolloin tulee m (g} =27 jasiitd m=27- (%) . Nyt

3 6 3
f(6):m-26k:27-(§] (i) =27-(i] =64.
4)\3 3

YA / YA
/
/ \ /
17/ \ /
L § 1 i
/
/
/
/
. 1 X —X 1 X —X
y:sth:E(e -e") y=coshX:§(e +e7")

6 Eksponentiaalinen kasvu ja vaheneminen

214.

215.

216.

217.

218.

219.

a) Eksponentiaalisessa mallissa f(t) =4.,4-1,019" alkuarvo on 4,4 ja kasvutekiji
1,019. Kasvutekijistd 1,019 = 1 + 0,019 néhdéén, ettd kasvuprosentti on 1,9 %.

b) Vuosien lukuméérd on t =35 ja f (35)=4,4- 1,019°° ~8,5. Vikiluku on 8,5 mil-
jardia.

Tonttien hinnan laskemiseen soveltuu eksponentiaalinen malli f (t) =5 000 € -1,03 St,

jossa t on aika vuosina. Kymmenen vuoden kuluttua tontin hinta on
f(10)=5000€ - 1,035' ~ 7 050 €.

Loppupiidoma on 20 000 € - 1,018* ~ 21479,35 €.

Kun arvo vdhenee vuosittain 20 %, niin kasvutekija on 0,80. Auton arvo seitsemin
vuoden jilkeen on 85 000 € - 0,80 ~17 800 €.

a) 1,045 = 1,22 . Energian kulutus on alkuperdistd 22 % suurempi.

b) Olkoon alkuperidinen kulutus k. Kulutuksen eksponentiaalisesta kasvusta saadaan
1

yhtild kals = 2k , josta a = 215 ~1,0473 . Vuotuinen kasvu on noin 4,7 %.

Bakteerien méirin laskemiseen soveltuu malli f (t) =1500-a", jossa t on seurannan

alusta laskettu aika tunteina. Kaksinkertaistuminen kolmessa tunnissa merkitsee, ettd
1 t

f (3)=1500-a° = 3000. Tésti a = 23, jolloin f (t) =1500-23.
20
a) f(20)=1500-23 ~152 000
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220.

221.

222.

223.

224,

225.

t t
3 3 ) t .
b) Yhtilostd 1500-23 =96 000 saadaan 23 = 64 = 2° ja edelleen 3 6. Kysytyksi

ajaksi tulee niin ollen 18 h.
Jos lasikerroksia on n kappaletta, ldpi padsseen valon méard on f(n)=k-0,89".

Téssé K tarkoittaa valon médrda ilman suodattavia lasikerroksia. Kuuden lasin tapa-
uksessa f (6) =k-0,89° ~ 0,50k, joten valoa passee ldpi noin 50 %.

°CA

80
Ohessa on funktion f(t) =70-0,94t +20 kuvaaja. \\
Arvo 40 °C saavutetaan noin 20 minuutin kuluttua. 60
(Tarkempi arvo on 20,2 min.)

40

20 —

20 40 60 80 min

Hajoaminen on eksponentiaalista. Mallina on f(t) =45g-0,66!, jossa ajan t yksikko
on tunti.

a) Puolen tunnin kuluttua jaljelld on f(0,5)=45g-0,66%5 = 36,6 gradioaktiivista
kobolttia.

b) Puoli tuntia sitten radioaktiivista kobolttia oli f(-0,5)=45g-0,66-0> =554 ¢g.

Jiljelld olevan radioaktiivisen aineen méri saadaan yhtilosta f (t) =k-a', jossa k
1

. S . e ) k . -0
on alkuarvo ja t hajoamisaika vuosina. Tiedetdn, etti k -a*° = > jostaa=2 3%, Ha-

t
joamisen laki on siis f(t)=k-2 30,
10
a) f(10)=k-2 39 =0,79k. Cesiumia on jaljelld 79 %.
100
b) f(100)=k-2 39 =0,10k. Cesiumia on jaljelld 10 %.

Sijoitetaan lukuparit (4, 20) ja (6, 40) yhtdloon f(t) =k -a', jolloin muodostuu yhti-

k-a*=

16pari Jakamalla yhtélot puolittain saadaan iz = l, jostaa’=2ja
k-a®=40. a2

a=+2. Eksponenttifunktion méaérittelyehdon mukaan a > 0, joten a = V2. Sijoite-

taan saatu a:n arvo ensimmaiseen yhtaloon: K -(W2)* =20 eli 4k =20, jolloin k:n ar-

voksi saadaan 5.

a) Koska kasvu on eksponentiaalista, hyonteispopulaation koko maaraytyy mallin
f (t) = k-a' mukaisesti. Populaation koko hetkelld t = 0 on k. Ajan yksikkoni on
k-a’ =74

k-2’ =108 Yhtélot puolittain

vuorokausi. Annetuista tiedoista saadaan yhtilopari {
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226.

1
jakamalla saadaan —- = i—z, josta a ~ 1,208. Luvun K arvoksi tulee télld a:n arvolla
a

41,98. Alkuarvoksi valitaan 14hin kokonaisluku 42, joten kasvumalli on
f(t)=42-1,208".

b) Kokeen alussa hyonteisid oli 42, mikd ilmenee dskeisestd kohdasta.
c) f(14)=42-1,208" ~ 592. Kahden viikon péisti hydnteisii olisi 592.

k
Nopeuden arvo lasketaan mallin f (t) =100 Tm-at mukaisesti, jolloin t on aika se-

k
kunteina polttoaineen loppumisesta. Yhtilostd 80 Y =100 Tm'azo ratkaistaan a:n

1 t
arvoksi 0,820, Nopeus noudattaa siis yhtdloda f (t) =100 kTm-O,820. Rekan nopeus

60
minuutin kuluttua polttoaineen loppumisesta on f (60) =100 kTm -0,8%0 = 51 kTm

*Matemaattinen mallinfaminen

227.

228.

229.

230.

231.

Olkoon kukan kappalehinta 100a. Asiakas tarvitsee 23 kukkaa. Hén voi hankkia ne

esimerkiksi ostamalla kaksi 10 kappaleen laatikkoa ja 3 yksittéistd kukkaa. T4lloin
hinnaksi tulee alennuksineen 2-0,95-10-100a +3-100a =2 200a.

Asiakas voi myds hankkia kukat ostamalla 25 kappaleen laatikon. Tdll6in hén saa 13
%:n alennuksen, joten erd maksaa hénelle 0,87-25-100a =2 175a. Tami hankintata-
pa huomataan edullisimmaksi.

Olkoon X tarvittavan S-prosenttisen liuoksen massa. Liuosta vedelld laimentamalla
saadaan tarvittava madrd eli 750 g 2-prosenttista liuosta. Suolan mééra néissa eri liu-
oksissa on sama. Kirjoitetaan siitd yhtdlo ja ratkaistaan X.

0,05x =0,02-750 g
x =300 g

Tarvittava liuos saadaan siis sekoittamalla 300 g 5-prosenttista liuosta ja 450 g vett.

Olkoon uusi massa m. Muun kuin veden osuus on henkilossa sdilyy, mistd saadaan
yhtdl6 0,30m = 0,25 - 90 kg. Tastd m =75 kg.

Olkoon hoitoaineen hinta X euroa, jolloin kenkien hinta on 100 + X euroa. Yhteishin-
nasta saadaan yhtdlo x + 100 + x = 110, josta X = 5. Hoitoaine maksaa 5 euroa.

Bussi 2 nopeampana saavuttaa bussi 1:n, joka télldin on ajanut puolitoista tuntia kau-
emmin kuin bussi 2. Tehtdvassd kysytddn bussin 2 ajoaikaa. Merkitddn sitd t:114. Mo-
lemmat bussit ajavat saman matkan. Muodostetaan yhtdld merkitsemalld bussien ajo-
matkat yhtd suuriksi.

t-100km/h=(t+1,5h)-70km/h
Muuttujan t arvoksi saadaan 3,5 h.
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232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

2309.

Katin vanhempien koti ei voi olla kauempana kuin sen matkan pééssd, jonka Kati
ehtii ajaa kolmessa tunnissa edestakaisin viipymattd lainkaan vanhempiensa luona.
Olkoon ajomatkan pituus yhteen suuntaan S. Kirjoitetaan yhtilo siitéd, ettd meno- ja
paluumatkaan kuluu yhteensd kolme tuntia.

S S S S

+ =3 h eli ilman yksikoitd —+—=3
70km/h 80km/h 70 80

Ratkaisuksi saadaan s =112 km, joka on kodin maksimietdisyys.

Olkoon pohjoiseen menevén kidvelynopeus Vv, jolloin eteldén kidvelevén nopeus on
v + 2 km/h. Ajassa 1,5 h kidvelymatkaa on kertynyt yhteensa 15 km.

V-1,5h +(v+2km/h)-1,5h=15km
(2v+2km/h)-1,5h=15 km

2V+2 km/h=11—55 km/h
v=4km/h

Kévelynopeudet ovat 4 km/h ja 6 km/h.

Ajassa 32 s panostaja ehtii juosta matkan 6,5 M .32 §=208 m. Tamin jélkeen hédn
S

juoksee vield matkan X ennen kuin &édni hinet saavuttaa. Matkaan X panostajalta me-
208 m +X X

340m/s  6,5m/s
X ~ 4 m. Rdjdhdyksen kuullessaan panostaja on 212 m:n padssa.

nee sama aika kuin d4neltd matkaan 208 m + X, joten . Tasta

Tehtdvén voi ratkaista taulukoimalla etdisyyksien summat opettajan paikasta X oppi-
laiden paikkoihin. Istuinten vili on yksi pituusyksikko.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

et.summa | 105(92 [81 |72 |65 |60 |57 |56 [57 [60 [65 |72 |81 |92 |105

Opettajan paikka on keskella rivia. X _X X

Olkoon nelion sivun pituus 3X. Suorakulmion ympérysmittaan liittyy 3
silloin yhtdld 2X +6X = 24 cm, josta X =3 cm. Nelion pinta-ala on

9%*=9.9 cm® =81 cn’.

Olkoon x pdytiliinan leveys. Poytéliinan pituus on silloin X +45 cm. Pitsié tarvitaan
médrd 2X+2(x +45 cm). Koska kéytettdvissd on kaikkiaan 6 m 10 cm pitsiéd, saa-
daan epdyhtdld 2x+2(x+45cm) <610 cm. Tastd x <130 cm, joten liina voi olla
enintdén 130 cm levea.

Viikon piisti eli seitsemén yon kuluttua on myds perjantai. Koska 1 001 on tasan
jaollinen seitsemélld, on 1 001 yon kuluttua jélleen perjantai.

Koska 10 miesté tarvitsee 10 pdivdé kaivaakseen 10 m syvin kuopan, niin 5 m:n sy-
vyisen kuopan kaivuun menee 5 paivéa néiltd kymmeneltd micheltd. Viideltd miehel-
td aikaa kuluu vastaavan kuopan kaivuun kaksin verroin eli 10 paivaa.
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240.

241.

242.

243.

244,

245.

246.

247.

Viitetddn, ettd ainakin yhden oppilaan kotimatka on yli 3 km. Ellei tdmi ole tosi, niin
jokaisen oppilaan kotimatka olisi enintddn 3 km. Mutta silloin 20 oppilaan yhteen-
laskettu kotimatka olisi enintdén 60 km. Témi on annetun tiedon mukaan mahdoton-
ta, joten alkuperdinen viite kotimatkasta on totta.

Viitetdin, ettd ainakin yhdelld opiskelijalla on enemmén kuin kuusi kirjaa. Jollei
tdma ole tosi, niin jokaisella opiskelijalla on enintdén kuusi kirjaa. Mutta silloin 28
opiskelijalla olisi yhteensa enintddn 168 kirjaa. Tdémé on mahdotonta, silld kirjoja on
170. Siis alkuperédinen véite on tosi.

Viitetddn, ettd kaikki luvut p(n) =n? —n+41 ovat alkulukuja, kun n on luonnollinen

luku. Kokeilemalla syntyy todellakin sellainen vaikutelma, silld luvut ovat alkulukuja
kaikilla n:n arvoilla 0, 1, 2, ..., 40. Luku p(41) ei kuitenkaan ole alkuluku, koska
p(41) =41-41.

Yhtialon kx—12 =3k ratkaisu on X = 3+%, k #0. Koska x on kokonaisluku, k:n

arvoiksi sopivat positiiviset kokonaisluvut 1, 2, 3, 4, 6 ja 12. Kysytty lukuméérd on
siis 6.
Jos m ja n ovat mitd tahansa kokonaislukuja, niin 2m+1 ja 2n+1 ovat parittomia

kokonaislukuja. Niiden summa on aina kahdella jaollinen, silldi 2m+1+2n+1=
2(m+n+1). Koska mainittujen lukujen erotus on 2m+1-(2n+1)=2(m-n), sekin

on aina kahdella jaollinen.

a) Kun n on jokin kokonaisluku, luvut n—2, n—1,n, n+1 ja n+2 ovat viisi perdk-
kiistd kokonaislukua. Niiden summa 5n on aina viidelld jaollinen.

b) Kuuden peridkkiisen kokonaisluvun n—2, n—1,n, n+1, n+2 ja n+3 summa
6n + 3 ei ole koskaan kuudella jaollinen.

Olkoon tdyden séilion veden médrd m. Ensimmaisestd reidstd valuu vettd minuutissa

e .. M . m m . . M e e
miird —, toisesta —, kolmannesta — ja neljdnnesta 0 Kun kaikki reidt ovat

yhtd aikaa auki, niistd valuu minuutissa vettd méaara s +—+—+—. Tyhjenemi-

30 45 60
seen menee t minuuttia, josta saadaan yhtilo t(m + m + m + m ) = m. Tésté ratke-
15 30 45 60

aa t = 7,2 minuuttia.

Kummallakin on aluksi maalia V litraa. Kun méaéra x siirretdén astiasta toiseen, maa-
larimestarilla on maalia V + X ja oppipojalla V — X litraa. Kumpikin maalaa néilld yh-

, - e VAEX V=X
td kauan, mistd saadaan yhtélo =

. Sen ratkaisu on X = %V .

2 b
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Lisatehtavia

Lukualueet

1.  Kokonaisluvut ja ei-kokonaiset murtoluvut muodostavat yhdessé rationaalilukujen
joukon

2. a) Jokainen padttymédton desimaaliluku on irrationaaliluku.
Viite on epétosi, silld padttyméton ja jaksollinen desimaaliluku on rationaaliluku.

b) % on rationaaliluku. Viite on tosi, silld %: 0.

€) 0,9999... on kokonaisluku. Viite on tosi, silld 0,9999... = 1.
d) Kahden irrationaaliluvun summa on aina irrationaaliluku.
Viite on epétosi, silld esimerkiksi © + (-t ) =0

3. a) —52 on kokonaisluku (Z) b) v/16 on luonnollinen luku (N)
€) 1—= on irrationaaliluku d) 3,14 on rationaaliluku (Q)
e) 0 on luonnollinen luku (N) f) 2,15115111511115... on irrationaaliluku

4 @)25=2  b)25=22=2  ¢25=220-,0_28
2 9 9 99 11 11

Laskulait, vastaluku ja k&danteisluku

1.  a(bc)=(ab)c
Vastaava laki ei pade jakolaskulle, silld esimerkiksi 100:(10:5) = 50 mutta
(100:10):5 =2.

2. a) Lukujen -2 ja 5 erotus on —7 ja sen vastaluku 7.
b) Lukujen 100 ja —300 erotus on 400 ja sen vastaluku —400
c) Lukujen a ja —b erotus on a + b ja sen vastaluku —a — b.

3. &) —6+3x=3(-2+X) b) X* +5x% —x = X(X2 +5x—1)
c) 25x'2 —100x?" = 25x12(1—4x9) d) 3a’b—-2ab = ab(3a-2)
e) X}y +xy? = xy(x2 + y2) f) 3a(x-1)+2(x—-1) = (x—D(3a+2)

4. Q) 25-1234-4 =(4-25)-1234=100- 1 234 =123 400
b) 954 + (431 + 46) = (954 + 46) + 431 =1 000 + 431 = 1 431
Q)7+ 13+7+13+7+13+7+13+7+13=5-(7+13)=5-20=100

5. 1 1_b_a_b-a . Koska a ja b ovat toistensa kadnteislukuja, on ab = 1,

a b B ab ab ab

joten sievennetty muoto on b —a.
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Lukujen suuruusjdarjestys

Lukujen % ja % vilissd on esimerkiksi niiden keskiarvo % Toisaalta kyseiset lu-

. 50 . 60 . . . ot ot e o
vut voidaan laventaa muotoon 10 ja 10" jolloin niiden viliin ndhdédén sijoittuvan

51 52 59

muiden muassa murtoluvut , s eees .
110 110 110

Lukujen —68 ja 34 vélimatka lukusuoralla on |— 68 — 34| =102 . Vastaavasti lukujen

—15 ja 101 vélimatka on |101 - (—15)| =116. Siis —68 on lukusuoralla l&hempéni
34:44 kuin —15 on 101:ta?

Vilille [— T, 10[ kuuluvat parilliset kokonaisluvut ovat -2, 0, 2, 4, 6 ja 8.

Kumpaankin vileistd [-7, 8] ja ]-5, 12] kuuluvat kokonaisluvut 4, -3, -2, -1, 0, 1,
2,3,4,5,6,7ja8.

Vihintddn —3:n suuruiset mutta enintddn 5:n suuruiset reaaliluvut muodostavat vilin
[-3, 5].

ltseisarvo

a) |-2-5 =|-7|=7 b) [7-4|+[7|-|-4 =3+7-4=6
¢) |-3-(-6)|+|-3-¢ = 3|+|-9=3+9=12

Tiedetédén, ettd a > 7. Silloin
a) |aj =a b) a-5] =a-5 c)3-a =—(3-a)=a-3

) 2-X+x=[2-3+3=1+3=4
b) 2-X+x =[2-0+0=2 c) 2-X+x=[2-(3)|+(-3)=5-3=2

a) Kuna >0, niin a+|a) =a+a=2a.

b) Kun x <0, niin X —|X| =X — (-X) =2x.
a) |X| =7<x=47 b) |X| =0 x=0 C) |X| =—7 ei ratkaisua

Q) [X>0=x=0  b){<le-1<x<1c)|X>3<x<-3taix>3

Ensimmaisen asteen yhtald

3(x—1)—2(3X—2) = —X < 3X-3-6X+4=-xX 2x=—1 x:%

5
a)2-Xoxo2=2xex=2-1L  pix-100z0ex=2__1
3 3 42 108 1000
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2—-X X
3. a)—=T3<:>2(2 X)=3(x-3)<=4-2x=3x-9¢< 5x:—13<:>x:2§

3
b) L1223 o 6 Xy = 82X
2 3 2

S3IX+6=4X-6= X=-12=%x=12

4, P(3)=9a—15=33<:>9a:48<:>a:5%

5. Yhtiloiden 5x =5, 8X+5=6x—1 jaXx— 10 000 = —X juuret ovat 1, -3 ja 5 000, joten
niiden joukko ei ole B = {1, 3, 5 000}.

6. X+ X+1)+(Xx+2)=54,josta3x=>51jax=17. Perdkkiiset kokonaisluvut ovat 17,
18 ja 19.

7. Koska yhtdlon b(x+1)—3(b—X) = 2X juuri on 3, niin 4b — 3(b — 3) = 6. Téisti b = -3

Ensimmadisen asteen epayhtdlo

1. a)l1-3x>4 < -3x>3<x<-1
b)1—2x

£2<:>1—2x§4<:>—2x£3<:>x2—1%

X—3 >3—x - 6(x—3) >6(3—x)
6 3 6 3

1 1
2. Q) —(x+1)<—(x—1)<:>4(x+1)<3(x—1)<:>4x+4<3x—3<:> X< =7

SX-3>6-2X=3X>9< X>3

c)

b) —(x+2a+1)>—(x+3a)<:>3(x+2a+1)>2(x+3a)<:>3x+6a+3>2x+6a<:> X>-3

1) kunx-1<0 |J-=x+Lkunx<lI
3. a) |x—1|_
—1,kun x — 1>0 X—Lkunx >1
X+1 kunx+1<0 —X—1Lkunx< -1
b) [x+1| = o
X+1kunx+1>() X+, kun x> -1
—(x-m),kunx-n<0 |-X+mkunXx<m
c) [x—n| =
X—m, kun X — >0 X—mkunXx>mn
—(2x+6),kun2x+6 <0 |-2Xx-6,kunx < -3
2X+6,kun 2X+6>0 | 2x+6,kun x > -3
—(3x—-6),kun3x-6<0 [-3x+6,kunx<?2
e) [3x—6| = =
3x—6,kun3x—-6=>0 3x—6,kun x > 2

d) |2x+6|:{

—(5—5),kun§—5<0 —£+5,kunx<10
f) 2 2 2

X skuns-5>0 | X_5kunx>10
2 2 2

5_5‘:
2

4. f(X)—29(x)<0

<:>3X_1—2x

-2 4x+l S0<:>3x—l+x—8x—350<:>—4x£l+g
3 2 3 2 3

<:>—4x£1<:>x2—l
6 24
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*5.

a) Kaksoisepdyhtilossd 0 < 2X—1<9 suuruusjarjestys sdilyy, jos jokaiseen lausek-
keeseen lisdtdén sama luku. Lisédtdédn luku 1, jolloin saadaan 1 < 2x < 10. Jaetaan nyt

jokainen lausekkeista kahdella, miki antaa % < X< 5. Tuloksena on vili }%,5{ .

b) 45 <2x—-5<85. Lisdtdéan kaikkiin lausekkeisiin 5 ja sitten jactaan kahdella. Saa-
daan 50 < 2x <90 jasiitd 25 < x <45 . Tuloksena on vili [25, 45].

Prosenttilasku

Tuotteen lopullinen hinta on 0,85 - 1,1 - 1,04 - 4 400 € =4 278,56 €.

a) gé = 035 = % =0,9 =90 %. Luku 0,5 on siis 90 % luvusta 0,5.
9
0505 2705 5_4s
b) = Og’ =9 5T s = =0,1=10%. Luku 0,5 on siis 10 % pienempi kuin
luku 0,5?

a) Sosiaalivakuutusmaksujen osuus oli 0,20 - 21,4 € = 4,28 €.
b) Muiden kuin varsinaisen tyOpalkan osuus oli 0,41 - 21,4 € =8,77 €.

15,4-9,1

a) Tyottomyysaste oli alentunut ~0,409=40,9%.

b

b) Tyo6ttomyysaste oli alentunut 15,4 — 9,1 = 6,3 prosenttiyksikkoa.

a) Teknologiateollisuudessa oli —— 4 ~ 2,29 =229 % enemmén henkildstéd kuin

metsdteollisuudessa.
b) Teknologiateollisuudessa oli 46 — 14 = 32 prosenttiyksikkdd enemman henkilds-
t6d kuin metséteollisuudessa.

a) Makkaran suolapitoisuus aleni 3’23# ~0,16=16%.

b) Suolapitoisuus aleni 3,2 — 2,7 = 0,5 prosenttiyksikkoa.
a) Jadn tilavuus on 1,1-2,8 dm® = 3,1 dm>.
b) Vetti muodostuu méira X. Silloin 1,1-Xx = 990 cm?, josta X = 900 cm’.

Olkoon X lisattdva suolamaéra. Ilmaistaan suolan kokonaismaira kahdella tavalla,
jolloin saadaan yhtdl6 0,02-900 g + X =0,1-(900 g + x). Siitd x=80 g.

Suunnitellaan valmistaa 5-prosenttista seosta lisddmalld 20 litraan 2-prosenttista
seosta X litraa 10-prosenttista seosta. [Imaisemalla 6ljyn maird kahdella tavalla syn-
tyy yhtélo 0,02-20+0,1-x =0,05-(20 + X) . Sen ratkaisusta x = 12 néhdéén, ettd 10-

prosenttista seosta ei ole riittavasti tdhén sekoittamistapaan.

Otetaan kayttoon koko 10 litran erd 10-prosenttista seosta ja lisdtddn sithen y litraa 2-
prosenttista seosta. Yhtdlostd 0,1-10+0,02y =0,05-(10+ y) saadaan y =16,7. Ha-
luttua seosta voidaan néin ollen valmistaa 26,7 litraa.
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Potenssi
1. —-a(-1-a)—a3:a?2-a=a+a?—-a-a=a+a?-a?=a
23334 10 4
2. g f@@R_avb_, o) 20— =ps =i = b
(a5)2 alo b-5
3. —32+(—3)2—2—3+(—3)—2:—9+9—L+ 1 :—l+l:—L
23 (-3)2 8 9 72
4. a)aa*=a’o x=7 b) (1003)* =100'8 < x =6
16
€)10* -10% =10% < x=40 d)%=2810<:> X=6
5. a) Paperin paksuus on 0,1 mm. Kun arkki taitetaan toistuvasti kaksin kerroin, saa-
daan péillekkéisid paperikerroksia 2, 4, 8, 16 jne. eli 2! 2% 23 2% jne. Seitsemén tait-
tamisen jilkeen kerroksia on 27, jolloin nipun paksuus on 27-0,1 mm = 12,8 mm.
b) Kymmenen taittamisen jilkeen nipun paksuus on 2'°-0,1 mm = 102 mm.
1 1
616 (X-5)-5 = x-36x25 — x-11 — ~ _ —
6. (X0)6(X3)3 =x"30x2 =X RTIR
7. Eukkoja7,aaseja7-7,sdkkejd7-7-7,leipid7-7-7-7,puukkoja7-7-7-7-7ja
tuppia7-7-7-7-7-7,yhteensd 7+ 72+ 73 +74+75+76 =137 256.
Nelidjuuri
1. a)(/5)2=5 b)(3v2)2=92=18 ¢) V34343 =(/3)2-4/3=33
d) (V7)*=((7)2)? =72 =49
2. aV2+7V2 =6V2+7J2 =132
b) V8- 272 +4/18 = 242 -2-62+32 =-7\2
0) V20— 24354545 =245 -2-345 + 545 =5
3. a)/x=9<x=81 b) Vx =5< x =25
C) X =05 x=0,25 d) JX =-1 ei ratkaisua
4. a) v5—x onmiddritelty & 5-x>0< X<5
b) §—2 on médritelty @%—220@%22@ X>4
C) VX2 +1 on madritelty kaikilla x:n arvoilla, silld aina X2 +1>0.
2
5. a) VX =25 < x=252=625 b)2&=5@x=8j :?:6%

C) X2 =25 x=45 d) X2 =5 x=+/5
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Reaalilukuja: a) v/144, b) —/36, d) 1/(—=6)*, €) —/5 ++/5, ) (v17)%, @) 2++/2,
i) -1z ia j) __\/§
-4 Vg

Rationaalilukuja: a) v144, b) —v/36, d) 4/(=6)* , €) —v/5++/5, ) (+/17)* ja D\/%

Irrationaalilukuja: g) 2++/2 ja j) }f\/g

a) Yhtdlostd 500(198—a-1,4)=1000 tulee a:n arvoksi 140.

b) Laskelmat pettivit, koska kéytettiin liian epatarkkaa 2 :n likiarvoa a:n arvon

madrittdmiseksi. Saadulla a:n arvolla 500(198 — 14072 ) = 5,1. Tama selittii sillan
pettimisen 20 tonnin kuormalla.

Alkuperiisestd yhtalostd 500(198 — aﬁ) = 1000 saadaan a = 98+/2 ~ 138,592929 .
Esimerkiksi kdyttdamalla likiarvoa 138,6 padstddn maksimikuormaan 995 tonnia. Lu-
juuslaskelmissa onkin kéytettdvé suurta tarkkuutta, ja tictokonetta kéytettdessa las-
kenta edellyttdd myds tietokoneen prosessorilta hyvéa luotettavuutta.

Yleinen juuri ja murtopotenssi

=

1 2 3
a) 53 =15 by 23 =322=3/4 ) 215=22 =423 =48
1
d) 3025=34 =4/3
1 1 2 7
aA)3=32 bis4=43 o Yaz=ar dy¥al = as

1 11 5

1
a)\/5-3a:a5-a§:a§+§:a629/a5
1
5 1 1 1 1 1
b)$=ﬁ=az‘s=a6=% 0) V¥a =(a3)2 =as =4a
a a3
41,5

1 1
=405 =(22)05=21=2 b) {9 =(32)6 =33 =33

a)
2
1 1 Ix2 x3 21 !
C)(%)2=(54)2=52 =\/§ d)———1:X36:X2 :\/;
L

) W:[x-xlj3 :(5}3 3 =X

1
135 Sys 1
f)%/xZ\/;:[xﬂxzj =(X2J — X2 =+/X
1 2 1 5
a)3/5=55 =510 =52 =925 ja 2 =22 =210 =925 =32 . Siis V2 > 35.

1 7 1 4
b) 4/4 =44 =428 =%47 =2§16384 ja 7 =77 =728 =%/74 =22 401.
Siis 44 >17.
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1 1
{a’ 6 512 a2 1
6. 3\/a_ = a_l :(aﬁ 3} :(azj —as =% (@>0)
a

Funktio-kasite

1. &) nelidn piiri p sivun pituuden X funktiona: p(x) = 4x
b) nelidn sivun pituus X nelidn pinta-alan A funktiona: X(A) = /A
¢) suorakulmaisen kolmion terdvé kulma o toisen terdvédn kulman  funktiona:

o(p) =90°-p

2. Funktion f () = x* + 1 médrittelyjoukoksi on sovittu on {~2, -1, 0, 1, 2}. Nailld
muuttujan arvoilla funktio saa arvot 5, 2, 1, 2 ja 5. Arvojoukko on {1, 2, 5}.

. 3 ) 3
3. a) Funktio f(x) = saa pisteessd X =— arvon f(§)=i=£.
2+X 4 4 ) 311
+7
4
b)izl—s,josta30+15X=48jaX:E
2+x 16 5
4. a)g—sx_l—o,lzo<:>3x—(5x—1):0,6<:>—2x:—0,4<:>x=0,2:%
X 5x-1 1
b)E— —0,1=0<:>7X—2(5X—1)=1,4<:>—3X=—0,6<:>X=O,2=§

5. Funktio f(X)=+/5x—35 on maiéritelty ehdolla 5Xx—35>0 eli x> 7. Méérittelyvali
on [7,00[.

Funktion kuvaaja

1. a) on b) ei C) ei
P

d) on

=<Y

\

e) el

=
|
B

N\
13 4

;
\
%vﬁv%

P
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vA

Ohessa on funktion f(x)=1-x,—1<x<3, kuvaaja.
a) Arvojoukko on [-2, 2], b) nollakohta on X = 1, f
C) pienin arvo on —2, d) suurin arvo on 2. )

<Y

YA
, 1 kun X <0 , N
Ohessa funktion f(x) = kuvaaja.
—X+3,kunx >0 }

Funktion arvojoukko on ]» 00,3[. | X

YA
.. 1. g f

Ohessa on funktioiden f(x)= > X ja g(x)=-x-1 1

kuvaajat. Epayhtilo f(x) > g(x) toteutuu likiméaéarai- 1 >

sesti, kun x > -0,7.

Verrannollisuus

a) Kun y on suoraan verrannollinen X:n neliéjuureen, niin y = Kv/x , K on vakio.
b) Kun y on kiddntden verrannollinen X:n neliodn, niin y = > k on vakio.

¢) Kun y on suoraan verrannollinen X:n ja z:n tuloon, niin y = kxz, k on vakio.

y =km. Saadaan k = y_ 1,0 cm =0,05 M Siis y =0,05 Mo, Kuvaajana on
m 20g g g

origosta alkava jana vililldi 0 <m<100g.

Kappaleen putoama matka on verrannollinen putoamisajan nelioon eli s = kt2, josta

k= tiz Annetuista tiedoista saadaan yhtilo 3im__ ,jostas =124 m.

(2,55)2  (5,0s)2

Suureet a ja b ovat kddntden verrannolliset, joten ab on vakio. Toisiaan vastaavista
arvopareista saadaan yhtdlo ab = 0,8ab,, josta b, = 1,25b. Nihdéén, ettd b kasvaa
25 %.

Koska kaasun paine p on kddntiden verrannollinen tilavuuteen V, niin pV on vakio.
Toisiaan vastaavista arvopareista saadaan yhtilo 4,5dm3 - 200kPa= 6,4 dm’ p,, josta
P2 = 140 kPa.
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Olkoon F tuulen tyontovoima, A tuulta vastaan kohtisuoran pinnan ala ja v tuulen

nopeus. Koska tyontdvoima on suoraan verrannollinen pinnan alaan ja nopeuden ne-

1i66n, niin F = kAV?, jossa k on vakio. Sijoittamalla F=40N, A=10m’ ja
2

v =28,0 m/s voidaan vakiolle ratkaista arvo k = 0,625 N—S4. Lasketaan sitten kysytty
m

voima annetuilla arvoilla: F =0, 625N—S 43 m?-(25 E)2 = 17 kN.
S

Olkoon aallon nopeus V ja meren syvyys h. Silloin v = kh, jossa k on vakio. Vakion

lausekkeeksi saadaan annetuilla suureiden arvoilla k = % Kun syvyys on
m

414 km/h

4 100 m, nopeus on V = \/7

16 000 km:n matkaan kuluu noin 23 tuntia.

/4100 m = 684,5 km/ h. Télld nopeudella

Potenssifunktio ja potenssiyhtalo

1.

YA /t)

Ohessa ovat potenssifunktion f(X)= X" kuvaajat, kun r on /

a) 0.4, b) 1.5, ¢) ‘%-

Iy
5 |

a) x’-3=0=x=13 7

1
b) x* =16 < x =416 = £(24)4 = +2

<Y

1
€) 2X° —50=0 < X6 =25 < x=+825 = +(52)6 =+3/5

1
a) Xx-1=0,7 < x=0,71 =?=1§ b) X 2 =02 x=022=52=25

1 1 1
0) x5 =2 & x=(22)5 =22 =42

W

3 2

NS OROIRHES

2 5 3
b) X-x3 =32 X3 =32 x=(25)5=23=8
1 1 1
C) X2:X 3 =2<> X6 =2 X=26 =64

2
Funktio f(X)=X 3 on médritelty vililld x > 0, ja sen kuvaaja on tilli vilill4 laskeva

kayra. Silloin f(x)> f(3), kun 0 <x <3.
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Eksponenttifunktio

1.  a) Funktion f(x)=3 arvot kasvavat argumentin kasvaessa, joten funktio saa valilld
[—1, 1] kaikki arvot [3-1,31]= B 3}
b) Funktion f(x)=0,2% arvot vdhenevit argumentin kasvaessa, joten funktion suurin
arvo vililla [-1, 1] on f(=1)=5 japienin f(1) = % . Funktio saa kaikki arvot {%,5]

2. Eksponenttifunktio f(X)=(k —3)* on maédritelty, kun k —3 > 0 eli kun k > 3.

3. Eksponenttifunktion f(X)=(k —3)* kuvaaja on nouseva kayra ehdollak —3 > 1 eli
arvoilla k > 4.

f(L,)— f(1,0) 31131 3(301-1)
f(1,0) 3! 3
b) ja c) samoin. Tulos niistd myds 11,6 %

4. a) =301 -1%0,116=11,6%

5.  Olkoon f(x)=ax. Silloin

YA
f(kx)=ak =(ax)k = (f(x)x. A /
a X x ]
6.  Ohessa on ketjukdyrd y :E(ea +e a), kun
a=4. 1
(. X

Eksponentiaalinen kasvu ja vGheneminen

1. Jos alkuperiinen hinta on a, hinta kymmenen vuoden kuluttua on 1,01410a ~ 1,149a.
Hintojen nousu on noin 14,9 %.

2. a) h(4)=180-100.044 ~ 124,53 (h). Aika on noin 5 vuorokautta 5 tuntia.
b) h(18) =180-10-9.0418 ~ 34,30 (h). Aika on noin 1 vuorokausi 10 tuntia.

3. Auton arvo alenee vuodessa 15 %, joten viiden vuoden kuluttua auton arvo on
0,855 .32 500 ~ 14 400 euroa.

4.  Ratkaistaan luku p yhtdlosta (1— %)6 -75 000 =50 000 .Aluksi saadaan yhtilo

P (2. \/5
l-———=¢6/]—,josta p=(1-9/—)-100=6,5.
100 \/;J p=( 3)
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—0,05435-0,8
1107054350,

Po — Py

5.  Muutos on =1-10"%"% £ 0,095=9,5 %.

Po
Kun p, =980 mbar, on 11 kilometrin korkeudessa p = 980-10"*"** ! ~ 247 mbar.
6. Radonin madrd milligrammoina hetkelld t (d) on f(t) =0,83t-120.
a) (2,5 = 08325120~ 75 (mg)
b) f(=1,5=08315-120~ 159 (mg)

Pikatesti

1.  a) 0 on luonnollinen luku. (t) b) Vililla ]-3, 2[ on neljad kokonaislukua. (t)
c) 3-n=3-7 (e) d) 9n =33 ()

e) Aina pitee va® =a3. (e) (Eipade, josa<0.)
1
f) Funktioilla f(x)= 3/x ja g(X) = X3 on samat kuvaajat. (¢) (Eri méérittelyjoukot)

Xx—100 1+X
3

< 2X-200=3+3x & —Xx=203 < x=-203

3. 4-5x<1-4X & S5X+4x<l-4 & X3 Xx=23
4.  Olkoon alentamaton hinta x. Silloin 0,9x = 135, josta X = 150 (euroa)

5. Suolan kokonaismiird grammoina on 0,05 - 240 + 10 = 22. Sen osuus liuoksen koko

maarasti on =0,088=8,8%.

40+10

6. a)az-a’-(a?)’+a=a’-a*+a=a+a=2a

b) 24 ~2 3 =26 6 =5

7. P =kv3, jossa k on vakio. Jos tuulen nopeus kasvaa kaksinkertaiseksi, sen kuutio ja

samalla teho kasvaa kahdeksankertaiseksi?
3

2 1Y\ 1
8. X3:%©X=(33J =32 =43

9.  Funktiota f(X)=ax* koskevien viitteiden totuusarvot:

a) Funktion arvojoukko on R. (e) Arvojoukko on R..
b) Kantalukuun a liittyy ehto a > 0. (t)
¢) Kun a > 1 ja x:n arvot pienenevit, my0s funktion arvot pienenevit. (t)

10. Olkoon rakennuksen alkuperdinen arvo a. Kymmenen vuoden kuluttua arvo on
0,971%a ~ 0,737a . Arvon alenema on siis noin 26 %.
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Kertauskoe 1

1.

a) Pyydetyssai jarjestyksesséd: N, Z, Q ja R eli luonnollisten lukujen, kokonaisluku-

jen, rationaalilukujen ja reaalilukujen joukko

b) 8.18+1,81 = 8104150 Lo 1881 o1 10
99 99

& 2(8-2X)-6Xx=3(2+5X) = 16 —4Xx—-6X=6+15X

8—2x_x_2+5x
3 2

<:>—25x:—10<:>x:g

5
218 12 = /6(3 =+/2) = 24/18 =12 =18 +4/12 =18 =342

Olkoon sdhkdomenot X €, jolloin puhelinmenot ovat (200 — X) €. Annetuista muutos-
ehdoista saadaan yhtilo 1,05x + 0,9(200 — x) = 0,99 - 200. Téastd x = 120. Siis sih-
koon kului 120 € ja puhelinmenoihin 80 €.

2 4 A
a) Ohessa on funktion f(X):—§X+§, —4<x<5,

kuvaaja.

_—

b) Funktion méérittelyjoukko on [—4, 5] ja arvojouk-
ko [-2, 4]. -4 l

¢) Funktion nollakohta on X = 2.
d) f(x)>0 xmarvoilla —4<x<2.

<Y

a) Ratkaistaan epayhtdlo g— X < g —10. Aluksi puolittain 6:1la kertomalla saadaan

3X— 6x < 2X — 60, josta —5X <—60 ja X > 12. Pienin tdimén ehdon tiyttdvd kokonais-

luku on 13.
—6X+6+6X,kun6X—-6<0 6,kun x <1
b) |6x — 6|+ 6x = =

6X—6+6X, kun6X—6>0 |12x—6,kun x> 1

L*2, jossa k on vakio ja L puun korkeus. Tun-

d _ 7,6 _ 7)6 _ 7,6
L3/2 8132 (92)3/2 93

7936 -(90)'2 ~8,9 (m).

Olkoon d tyven halkaisija, jolloin d = k

netuista tiedoista saadaan ilman yksikoitd k = am-

muttipetdjdn rungon halkaisija on silloin d =

Olkoon ty6ttomid alun perin méérd K. Se pienenee eksponentiaalisesti niin, ettd
kas = 0,85k . Tastd a =3/0,85 ~ 0,968. Ndhdaén, ettd tyottomien méird vihenee

vuosittain 3,2 %.
(Kyseinen prosenttiluku voidaan laskea my0s suoraan ratkaisemalla p yhtalosta

5
( —ij k = 0,85k .)
100
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Kertauskoe 2

1.  a) Tulon arvo ei riipu tekijéiden jarjestyksest.

b) Kun summa (4 678 + 893) + 107 kirjoitetaan muotoon 4 678 + (893 + 107), sovel-
letaan yhteenlaskun liitdntilakia

b) Kun lauseke a2 +3a kirjoitetaan muotoon a(a + 3), kdytetddn osittelulakia.

5 2;X32X+1<:>2(2—x)s3(2x+1)<:>4—2x£6x+3<:>—8x£—1<:>xz-
3\/_ g 21 1
2 L

4.  Vettd on haihdutettava X grammaa, jolloin patee 0,04 - 700 = 0,05 - (700 — X). Téasta
Xx=140 g.

5. Paistoajalle pitee t = kv/m , jossa k on vakio ja m kalkkunan massa. Toisiaan vastaa-
255min

vista arvopareista saadaan yhtilo =
J5.0kg  \7,5ke

,josta t, ® 312 min. Tarvittava

aika on siis 5 tuntia 12 minuuttia.

X+1Lkun x <1 YA
kuvaaja.

6.  a) Ohessa on funktion f(X)=

1
—,kunx>1
X

b) Funktion f maérittelyjoukko R ja arvojoukko y
]— 00,2] . |

¢) Funktion nollakohdat lasketaan asettamalla X + 1 =0

>V

ja 1 = 0. Jalkimmadiselld yhtdloll4 ei ole ratkaisua. Edel-
X

lisen ratkaisu on x = —1, joka on kyseisen lausekkeen kéyttovélilla.

d) f(x)>0 muuttujan arvoilla X >—1.

7. a) Kaupungin vikiluku kuuden vuoden kuluttua on 1,027¢ - 75 000 = 88 000 .

b) Olkoon alkuperdinen asukasmairi k. Kolme vuoden kuluttua se on
1,099-1,046-1,005k = ka3, josta a = \/1,099 -1,046-1,005 ~ 1,0493 . Ndhdéén, ettd
keskiméardinen vuotuinen kasvu on 4,9 %.

8.  Olkoon mantykuutiometrin massa m (kg) ja puun lampoéarvo h (kJ/kg). Vastaavat
koivun arvot ovat 1,2m (kg) ja 0,95 h (kJ/kg). Kuutiometri ménty4 tuottaa silloin
lamp6a madrdn mh ja kuutiometri koivua médrén 1,2m-0,95h = 1,14mh . Jalkimmai-
nen on 14 % suurempi kuin edellinen, joten koivuhalkojen kuutiohinnan olisi oltava
14 % mintyhalkojen kuutiohintaa korkeampi.
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Tehtavien ratkaisuja
Polynomifunktiot

Polynomilaskentaa

1

Polynomi

a) Q(10) =5-10° —3-10° +2-10+9=5000-300+20+9 = 4 729
b) Q(-3)=5-(-3)° —3-(-3)* +2-(-3) +9=-135-27-6+9 = 159
¢) Q(0,1)=5-01*-3-01°+2-01+9=0,005-0,03+0,2+9=9175
d) Q(2a) =5-(2a)® -3-(2a)* +2-(2a) + 9 =40a® -12a° + 4a+9

a) h(1) =20-5=15(m) b) h(2) =20-2-5-2? =20(m)
c) h(4) =20-4-5-4% =0(m). Kivi on palannut maahan.

a) PW2)=2-(W2) —(W2)* + V2 V2 +4=42 -2+ 2+ 4 =42 + 4
b) P(—/2) = 2-(—v2)* = (—v2)? + 42 - (—V2) + 4=—4J2 -2 -2+ 4= 42

Annetusta ehdosta saadaan yhtal6 4a—10—3a =-2. T4sta ratkaisuna a = 8.

a) Kokeen alussat =0, jolloin n(0) = 2 500. Kokeen alussa oli 2 500 bakteeria.
b) n(12) = 25-12° +350-12 + 2 500 = 10 300 bakteeria.

2 Polynomien summa ja erotus

11.

13.

14.

16.

a) P(X)+Q(X) = —x* =3x+x-4=—x"-2x-4
b) Q(X)—P(X)+4=x—4—(—x* =3X) + 4 =X—4+X* +3x+4 = x* + 4x
c) P(a)-Q(3a)=-a’-3a—(3a—-4)=-a’-6a+4

3x2—x+6—[x2—2x—(—3x+4)]=3x2—x+6—x2—x+4=2x2—2x+10

Lauseke sievenee muotoon k +4t. Kun k =15 ja t = 2, lausekkeen arvo on -7.

a) P(xX) - Q(x) —R(x) = x* =3x+2— (2—x? = 2x3) — (=2x? + 4x)
= %% —3x+2-2+x? +2x3 + 2x® —4x =3x® +3x? - 7x

b) P(-x) = R(2x) = (=x)® = 3(=x) + 2 - [-2(2x)? + 4(2x)]
=—x3+3x+2+8x% —8x=—x>+8x* —=5x+2
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17.

18.

a) P(X)+ R(x) =ax® +5x+2—-2x* —-3x+3a=(a-2)x* +2x+3a+2
b) (a-2), 2ja(3a+2)

Koska erotus (2 +3x?) — (3+2x%) = x*> —1 on positiivinen, kun x > 1, edellinen luku
on suurempi.

3 Polynomien tulo

25.

28.

29.

30.

Lauseke sievenee muotoon 4z> —4 -2z —-3z+5+32%+3z2=5z?+1. Kunz = -3,
lausekkeen arvo on 5-(-3)* +1= 46.

a) 6—(X+D(X+2)(x+3)=6—(X+1)(x> +5x+6)
=6— (x> +6x% +11x +6) = —x> —6x2 —11x

b) 8b° — (a—b)(a — 2b)(a— 4b) = 8b° — (a— b)(a’ — 6ab + 8b?)
=8b% —(a® -7a’b+14ab? —8b3) = —a® + 7a’b —14ab? +16b*

a) (X+2)(X+7)=x* +6Xx+20> x> +9x+14 = x> +6Xx+20 & 3x=6 <> x =2
b) 4y(y+3)—(2y +1)(2y —3) =19 < 4y? +12y —4y? + 4y -3 =19
16y =16 y=1

2X(Xx=2) < (X +4)(2X —6) < 2X* —4Xx < 2X* +2X—24 & —b6X <24 = x> 4

4 Binomikaavat

34.

35.

39.

40.

a) (x—2)* —(=x—2)® = x* —4x+4-x* —4x -4 =-8x
b) 3(x —1)(x+1)(x* +1) =3(x* -D(x* +1) =3x* -3
c) (5x+2)(2-5x)+(5x—2)* =4—-25x" +25x* —20x + 4 = —20x +8

a) (x+3)2 +x(x=2)-2(x-3)* =7 = x® +6x+ 9+ x? —2x—2x? +12x-18 =7
< lox=16<=x=1

b) 19— (y+2)? = -2(y +D(y -1 + (L+y)?
19—y —4y—4=-2y* +2+1+2y+y’ & by=-12 y=2

a)V=a-2a-3a=6a°, A=2.a-2a+2-a-3a+2-2a-3a=22a’
b)V=a(a-1)(a+l)=a’-a,A=2-a(a-D+2-a(a+1)+2-(a-1)(a+1) =6a*-2

Saatetaan yhtzlo aluksi muotoon /30 —12+/6 = 3+/2 — 24/3 . Oikea puoli on positii-
vinen, silla 3v2=./18 > 243 =+/12. Edelleen (3v2 - 2+/3)? =18 +12-12/6

=30-1246, joka on sama kuin vasemman puolen juurrettava.
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41.

42.

*44.

Sijoitetaan annetut luvut yhtaloon. Talléin

(m* =n®)? +(2mn)? = (m* +n?)* & m* -2m’n® +n* +4m°n® =m* + 2m*n® + n*
< m*+2m’n® +n* =m* +2m®n® +n*

Yht&lon molemmat puolet ovat samat, joten yhtalo toteutui.

(2t)% + (k — 2t?)* — (k — 2t* —1)°

=47 +k* —4kt® +4t° — (k® +4t" +1-4kt® — 2k +4t?)

= 4t% + k® —4kt® +4t* — k® —4t* —1+4kt® + 2k — 4t°

=2k -1

\/am—a%-\/a\/era%
—(ay2+/a - a{fa)(a\2+ Va + a{a)
ZJ(am)z_(a%)z = Ja?(2++a)-a’\a
—J2a?+a’sa-a’va=v2a’ =av2  (a>0)

5 Polynomin jakaminen tekijoihin

49.

50.

51.

52.

a) 9x? +ax+4 = (3x)? + ax + 22. Tastd nahdaan, ettd a=2-3-2=12
b) 25x% +50x +a = (5x)? + 2-5-5x +a . N&in ollen a = 5% =25,

c) ax® + x+1=ax? +2%x-1+12. Nain ollen a:%.

2
d) x> —dx+a=x> —2-%-x+a.Tésta nahdian, etta a:dT.

a) x> —7x+ax—7a=x(x-7)+a(x-7)=(x-7)(x+a)
b) a* -a®-a*+a=a’(a-1)-a(@a-1
=(a-1)(a*-a)=(a-1)-a(@*-1)=(a-1-a(a+1)(a-1) =a(a+1(a-1?2

a) 2" +2™™ = 2" 42" . 2" — 2" (14 2™)
b) a"?-a"=a"-a*-a"=a"(a*-1)=a"(a+1)(a-1
c) X* = (y+2)* = (x+(y+ 2))x=(y+2) = (x+ y+ 2)(x -y - 2)

a) Y +4y? —y—-4=y (y+4) - (y+4) =(y+A(y* -D=(y+H(y+)(y-1)

b) (-9 +7-9=(7-9)(7-9+1) =(7x-9)(7-8)
c)(2-a)l+(a-2)*=(2-a)’+(2-a)’ =(2-a)*(2-a+1) =(2-a)’(3-a)

d (x+2)(x-2)-x-2=(X+2)(x=-2)-(x+2) =(x+2)(x—-2-1) = (x+ 2)(x-3)
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53. &) J(x-1)% =|x-1
b) Va2 +4a+4 :\/(a+2)2 =la+2|
c) \/y“ +10y® +25 = \/(yz +5)°% =y*+5

54. Kun lauseke jaetaan tekijoihin, saadaan k® —k =k(k®> —=1) = (k =1)-k - (k +1).
Jos k on 0 tai 1, saadaan lausekkeen arvoksi nolla, joka on jaollinen kuudella.

Jos k > 2, tulo muodostuu kolmesta perakkaisesta luonnollisesta luvusta. Naista yksi
on aina jaollinen kahdella ja toinen kolmella. Tulo on ndin ollen jaollinen kuudella.

*55. Muodostetaan lukujen erotus.
a?+1b? _ab=a’—ab+2b?+1b? =(a—1h)?+1b? >0, koska (a——b)? >0
2 4 4 2 4 2

ja %bz > 0. Nain ollen a2 +%b2 _ab>0 eli a? +%b2 >ab.

6 Ensimmaisen asteen polynomifunktio

59. a) Yhtalon ratkaistusta muodosta y = %x + 3 ndhdéan, ettd kulmakerroink = % :

b) Koska k > 0, suora on nouseva.
¢) Koordinaattiakselien leikkauspisteet selvitetddn merkitsemalld yht&lossa
—X+2y—6=0 vuorotellen x ja y nollaksi, minka jalkeen ratkaistaan toinen muut-

tuja. Suora leikkaa x-akselin pisteessa (-6, 0) ja y-akselin pisteessa (0, 3).

61. Suoran y=ax-x-3 kulmakerroinon a- 1.

a) Suora on nouseva, kun a—1>0eli kuna > 1.
b) Suora on laskeva, kun a—1 <0 eli arvoillaa<1.
¢) Suora on x-akselin suuntainen, kun a—1 =0 eli arvollaa = 1.

62. Suora y = %x —2 onsuoran y :gx + 4 yléapuolella, kun erotus (%x -2)- (%x +4)
on positiivinen. Ratkaistaan epayhtalo %x -2- (% X+4)>0.
1 2 1

—x—2—(gx+4)=lx—2——x—4=——x—6>0.Téstéx<—18.
3 3 3 3 3

7/ Rationaadlilauseke

9a’-6a+l (3a-1)° 3a-1

68. a) = =
9a-3 3(3a-1) 3
b) 2x+1 1 _ 2x+1 )1 _2x+l-x x4+l 1
X +x X+1 x(x+1) x+1 x(x+1)  x(x+1) X
0 3 2x-1 =X+1)3 C o 2x=1 _ 3x+3-2x+1_ x+4
Xx+1 x?2+4+2x+1  X+1  (x+1)2 (x+1)? (x+1)2
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6 3 6 23 6+3x—6 3x
69 a) 2 + = + — — -
X“=4 x+2 (xX+2)(x-2) x+2 (x+2)(x-2) x°-4
y 2 My P2 yi-4 (y+2)(y-2) _y-2
2y+4  yi+2y 2(y+2) y(y+2) 2y(y+2 = 2y(y+2) 2y
2ab —b? 2ab-b? *Ya—-b 2ab-b’>+a’-2ab+b?* a?
a—b a—-b 1 a-b a—b

2  (3a+b)3a-b)-2
+b 3a+b

=6a—-2b

70. a) (9a° -b?)-
3a

8a’b —2ab® _ 2ab(4a® -b*) _2ab(2a+b)(2a-h) = 2a+b

b :(b—2a) = =
) 2ab® ( ) 2ab®(b - 2a) —2ab®(2a—b) b?
7 3x-6  3x-6  3(x-2) 3
T P(X)-P(2) x*+1-5 (x-2)(x+2) x+2
b atep’
72 a__ a :(a2+b2)~bzg
' 2 2 2 2 2
b+a— b +a (b°+a‘)-a a
b b

11 11 1.1 1.1
73, X -y =G+ -EC-tP == (= +2+t}) = (= —2+t2
y [2(t )] [2(t )] 4(t2 ) 4(t2 )

1.1 > 1 2
=—(=+2+t°——=+2-t7) =1
4(t2 " )

Toisen asteen yhtalo

2 Vaillinainen toisen asteen yhtald

82. a) 12x2—l:0<:>12x2 :1<:> x? :i@x:i1
3 3 36 6
1

b) 2x2:x<:>2x2—x:0c>x(2x—1):0<:>x:0taix:§

0) X =xv2 & x*—xJ2 =0 x(x—v/2)=0 < x=0tai x =/2
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83.

84.

85.

86.

89.

90.

91.

92.

a) X _oxt o X oy :O<:>x(£—2x):0<:>x:0taix:l
4 4 4 8

b) %xz +2=0< x?+4=0. Eiratkaisua, koska x? +4 on aina positiivinen.

c) 3x2+\/§x=0<:>x(3x+\/§)=0<:>x:0taix:—g
a) X(x+)=7x+) o x(x+)-7(x+) =0 (x+)(x-7) <> x=-1taix=7
b) 2x+3=(2x+3)?> © (2x+3) - (2x+3)? =0 < (2x+3)(1-2x—-3) =0
<:>(2x+3)(—2x—2):0c>x:—létai Xx=-1
C) X2 —2x=4(x-2) = x(x-2)-4(x-2) =0
S (X-2)(x-4)=0<=x=2taix=4
a) (2x-3)° :Oc>2x—3:0<:>x:1%

b) (x+2)°-16=0< (x+2)° =16 = x+2=44 < x=2tai X = -6
¢) (1-x)*+1=0. Ei ratkaisua, koska (1-x)* >0.

a) X(x+100) =0 < x =0tai x =-100
b) %(x—4)2 =3 (x-4)? =6 x-4=+J6 < x=4+/6
) 8-(12-x)2=0<8=(12-x)2 & +/8=12—x < x =12+ 22

a) 10°(x* -1) =x-1=10*(x* =) - (x-1) =0 = (x—1)- (10*x +10* -1) =0
< (x=1)(10%x+9999) = 0 < x =1tai x = —0,9999
2 _ 2
b) —(X+21) L 0o (x+) -t =0 x+l=tr o x=-1t7
X+
A+ X+ VX)A+x-VX)=1 & 1+x)2-(x)2 =1l 1+2x+x2 —-x =1
< x+x% =0 < x(L+x) = 0. Saadun yhtalén juurista 0 ja —1 jalkimméinen hyla-
taan nelidjuuren maarittelyehdon takia. Vastaus on x = 0.

Koska x = 2 on toinen juurista, saadaan vakiolle a arvo 2 yhtélosta (2 +1) = 2a +5.
Sijoitetaan a alkuperaiseen yhtiloon, jolloin (x +1)* = 2x +5 ja edelleen
X*+2X+1-2x-5=0< x> -4 =0 < x =+2. Nain ollen toinen juuri on x = -2.

Olkoon neli6 sivu s ja ympyrén sade r. Alojen yhtasuuruuden perusteella saadaan yh-
talo s? = zr?,josta s =r~/x . Nelion piiri on 4r/z ja ympyran keha 2zr. Nelion

piiri on 4r*/Z—_Z”f.lowo _ 4“/;2—_2” .100% ~12,8% pitempi kuin ympyran keha.
v T
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3 Taydellinen toisen asteen yhtald

98.

100.

101.

102.

106.

107.

108.

*109.

Ratkaistaan yhtalot ilman ratkaisukaavaa.

a) (2x-3)* =15° < 2x-3=+15=2x=3+15< x=9 taix=-6

b) (x-2)% =(2x-1)? & x-2=+(2x-1) & x-2=2x-1 taix—2 =-2x+1
o x=-1taix=1

Q) (C46)2=(1-x)? = 46=%1-X) = ~+6=1-x tai ~+6=-1+x
2 2 2 2
<:>§x:—5tai—1x=—7<:> x=—31taix=l4

2 2 3

a) 4x*+20x+25=0< (2x+5)° =0 x=-25
b) x? +10x+23=0 <> X% +10X+25=25-23 <> (X +5)% =2 <> X+5=+/2
o x=-5+42

Jos x ja x + 1 ovat aukeaman sivunumerot, niin x(x +1) =2 162 eli

x* + X — 2 162 = 0. Tamén toisen asteen yhtalon juuret ovat 46 ja —47. Kyseessd on
aukeama 46 — 47.

Sekaé pituutta ettd leveyttd kasvatetaan x metrilla. Esittdmalla pinta-ala kahdella taval-
la saadaan yhtélo (16 + x)(12 + x) =16-12 +165. Se sievenee muotoon

x® + 28x —165 = 0. Ratkaisut ovat 5 ja —33, joten uudet mitat ovat 21 metrié ja 17
metria.

Funktio f(x) = x(3—Xx)ei saa arvoa 3, koska yhtalélld x(3— x) =3 ei ole ratkaisua.
Ratkaisemalla yhtal6 x(3— x) =1,25 saadaan selville ne muuttujan arvot, joilla funk-

tio saa arvon 1,25. Talloin —x* +3x—1,25=0, jostax = 0,5 tai x = 2,5.

Yhtdlon x* —2ax +2a—1=0 ratkaisuina saadaan x =1tai x =2a—1. Kun a korva-
taan arvollaa + 1, on toinen juurix =2(a+ 1) — 1 = 2a + 1. Tamé juuri kasvaa kah-
della ja toinen juuri pysyy samana, koska se on a:sta riippumaton.

Annetusta ehdosta saadaan yhtald (x —1)* — (x —1) + a = (2x)* — 2x + a ja edelleen

—3x? —x+2=0. Ratkaisuna x = —1 tai x = %

Funktion f(x) =x* —x—6 nollakohdat x = -2 ja x = 3 saadaan ratkaisemalla yht&lo
x? — x—6 = 0. Funktion kuvaajana olevan paraabelin y = x?> — x —6 huippu sijaitsee

nollakohtien puolivélissé eli kohdassa x = — 22+ 3 = % Talléin huipun y-koordinaatti
1, 1 1 ) . .
ony= (E) 5 6= _6Z . Koska kyseessa on ylospdin aukeava paraabeli, on lau-

sekkeen x? —x—6 pienin arvo —6%.
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4 Diskriminantti

111. a) Yhtalolla 2x? —tx+ 2 =0 on tarkalleen yksi reaalijuuri, kun diskriminantti
D=t?>-4.2.2=0 elitnarvoilla +4. Kun t = 4, kyseinen juuri on x = % =1. Vas-

taavasti t:n arvolla —4 juureksi tulee —1.
b) Yhtalolla x? +tx+t+3=0 on tarkalleen yksi reaalijuuri, kun diskriminantti
D=t?-4-(t+3)=t>-4t—-12 =0 eli t:narvoilla 6 ja—-2. Kun t = 6, kyseinen juuri

on X = %t = —3. Vastaavasti t:n arvolla -2 juureksi tulee 1.
112. Yhtalén ax? +2x+5=0 juuret ovat reaaliset, kun D=4—4a-5>0. Téstd a < %
113. Yhtélolla on reaalijuuri kaikilla t:n arvoilla, koska diskriminantti on ei-negatiivinen.
D=(t+5)°-4-1.5t =t* +10t + 25— 20t =t* —10t + 25 =(t -5)* >0

114. Kyseessa on ylospain aukeneva paraabeli, joka ei leikkaa x-akselia, koska
D=(-1)*-4-1.3=-11<0.

116. Yhtalon ax® +bx +c =0 diskriminantti D =b* —4ac on positiivinen, jos a ja c ovat
erimerkkisia, silla talléin tulo —4ac > 0.

117. D=(-2a)> —4(a+1)(a+2)=4a’ —4a’ —12a—8=—12a—8. Juuret ovat yhta suu-
ret, kun —12a-8=0, josta a = —%. Alkuperéinen yhtalo saa talldin muodon

1, +£x+£=0,josta X=-2.
3 3 3

118. Lauseke on madritelty, kun x? —5bx + 7b? > 0. Lausekkeeseen liittyva diskriminantti
on D = (-5b)? —4-1-7b® = —3b? < 0. T4st4 syystd ylospain aukeava paraabeli
y = x> —5bx + 7b? sijaitsee joko kokonaan x-akselin ylapuolella tai sivuaa x-akselia.
Nain ollen kaikilla b:n arvoilla patee epayhtaléehto x> —5bx + 7b? > 0.

*119. 1°. Kuna =0, yhtdl6 saa muodon 2x—-1=0, josta x = %

2°. Yhtélolla on yksi ratkaisu x = 1, kun D =4 + 4a =0, jolloin a = -1,

3°. Kun a<-1, onD <0, jolloin yhtaloll4 ei reaalijuuria.

l1+va+1
—a )

4°. Kun a>-1jaa=0, x=—

*120. Toisen asteen yhtalolla on enemman kuin kaksi ratkaisua silloin, kun se on identti-
sesti tosi. N&in on, jos kaikki kertoimet ovat yhta aikaa nollia eli yhtalé on muotoa

a’-3a+2=0
0-x?+0-x+0=0. Saadaan yhtaléryhmé <a® —5a + 4 = 0 Viimeisen yhtalén rat-
2
a—a=0.

kaisuista a = 0 tai a =1 vain jalkimmainen toteuttaa kaikki yhtalot.
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S Juurien summa ja tulo

126.

127.

128.

129.

130.

131.

Kirjoitetaan yhtalé6 muotoon x? _ZX +1=0. Juuret ovat toistensa kaanteislukuja,

koska juurien tulo eli vakiotermi on 1.

1 2 1., 2 1 1
A X -+ =0 x*+=x-==0=6x"+x-2=0
) (2 3) (2)( 3) §X73

b) x> =[(M+n)+(M-n)]x+(M+n)(M-n)=0< x* —2mx+m? —n* =0
) X2 —[(1+~2)+(-1+V2)]x+ A+ ~2)(-1++/2) =0 = x? =22 x+1=0
Koska yhtalo on kokonaiskertoiminen, juuressa 2 + V3 esiintyva neliéjuuri on perai-

sin ratkaisukaavasta. Yhtalon juuret ovat siis x, = 2++/3 ja x, = 2—+/3. Tallgin
X, +X, =4 jaxx, =1. Kysymykseen tuleva yhtalé on esimerkiksi x* —4x+1=0.

Koska yhtalén x* —2x+2a—a” =0 juurien summa X, + X, = 2 ja siis riippumaton
a:n arvosta, juuret eivét voi olla toistensa vastalukuja millaén a:n arvolla.

Yhtalon ax® +bx +c =0 juurien summaon z, = —9, joka on toinen kysytyn yhté-
a

I6n juurista. Juurien tulo z, = € on toinen juuri. Kysytty yhtalé on muotoa
a

x2—(—9+£)X—E-£=0 < a’x® +a(b-c)x—bc=0.
a a aa

Alkuperdisen yhtalon juurien summa x, + X, = —% jajuurien tulo x, - X, = —g.
a) Uuden yht&lon juurien summa on 3x, +3x, = 3(X, + X,) = 3- (—%) =—4 ja juurien

tulo 3x, -3, = 9x,X, = 9- (—%) _ _15. Yhtalo on x? +4x—15=0 (tai tima yhtalo

kerrottuna jollakin nollasta eroavalla vakiolla).

b) Uuden yhtalén juurien summa ja tulo ovat
(X, +3) + (X, +3) :(xl+x2)+6:—%+6:% ia

(X, +3)(X, +3) =X, - X, +3(xl+x2)+9:—§+3(—§)+9:%.

Talloin uusi yhtald on 3x* —14x+10 = 0.
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6 Toisen asteen polynomin jakaminen tekijoihin

135.

136.

139.

140.

141.

142.

a) Koska yhtdlon 2x* + x +1=0 diskriminantti D =1> —4-2-1< 0, annettu poly-
nomi on jaoton (reaalilukujen joukossa).

b) Yhtalén —3x? + 4x —8 =0 diskriminantti D = 4° —4.(-3)(-8) < 0, joten annettu
polynomi on jaoton.

Jos x—2 on tekijan&, polynomin toisena nollakohtana on x, = 2. Tall6in

2 +2k—-1=0, josta k = —%. Polynomi on siis x? —%x—l. Toisen asteen yhtalon
, 3 : 1. . . 1
X —Ex—lzo juuret ovat x; :_E jax, =2, joten toinen tekija on x+§.

a) Yhtalon ax* —ax+x-2a—2=0 juuretovat X, =2 ja X, :_a_+1’ a=0.Tal-
a

I6in ax? — ax+ X — 28— 2 = a(x — 2)(X+ 2 1) = (x— 2)(ax + a +1)..
a

b) Ratkaistaan yhtlo 2a’ +ac + (¢ +3bc — 2b®) = 0 muuttujan a suhteen. Saa-

daan a, =-c+b jaa, = ¢ 22b jatulomuoto (a—b+c)(2a+2b—-c).

42’ -4a+1  (2a-1)> 1-2a

a) — = =
l-a-2a (@a+1)(1-2a) a+1

X2_2\/§x—1_(X—\/§+2)(X_\/§_2)— _
Xx-+3-2 x=3-2 T

a) Kun polynomi on jaollinen binomilla x — p, toisena nollakohtana on x = p. Tall6in
p>+(p+)p+pl-p)=0=p*+2p=0<= p=0taip=-2.

b)

b) Kun polynomi on jaollinen binomilla 2x — 1, toisena nollakohtana on x = % Tal-
16in (3)2 +(p+1)-1+ p(l—p) =0< —p? 3 p+§:0<:> p:l(si\/ﬁ).

2 2 2 4 4
X2+x—2  (x-1)(x+2)

2x* +x+a  2x*+x+a
voidaan supistaa, jos nimittdjan tekijand on x — 1 tai x + 2.

Kirjoitetaan murtolauseke aluksi muotoon . Lauseke

Jos tekijana on x — 1, on nollakohtana x = 1, joten 2-1* +1+a =0 jaa=-3.
Jos tekijand on x + 2, nollakohtana on x = -2, joten 2(-2)?> —2+a =0jaa = -6.

> +x-2  (x-D(x+2)  x+2

2x2+x-3 (2x+3)(x=1) 2x+3’
X2+x-2  (x-1)(x+2)  x-1
2x2+x—6 (2x=3)(x+2) 2x-3’

Tapauksessa a = —3 saadaan

Tapauksessa a = —6 saadaan
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7 Sovelluksia

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

Jos toinen luvuista on X, toinen on 18 — x. Tuloehdosta x(18 — x) = 72 saadaan rat-
kaisuina 6 ja 12, jotka ovat kysytyt luvut.

Perakkaiset luonnolliset luvut ovat muotoa n—1, n jan+1. Talldin

(n—=1)% +n? = (n+1)2. Yhtilo sievenee muotoon n? —4n =0. Sen juuret ovat
n =0 tai n = 4. Juuri n =0 ei k&y, sill& silloin ensimmaéinen luku olisi —1. Ainoat pe-
réakkaiset luonnolliset luvut, jotka ovat Pythagoraan lukuja, ovat 3, 4 ja 5.

Olkoot uuden palstan mitat 12 + x ja 18 + x . Talloin (12 + x)(18 + x) =2-12-18.

Sievennyksen jalkeen yhtal6 on x* +30x — 216 = 0. Ratkaisut ovat x = 6 tai x = -36.
Naéisté vai edellinen kelpaa. Uuden palstan mitat ovat 18 m ja 24 m.

a) Laatoitettavan alueen pinta-ala laatoituksen leveyden funktiona on
f(X)=4-X-x+2-12-x+2-7-x=4x" +38x, (x> 0). B RR A

b) Annetun ehdon perusteella saadaan yhtélo

"+ 38x :%'12'7 & 4x* +38x—42 =0, jonka ratkaisuista |/
x =1 tai x = -10,5 vain ensimmaéinen kay. Ehdon tayttavan laatoituksen on oltava

yhden metrin levyinen.

Bakteerien lukumé&ara kokeen alussa on N (0) = 750. Bakteerien maaréd on nelinker-
taistunut, kun 20t + 90t + 750 = 4 - 750. Sievennetyn yhtalon 2t* +9t —225=0 rat-
-9+,1881 —-9+34209 —-9+34/209

4 4

kaisut ovat t = =
4

Maaéra on nelikertaistunut noin 8,6 tunnissa.

, joistavain t = ~ 8,6 kay.

Koska nelion pinta-ala on nelja aaria, sivun pituus on 20 m. Merkitaan kaytavan le-
veyttd kirjaimella x. Ristikkaisten kdytavien yhteisesta pinta-alasta saadaan yhtalo

20X+ 20x — x* =0,12- 400 < —x? + 40x — 48 = 0. Ratkaisuista x ~ 1,24 tai
X ~ 38,8 vain 1,24 (m) kelpaa. Vastauksena riittdd desimetrin tarkkuus 1,2 m.

[x

70

Oheisen kuvion merkintdjen mukaan saadaan yhtélo
(7,0 + 2x)(7,0 + 4,5x) = 155 eli 9x2 + 45,5x —106 = 0 . Ratkaisut ovat | | 0 B
X ~ —6,79 tai x ~ 1,73 . Kortin mitat ovat siis 7,0+ 2-1,73 ~10,5(cm)
ja 7,0+4,5-173~14,8(cm). 3,5x

Kun seind4 vastaan kohtisuoria sivuja merkitaén x:11&, on seindn suuntaisen sivun
pituus 20 — 2x. Saadaan yhtalé (20 —2x)x = 45, jonka ratkaisut ovat x ~ 3,4 tai

X = 6,6. Seinada vastaan kohtisuora sivu voi olla 3,4 m tai 6,6 m.

© Lukion Calculus 1



48

Polynomifunktiot (MAA2) Tehtdvien ratkaisuja

151.

152.

153.

154.

155.

156.

140 - x

Kuvion merkint6jen perusteella saadaan yhtélo 7
x? + (140 — x)® =1007 eli 2x* —280x +9600 = 0.
Ratkaisut ovat x = 60 tai x =80. Alueen pinta-alaksi
tulee 60 x80m? = 0,48ha.

X A

a) Yhtalon @ =90 sievennetylle muodolle n* —3n—180 = 0 saadaan ratkaisut

n=15tain =-12. Kyseinen monikulmio on ndin ollen 15-kulmio.

b) Yhtalolla @ =100 ei ole kokonaislukujuuria (n ~ 15,7 tain ~-12,7), joten

ei ole olemassa monikulmiota, jossa olisi 100 lavistajaa.

Olkoon alkuperainen hinta a, jolloin kahden nousun jalkeinen hinta on 1,2a. Nou-

suista saadaan yhtalé (1+ %)2 a =1,2a, joka sievenee muotoon

p? +200p —2000 = 0. Yhtilon ratkaisut ovat p ~ 9,5tai p ~ —209,5, joista vain
edellinen kay.

a) Ratkaistaan yhtalo 1,5+17,7t — 4,9t* =10. Yhtilo sievenee muotoon
—4,9t* +17,7t —8,5=0, jasen ratkaisut ovat t ~ 0,6 tait ~3,0. Kappale on 10
metrin korkeudella, kun t ~0,6s tait ~3,0s.

b) Kappale osuu maahan, kun 1,5+17,7t —4,9t> = 0. Yhtalon ratkaisut ovat
t~-01 tait~3,7.Ratkaisuksi hyvaksytdan vain arvo t ~ 3,7s.

Merkitaan toista kateettia kirjaimella x, jolloin toinen kateetti on s — x. Kateetit ja
hypotenuusa toteuttavat yhtalén x> + (s —x)* = a®, joka sievenee muotoon

2x? —2sx+s® —a® = 0. Suorakulmaisen kolmion pinta-ala on

1 1 " . - .
> X(s—Xx) = E(sx —x?). Muokataan edell4 oleva toisen asteen yhtal6 ensin muotoon

2(sx —x?) =s* —a? jaedelleen %(sx —x?) = %(s2 —a?). Viimeksi saatu tulos on
kysytty pinta-ala.

Olkoon nelisn sivun pituus aluksi a, jolloin ala on a? ja piiri 4a. Pienentyneen nelién
ala on tallsin 0,75 a*, sivun pituus a/0,75 ja piiri 4a4/0,75. Nelion piiri on lyhen-

tynyt w =1 /0,75 =100(1—/0,75) % = (100 — 50+/3) % ~13,4%.
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Korkeamman asteen yhtalo

1 Korkeamman asteen polynomifunktio

158. a) f(x)=-x° b) f(x)=-x*-1 ¢) f(x)=x3+3x?-x-3
\ YA \ YA YA I
\ \ I
\ | [ I
: 19 AN
T X R T X
[\
\ I J
\ \ I
\ \ I
d) f(x)=x* e) f(x)=x*-4 f) f(x)=—-x*+3x%+2x
\ YA ’ \ YA ’ YA
\ I \ I |
\ [ \ l /|
4 L A/
i - L1 - j o
| X | 1] X / 1 X
| |
/
I l
l |
159. a) f(x)=-x*+1 b) f(x)=x*-3x* ¢) f(x)=x*+x3-4x%-4x
YA \ YA I \ YA I

I |

\
\

N

N
o

3 /
=y
=y

[ \
l \
l \ |
| \

a) Funktion f(x)=—x* +1 arvot ovat positiivisia, kun —1 < x < 1, ja negatiivisia,
kun x <-1tai x > 1.

b) Funktion f(x) = x* —3x®arvot ovat positiivisia, kun x < 0 tai x > 3, ja negatiivi-
sia, kun 0 <x < 3.

¢) Funktion f(x) =x* +x® —4x? —4x arvot ovat positiivisia, kun x < -2 tai

-1 <x<0tai x> 2, janegatiivisia, kun -2 <x<-1tai0<x < 2.
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2 Korkeamman asteen yhtald

167.

168.

169.

170.

171.

172.

174.

175.

176.

a) X’ =x*+3x-3=0 x*(x-D)+3(x-1) =0 (x-)(x* +3) =0 = x =1
b) 4x+8=(x+2)%® = 4(x+2)-(x+2)° =0 (x+2)(4—x* —4x—-4) =0
< (X+2)(—x?—4x)=0< x =—2taix =0tai x = —2

a) 4x“—17x2+4:0<:>x2:1 taix2:4<:>x:i% tai x = +2

b) x* —5x* +6=0<> x> =2tai x? =3 < x = +/2 taix =13

a) x'-3x*-4=0x*=4t@ix’ =-1lcx=%2

b) 4x° +11x3 -3x =0 < x(4x* +11x* —=3) =0 < x = 0 tai x? = -3 tai x? :%
. 1
<:>x:0ta|x:i§

Muodostetaan annetuista ehdosta yhtalo.

(X=D+x+(x+1) = (x=Dx(x+1) < 3x=x* —x & x* —4x = 0. Ratkaisuna

x =-2 tai x =0tai x = 2. Ehdon tayttavat luvut ovat -3, -2 ja -1 tai -1, 0 ja 1 tai 1,
2ja3.

a) X =x?+2xeox}-x*-2x=0=x(x* =x-2)=0
< x=0taix=-1taix=2
b)(2x-1)% =2-4x = (2x-1)% +2(2x-1) =0 = (2x-D[(2x-1)? +2] =0
<:>(2x—l)(4x2—4x+3)=0<:>2x—1=0<:>x=%
a) X2 +4x+4=x"(x+2) =& (x+2)* = x*(x+2) =0 (x+ 2)(x+2-x°) =0
oS Xx=-2taix=-1taix=2
b) 1+x%?)*=1=1+x* =1 x*=0<x=0

1° Tulon nollas&@annén perusteella 2x+1=0 tail—2x =0 tai x+1=0, joista
x:—itaix:l tai x = -1.
2 2

2° Sieventamalld paastaan muotoon —4x* —4x* +x = 0. Edelleen

1442
o

X(—4x* —4x+1)=0< x=0tai x =

Kun sijoitetaan juuren arvo x = 1 annettuun yht&lo6n, saadaan 5a -5 = 0, josta a = 1.
Yhtaléna on nyt x* +3x? —4x = 0eli x(x* + 3x — 4) = 0. Ratkaisut ovat x =0, x =1
tai X = —4. Juuren x = 1 liséksi yhtal6lla on juurina myos x = 0 ja x = —4.

Annetun funktion kuvaaja leikkaa x-akselin ainoastaan kerran, jos yhtalolla
x® +2x% + X+ 2 =0 on vain yksi reaalinen ratkaisu. x* +2x*> +x+2=0 <
X(X+2)+(x+2) =0 (x+2)(X* +1) =0 &< x =-2.

© Lukion Calculus 1



Polynomifunktiot (MAA2)  Tehtdvien ratkaisuja 51

Polynomiepayhtalot

1 Toisen asteen epdyhtdld

184.

185.

186.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

a) Lauseke on reaalinen, kun x> =9 >0 eli kun x < -3 taix > 3.
b) Lauseke on reaalinen, kun x(2—-x) > Oeliarvoilla 0<x < 2.

Yhtal6ll4 ei ole reaalijuuria, jos diskriminantti D = a* +12a < 0. Epayhtalon ratkai-
suna —12<a<0.

Jos suorakulmion yhden sivun pituus on x m, niin viereisen sivun pituus on (34 — x)
m. Alaa koskevasta ehdosta saadaan epayhtalé x(34 — x) > 240

eli x? —34x + 240 < 0. Epayhtald toteutuu arvoilla 10 < x < 24, joten
10 m <sivun pituus < 24 m.

Annetun yhtalon juuret ovat reaaliset silloin, kun D = (3a+1)* —4-81>0 eli

9a’ + 6a — 323 > 0. Epdyhtalo toteutuu, kun a < —% tai a > %

Annettu funktio on maaritelty, kun x #1 ja 5x +3—2x> > 0. Epayhtalo toteutuu,

kun —% < x < 3. Néin ollen funktio on méaritelty, kun —% <x<3 x=#1.

Ratkaistaan erikseen epayhtalét x* + x >1,5-15x ja 1,5-1,5x > x —1. Epayhtalot
sievenevit muotoon x° +2,5x—-15> 0 ja —2,5x + 2,5 > 0. Edellinen toteutuu arvoil-
la x < -3 tai x> 0,5, jdlkimmainen arvoilla x < 1. Kaksoisepéayhtélon ratkaisu on ta-
ten x<-3 tai 0,5 < x<1.

Lauseke on reaalinen, kun 3x >0 ja3—x* > 0. Edellinen toteutuu, kun x>0, jal-
kimmainen, kun 3— x? >0 eli arvoilla —\/§s X < \/§. Molemmat ehdot toteutuvat,
kun 0 < x < \/§.

Jos suorakulmion yhden sivun pituus on x m, niin viereisen sivun pituus on (160 — x)
m ja suorakulmion ala x(160 — x). Asetetaan epayhtéld x(160 — x) < 6400 eli

—x% +160x — 6400 < 0. Epayhtald toteutuu kaikilla x:n arvoilla, miké osoittaa, ett
pinta-ala ei ainakaan ylit4 arvoa 6 400 m®. Toisaalta kyseinen arvo saavutetaan x:n
arvolla 80 (m), jolloin pinta-ala on juuri 64 aaria.

Funktion f(x) =-2x*+3x+c kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli. Kuvaaja ei
kohtaa x-akselia, kun yhtalélla —2x* +3x+c¢ =0 ei ole reaalisia ratkaisuja. N&in on,

kun D=9+8c<0eli c<—§.
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194.

195.

196.

Koska funktio on aidosti viheneva ja f(x?) < f(18—-3x), niin x* >18-3x. Rat-
kaistaan epayhtalo x* +3x —18 > 0. Ratkaisuna x < —6 tai x > 3.

Epayhtalon x* —2x—2 > 0 ratkaisu on x <1—+/3 ~ —0,73 tai x >1++/3 ~ 2,73.

Epdyhtalo 3x —% <4x eli—x —% < 0 toteutuu, kun x > —% =-0,25. Molemmat

epayhtélot toteutuvat vain, jos x >1+ /3. Se merkitsee, etta ne luvut, jotka toteutta-

vat epayhtalon x> —2x—2 > 0, eivit valttimatta toteuta epayhtaloa 3x 2 <4x.

Ratkaistaan epayhtald 1,5+17,7t —4,9t* > 10. Epayhtilo sievenee muotoon

—4,9t* +17,7t —8,5> 0. Likiarvoratkaisu on 0,57 < t < 3,04. Kappale on yli kym-
menen metrin korkeudella aikavélilld 0,6 s <t < 3,0 s eli 2,4 sekuntia.

2 Korkeamman asteen epayhtdlo

201. Jos reaaliluku on x, on sen kuution ja nelién summa positiivinen, kun x + x* > 0.
Epayhtalo kirjoitetaan muotoon x*(x+1) > 0, josta nahdaan sen toteutuvan, kun
x+1>0 ja x = 0. Tehtavassa asetetun ehdon toteuttavat kaikki reaaliluvut x > -1 ja

202.

203.

X#0.

Nelidjuurilauseke on arvoltaan reaalinen, kun juurrettava ei ole negatiivinen. Reaali-
suusehdon eli nelijuuren maérittelyehdon mukaan on oltava x> —x* >0 eli

x*(x? —1) > 0. Laaditaan tekijéiden ja niiden tu-

lon merkkikaavio. Sen perusteella nahdaan,
etta juurilauseke on reaalinen, kun
—-1<x<0taix>1.

3

X - — | + +

¥2_1 + _ | -

tulo - + | - +
-1 0 1

a) Sievennetaan epayhtald siirtamélld kaikki termit vasemmalle ja ryhmittelemélla
termit. 2x® +2 < x* +4x < 2x° —x* —4x+2<0 < x*(2x-1)-2(2x-1) <0

& (2x—1)(x* —2) < 0. Laaditaan tekijoiden ja
niiden tulon merkkikaavio. Sen perusteella tulos

on XS—\/E tai%éxﬁﬁ.

2x-1 - i el s
x2-2 + - | = +
tulo — + |-
1
-2 342

b) Ratkaistaan aluksi bikvadraattisesta yhtalostd x* —11x* +18 =0 muuttujan toi-
nen potenssi x°. Saadaan x? =2 tai x> =9. Alkuperiinen polynomi jakautuu tall&in

tekijoihin, ja saadaan esitysmuoto

x* —11x* +18 = (x* - 2)(x* —9) < 0 . Laaditaan
tekijoiden ja niiden tulon merkkikaavio:

Sen perusteella —3 < x < —/2 tai~/2 < x < 3.
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204.a) Sievennetdan epayhtalt siirtamalla kaikki termit vasemmalle ja ryhmittelemalla
termit. x> +x° <x+1o X +xX° - (x+) <0 x*(x+1) - (x+2) <0

o (X+)(x2-1) <0< (x+1)%(x—1) < 0. Koska aina (x+1)? > 0, epayhtal® toteu-
tuu, kun x—-1<0 eli arvoilla x <1. (Talléin mukaan tulee mygs x =-1.)

b) Sievennetdan: 3x* — 7x® >12x% — 28x < (3x* —12x%) — (7x® - 28x) > 0
& 3XA(x2 -4) - Tx(x* -4) >0

-4  + | - - |+
Merkkikaavion mukaan tulos on tulo + | - + | =

T
x<—2tai0<x<2taix>2%. 2 0 223

205. a) Jaetaan epdyhtélon vasen puoli tekijoihin.
2x% —x* —6x+3>0 < x*(2x-1) -3(2x-1) >0 < (2x -1 (x* =3) > 0.

Laaditun merkkikaavion perusteella 2’; - ; : S Ml B
X" - —_ —_
- 3£x£%taix2\/§. o = T
k3

b) Epayhtald x* —x? > —% voidaan kirjoittaa muotoon x* — x2 +% >0
o (X2 —%)2 > 0. Vasen puoli on toisena potenssina positiivinen muulloin paitsi,

kun x° —% =0elix= i%. Néin ollen epéyhtald toteutuu, kun x = 172.

*Neliojuuriyhtalo ja — epayhtalo

1 Neliojuuriyhtalo

209. a) Ennen neliodn korottamista tutkitaan sek& nelidjuuren maarittelyehto etta nelio-
juuren arvoon liittyva ehto. Edellisen perusteella x —1> 0, ja jalkimmaisen ehdon
mukaan X—-1>0. Yhdistettyn& ehdot antavat tuloksen x >1. Korottamalla nelioon

saadaan VX -1=x-1< x-1=x*-2x+1< x> =3x+2=0< x =1tai X = 2. Mo-
lemmat saaduista juurista tayttavat endon x >1.

b) Méarittelyehdon mukaan x* +3> 0, mika toteutuu kaikilla x:n arvoilla. Nelidjuu-
riehdon perusteella x > 0. Viimeksi saatu on myo6s yhdistetty ehto. Nelioon korotta-

misen jilkeen saadaan muoto x* + 3 = 4x* < —3x* +3 =0 < x = +1. Naisti ainoas-
taan x =1 tdyttadd endon x > 0.
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210.

211.

212.

a) Madrittelyehto 2x? —3x —1> 0 toteutuu, kun x < #tai X > 3+;/ﬁ. Nelio-
juuren arvoon liittyvan ehdon mukaan tulee olla x >1. Ehtojen yhdistdmisen tulokse-
na x> 3+;/ﬁ ~1,8. Alkuperdisen yhtalon nelioon korottaminen antaa

2x* =3x-1=(x-1)° o x* —x—-2=0< x =-1 tai x = 2. Naista ainoastaan jal-
kimmainen tayttaa yhdistetyn ehdon.

Toinen tapa: Yhtalon v 2x? —3x—1 = x—1 korottaminen toiseen potenssiin antaa
juuriehdokkaat x = -1 ja x = 2. Sijoitetaan nama alkuperéiseen yhtéloon, jolloin saa-

daan vastaavasti yhtalot Ja=-2 ja J1=1. Vain juuri x = 2 hyvaksytaan.

b) Termien siirrolla paastaan muotoon v12x +1 =19 —-12x. Soveltamalla yhtal66n
madrittelyehtoja saadaan 12x +1> 0 ja19 —12x > 0.Yhdistamalla paadytédan ehtoon
1 19

——<x<—
12 12

12X +1=144x" — 456X + 361 <> 144x* — 468X + 360 = 0 < X :1%=l%tai X=2.

(= 1%). Alkuperéisen yhtalon neliodnkorotus antaa

- . . . 1 .
Ratkaisuista vain edellinen eli x = 12 toteuttaa alussa esitetyt ehdot.

Toinen tapa: Juuriehdokkaista vain x = 1% toteuttaa alkuperéisen yhtalon.

a) Nelidjuurien méarittelyehdot 2x —1> Oeli x 2% jax® —1>0elix<-1taix>1

yhdistamélla saadaan ehdoksi x >1. Neliéon korottaminen puolestaan antaa yhtalén
x> —2x =0, jonka ratkaisuna x = 0 tai x = 2. Naisti vain jalkimmainen toteuttaa eh-
don x >1 (tai alkuperdisen yhtalon).

b) Termeja siirtamalla paadytaan muotoon x> + X —1=+/2x+1. Nelioon korotta-
minen antaa yhtalon x> —x —2 =0, jonka ratkaisuina x = —1 tai x = 2. Vain jalkim-
mainen toteuttaa alkuperdisen yhtalon (tai alkuperéisen yhtalon méarittelyehdon
~1++5
2 )

X2

Termien siirrolla paastaan muotoon /43 —3x = x —11. Korotetaan yhtal6 neliéon,
jolloin 43—3x = (x—11)? < 43—3x = x? — 22X +121 < x* =19x+78=0
x = 6 tai x = 13. Vain luku 13 toteuttaa alkuperaisen yhtalon (tai alkuperadisen yhtalén

madrittelyehdon 11< x < 14%).
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2 Nelidjuuriepdyhtdalo

214.

215.

216.

a) Epayhtalo Jx <4 on madritelty, kun x > 0. Talléin epdyht&dlon molemmat puolet
ovat ei-negatiivisia. Nelioon korottaminen tuottaa epayhtélon x < 16. Kun otetaan
huomioon médrittelyehto, saadaan 0 < x <16.

b) Epéayhtald +x—1> 2 on mééritelty, kun x >1. Neliodn korottaminen tuottaa
madrittelyehtoon liitettynd yhtépitavén epayhtalon x — 1 > 4 eli x > 5. Yhdessa maa-
rittelyehdon kanssa saadaan tulokseksi x > 5.

a) Epayhtald 3 — x < 2on maaritelty, kun 3— x> 0elix < 3. Talldin epayhtalon
molemmat puolet ovat ei-negatiivisia. Nelidon korottaminen tuottaa epayhtélon
3—x<4elix>-1. Yhdistamall& ehdot saadaan tulokseksi —1 < x < 3.

b) Epéayhtald +/1—2x >1— x on madritelty, kun 1—2x>0 elix < % Nelidénkoro-

tusehtona on x < % jal—x2>0 elix <1. Yhdistamalla ehdot saadaan x < % Tal-

16in V1-2X >1-Xx =1-2x>1-2x+x? & x> <0< x =0. Saatu tulos tayttad

myo6s ehdon x < %

a) Termeja siirtdmalla epayhtél6 saadaan muotoon x —2 < VX, joka on méaritelty,
kun x> 0. Vasemman puolen mukaan erotetaan kaksi tapausta:

1°. x—2<0elix < 2. Talléin alkuperéisen epayhtalén vasen puoli on negatiivinen ja
epayhtélo toteutuu kaikilla arvoilla0 < x < 2.

2°. x—22>0elix > 2. (Tayttad myos ehdon x >0.) Neliéon korottaminen antaa nyt

yhtapitavasti X —2 < /X < x* —4x+4 < x < x? =5x+4 <0 < 1< X < 4. Yhdis-
tamalla saatu tulos ehtoon x > 2, saadaan 2 < x < 4.

Kohdissa 1° ja 2° saatiin osaratkaisut. Niiden yhdistaminen antaa lopputulokseksi
0<x<4.

b) Epéayhtald +/2x+ 3 > x on madritelty, kun 2x+ 3> 0eli x > —1,5. Oikean puolen
mukaan erotetaan kaksi tapausta:

1°. x < 0. Koska neliéjuuren arvo on aina vahintaén 0, kaikki arvot —1,5<x <0
toteuttavat alkuperaisen epéyhtalon.

2°. x> 0. Koska epéayhtélon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, saadaan yhtapi-

tavasti V2x+3 > X < 2x+3>x* & x* —2x-3<0 < —1< x < 3. Yhdessa ehdon
X > 0 kanssa paadytaan tulokseen 0 < x < 3.

Kohtien 1° ja 2° yhdistdminen antaa lopputulokseksi —15< x < 3.
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Lisatehtavia

Polynomien summa, erotus ja tulo

6.  Binomien summaon 4x* + 8y’ + xy —8y* —2xy — 6x° = —2x° — Xxy.
a) —2x2 —xy = —2(-7)2 —(=7)-11= 98+ 77 = 21
b) —2x%—xy=2(-03)2-03-0,6=018-018=0

7. ax—-{n-[In-(n+xX)}=x-{n-[n-n-x]}=x-{n+x}=x-n—-x=-n
b) 2— (x+1)—[(x* =) - (2x®> = X)] =2 - x—1— (x> =1-2x? + X)
=2-x-1-x?+1+2x% —=x=x*-2x+2

10. &) 2s°(s? —%)—%52(2—5) =2s° —%33 —s? +%s3 =2s°-g?

b) (2t —u)(2t? +tu —u?) = 4t3 + 2t%u - 2tu? - 2t°u —tu? + u®
=4t3 - 3tu? +u®

11. a) 8a’(a—2)-4a(3a’®+5)-6(a®-2a)=8a°-16a? —12a* —20a—-6a° +12a
=-12a* +2a* -16a* -8a

b) (5a+ 2)(2—5a) — (2a + 4)(4 + 2a) = 4 — 25a° — (4a® +16a +16)
=4-25a% —4a® —16a-16 = —29a° —16a —12

12. a) (2a-b)(2a® +ab—-b?)=4a® +2a’b-2ab? —2a’h—ab? +b*
=4a*® —3ab” +b?
b) (a® —a+2)(-1+a-2a* -2a%)
=-a’+a’-2a*-2a’+a-a’+2a*+2a*-2+2a-4a’-4a°

—-2a°-a®*-6a?+3a-2

13. a) a’(b—c)+b*(c—a)+c?(a—-h)+(a—b)(b-c)(c-a)
=a’b-a’c+b’c—ab?+ac? —bc? + (a—b)(bc—ab—c? +ac)
—a’b-a’c+b%c—ab? +ac? —bc? +abc—a’b-ac? +a%c-b?c

+ab? +bc? —abc=0
b) A-aq)d+g+a*+a°+q*+a°+q°+q” +q° +q° + )
=1+9+9°+9°+q*+9°+q°+q " +q9®+q° +q%°
-q-9°-9°-q*-0°-q°-q’-q°-q°-q" ¢
=l—q11

11
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Binomikaavat

4.

a) (0,2x°y —0,6y°)? =0,04x°y* —0,24x°y* +0,36y°
b) (§m+ln)2 NC IR S o

4 3 16 2 9
Q) (r+s)(r=s))?>=(r>=s*)?=r"-2r’s* +s*

d) ((an _bn)(an +bn))2 — (aZn _bZn)Z — a4n _2a2nb2n +b4n

a) (a-3)°-(B-a)’=(a-3)*-(a-3)*=0
b) (b-1)(b+1)—(b-1)2 = (b-1)(b+1-b+1) = (b—-1)-2=2b—2
Vaihtoehtoisesti: =b?-1-b*+20-1=2b-2
c) (2c+3)*(2c-3)* =[(2c +3)(2c —3)]* = (4c* —9)* =16¢* —72c* +81
d) (x+y+2)(x+y-2)=[(x+y)+z][(x+y) -]

=(x+y)? -z =x*+2xy+y?-2°

a) (W2-2)(W2+2)=(\2)?-22=2-4=-2

b) (V3+1)?-2J3=3+2y3+1-23=4

c) (243 -3v2)(2v/3 +3v2) = (24/3)2 = (3v/2)? =12-18 = -6

d) 5+ 47 A/5-+7 =5+ V7)5-7) =v25-7 =18 =312

a)iz 22 =&: 2
V2 (2 2

) 1+6 _V3(1++6) _+3+18 _3V2++3
V3 (v3)? 3 3

7 _(2+\/7)\/7_2\/7+7__2\/7+7
2-7 2°-(J7)? 4-7 3
8-3/10 (2++10)(8-310) 16-6+10 +810 —30
2-410 22 - (+10)? —6
1442410 7-410

-6 3

c)

d)

a) (a°+ab+b?*)(a®* —ab+b*)(@a* —a’b* +b*)
— [(@% +b?) + ab][(a2 +b?) - ab][a* + b* —a?b?]
—[(a2 +b?)? — (ab)2](a* + b* — ab?)
=(a" +2a’b* +b* —a’b*)(@* +b* —a’v?) =(a* +b* +a’b?)(a* +b* —a’h?)
=(@"+b")? —(a’?)? =a® +2a'b* +b® —a’'h* =a® +a'b* +b®

b) (X2y2 _ y4)[(xy+ y2)2 _2Xy3] — (X2y2 _ y4)(X2y2 + 2Xy3 + y4 _2Xy3)
= (x*y? —yHPy?+yh) = (Py?)? (v = xyt - y°

© Lukion Calculus 1



58 Polynomifunktiot (MAA2) Tehtdvien ratkaisuja

Polynomin jakaminen tekijoinhin

4. a)3a°+12a’+12a=3a(a’ +4a’ +4)=3a(a’ +2)*
b) 2t° —32t = 2t(t* —16) = 2t(t* + 4)(t* —4) = 2t(t* + 4)(t + 2)(t - 2)
c) 3a’b +3ab—6a’b =3ab(a® —2a+1) = 3ab(a—1)°

5. &) (7-48°+r-4=(r-4)(r-4+)=(r-4)(7-3)
b) @+ X)*—(1+x)°=1+x)°A-1-x%) = —x(1+x)?

6. a)2u+2u+u’+l=2uU®+D+U*+D=U>+D(u+1)
b) x® +4x* —x—4=x*(x+4) - (x+4) = (x+4)(x* =1) = (x + D) (x +D(x-1)

7. a)Jos x> —2-6-x+k =(x-6)?, niin k = 36.
b) Jos kx* +12x+9 = (2x+3)?, niink = 4.

Ensimmdaisen asteen polynomifunktio

1.  Kuvaajat ovat suoria. Suorat ovat yhdensuuntaisia, koska kaikilla on sama kulmaker-
roin (k = 2). a-kohdan suora leikkaa y-akselin pisteessé (0, —=3), b-kohdan suora kul-
kee origon kautta ja c-kohdan suora leikkaa y-akselin pisteessa (0, 3).

2. a) Yhtalon —4x+8 =0 ratkaiseminen antaa tulokseksi x = 2, joka on annetun funk-
tion nollakohta.

b) Yhtalon %x +% = 0 ratkaiseminen antaa tulokseksi x = —% , jJoka on annetun

funktion nollakohta.
¢) Yhtdlon 0,3175x + 63,5 = 0 ratkaiseminen antaa tulokseksi x =—-200, joka on

annetun funktion nollakohta.

Rationaalilauseke

2 — —
5 a)X +X:X(X+l):x+l b) 22( 4= 2(x—-2) _ 2
X X X“—=4 (x=2)(x+2) x+2
0 X2 +2x+1  (x+1)?  x+1
2X+2 2(x+1) 2
3 a)g_Z—b:2—2+b:E b)b_2b—1:3b—2b+1:b+1
a a a a 3 3 3
X* +4 X*+4-x> 4
C) —X= =—
X X X
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3 N 1  3@+)+(a-1) 4a+2

4, =
a-1 a+1 (a-D(@a+1) a’-1
b) 2a 1 2a 1 2a-(a-b) = a+b 1
a’—b*> a+b (a+b)a-b) a+b (a-b)a+bh) (a-b)(a+b) a-b
0 a+3 a+l  a+3  a+l _a(@+3)-(a+d?
a’-1 a’-a (a+dh(@a-1 a(a-1 a(a+1)(a-1)
_a’+3a-a*-2a-1_  a-1 1
a(a+@-1 a@+@-1) a’+a
5. a) a-5 6a =(a—5)-6a=a
3 2a-10 3-2(a-5)
2— —_— .
b) (a—l)- a _a' -1 a (a+D(a-) a_._
a a+l a a+l a(a+1)
0 a’-9 a+3 (a+3)(a-3)-3a_a-3
15a° = 3a 15a° - (a+3) 5a
2 2
6. a) a +a:(a+1): a(a+1 _a b) a +a:a+1=a(a+l)+1=a+1+2=a+3
2.(a+l) 2 2 2.a 2 2
) a-2: 4 :a_2(a—2):2a—a+2:a+2
a-2 4 2 2

Toisen asteen yhtalo

4, a) x(x+2)=2(x+2) = (x+2)(x-2)=0=>x=-2 taix=2
b) x? -3x=7(x-3) & x(x—-3)-7(x-3) =0 <= (x-3)(x-7)=0
S x=3taix=7
) X2 —d=x+2 (x+2)(x-2)-(x+2)=0
S X+2)(x-2-1)=0<= x=-2taix=3

5. a) (3x+1)? =6x < 9x* +6x+1-6x=0< 9x* +1=0. Ei ratkaisua.
b) x? —25=4x+20 < (Xx+5)(Xx—=5)—4(x+5) =0 < (X +5)(x—=5-4) =0
< X=-5taix=9

0) X* +42x* =2 +1 X*(1+2) =(1+2) & X’ =1 x+1

6. a) (x—v5)(x+/5) =11 x> —(v/5)2 =11 x* =16 < x = 4

b) (V2x-1)(/3x+1)=0< /2x-1=0tai/3x+1=0
1 V2 oo 1 43
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10.

11.

12.

13.

15.

Toisen asteen yhtalon (ax —b)(bx +2) =0 juuret x, :% ja x, :% toteuttavat yhta-

I6n, jolloin (%a — b)(%b +2)=0 tai (%a - b)(%b +2) =0. Tulon nollas&anto johtaa
yhtéldpareihin, joista ratkeaab = -6 jaa=-12taib=-4 jaa=-12.

a) (2x-1)(Bx+2)=0«<=2x-1=0 tai3x+2=0< x:%taix:—é

b) (2x—1)(3x+2):5<:>6x2+x—2:5©6x2+x—7:0<:>x:1taix:—1%

a) %xz +§x+6:0 < 3x% +14x +36 = 0. Ei ratkaisua.

b) ix+i:gx2 <:>8x2—2x—l:0c>x:E taix:—1
6 12 3 2 4

—4i\/§:—4i2\/§__2iﬁ

a) X* +4x+2=0x= =

2 2
+ + +
b) 3x2—2x—3:0<:>x:2_(;/5:2_26\/E:1_;’/E

a) 4x2+4\/§x+1:0<:>x:_4£8im:_4fi8:_€i2

:—Zﬁim:ﬁ+2
> +

b) —x? +242x+2=0 x> -24/2x-2=0< X

Ratkaisun x = -3 sijoittaminen alkuperéiseen yhtaloon antaa yhtalon

6- (—%)2 + a(—%) +3=0< —%a +1—31 =0« a=11. Toinen juuri saadaan ratkai-

semalla yhtalo 6x* +11x + 3 = 0. Ratkaisut ovat x = —%tai X = —1%.

Diskriminantti

2.

Yhtilolla —5x* + 6x + 2a—1=0 on vain yksi ratkaisu, kun
D=6°-4(-5)(2a-1)=0<40a+16=0 < a:—é.

Koska D =1 —4-1-(t* +1) = —4t* —3 < 0 kaikilla t:n arvoilla, yhtil6lla ei ole reaa-
lijuuria.

Koska D = (k —8)% — 4(—4k +15) = k* —16k + 64 + 16k — 60 = k* + 4 > 0 kaikilla k:n
arvoilla, yhtal6ll& on kaksi eri suurta reaalijuurta.
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Juurien summa ja tulo

2. Juurien summan perusteella x, +(—2) =—6, jolloin x, = —4.Juurien tulon perusteella
XX, =a=(-2)(-4) =8.

4.  Kirjoitetaan annettu yhtalo aluksi muotoon x* + 2x +§ = 0. Juurien keskiarvo on

. . X X -2
summan puolikas eli —+—2 = - = -1

Toisen asteen polynomin jakaminen tekijoihin

2. @) 4x* —20x+25=(2x-5)°

b) Yhtalon x* + x —g = 0 ratkaisut ovat x :% tai X = —%. Talloin
4 1 4

X+ X——=(X-2)(X+=
9 ( 3)( 3)

¢) Yhtalon 10x* — x —3 = 0 ratkaisut ovat x = —%tai X= g Tallgin

10x? —x -3 =10(x + %)(x —g) = (2x+1)(5x - 3)

3. a) Yhtalon — x* +10x + 24 = 0 ratkaisuina x =12 tai x = —2. Néin ollen
— X2 +10x+24 = —(x —12)(x +2) = (12 - x)(x + 2)..
b) Yhtalolla 2x* —8x +9 =0 ei ole ratkaisua, joten trinomi 2x> —8x+9 ei jakaudu
tekijoihin.
c) Yhtalon 2x% — (1+ 2+/3)x ++/3 =0 juuret ovat /3 ja%,joten

X% — (14 24/3)x + /3 = 2(x—J§)(x—%) _ (x—3)(2x-1).

4 y*-6y+8 _ (y-2)(y-4) _y-4
' a)22—5 +2 1, 2y-1
y oy 2y-2y-3) y

b) 25-y* _(5-y)5+y) _5-y
y?+3y-10 (y-2)(y+5) y-2

22-2  (z2-V2)z+2)  z+42
22-3J22+4 (z2-2)z-22) z-242

c)
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X% +X
@—x)(2-x)
oltava jaollinen joko binomilla 1 — x tai binomilla 2 —x.

Jotta murtolausekkeen supistaminen olisi mahdollista, osoittajan on

Jaollisuus binomilla 1 — x merkitsee, ettd osoittajan nollakohta on 1. Yhtalosté
1> +1+t =0 saadaan t=-2. Tallgin
X2ax+t  xP4ax—-2  (X=D(x+2) x+2
1-x)2-x) (1-x2-x) (xX-1)(x-2) x-2
Jaollisuus binomilla 2 — x merkitsee vastaavasti, ettd osoittajan nollakohta on 2. Sil-

loin t = —6 ja osoittajan tekijat x — 2 ja x + 3. Supistettu muoto on ii .
X j—

Sovelluksia

1.

a) Merkitaan etsittavaa lukua kirjaimella x. Annettujen ehtojen perusteella saadaan
yhtélo %% = g joka sievenee muotoon x* —6x = 0. Ratkaisuna x = 6 tai x = 0.
Etsitty luku on néin ollen luku kuusi tai luku nolla.

b) Merkitdan etsittavéaa lukua kirjaimella x. Ehdot tayttaa yhtalo

=1, jonka rat-

B x

X
3
kaisuna etsityksi luvuksi saadaan 2,/3 tai —2.3.

Olkoon toinen luku x, jolloin toinen on 10 — x. Yht&lon x(10 — x) = 16 eli
x? —10x+16 = 0 ratkaisuna x = 2 tai x = 8. Luvut ovat 2 ja 8.

Merkitaan yhta suorakulmion sivua kirjaimella x. Viereisen sivun pituus on talldin
86 — 2x

2

x? —43x+ 450 = 0. Ratkaisuna x = 25 tai x = 18. Suorakulmion sivujen pituudet
ovat 18 m ja 25 m.

= 43— x . Muodostetaan pinta-alasta yhtalo x(43— x) = 450 eli

Jos neliélaatan sivu on x (cm), sen ala on x? ja suorakaidelaatan ala (x + 1,0)(x + 2,0).
Laattojen menekkien suhde 32 : 45 merkitsee, ettd 45 nelidlaatalla paéllystetadn yhta
suuri ala kuin 32 suorakaidelaatalla. Siis 45x* = 32(x + 1,0)(x + 2,0), sievennettyna

13x* —96x —64 = 0. Siita x = 8 (tai x = —8/13). Laattojen mitat ovat 8,0 x 8,0 cm ja
9,0 x 10,0 cm.

Kun esine osuu lennon jalkeen maahan, on lentokorkeus y = 0. Ratkaistaan yhtéalo
1+ 3x —0,05x* = 0. Ratkaisuna x ~ —0,33 tai X ~ 60,33. Tulos tarkoittaa, ettd esine
lentdd 58 metrin etdisyydell& olevaan saareen saakka.

Olkoon kuution sarman pituus x (m). Annetuista ehdoista muodostuu yhtalo

(x+1)° -x° =2%<:> X3 +3x% +3x+1-x° =%<:>3x2 +3x—%=0

=2 =% tai X = —1%. Sarmén alkuperéinen pituus on % m.
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7. Merkitéén kaistan leveyttéd x:11a. Kaistan pinta-ala on sama kuin alkuperaisen alueen
pinta-ala. Saadaan yhtald 4x* +2-3,6-x+2-54-x=23,6-5,4, joka sievenee muo-
toon 4x? +18x —19,44 = 0. Yhtalén ratkaisuna x = —5,4 tai x = 0,9. Kaistan leveys
on 0,9 metria.

8.  Olkoon tuotteen hinta aluksi a. Kahden muutoksen jalkeen hinta on

(1—Q)(1+ L)a, joka on 94,5 % alkuperéisestd. Saadaan yht&lo
100 100

2p p 945 . . )
1-— 1+ a= a, josta sievennysten jalkeen2p® +100p —550 =0.
( 100)( 100) 100 J y J P P

Sen ratkaisuna p =55 tai p = 5. Alkuperdinen korotusprosentti oli 5.

Korkeamman asteen yhtald

3. a) xX}-x(x+2) =0 x(x?—(x+2))=0< x(x? —x-2)=0
< x=0tax=2taix=-1

b) x}*-x*=x-1ox*(x-1)-(x-1)=0< (x-1)(x* -1) =0
< x=1tai x=-1

4. a) 3x-1>=9x*-1< (3x-1)° - (Bx-1)(Bx+1) =0 < (Bx—1)(9x*> -9x) = 0
< x=0 taix=1taix=%
b) x® +4x? —4x-16=0< x®*(x+4)-4(x+4) =0 (x+4)(x* -4) =0
S X=—4 taix=42
5. a) x*-10x?+9=0< (x?)?-10x*+9=0< x* =9tai x* =1
S x=13taix=+1
b) x° +4x® —32x =0 < x(x* +4x? —32) =0 < x((x?)* +4x*> -32) =0
< x=0taix?=-8 taix’ =4 < x =0 tai x = +2

6 —6x% +5x—1 _ 1-2x)(3x-1) =(1—2x)(3x—1)=(2x—1)(1—3x)
o2 —xZ2x—1 XP(2x=D+(2x-1) (2x-1D(x*>+1) (2x-1(x%+1)
_1-3x
X241

Toisen asteen epdyhtdlo

4.  a) Yhtilolla —2x? —%x —3=0 ei ole ratkaisua. Koska y = —2x? —%x — 3 esittaa

alaspain aukeavaa paraabelia, ei myodskaan epayhtalolla — 2x° — % Xx—3>0 ole rat-

kaisua.

© Lukion Calculus 1



64 Polynomifunktiot (MAA2) Tehtdvien ratkaisuja

b) Epayhtalo x* + 2 <5(x —1) sievenee muotoon x? —5x +7 < 0.Yhtallla
x> —5x+7 =0 ei ole ratkaisua. Koska y = x* —5x + 7 esittad ylospain aukeavaa
paraabelia, ei myoskaan epayhtaldlla x> —5x +7 < 0 ole ratkaisua.

5.  a) Epayhtilo sievenee epayhtaloksi x> —3x > 0, jonka ratkaisuna x <0 tai x > 3.
b) Epayhtilo (x —2)* < 0 toteutuu vain, kun x = 2.

6.  a) Epayhtalo sievenee muotoon x* + x —2 > 0. Ratkaisuna on x < -2 tai x >1.
b) Epéyhtalo sievenee muotoon x> + x —6 > 0. Ratkaisuna on x < -3 taix > 2.

7. a) Hajotetaan kaksoisepayhtald epayhtaldiksi x> —1> 0 ja x> —4 < 0. Edellinen

toteutuu, kun x <—1taix >1, jalkimmaéinen arvoilla —2 < x < 2. Yhteinen ratkaisu-
alueon —2<x<-1tail<x<?2.

b) Kaksoisepayhtalo kirjoitetaan epayhtaldiksi 2x —1< x* —4 ja x* —4 <12. Sie-
vennysten jilkeen saadaan muodot x> —2x—-3>0 ja x* —16 < 0. Edellinen toteutuu

arvoilla x < -1 tai x > 3, jalkimmainen arvoilla— 4 < x < 4. Yhteinen ratkaisualue on
—4<x<-1tai3<x<4.

8. a) Lauseke on reaalinen, kun (2x + 3)(3x + 2) > 0. Epédyhtalo toteutuu, kun
3. 2
X<——taix>-—.
2 3

b) Lauseke on reaalinen, kun x* + 2x + 2 > 0. Epayhtal6 toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

Korkeamman asteen epdyhtald

1.  a) Laaditaan tekijoiden ja X B N (e
tulon merkkikaavio. Sen x-1 = =1 +] *
perusteella x <Otail< x<2. x-2  — |- | -] *

tulo — + - +
0 1 2
2X-4 - | =] + + +
b) Merkkikaa\_/ion perusteella 242« — | + | + | + | +
-1<x<2 tai3<x<5. x-3 - | = 1=1+ .
5-x + |+ |+ + -
tulo - | + | - + -

2. a) Merkkikaavion perusteella x-1 il B +
—1<x<0 taix>1. X - | -] + +
X+1 - + + +
tulo ~ + - +
1 0 1
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b) Merkkikaavion perusteella saadaan X’ t |+ |+ +
1 <x < 2. Koska tulon tulee olla negatiivinen, X*1 — | * +
on vield asetettava x # 0. X-2 - |- - +
tulo + - - +

1 0 2

3. a)Koskaaina (x—5)° >0 ja x> +1> 0, epayhtalo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

X2+4x o+ | — | + +
b) Merkkikaavion perusteella —4 < x <5. X“-5x  * |+ | - |+
tulo + | - - +
40 5
4.  a) Merkkikaavion mukaan 22' X B I I M
—1<x<2 taix>4. X-3x-4 * |- - | *
tulo + | - + -
b) Epayhtald x* —11x? +18 <0 12 4
voidaan kirjoittaa muotoon Wio2 + | + - +
(x* =2)(x* -9) <0, 29 + | - | - |-
Merkkikaaviosta nahdaan ratkaisu. tulo  + | — + - |+
—3<x<—/2taiv2 <x<3. 3 =2 2 3
3 X 2 1 _ _
5 ax’-—<0<x(x*-=)<0 X il s
9 9 x> 1 + I
Merkkikaaviosta x < —ltai 0<x< l tulo B I Il
3 3 10 1
b) x* —x* —2x+2<0
5 x-1 - - | +| +
< X (x-1)-2(x-1)<0 22 + I
o (x-D)(x*-2)<0 tulo -+ |-
Merkkikaaviosta X < —/2 tai1< x < +/2. RE 142

Pikatesti

2. &) P(-3)=-3-(-3)+2=11
L leg 1, 1,3, 1
b)Q(E):(E) +3'§ 2—4+2 2 7

C) P(X)+Q(X) = -3x+2+x*+3x-2=x>

3. a)-2a(l-5a%)=10a’-2a
b) (3b—4)(4 +3b) = (3b—4)(3b+4) = 9b? —16
c) (c+6)* =c®-12c+36
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4, a)2a’-6a=2a(a—-3) b)4b*-25=(2b+5)(2b-5) c) x> -6x+9=(x-3)°

5 5 10 5 15
5. a —+—=—+—="—
2a 4a 4a 4a 4da

b) b 2b _b(b+1)_ 2b b2 —b

b+l (b+1? (b+1)? (b+1)? bZ+2b+1
a’ -4 25a° (a-2)(a+2)-25a° _
5a a-2 5a-(a—-2)

5a’ +10a

c)

6. a) 2x(1—3x):0<:>x:0taix=%

b)3x2+2x:0c>x(3x+2):0<:>x:0taix:—§
C) X(x+1) =2(x+) & (Xx+D)(x-2)=0<= x=-1taix=2
7. A x’-x-2=0&x=-1taix=2

b) 4x(x+2)+x+2:0<:>(x+2)(4x+1):0<:>x:—2taix:—%

8.  Yhtilolla — x* + 6x+a = 0on tarkalleen yksi ratkaisu silloin,
kunD =6%-4(-1)-a=0 eli a=-9.

9. a) x(x-3)(x+4)=0< x=0 taix=3taix=—4
b) x* +5x* +x+5=0< x*(X+5)+ (X+5)=0= (x+5(X*+1) =0 x=-5

10. a) x*+5x-6<0< 6<x<1 -2 — 1+ +
X+3 - + + +
b) Merkkikaavion mukaan 3-x + v 4] -
X< -=3tail<x<3. twlo + _ 1+ =
3 13

Kertauskoe 1

1. a) (2a®-4a”*+3a)—(—4a°+3a-1)=2a°-4a’+3a+4a*-3a+1=2a°+1
b)1-(2-a)*-(2-a)(2+a)=1-4+4a-a’—-4+a*=4a-7
2. Q) %—l=¥=s—r , koska ké&énteislukujen tulo rs =1.
S S
b) (y2+2)° - (2y—3)° = y* +4y? +4—(4y? —12y +9)
=y +4y? +4-4y? +12y-9=y* +12y -5
XX x(x-D(x+1)

5 = +1
X —X X(x—1)

c)
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*8.

2
a) 4—%=0<:>12—x2 —0e x=4243
b) 3x2—8x:3©3x2—8x—3:0<:>x:—%taix:3

c) x®—5x*-14x=0< x(x* -=5x-14)=0 <= x=0 taix =2 tai x=7

a) (x-1)* <9< x*-2x-8<0<= -2<x<4
b) Lauseke v1—x—2x> on médritelty, kun 1—x —2x* > 0. Epayhtalé toteutuu,

kun—-1< xgl.
2

Vaatimuksesta, ettd tydmatkan kesto on enintédén puoli tuntia, saadaan epéayhté-
160,01m?* +0,03m +18 < 30 eli m? +3m—1200 < 0. Epayhtild toteutuu arvoilla

0<m< —3+12/4 809

~ 33,2. Liikennevirta m saa olla enintddn 33 autoa minuutissa.

a) Yhtalolla tx* +tx +t —1=0 on tasmélleen yksi juuri silloin, kun

D=t*>—4t(t-1)=0eli-3t*+4t=0<1t=0 tait :%. Naista vain jalkimmainen

kay. Sijoitetaan saatu t:n arvo alkuperdiseen yhtaloon, jolloin %xz +%x +% =0

eli 4x? + 4x+1=0. Yhtélon ratkaisuna x = —%.

b) Muodostetaan diskriminantti
D=(a-2)*-4a(-2)=a’-4a+4+8a=a’+4a+4=(a+2)>
Koska D = (a+2)* >0, yhtil6lla on reaalijuuria kaikilla vakion a arvoilla.

a) X' —6x>+8=0< (x*)2-6x>+8=0< x* =21tai x> =4 < x = +/2 tai x = +2
b) x* +x*>5x+5< x*(X+1) -5(x+1) >0 < (x+1)(x* =5) >0

Oheisen merkkikaavion mukaan ratkaisu on x+1 B N I
. x>-5  + | -] -
—\/§<x<—1 ta|x>\/§.
tulo - + - +
-5 -1 5

a) Méérittelyehdon mukaan 4—x >0 eli x <4, ja neliéjuuren arvoon liittyvén eh-
don mukaan x +3 > 0. Yhdistettyind ehdot antavat tuloksen —3 < x < 4. Korottamal-

—7+4/29
2

la nelioon saadaan 4 — x = x> +6x+9elix? +7x-5=0< x = . Naista

—7+@
—2 .

valitaan alkuehtojen nojalla x =

b) Reaalisuus- ja neli6juuriehdot yhdistettyind edellyttavat, ettd x > 0. Nelidon koro-
tus antaa tuloksen x+2 < x*> < x> = x—2>0 < x < —1tai x > 2. Ottamalla huomi-
oon alussa asetettu ehto saadaan ratkaisuksi x > 2.
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68 Polynomifunktiot (MAA2) Tehtdvien ratkaisuja

Kertauskoe 2

Bb+3 3b+1) 1

1. a) —3a(-4a)’ =—3a-16a” = —48a° b) = ==
6b+6 6(b+1) 2

¢) (<3c+4)? = 9¢? — 24c +16 d) (d-d?)(d+d?)=d?—d*
e) 3e—3e® =3e(1-e?*)=3e(l-¢e)(1+e) f) 1+ f2-2f=(@1-f)°

2. a) (Ba-2)*-(3-a)(3+a)=9a’-12a+4-9+a”*=10a°-12a-5
b) 40> -1  (2b+1)(2b-1) 2b+1
4b* —4b+1 (2b-1)? 2b-1

3. a) f(-2)=(-2°+3(-2)°-2+1=-8+12-2+1=3

1 1 1 1 11 3
b) gX) =) +(5)2-2-=+43=-+--1+3=22
) 0Q) =) + () 2D 48= 4 143=22

C) x3+3x2+x+1:x3+x2—2x+3<:>2x2+3x—2:0<:>x:—2taix:%

4. Yhtalon 2x? —ax+a =0 juuret ovat reaaliset, kun D = (—a)®> —4-2-a>0. Epéyh-
talon a® —8a > 0 ratkaisuna a < 0 taia > 8.

5. a) 2x®—x?-6x+3=0< x?(2x-1)-3(2x-1) = (2x-1)(x* -3) =0

@X:%taix:i\@

b) x* +2x% 23x < x3+2x?> -3x>0 X il e I
< x(x% +2x—3) > 0. Merkkikaaviosta X’+2x-3 * | - |-| *+
nahdaan, ettd —3< x <0 taix>1 tlo —— 1=

6.  Janan pituus on 1 (m), pidemman osan pituus x ja lyhyemman 1 — x. Silloin

-1+
*a ,josta x* +x-1=0 ja x = 1 \/g. Janan pituudeksi sopii vain
X 1-x 2
_1;£ ~ 0,618. Alkuperéisen janan osien pituudet ovat 0,618 m ja 0,382 m.

7. Sijoitetaan x = -1 annettuun yhtaloon. (-1)° +a(-1)* —2a’(-1)-2=0
o 2a°+a-3=0«< a=-15 taia=1. Naista jalkimmainen on positiivinen.
Yhtilo on x® + x? —2x — 2 = 0. Jaetaan yhtalon vasen puoli tekijéihin ryhmittele-
malld. x2(x+1)—2(x+1) =0 < (X +1)(x2 —=2) =0 < x =1 tai x = +/2.

*8. Kun oletuksen ehto x >0 on voimassa, epayhtalosta x + 4 > 4+/x saadaan yhtépitava
epayhtald neliodn korottamalla. Talléin

X+4> 40X < (x+4)? 216X < X2 +8X+16-16X >0 < (x—4)2 > 0.
Saatu tulos todistaa alkuperéisen vaitteen paikkansa pitavyyden.
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