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4. SUMMA

4.1 Aritmeettinen summa

LUO PERUSTA

401.

402.

a) 9 kpl
b) Ensimmadinen yhteenlaskettava on 4 ja viimeinen on 28.

¢) Ensimmaéinen yhteenlaskettava on a; = 4, viimeinen ay = 28 ja
yhteenlaskettavien lukuméird on n = 9. Aritmeettisen summan kaavan
mukaan

s, =932 14

Vastaus: a) 9 kpl
b) Ensimmaéinen yhteenlaskettava on 4 ja viimeinen on 28. ¢) Sy = 144

Ensimmadinen yhteenlaskettava on a; = 5, viimeinen a,y = 43 ja

yhteenlaskettavien lukumédird on 20. Aritmeettisen summan kaavan
mukaan

5+43

S, =20 — 480.

Vastaus: S5 = 480
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403.  Osallistujien lukumaéirit ovat aritmeettisen lukujonon jasenid, koska
osallistujien lukumairé kasvoi likimédérin yhtd monella juoksijalla
vuosittain.

Ensimmaéinen yhteenlaskettava on a; = 352, viimeinen a;o = 6749 ja
yhteenlaskettavien lukumééra on 10. Aritmeettisen summan kaavan
mukaan

S, =10. 352+6749

=35505~35500

Vastaus: Osallistujia oli n. 35 500.
404.  a) Aritmeettisen lukujonon erotusluku d =97 — 101 = 4.

Lukujonon kymmenes jidsen a,o saadaan tietojen a; = 101, d =—4
avulla yleisen jdsenen sddnnosta.

a,=at(m-1)-d

ap=101+(10-1)-(-4)

ajp = 65.

b) Summa on 101 + 97 + 93+ ... + 65, joten ensimméinen
yhteenlaskettava on a; = 101, viimeinen a;o = 65 ja yhteenlaskettavien
lukumaiéra on 10. Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S, =10 1065 g3

Vastaus: a) a;o=65 b) S;o=2830
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b) 1. kuvio: 5
2. kuvio: 5+3=28
3. kuvio: 8+3=11
4. kuvio: 11 +3 =14
5. kuvio: 14 +3 =17

Viiteen ensimmadiseen kuvioon tarvittavien tikkujen lukumiird saadaan
summasta 5+ 8 + 11 + 14 + 17, jonka tulos on 55.

¢) Kuviossa tarvittavien tikkujen lukuméérit ovat aritmeettisen lukujonon
5,8,11,14, 17, ... jasenid, koska erotusluku d = 8 — 5 = 3. Lukujonon
jédsen saadaan siis lisidmaélld edelliseen jédseneen 3.

Lukujonon ensimmaiinen jasen on a; = 5, joten lukujonon 20. jdsen a,
saadaan tietojen a; = 5 ja d = 3 avulla yleisen jisenen sddnndsté
a,=a;+(m-1)-d
a20=5+(20— 1) -3

=5+19-3

=5+57

=62.

20. ensimmaéiseen kuvioon tarvittavien tikkujen lukuméaéri saadaan
aritmeettisen summan kaavalla ensimmaéisen yhteenlaskettavan a; =5,
viimeisen yhteenlaskettavan a,y = 62 ja yhteenlaskettavien lukumééran
20 perusteella.

5, 2203+

=670.

Vastaus: b) Viidessd ensimmaéisessd kuviossa on yhteensd 55 tikkua.
¢) 20. kuvioon tarvitaan 62 tikkua ja 20 ensimmaéiseen kuvioon yhteensé
670 tikkua.
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VAHVISTA OSAAMISTA

406.

407.

a) Ensimmadinen yhteenlaskettava a; =3 - 1 + 1 =4 ja viimeinen
ap=3 - 10+ 1=731 ja yhteenlaskettavien lukumééré on 10.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

s, =10. 231 _ 175

b) Aritmeettisen lukujonon erotusluku d = -8 — (-3) = —5. Lukujonon
viidestoista jésen a5 saadaan tietojen a; = -3 ja d =5 avulla yleisen
jdsenen sdannosta.
a=a+t(n-1)-d
ais=-3+({15-1)-(-5)
ais = -73

Ensimmdinen yhteenlaskettava a; = -3, viimeinen a;5 =—73 ja
yhteenlaskettavien lukumédiré on 15.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

Vastaus: a) S;o=175 b) S;5=-570

Erotusluku d = 0,5 — 0,2 = 0,3. Yhteenlaskettavat ndyttivit olevan
aritmeettisen lukujonon perikkaisid jdsenid

0,2;0,5; 0,8, ..., 2,0; 2,3; 2,6,

joten niiden summa saadaan ensimmadisen yhteenlaskettavan a; = 0,2,
viimeisen yhteenlaskettavan ao = 2,6 ja yhteenlaskettavien lukumééran
n=9 avulla.

0,2+2,6

S, =9 =12,6

Vastaus: So = 12,6
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a) Ensimmaéinen yhteenlaskettava a; =7 —2 - 1 =5, viimeinen
asp="7—2 - 50 =-93 ja yhteenlaskettavien lukumé&éra on 50.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S, =50- 5_793 = -2200.

b) Ensimmaéinen yhteenlaskettava a,p =7 — 2 - 20 =-33, viimeinen
aso="7—2 - 50 =-93 ja yhteenlaskettavien lukuméira on 31.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S:31.#=_1953

Vastaus: a) S50 =—-2200 b) §=-1953

a) Lukujonon ensimmaéinen jidsen on a; =2 jad =4 — 2 =2, joiden avulla
voidaan maarittédéd lukujonon yleinen jdsen
a,=atm-1)-d
=2+m-1)-2
=2n

b) Lasketaan, kuinka mones lukujonon jidsen 82 on aritmeettisessa
lukujonossa 2, 4, ... , 82.

Jasenen 82 jdrjestysluku n toteuttaa yhtilon 2n = 82, josta n = 41.
Summassa on siis 41 yhteenlaskettavaa.

¢) Ensimmadinen yhteenlaskettava a; = 2, viimeinen a4; = 82 ja
yhteenlaskettavien lukumééra on 41.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S, =41.2782 170

Vastaus: a) a,=2n  b)2n=82,n=41 c) Sy =1722
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410.  a) Aritmeettisen summan 0,2 + 0,5 + 0,9 + ... + 29,9 yhteenlaskettavat
ovat aritmeettisen lukujonon 0,2; 0,5; 0,9; ..., 29,9 jésenié.

Lukujonon ensimmaéinen jésen on a; = 0,2 ja erotusluku
d=0,5-0,2=0,3. Niiden avulla voidaan méaérittdd lukujonon yleinen
jasen

a,=02+(m-1)-03=0,3n-0,1.

Lasketaan, kuinka mones lukujonon jasen 29,9 on aritmeettisessa
lukujonossa 0,2, 0,5, 0,9, ... , 29,9. Jasenen 29,9 jarjestysluku n
toteuttaa yhtélon 0,37 — 0,1 =29,9.

0,3n-0,1=29,9

0,37=29,9+0,1
0,3n=30 :0,3
n=100

Summassa on siis 100 yhteenlaskettavaa. Koska a; = 0,2, ajg0 = 29,9 ja
n =100, niin

Sm0:100-953€?253=1505.

b) Aritmeettisen summan —5 — 1 + 3 + ... + 51 yhteenlaskettavat ovat
aritmeettisen lukujonon -5, -1, 3, ..., 51 jdsenii.

Lukujonon ensimmaéinen jésen on a; =5 jad =—1 — (-5) =4, joiden
avulla voidaan maérittdd lukujonon yleinen jésen
a,=-5+m-1)-4=4n-9.

Lasketaan, kuinka mones lukujonon jdsen 51 on aritmeettisessa
lukujonossa -5, —1, 3, ..., 51. Jdsenen 51 jarjestysluku » toteuttaa
yhtdlon 4n — 9 =51.

4n—-9=51
4n=51+9
4n =60 |4

n=15
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Summassa on siis 15 yhteenlaskettavaa. Koska a; =—5, a;5=51jan=
15, niin
23

S, =15 D3XSL_15:46 15 903345

2 Z

Vastaus: a) Sjp = 1505 b) Si5 =345

Aamuyodllé klo 1 seinidkello lyd yhden kerran,

klo 2 kaksi kertaa

jne. aina klo 12 saakka, jolloin seinékello ly6 12 kertaa.
Tamaén jélkeen klo 13 alkaen seinikello ly6 taas yhden kerran,
kunnes klo 24 se ly0 taas 12 kertaa.

Lyontien lukumééré kasvaa aina yhdelld, joten lydntien lukuméérét ovat
aritmeettisen lukujonon 1, 2, 3, ..., 12 jdsenid. Klo 12:een mennessé kellon

lyontien kokonaislukuméérd saadaan summasta 1 +2 +3 + ... + 12.

Koskaona;=1jaa;;=12jan=12, niin

6
1412 1213
Sp=12-1% =MT=6-13=78.

1
Samalla tavalla summa 1 +2 + 3 + ... + 12 = 78 kuvaa kaikkien lyontien
lukumaiiréa aikavaililld klo 13—24. Vuorokauden aikainen seinédkellon

lyontien lukumiéré on siis yhteensd 78 + 78 = 156.

Vastaus: 156 lyontia
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412.  a) Lukujono 1, 3, 6, ... kuvaa sinisten ympyroiden lukumééria
ensimmaisissd kuvioissa. Koska perdkkiisten jisenten erotus ei ole
vakio, lukujono ei ole aritmeettinen. Hahmotellaan lukujonoa
sadnnénmukaisuuden 10ytdmiseksi:

611:1
a=3=1+2=qg,+2
a;=6=3+3=a,+3

Edellisten perusteella
au=a;+4=6+4=10
as=ast5=10+5=15
a6=a5+6=15+6=21
a=astT7=21+7=28
ag=a;+8=28+8=36
a9=ag+9=36+9=45
a|0=a9+ 10=45+10=155

Kuviojonon 10. kuviossa on 55 sinistd ympyréa.

b) Lukujono 9, 12, 15, ... kuvaa vihreiden ympyrdiden lukuméérid
ensimmadisissd kuvioissa. Nyt perdkkéisten jasenten erotus
d =15 — 12 = 3 néyttda olevan vakio, joten lukujono on aritmeettinen.

Lukujonon ensimmadinen jasen on a; =9 ja d = 3, joiden avulla voidaan
madrittdd lukujonon 10. jasen

a10=a1+(n—1)'d
—9+(10-1)-3
=36

Kymmenen ensimmadisen kuvion vihreiden ympyrodiden yhteismaara
saadaan summasta on 9 + 12+ 15 + ... + 36.

Koska a; =9, a;p=36jan =10, niin

9+36

S, =10- =225

Vastaus: a) 10. kuviossa on 55 sinistd ympyraé. b) 10. kuviossa
on 36 vihredd ympyrad, 10 ensimmadisessd on 225 vihredd ympyréa.
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I tapa:
Ilta 1 2 3 4 5 6 7 8
Kynttiloiden lkm 2 3 4 5 6 7 8 9

Jokaisella kerralla otetaan uusi kynttila.
a+H+2+H+B3+H+@+H+G+DH+OG+FDH+(T+1)+(@+1)
=2+3+4+5+6+7+8+9

Lasketaan summa
2+3+5+@+6)+(7+8)+9
=10+10+15+9=44

II tapa:

Kynttildistd muodostuu aritmeettinen summa
2+3+4+5+6+7+8+9,

silld perdkkdisten jdsenten erotus on 1. Ensimmaéinen yhteenlaskettava
a; =2, viimeinen ag = 9 ja yhteenlaskettavien lukumééré on 8.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S8=8-¥=44

Vastaus: 44 kynttilaa
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414.  a) Parittomat, positiiviset kokonaisluvut muodostavat lukujonon
1,3,5,7, ..., missd erotuslukuond =3 -1 =2.
100. jasen saadaan laskettua, kun tiedetddn a, = 1, d =2 jan = 100.

a100=a1+(n—1)-d
=1+(100-1)-2
=199

Sadas pariton luku on 199.

Parilliset, positiiviset kokonaisluvut muodostavat lukujonon
2,4,6,8, ..., missd erotuslukuond =4 -2=2.
100. jasen saadaan laskettu, kun tiedetddn a, =2, d =2 jan = 100.

a100=a1+(n—1)-d
=2+(100-1)-2
=200

Sadas parillinen luku on 200.

b) Parittomat luvut muodostavat summan 1 +3 +5+ ... + 199,
Ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = 1, viimeinen a0 = 199 ja
yhteenlaskettavien lukumaard on 100.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S, =100-1%2 _19 000,

Parilliset luvut ovat muodostavat summan 2 + 4 + 6+ ... + 200.
Ensimmadinen yhteenlaskettava a; = 2, viimeinen a;o0 = 200 ja
yhteenlaskettavien lukumééra on 100.

2+200

S, =100- =10 100.

Summien erotus on 10 100 — 10 000 = 100. Parillisten lukujen summa
on 100 suurempi.

Vastaus: a) 199 ja 200 b) Eroaa.
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415.  a) Koska lukujono on aritmeettinen, sen jasen saadaan lisddmalla
edelliseen jaseneen erotusluku d. Hahmotellaan tilannetta kaavion

avulla.
+d +d +d
NN C N 7Y

a aj as ay as ae asz ag 22 aio

Aritmeettisen lukujonon sééntdd a, = a; + (n — 1) - d varten on
selvitettdva ensimmaéinen jisen a; ja erotusluku d.

Kaaviosta nidhdéén, ettd lisddmalla seitseménteen jdseneen a; = 6
erotusluku d kolme kertaa, saadaan 10. jasen a;, =30 eli

6 +3d =30.
Ratkaistaan yhtélostd erotusluku d.
6+3d =30
3d =30-6
3d=24 |:3
d=38

Lisdamaélld ensimmadiseen jdseneen a; erotusluku d kuusi kertaa
saadaan 7. jasen a; = 6. Toisin sanoen a; + 6d = 6. Koska erotusluku d
tiedetddn, yhtélostd voidaan ratkaista ensimmaéinen jésen a;.

a+6-8=6
a=6-48
(11:—42

Lukujonon séédnt6 on ndin ollen
a,=at(m-1)-d
a,=-42+n-1)-8
=-42+8n—-38
=8n—50
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b) Ensimméiinen yhteenlaskettava a; = —42.
Viimeinen yhteenlaskettava on a3s = 8 - 35 — 50 = 230.
Yhteenlaskettavien lukumaéira on 35.

Summa on

Sy :35.@:3290

¢) Lukujonon 7. jasen on a, = 8n — 50. Lasketaan jdsenet ay ja asp.
6120:8 -20-50=110
ay=8-40-50=270

Summassa lasketaan yhteen lukujonon jasenet ay, az1, ax, ..., aao.
Koska mukaan ei lasketa 19 ensimmdisti jasentd a;, ay, a3, ..., di9,
yhteenlaskettavia jdsenid on yhteensd 40 — 19 = 21.

Aritmeettisen summan kaavan mukaan

S:21.%:3990

Vastaus: a) a, = 8n — 50 b) S35 =3290 ¢) S=3990
416. a) Esitetddn kuvioiden murtoviivat summina.

kuviol: 1 +1=2

kuvio2: 1+1+2+2=6

kuvio3: 1+1+2+2+3+3=12

kuvio4: 1 +1+2+2+3+3+4+4=20
kuvio5:1+1+2+2+3+3+4+4+5+5=30

Murtoviivojen pituudet ovat 2, 6, 12, 20 ja 30.
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b) 10. kuvion murtoviivan pituus on
1+1+2+2+34+3+4+4+..+10+10
=2-(1+2+3+4+..+10)

Sulkeiden sisilld on aritmeettinen summa,
missd a; =1, a;p =10 jan = 10, joten

s, =10.110 _s5.

Aritmeettinen summa kerrotaan vield kahdella eli
2-55=110.

Vastaus: a) 2, 6, 12, 20 ja 30 b) 110
417. a)l+2+3+ ...

Yhteensé pinossa on 500 tolkkiéd. Luetellaan taulukossa tolkkien
lukumaiiria kerroksittain.

Sarakkeessa A on rivien jarjestysnumero,

sarakkeessa B rivilld olevien tolkkien lukumiéré ja

sarakkeessa C tolkkien lukuméérd yhteensa.

Sarakkeeseen B laitetaan ensimmadiseen soluun 1, sitten seuraavaan
soluun 2 ja raahataan mustasta nelidstd oikeasta alakulmasta. C-
sarakkeessa komennolla ”C2 = C1+B2” ja kaava kopioidaan
raahaamalla pienestd mustasta neliostd oikeasta alakulmasta.



MAY1 e Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 12.4.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

1 1 1
2 2 3
3 3 6
4 4 10
5 5 15
B 6 21
7 7 28
a 8 36
9 ] 45
n 10 55
1Ll 11 66
12 12 78
13 13 91
4 14 105
5 15 120
& 16 136
7 17 153
1 18 171
9 15 190
20 20 210
M 21 231
22 22 253
23 23 276
24 24 300
25 25 325
26 26 351
27 27 378
28 28 406
29 29 435
a0 30 465
il 31 4596

Taulukkolaskentaohjelman avulla huomataan, etti 31 kerrokseen
tarvitaan 496 tolkkia.

b) 500 — 496 = 4
Siis 4 tolkkid jad yli.

Vastaus: a) 31 kerrosta b) 4 tolkkid jaa yli.
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418.  a) Taulukoidaan arvoja. Sarakkeessa A on Leon sééstot ja taulukossa B on
Linuksen saistot.

Taulukossa sarakkeessa A on Al alkupddoma 210, A2-soluun
kirjoitetaan "=A1+4” ja vedetdén oikeasta alakulmasta alas.
Taulukossa sarakkeessa B on B1 alkupddoma 120, B2-soluun
kirjoitetaan "=B1+6” ja vedetddn oikeasta alakulmasta alas.

A B 25 306 264

1 210 120 26 | 310 270
2 214 128 27 | 314 276
_3 | 218 132 28 | 318 282

_4 | 22 138 20 322 288

5| 226 144 30 326 204
6| 230 150 31 30 a0
7| 234 156 2w w6
"8 | 238 162 B s an2
9| 242 168 a2 e
o B e
12| 254 186 26 350, %0
13| 288 192 3] 354] 33
14| 262 198 (38| 358 342
15| 266 204 39| 362 348
6l 20 20 40 | 366 354

17| 214 218 41| 370 360

18| 278 222 42| 374 366 402 408
49 | 282 208 43 378 372 406 414
20| 286 234 44 382 378 410 420
21| 200 240 45 386 384 |
[227] 204 246 46 390 390 e a5
23| 208 252 47 394 3% s

24 | 302 258 48 398 402 430 450

Taulukosta huomataan, ettd 45 viikon kuluttua eli viikolla 46 pojilla on
yhté paljon rahaa sééstossa.

b) Linus pystyy ostamaan 450 euroa maksavan laitteen 55 viikon kuluttua
eli viikolla 56.

Vastaus: a) 45 viikon kuluttua b) Linus, 55 viikon kuluttua
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SYVENNA YMMARRYSTA

4
419.  a) Kirjoitetaan summamerkinta Z% yhteenlaskuna.
k=1

2.2
L4 £
1 2+ +

PSS}
ENIS}

2 1.1
o+ 1+24+ L1
3T 6

[\

10
b) Kirjoitetaan summamerkinté 2(31' +2) yhteenlaskuna.
i=1

B1+2)+(B3-2+2)+(3-3+2)+(3-4+2)+...+(3-10+2)
=54+8+11+14+...+32

Aritmeettisessa summassa a; = 5, a;o = 32 jan = 10, joten

s, =10-2132 g5

19
Kirjoitetaan summamerkinta z (1-7k) yhteenlaskuna.
k=3

1-73))+1-7-9H)+(1A-7-5)+...+(1-7-19)
=-20-27-34-...-132

Summassa lasketaan yhteen lukujonon jisenet as, ay, ... ja aj9. Koska
mukaan ei lasketa kahta ensimmaisti jésentd a; ja a,, yhteenlaskettavia
jdsenid on yhteensd 19 -2 =17.

Ensimmaéinen yhteenlaskettava on —20, viimeinen —132 ja
yhteenlaskettavien lukuméird 17, joten summa on

S=17-¥=—1292.

2 2 2 2 1
Vastaus: a) T+E+_+_ =4g b) Sio =185, summa on —1 292.
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420.  a) Kysytyt murtoluvut ovat é g g ja%
Lasketaan ndiden murtolukujen summa

5,-1,2,3,4_10_,

1 1 2 1 2 3 789

>33 T a0 010 4 100 , joiden summa on
_1. 1.2 1.2 3 7,.8.9
S=a T3 T3 Tt T 10 0 10
1. 1,2, 1.2 3
=2 TGP Gy
1,2 3 4.5 6 7.8 9
0 0 0 0 0 0 10 T10 T 10
1,142 14243 1+2+34+4+54+6+7+8+9
—2+ 3 + 4 +...+ 10

Huomataan, ettd yhdelld murtoluvulla on nimittéjé 2, kahdella
murtoluvulla on nimittija 3 jne. Murtolukuja on
(1+2+3+4+5+6+7+8+9)kpl=45kpl.

Lasketaan osasummia.

+ o+

LN KN WD
+ Il

—_

+

+
W A

J’_
IENTCN

N ow

1 2 3 4 5 6 7 8 9 4 1
+ =4

— et —t—+—+—
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 2

Murtolukujen summat muodostavat aritmeettisen summan:

l+1+§+2+...+4l.
2 2
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Ensimmadinen jésen on 5 ja viimeinen jdsen on 45 ja erotusluku

d=1 —% = % . Osasummia on 9 kpl.

Lasketaan osasummien summa.

¢) Ne murtoluvut, joiden nimittdjd on 100:

Murtolukuja ovat 12 i, ..ja 2

100° 100" 100 100

Lasketaan ndiden lukujen keskiarvo.

. 1 2 3 99
Lukujen summaon —+—+—+ ...+ —.
100 100 100 100

Lasketaan yhteen samannimisten murtolukujen osoittajat. Lukuja,
joiden nimittdjd on enintddn 100, on 1, 2, 3, ..., 99, ja ndiden summa
onl+2+.+99.

Ensimméinen jésen on 1, viimeinen jdsen on 99 ja kaikkiaan lukuja on
99 kpl. Perdkkiisten jasenten erotus on d =2 — 1 = 1. Osoittajassa on
siis aritmeettinen summa.

1+99

Sy =99- = 4950

Lasketaan summan Sy jdsenten keskiarvo.

1 2 3 99  14+2+3+..499
— .+
+-100 100 100 100 _ 100 _4950 5
99 99 9900

Naéiden lukujen keskiarvo on 0,5.
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Ne murtoluvut, joiden nimittdjd on enintddn 100:

Murtolukuja ovat
1 2 1 2 3 7 8 9 1 2 3 o 99

Lasketaan ndiden lukujen keskiarvo. Lukujen summa on

S, =%+%+%+%+%+%+m+%+%+%
+...+ﬁ+%+%+...+%
+-~+(%+%+%+%+%+%+%+%+%)
+---+(ﬁ+%+%+...+%)

:%+%+l+i+3
4+ 4 1£2+43+445+6+7+8+9
10
+...+W

Hyddynnetddn ylld valmiiksi saatua tulosta 4950.Viimeinen osasumma
4950 1
on ——=49—.
100 2
Osasummien summat muodostavat aritmeettisen summan:

l+1+§+2+...+4l+...+49l.
2 2 2 2

Ensimmadinen jdsen on 5 ja viimeinen jdsen on 495 ja erotusluku

d=1 —% = % . Osasummia on 99 kpl.
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Lasketaan osasummien summa

l+49l

S9g=99-%=2475.

Keskiarvo on
2475

=="--0,5
” 4950

Molemmissa tapauksissa keskiarvo on 0,5.

1 23. 4
Vastaus: a) g,—,g ja g, summa 2 b) 45 murtoluvun, summa 22%

5°5
¢) Molemmissa tapauksissa keskiarvo on 0,5.

Summan 1 +2+3+4+5+ 6+ ... + 100 ensimméinen yhteenlaskettava
on 1, viimeinen 100 ja yhteenlaskettavien lukumédird on 100, joten

S,y =100- 1190 _ 5050,

Summassa olevat kolmella jaolliset luvut ovat 3, 6, 9, ..., 96 ja 99. Luvut
ovat aritmeettisen lukujonon jésenié, jossa d = 6 — 3 = 3. Jotta tiedetéén,
kuinka mones lukujonon jdsen 99 on, tarvitaan lukujonon yleisen jisenen
a, lauseke.

Yleisen jasenen lauseke saadaan kaavasta a,= a;+ (n—1)-d, kun a¢; =3 ja
d=3.

a,=3+m-1)3=3+3n-3=3n

Jasenen 99 jdrjestysluku n toteuttaa yhtdlon 3n = 99:
3n=99
n=233

Koska a; =3 ja a;3 =33 ja n =33, niin

3+ 99=1683

S, =33
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Kun summasta 1 +2+3 +... + 100

poistetaan kolmella jaollisten lukujen summa, saadaan jiljelle jdéneiden
lukujen summa eli

5050 — 1683 = 3367.

Vastaus: 3367

Lasketaan ensin paperirullan ulkoympyrin kehén pituus:
2nr=d-n=110 - m.

Lasketaan sen jilkeen sisdympyran kehén pituus:
2nr=d-n=45 " m

Jokaisella kierroksella paperin pituus pienenee saman verran, joten
kierrosten paperin pituudet muodostavat aritmeettisen lukujonon. Kun
kierrosten paperien pituudet lasketaan yhteen, saadaan summaksi

12,3 m =12 300 mm.

Lasketaan yhteenlaskettavien lukumééra eli kierrosten lukumééra »n, kun
tiedetddn ensimmadinen yhteenlaskettava 110w, viimeinen yhteenlaskettava

457 ja summa 12 300.

1107’[-‘1-457‘12'

n=12300 |-2
(1107 + 4571) - n = 24600 |- (1107 + 457)
ne_24600 505
1107 + 457

Vastaus: Paperirullassa on noin 50 kierrosta.
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423.  a) Kokeillaan lukua 16 soluun A1 ja kirjoitetaan seuraavaan soluun kaava
”=A1+3”. Kirjoitetaan viereisen sarakkeen johonkin soluun
”=SUMMA(C1:C15)”. Vedetddn 2. solun oikeasta alareunasta niin
pitkélle, ettd summa on 600 tuolia.

Jos summaksi ei saada lukua 600, muutetaan ensimmaiseen soluun
uusia lukuarvoja ja seurataan, milld Idhtdarvolla summasoluun tulee
600.

Kun ensimmaisesséd solussa on 19, summaksi tulee 600.
19
22
25
28
31
34
37
40
43
46
49
52
55
58
61 600

b) Merkitddn ensimmadisen rivin tuolien lukuméaéraa kirjaimella x.

a=Xx

am=a,t3=x+3
a3=a3t3=x+3+3=x+2-3
au=a3t3=x+2-3+3=x+3-3

a]5=x+14'3

I tapa:

Summax +(x+3)+(x+2-3)+(x+3-3)+...+(x+14-3)
ilmaisee tuolien lukumééirén. Koska ensimmaéinen yhteenlaskettava on
a, = x, viimeinen yhteenlaskettava on ¢js=x+ 14 -3 =x+42 ja
yhteenlaskettavia on 15 kpl, saadaan summa

'x+x+42:15‘2x+42:15‘,2((x+21)

2 2 y4

S, =15 =15(x+21).
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Tuolien lukuméédri on oltava 600. Tésti saadaan yhtilo
15(x+21)=600.

15-(x+21)=600 |:15
x+21=40
x=40-21=19

II tapa:

Lasketaan rivien tuolien lukuméérat yhteen.

x+x+3+x+2-3+x+3-3+...+x+14-3=600
I5x+(1+2+3+...+14)-3=600

Lasketaan sulkeissa oleva summa. Kyseessd on aritmeettinen summa,
jossad=1

7
5. 141014 315

,Z =7-15=105
1
15x + 105 -3 =600
15x =600 —-315
15x =285
x=19

Vastaus: a) Ensimméiselld penkkirivilld on 19 tuolia.
b) 19 tuolia

a) Kuvio 6: 15 + 6 = 21. Kolmiolukujen kuusi ensimmaéista jasenté ovat

1,3,6,10,15ja21.

b) Muodostetaan kolmiolukujen jonon sédéntd tutkimalla ensimmaisid

jésenié.

611:1
w=a+2=1+2=3
a;a=a,+3=3+3=6
az=a,+4=6+4=10

Lukujonon jdsen saadaan, kun edelliseen jéseneen lisdtadn jisenen
jéarjestyslukunelia,=1jaa,=a, +n,n=2,3,4, ...
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¢) Muodostetaan sadas kolmioluku.
a=1l,a,=a,_1+n
a=1+2
a;=1+2+3
a=1+2+3+4

a100=1+2+3+4+...+100

Sadannen kolmioluvun summassa ensimmadinen jdsen on 1, viimeinen
jasen 100 ja jasenid on 100 kpl. Lasketaan summa

Sy90 =100. 17100 :100-%:100-50,5 ~ 5050,

Sadas kolmioluku on 5050.

Muodostetaan n. kolmioluku.
a,=1+2+3+4+ ... +n

n:nnen kolmioluvun summassa ensimmaéinen jésen on 1, viimeinen
jdsen n ja jasenid on n kpl. Lasketaan summa.

2
Sn:n'1+n:n+n
2 2

n. kolmioluku on "

Vastaus: a) 1, 3, 6, 10, 15 ja 21. b)yai=1jaa,=a, +n
n*+n

C) aipo — 5050_]21 a, = 3
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Lasketaan perdkkéisten jisenten summa. Kyseessd on aritmeettinen
summa.

Perékkaisten jasenten erotus on vakio d.
Ensimmaéinen jésen on aj,

toinen jisen on a; + d

jne.

Naéin muodostetaan summa #. jdseneen asti.

Muodostetaan tdimén jdlkeen samanlainen summa, mutta kirjoitetaan se
niin, ettd viimeinen jésen on ensimmaisend ja toiseksi viimeinen jésen
toisena jne. Lasketaan yhteen sarakkeittain jdsenet. Esimerkiksi
a+a+m-1)yd=2a+n-1)d

ja ndin jatketaan joka sarakkeen kohdalla.

S = a, +(a +d) +(a, +2d)+..+(a, +(n-1)d)
S = (a,+(n-Dd)+(a,+(n-2)d)+..+(a,+2d) +(a +d)+ q
S =Qa,+(n-1)d)+(2a, +(n-1)d)+...+ (2a, +(n—-1)d) ||:2

s = n(a, + a, 42-(n—1)d)

s :n(al +a,)

n 2
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4.2 Geometrinen summa

LUO PERUSTA

426. Ensimmaiinen yhteenlaskettava on a; = 5, suhdeluku g = 3 ja
yhteenlaskettavien lukuméird on n = 10.

Geometrisen summan kaavan mukaan
_51-3"%) 5-5-3"
1-3 -2

=147 620.

10

Vastaus: S = 147 620

427. a) Ensimmdinen yhteenlaskettava on a; = 1 ja yhteenlaskettavien
lukumaiiré on n = 9. Suhdeluku saadaan laskemalla perdkkéisten

jdsenten osamidri eli g = 1= 2.

_1a-2%)
b) S, = - - 511.
Vastaus: a) ensimmdinen 1, lukuméird 9 kpl ja g =2 b) So =511

428. a) a;=5-2'=10

a,=5-22=20
a;=5-2>=40
a,=5-2"

20
b) Perédkkéisten jasenten suhde on g = 10 =2
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¢) Ensimméinen yhteenlaskettava on a; = 10, suhdeluku ¢ =2 ja
yhteenlaskettavien lukumééréd on n = 10.

Geometrisen summan kaavan mukaan
_10-(1- 2'%)
1-2

S, =10230

Vastaus: a) a; = 10, a, =20 ja a; =40 b)g=2 ¢) Sio=10230
429.  a) Yhteenlaskettavia on 6 kpl.

b) Yhteenlaskettavissa on mukana luvun 2 potenssit eksponentin arvoilla
0,1,2,...ja15. Yhteenlaskettavia on siis 16 kpl.

3-2
¢) Kohdan a summaan tarvittava suhdeluku on ¢ = = =2.

Ensimmadinen yhteenlaskettava on a; = 3, suhdeluku g =2 ja
yhteenlaskettavien lukuméérd on n = 6.

Geometrisen summan kaavan mukaan
31— 2%)

S, =189
3.2

Kohdan b summaan tarvittava suhdeluku on g = 3 =2

Ensimmadinen yhteenlaskettava on a; = 3, suhdeluku ¢ =2 ja
yhteenlaskettavien lukumééri on n = 16.

Geometrisen summan kaavan mukaan
31— 2'%)

S, =196605

Vastaus: a) 6 b) 16 ¢) Ss =189 ja S15 =196 605.
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Ladkeannokset ovat:

1. paiva: 100g

2. péiva: 10§g =50g

3. péiva: 5()Tg =25g
jne.
Annos puolitetaan joka pédivd. Kyseessd on geometrinen lukujono

1
100, 50, 25, ... , jonka suhdeluku on g = % :5 . Geometrisen lukujonon

1
ensimmadinen jasen on a; = 100, suhdeluku g = ) ja yhteenlaskettavien

lukuméiidra onn = "17.

Lasketaan tarvittavan lddkkeen maéra kayttdméalld geometrisen summan
kaavaa.

L
5 100(1—;2) )

1-=
2

=198,44 ~ 200

Vastaus: Ladkettd tarvitaan n. 200 grammaa.

VAHVISTA OSAAMISTA

431.

2
Ensimmadinen yhteenlaskettava on a; = 4, suhdeluku g = 7 =5ja

yhteenlaskettavien lukumééréd on n = 15.

Geometrisen summan kaavan mukaan

5
S, =%~3,05-1010

Vastaus: Sjs = 3,05-10"



432.

433.

MAY1 e Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 12.4.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Ensimmdinen yhteenlaskettava on a; = 0,1 ja yhteenlaskettavia on 8 kpl.

Suhdeluku g = 6, silld ¢ = %

=6.

Varmistetaan vield suhdeluku kertomalla edellinen jasen kuudella.
az=6-a,=6-0,6=3,6

as=6-a3=6-3,6=21,6

as=6-a;=6-21,6=129,6

ag=06as=6-129,6=777,6
a;=6as=06-777,6=4665,6
ag=6-a;=6-4665,6=27,993,6

Laskua voidaan sanoa geometriseksi summaksi, koska kaikkien
perdkkéisten yhteenlaskettavien osamééra on vakio, eli suhdeluku g = 6.

Geometrisen summan kaavan mukaan

_ 8
S =M=33592,3
§ 1-6

Vastaus: Sg =33 592,3

a,=-2-3"
a=-2-3""=2-3"=2-1=2
@=-2-3""'=2-3=26
a;=-2-3""'=2-33=2.9=_18
Suhdeluku on q=_—6=3.

Ensimmainen yhteenlaskettava on —2, suhdeluku g =3 ja
yhteenlaskettavien lukumaééré on 10.

—2(1-3")
1-3

Summa S, = =-59048

Vastaus: Sjp =59 048
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a,= 3"
10
6110:3
11
an =3
20
(120:3

Ensimmadinen yhteenlaskettava on a;o = 3 0 Lukujonon 9 ensimmaisti

jésentd ei ole summassa, joten yhteenlaskettavia on 20 — 9 = 11.
11

Suhdeluku ¢ = ;):T =3

310(1 _311)

Summa S, = =5230147077

Vastaus: 5230 147 077

Geometrisen summan suhdeluku on

1

AA
_,Z,?/ 2.

q:

Slwolw

o 3 :
Ensimméinen yhteenlaskettava on a; = rE Luetellaan geometrisen

lukujonon jésenid, jotta saadaan selville, kuinka mones jasen 96 on.
3

al =

4
a—3
2
a3=3
(14:3'2:6
as=6-2=12
ag=12-2=24
a;=24-2=48
ag=48 - 2= 96

Koska 96 on kahdeksas jisen, lukujonossa on 8 jasenta.
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S 3 :
Ensimmadinen yhteenlaskettava on a; = 2 suhdeluku g =2 ja

yhteenlaskettavia on n = 8.

Geometrisen summan kaavan mukaan

3
~(1-2%
4 T 75 gL

S, =
1-2 4 4

1
Vastaus: S = ;is = 19IZ

a) Luetellaan ensimmdisten pdivien kévelymatkat
1. pdivana: 50 m
2. paivéni: 1,1 - 50 m
3. pdivéni: 1,1 - (1,1 - 50)m=1,1*- 50 m
4. paivana: 1,1 - 1,17 50 m=1,1° - 50 m

Kéavelymatkat muodostavat geometrisen lukujonon, jossa a; = 50 ja
qg=1,1.

Toipilas kédvelee 30. paivani
1,17 - 50 m = 793,1546 m = 800 m.

b) Péivittdiset kdvelymatkat muodostavat geometrisen summan
50+ 1,1-50+1,1-50+1,1°- 50 + ... + 1,1* - 50, jossa
a1 =50,qg=1,1jan=30.

Summa

30
s, = M —8224,701 ~ 8200

b

n. 8200 m =n. 8,2 km

Vastaus: a) 30. paivén kuluttua toipilas kivelee n. 800 metria.
b) n. 8,2 kilometria.
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a) Luetellaan ensimmadisten tyossdolovuosien palkkoja:

1. vuosi: 25 000 €

2. vuosi: 1,015 - 25000 €

3.vuosi 1,015 - (1,015 - 25 000 €) = 1,0152 -25000 €
4. vuosi: 1,015% - 25000 €

Vuosiansiot muodostavat geometrisen lukujonon, jossa
a; =25000jag=1,015.

35. vuoden vuosiansio on siten 1,015* - 25 000 €
=41474,90 €= 41500 €

b) Saadaan summa

25000 + 1,015 - 25 000 + 1,015% - 25 000 + ... + 1,015>* - 25 000.
Ensimmadinen jdsen on a; = 25 000, ¢ = 1,015 ja n = 35.

Summa
25000(1-1,015%)
Sss =
1-1,015

=1139802,197 =1140 000

Vastaus: a) 35 vuoden kuluttua palkka on n. 41 500 euroa.
b) Kokonaisansio 35 vuoden ajalta on 1 140 000 euroa.

a) Yrityksen tulos ensimmaéisend vuonna on 1,5 miljoonaa euroa. Tulos

kasvaa 3 prosenttia vuosittain, joten seuraavan vuoden tulos on 1,03-
kertainen edellisen vuoden tulokseen verrattuna.

Lasketaan ensimmadisié 3 prosentin kasvulla saatuja tuloksia. Jitetddn
10° eli miljoona pois ja lisitééin se vastaukseen.

Ensimmaéinen kasvanut tulos:
a;=1,03-1,5

Toinen kasvanut tulos:
a=1,03"-15

10. kasvanut tulos:
ap=103"-15
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Lasketaan 10 kasvaneen tuloksen summa
1,03-1,5+1,03*-1,5+... + 1,03".

Kyseesséd on geometrinen summa, silld yhteenlaskettava saadaan, kun
edellinen kerrotaan luvulla 1,03 eli ¢ = 1,03.

Ensimmadinen jasen on ¢; = 1,03 - 1,5, ¢ = 1,03 jan = 10.

Summa
~1,03-1,5(1-1,03")

S
10 1-1,03

=17,711693,54 = 17,7

Eli 17,7 miljoonaa euroa.
b) Yrityksen tulos alussa on 1,5 - 10°. Tulos vihenee 3 prosenttia
vuosittain, joten seuraavan vuoden tulos on 0,97-kertainen edellisen

vuoden tulokseen verrattuna.

Lasketaan ensimmaéisié 3 prosentin vihennykselld saatuja tuloksia.
Jitetddn 10° eli miljoona pois ja lisétizn se vastaukseen.

Ensimmadinen viahentynyt tulos:
a;=097-1,5

Toinen vihentynyt tulos:
a,=097"- 1,5

Kymmenes vahentynyt tulos:
a;p=0.97"-1,5

Muodostetaan tuloksista summa
0,97-1,5+097*-1,5+0.97°- 1,5+ ... +0.97° - 1,5.

Kyseesséd on geometrinen summa, silld yhteenlaskettava saadaan, kun
edellinen kerrotaan luvulla 0,97 eli ¢ = 0,97.

Ensimmadinen jdsen on a¢; = 0,97 - 1,5, ¢ = 0,97 jan = 10.
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Summa
- 0,97-1,5(1-0,97")
1-0,97

Sio =12,73492985=12,7

Eli 12,7 miljoonaa euroa.
Vastaus: a) 17,7 miljoonaa euroa  b) 12,7 miljoonaa euroa

439.  a) Lukujonon jdsen saadaan kertomalla edellinen jdsen luvulla 4. Nédin
ollen saadaan edellinen jésen jakamalla jésen luvulla 4.

(11:—:5

Lukujono 5, 20, 80, ... on geometrinen, jossa g = 4.
Ensimmadinen jadsen on a; =5, g =4 jan = 10.

Summa

410
S, =w= 1747 625

b) Lukujonon jésen saadaan vihentdmalld edellisestd jasenestd luku 4.
Niin ollen saadaan edellinen jdsen lisddmalla jaseneen luku 4.

ay=20+4=24

Lukujono 24, 20, 16, 12, ... on aritmeettinen, jossa erotusluku d = 4.
Ensimmaéinen jésen on a; = 24, viimeinen jisen a;o =—12 ja n = 10.
Summa

5. Z10.244C12)

=60

Vastaus: a) S;o=1747 625 b) S;p=60
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440.  a) Vehnénjyvien méard kaksinkertaistuu aina seuraavalla shakkilaudan
ruudulla. Ruuduille laitettavien jyvien lukuméérit ovat geometrisen
lukujonon 1, 2, 4, 8, 16, ... jasenid. Lukujonon ensimmaéinen jasen
a; = 1 ja suhdeluku ¢ = 2. Viimeisen eli 64. ruudun jyvien lukuméaéraa
kuvaa lukujonon jasen agy = 28412983

Palkkio on summan 1 +2 +4 + 8 + ... + 2* tulos, joka voidaan laskea
geometrisen summan kaavan avulla.
=1+2'+22+2°+ . +2%

Summa

__no4
S, :M:I,&IOD
1-2

b) Yhden vehnénjyvan massa on 50 mg = 0,05 g = 0,00005 kg.

1,8 - 10" 0,00005 kg =9,2 - 10" kg =9,2 - 10" tonnia eli 920 000
miljoonaa tonnia vehnéa.

Verrataan koko maailman vuosittaiseen satoon:

920000

———~1314~1300

700

Vastaus: a) n. 1,8 - 10" vehnanjyvai
b) Hovimiehen saama palkkio oli 1300-kertainen maailman vuotuiseen
vehnésatoon verrattuna.

441.  a) Punaisella vérilld on merkitty 1. vaiheen verso ja 3. vaiheen versot.
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b)Summal+2+4+8+16+32+64+ 128 +256+ 512 on
2
geometrinen, silld perdkkéisten jdsenten osaméird g = 1 =2 on vakio.

Ensimmaéinen yhteenlaskettava ona; =1, g =2 jan = 10.

Summa
(- 2'%)

S =1023

Vastaus: 1023
442.  a) Jatetddan miljoona tonnia pois taulukosta.

1. sarake A:

Kirjoitetaan ensimmaéiseen soluun A2 numero 1, toiseen soluun A3
numero 2 ja loput numerot 3-24 saada muihin soluihin B4-B24 oikean
alakulman mustasta nelidsté raahaamalla.

2. sarake B:

Kirjoitetaan ensimmaéiseen soluun B2 numero 60, sitten toiseen soluun
B3 kaava "=B2*0.95”. Kaava kopioidaan kaikkiin soluihin B4-B24
oikean alakulman mustasta nelidstd raahaamalla.

3. sarake C:

Kirjoitetaan ensimmaéiseen soluun C2 numero 60, sitten toiseen soluun
C3 kaava "=C2+B3”. Kaava kopioidaan kaikkiin soluihin C4-C24
oikean alakulman mustasta nelidstd raahaamalla.
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A B C

1 |vuodet paastot  yhteensa
2 1 60 60
3 2 57,0 117,0
4 3 54,2 171,2
5 4 51,4 2226
6 5 48,9 2715
7 6 46,4 3179
8 7 44,1 362,0
9 8 41,9 403,9
10 9 39,8 443,77
11 10 378 4815
12 11 359 5174
13 12 341 551,6
14 13 32,4 584,0
15 14 30,8 614,8
16 15 29,3 644,1
17 16 278 6718
18 17 26,4 698,3
19 18 25,1 7233
20 19 238 747,2
21 20 22,6 769,8
22 21 215 791,3
3 22 20,4 8118
24 23 19,4 831,2

Huomataan, ettd 22 peridkkaisen vuoden paastot ylittavat 800
miljoonaa tonnia.

Pédstot ovat télldin vuositasolla 20,4 miljoonaa tonnia.

Vastaus: 22 perdkkdisen vuoden kuluessa, noin 20 miljoonaa tonnia
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443.  a) Ensimmadisend vuonna:
Soluun A1 merkitddn 2 000. Kiinnitetddn soluun B1 luku 1,02, mika
on vuotuinen korko ldhdeveron pidéttdmisen jédlkeen. Tdmaén jilkeen
soluun A2 merkitdan "=B1*A1”. Kaava kopioidaan kaikkiin soluihin
A3-A8 oikean alakulman mustasta nelidstid raahaamalla.

Toisena vuonna:

Lasketaan B-sarakkeeseen samalla tavalla kuin ensimmaéisend vuonna..
Aloitetaan kuitenkin solusta B3. Soluun B3 merkitddan ”=B1*A1”.
Kaava kopioidaan kaikkiin soluihin B4-B8 oikean alakulman mustasta
neliostd raahaamalla.

Nain jatketaan aloittaen solusta C4, DS, E6, F7 ja G8. Lopuksi
lasketaan sarakkeiden A-G rivit 8 yhteen.

Tami summa ei kuitenkaan ylitd vield 20 000 euroa. Sijoitetaan eri
lukuja soluun Al.

Merkitddn soluun A1l luku 2638. Tallad luvulla taulukko toimii ja
lopullinen summa on 20 0003,87 euroa.

A B C D E F G
2638| 1,02

2690,76

2744,575 2690,76

2799,467 2744,575 2690,76

2855,456 2799,467 2744,575 2690,76

2912,565 2855,456 2799,467 2744,575 2690,76

2970,816 2912,565 2855,456 2799,467 2744,575 2690,76

3030,233 2970,816 2912,565 2855,456 2799,467 2744,575 2690,76

20003,87
b) Taulukkolaskentaohjelmalla kokeilemalla saadaan noin 2640 euroa.

Vastaus: b) n. 2640 euroa
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SYVENNA YMMARRYSTA

9
444.  a) Kirjoitetaan summa z 81 - (%)"'1 yhteenlaskuna:
n=1
9

2 n-1
> 81 )

n=1

2 2 2

=81 () +81- () +...+81- (%)

(3) (3) (3)

2 2 2
=81-(2)" +81-(2) +...+81-(2)°

(3) (3) (3)
=81+81-3+...+81-(3)8

3 3

Ensimmadinen yhteenlaskettava a; = 81 ja yhteenlaskettavia n =9.

Lukujonon toinen jédsen on a, =81 - %, joten suhdeluku on

.2
3
=TS0 T

Lasketaan geometrinen summa

2
81(1-(3)")
39362
2 81
3

SN S)

So
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15
b) Kirjoitetaan summa 2—3- 2" yhteenlaskuna:
n=4
15

> -3-2'=-3-2"-3.2°- .. -3-2"=48-96-...-3-2"

n=4

Summa on geometrinen, jossa ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = —48
ja yhteenlaskettavia n = 12. Lukujonon toinen jésen on a, = -96, joten
suhdeluku on
-96
= 2
1 —48

Lasketaan geometrinen summa
_4 _ 12
5= 81-2")
1-2

=-196 560
55
Vastaus: a) §, = 2365 b) —196 560

10
445, a) Y (2n+2")
n=1

=Q2-1+2H+@2-2+2)+@2-3+2)+...+(2-10+2"9

=(Q2+2)+(4+4)+(6+8)+ (8+16)+ (10 +32)+ (12 + 64)
+ (14 + 128)+ (16 + 256) + (18 + 512)+ (20 + 1024)

=4+8+14+24+42+76+ 1424272+ 530 + 1044

Kyseessd ei ole geometrinen summa, silld ¢ = 1 2 , mutta

ELES

1 8 4

Eikd my0skéén aritmeettinen, silld perdkkaisten jdsenten erotus ei ole
sama.

Sulkeissa olevista luvuista voidaan muodostaa kahdet summat.
Sulkeiden ensimmadiset luvut 2, 4, 6, ..., 20 muodostavat summan
2+ 4+ 6+ ..+ 20. Sulkeiden toiset luvut vastaavasti summan
24+4+8+..+1024.
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Ensimmaiisen sulkulausekkeen summa on aritmeettinen, jossa a; = 2,
ayn= 20_]3 n=10.

Lasketaan ensimmaéainen summa

242
s, =10-220_y1q

Toinen summa on geometrinen, jossa a;=2,q¢ =2 jan=10.
Lasketaan toinen summa

10
S, = 201-27) _ 2046
1-2

Lasketaan summat yhteen, saadaan 110 +2 046 =2 156

b) Lukujono ei ole geometrinen. Kirjoitetaan lukujonon jésenet summana.

5=2+3

9=3+6
16=4+12
29=5+24
54=6+48
103=7+96
200=8+ 192
393 =9+ 384
778 =10 + 768

1547=11+ 1536
3084 =12 + 3072
6157=13+6144
12302 =14+ 12 288
24591 =15+24576
49 168=16+49 152
98321 =17+ 98 304
196 626 = 18 + 196 608
393235=19+393 216
786 452 =20+ 786 432
1572 885=21+1572 864

Kaytetddn hyviksi edelld olleita lukujen summamuotoja.
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Lasketaan ensin lukujen 2, 3, 4, 5, 6, ..., 21 summa ja sitten lukujen
3,6,12,...,1572 864 summa.

Ensimmdisessd summassa2 +3+4+5+6+ ...+ 21, jossa
d=3-2=1,a, =2,ay =21 jan=20. Aritmeettisen summan kaavan
avulla

5, =20 2% 2

=230

. . 6 .
Toisessa summassa 3+ 6+ 12+ ... +1 572 864, jossa g =§= 2 ja

a; = 3 jan=20. Geometrisen summan kaavan avulla

20
szzégr—3—1=3145725.

Lasketaan jonojen summat yhteen.
230 +3 145 725 =3 145 955

Vastaus: 2) (2 +2)+ (4 + 4)+ (6 + 8) + (8 + 16)+ (10 + 32)+ (12 + 64) +
(14 + 128)+ (16 + 256) + (18 + 512) + (20 + 1024)

=2156 b) Sy =3 145 955
a) a; =5
a=2"-5+5

a;=2-(2'"-5+5)+5=2"-5+2"-5+5

ar=2-(2>5+2"-5+5)+5=2-5+2>-5+2"-5+5

as=22°-5+2*-5+2"-5+5)+5
=2%5+2°-54+2°-5+2".5+2°-5
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b) aio
=2%-5+2%-5+27-5+420-5+2°-5+2%-5+2°-5+2>-5+2"-5+5
=502°+28+2"+20+2°+2*+ 20+ 22+ 21 + 1)
=5(1+2+22+2°+2* + 2+ 20+ 27 + 28+ 27

Summa 1 +2 +2>+2° +2*+2° +2°+ 27 + 2° + 2° on geometrinen,

jossa suhdeluku on
2

qg= 5= 2, ensimmdinen jasen a; = 1 ja lukumiira n = 10.

Geometrisen summan kaavan mukaan

9
s,=2072) 02,
1-2

5-1022=5115

Vastaus: a) a; =2+ (2°-5+2-5+5)+5=2"-5+2"-54+2-5+5
jaas=2(2%5+2>-5+2-5+5)+5=2%5+2-5+22-5+2-5+5
b)(110:5115

a) Ensimmdinen summa
Sy =2+ () + Y +() + ()’
2 2 2 2 2
16) 1 8) 1 2) 1 1

4)1
= + -+ -+ —+—
2 4 8 16 32

16 8 4 2 1
=t —t—t+—+—
32 32 32 32 32
3t
32

on viiden ensimmadisen pinta-alan summa.

Toinen summa

100
on 100:n ensimmdisen pinta-alan summa.
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.. . . 1
Kyseessd on geometrinen summa, jossa a; = R suhdeluku

1. L. 100
== =—jaai=(2)"".
e 5 13 @i (2)
2

Yhteenlaskettavien lukumaard on 100.

Summa on
La=dym)
AR M SPSEE INTY NP SNt
Sio0 = 1 =3 2-(1 (2) )=1 (2) =1.
2

Kolmas summa

1
SIOOO =7

1 1 1 1
+—+—
2 4 8

+L+—+...+(—)1°°O
16 32 2

1000
on 1000:n ensimmadisen pinta-alan summa.

. : I .
Kyseesséd on geometrinen summa, jossa a; = %, suhdeluku g = 5 ja

1 1000
aro00= (=)"".
1000 (2)

Yhteenlaskettavien lukumaird on 1000.

Summa on

1 1

7(1 _ (7)1000)

2 2 1 1 1000 11000
S =22 =2 (- () ™) =1 - ()™ =1
1_% 2 2 2
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N . . 1
b) Kyseessd on geometrinen summa, jossa a; = > suhdeluku

. Yhteenlaskettavien lukumééra on n, mikd on

rz_1
41 2

aarettdman suuri.

Summa on
1 1
—(1-()")
2 2 Y s ao By o Ly
S, = 1 —22(1 (2)) 1 (2)-
2

1 . .
Kun lukua 5= 0,5 kerrotaan itselldén, sen arvo pienenee:

0,5; 0,25; 0,125; 0,0625; ...
Kun eksponentti » on hyvin suuri, on (%)” hyvin ldhellé nollaa, jolloin

summan arvo ldhenee koko ajan lukua 1.

Summan L+ (%)2 + (%)3 + ... tismillinen arvo edelld olleen

perusteella paatelladn olevan 1.

Vastaus: a) S, :%, S0 =1 Ja 8,00 =1 b) 1

448.  Henkild ei putoa ollenkaan, mutta hinen etdisyytensa rotkon reunasta,
saadaan miten pieneksi tahansa, kun liikutaan samaan tapaan riittdvéin
kauan.

Vastaus: Henkil6 ei putoa rotkoon.
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(1, 1)

-
—
4

X

‘ 1 6
(6,0

2 4
(0, 0) (2,0) (4, 0)

Kaikkien kolmioiden kanta on 2 ja korkeus on toisesta kolmiosta
alkaen puolet edellisesté.

Korkeudet:

Ensimmaisen kolmion korkeus on 1.

Toisen kolmion korkeus on % .

Kolmannen kolmion korkeus on

NN | —
N | —
|~
B —

Pinta-alat:

2-1
Ensimmaéisen kolmion pinta-ala on > =1.

2.1
Toisen kolmion pinta-ala on 72 =

Kolmannen kolmion pinta-ala on — = % .

Huomataan, ettd kolmion pinta-ala on aina sama kuin sen korkeus.
Koska korkeus puolittuu uudessa kolmiossa edelliseen verrattuna,
myos pinta-ala puolittuu uudessa kolmiossa edelliseen verrattuna.

Uuden kolmion korkeus ja pinta-ala on 50 % pienempi edelliseen
verrattuna.
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b) Kolmioiden pinta-alat muodostavat geometrisen lukujonon 1,

-J;|~

1
"2’

. 1 . .
jossa g = 5 Lasketaan geometrisen summat Ss, Sio, S100, S1000 j@

S'1000000-
1
t —(5)5)
S, = — 1 =1,9375
1-—
(1-Cy°)
2
S = =1,99805
1-—
1
(1- (E)wo)
SIOO = —1 =2
1-—
2
1 1000
(1- (5) )
SIOOO = —1 =2
1- =
2
(1 _ (1)1000000)
SIOOOOOO = 2—1 =2
1——
2

Kolmioiden lisdédminen kasvattaa yhd vihemmaén kolmioiden
yhteispinta-alaa. Yhteispinta-alan tulos 1dhenee koko ajan lukua 2.
Milldédn kolmioiden lukumaéirélld yhteispinta-ala ei kuitenkaan saavuta
tulosta 2.

Vastaus: a) Korkeus ja pinta-ala ovat 50 % pienempia.
b) S5 = 1,9375, S10 = 1,9980, S100 = 2, Sl()()() =2 ja S1000000 ~2. Yhteispinta—
ala ndytt4é lahestyvin lukua 2.
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Perustellaan geometriselle summalle laskukaava.

Perdkkiisten jasenten osamééra on erotusluku ¢. Ensimmainen jasen on
a,, toinen jdsen on ¢q - a; jne. Ndin muodostetaan summa 7. jdseneen asti.
Muodostetaan samanlainen summa, mutta kirjoitetaan se niin, etti
viimeinen jdsen on ensimmadisend ja toiseksi viimeinen jdsen toisena jne.
Kerrotaan timén jélkeen jono vield (—g):1la.

Lasketaan yhteen sarakkeittain jasenet. Esimerkiksi ensimmdainen sarake
a; + 0 =gqy, toinen sarake ¢ - a; — q - a; =0 ja néin jatketaan joka
sarakkeen kohdalla. Kaikkien muiden sarakkeiden laskusta tulee 0, paitsi
ensimmaisestd ja viimeisesta.

S =a+tq-a+q at.+q¢" a |- (—q)
—qS = —a-al—az-a|+...—a"’1-a1—an-al
S-q¢-S =a ¢ a
(1-¢)-S=(1-4") a :(1-¢q)
a(1-4")

Téstd padtellddn, ettd S = R
—q
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LUVUN 4 PAATOSSIVUN TEHTAVAT

1 a)
C D
1 3
2 12
3 48
4 192

Kirjoitetaan toiseen sarakkeeseen soluun D1 ”=3”, soluun D2 ”=D1%*4”
ja kopioidaan kaava soluihin D3-D4 oikean alakulman mustasta
nelidstd raahaamalla.

Muodostuva lukujono 3, 12, 48, 192 on geometrinen, jonka suhdeluku
12,
1 3

Kaéyrien pituudet:

1. kuvio: 3 -1=3

12124

2. kuvio: 3
1 16
}yg._ -
g 3

3. kuvio: 3

64
4. kuvio: wf-izﬁ

279

9

. Janojen luku- . Kiyrdn
Kuvio e Janan pituus )
maara pituus
1 B 1 3
2 12 1 4
3 48 é =
4 192 = &

Kéyrien pituudet muodostavat geometrisen lukujonon, jonka

suhdeluku ¢ = % .
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b) Ensimmdisen kuvion pinta-ala on A.

Ensimmaiseen kuvioon lisdttdvin pienen kolmion pinta-ala on % ison

kolmion pinta-alasta A eli lisdys on yhteensd 3 - %A.

Pinta-alat:
1. fraktaalikuvio: 4

2. fraktaalikuvio:

Toisessa vaiheessa yhden lisdttdvan pikkukolmion pinta-ala on %

isosta kolmiosta eli pinta-ala on

A+3-1A=A+1A=EA
9 3 3

3. fraktaalikuvio:

Kolmannessa vaiheessa yhden liséttavan pikkukolmion pinta-ala on %

isosta kolmiosta eli pinta-ala on

A+§A+§-iA
9 99

4. fraktaalikuvio:

Neljannessé vaiheessa yhden liséttédvén pikkukolmion pinta-ala on %

isosta kolmiosta eli pinta-ala on
A+ 4 +§-fA+§-(f)2A
9 99 99
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) Pinta- A 24+ 403 4y 3.4y
¢) Pinta-ala 4, A+9A+9 9A+9 (9) A+...+9 (9) 4.

Pinta-ala on 4 + S3, missd S; on geometrinen summa, jonka

ensimmadinen jésen on %A , suhdeluku % ja jasenid on 3 kpl.

Vastaus: a) geometrisen lukujonon b) 4, 4+ 3 A, A+ éA +

9 9
3 3 4 3 4.
A+9A+9 9A+9 (9)A

O |

4
=y
9

b



