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2. LUKUJONOT

2.1 Lukujonon muodostaminen

LUO PERUSTA

201.

202.

a) Ensimmaéinen jésen on 3.
toinen jasen 3 +4 =7
kolmas jasen 7+ 4 =11
neljds jasen 11 +4 =15
viides jasen 15 +4 =19

b) Ensimmdinen jésen on 3.
toinen jasen2 - 3 =06
kolmas jasen 2 - 6 =12
neljés jésen 2 - 12 =24
viides jésen 2 - 24 = 48

¢) Ensimmaéinen jisen on 3.
toinen jisen 3 -2 =1
kolmas jasen 1 —2 =-1
neljds jasen —1 —2 =-3
viides jasen -3 —2 =-5
Vastaus: a) 3,7, 11,15ja19  b)3,6,12,24ja ¢)3,1,-1,-3ja-5

a) Jasen saadaan lisdédmailld edelliseen jéseneen luku 3.

viides jasen 13 +3 =16
kuudes jédsen 16 +3 =19

b) Jdsen saadaan kertomalla edellinen jdsen luvulla —2.

viides jisen -2 - (-56) =112
kuudes jidsen -2 - 112 =-224
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¢) Seuraava jasen saadaan vahentédmaéllé edellisestd jédsenestd luku 5.

viides jasen 4 —5=-9
kuudes jasen -9 - 5=-14

Vastaus: a) 16 ja 19 b) 112 ja—224 ¢)—9ja-14

203. a) Ensimmaéinen jisen on 11.
Toinen jdsen on 17 =11 + 6.
Kokeillaan, saadaanko tilld sdédnnolld tunnettu viides jasen.

Kolmas jdsen on 17 + 6 = 23.
Neljas jasen on 23 + 6 = 29.
Viides jdsen on 29 + 6 = 35.

Lukujonon sdéntd néyttdisi olevan: Ensimméinen jisen on 11. Toisesta
jasenestd alkaen lukujonon jasen saadaan lisidmalld edelliseen
jaseneen luku 6. Puuttuvat jdsenet ovat 23 ja 29.

b) Toinen jdsen on 3.
Kolmas jasen on 9=3 - 3.
Kokeillaan, saadaanko télld sdédnnolld tunnettu viides jésen.

Neljds jasenon 3 - 9 =27.
Viides jasen on 3 - 27 = §81.

Ensimmadinen jdsen saadaan, kun toinen jisen jactaan luvulla 3.

Ensimmaéinen jdsen on siis %zl .

Lukujonon sdénto néyttdisi olevan: Ensimmadinen jasen on 1. Toisesta
jasenestd alkaen lukujonon jésen saadaan kertomalla edellinen jdsen
luvulla 3. Puuttuvat jésenet ovat 1 ja 27.
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¢) Viides jésen on 4.
Kuudes jésen on 2 = %

Kokeillaan, saadaanko tilld sddannolld aiemmat jésenet. Koska jasen
saadaan jakamalla edellinen jésen luvulla 2, edellinen jdsen saadaan
kertomalla jasen luvulla 2.

Neljas jasenon 2 - 4 = 8.

Kolmas jasen on 2 - 8§ = 16.
Toinen jdsen on 2 - 16 = 32.
Ensimméinen jésen on 2 - 32 = 64.

Lukujonon séénto néyttdisi olevan: Ensimméinen jésen on 64. Toisesta
jasenestd alkaen lukujonon jdsen saadaan jakamalla edellinen jasen
luvulla 2. Puuttuvat jasenet ovat 32 ja 8.

Vastaus: a) Ensimmaéinen jdsen on 11. Toisesta jdsenestd alkaen
lukujonon jésen saadaan lisddamalla edelliseen jéseneen luku 6. Puuttuvat
jésenet ovat 23 ja 29.

b) Ensimmdiinen jdsen on 1. Toisesta jasenestd alkaen lukujonon jésen
saadaan kertomalla edellinen jasen luvulla 3. Puuttuvat jasenet ovat 1 ja
27.

¢) Ensimmadinen jdsen on 64. Toisesta jdsenestd alkaen lukujonon jdsen
saadaan jakamalla edellinen jdsen luvulla 2. Puuttuvat jisenet ovat 32 ja 8.

Jérjestysluku Lauseke Jasen
1 5-1-2 3
2 5-2-2 8
3 5-3-2 13
4 5-4-2 18
100 5-100-2 498
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kuvio 4

b) Toinen kuvio saadaan, kun ensimmaiseen kuvioon lisatdan kaksi
neliota.

Kolmas kuvio saadaan, kun toiseen kuvioon lisdtdan kaksi neliota, eli
ensimmaiseen kuvioon on lisétty kaksi kertaa kaksi neliota.

Neljds kuvio saadaan, kun kolmanteen kuvioon lisdtdan kaksi nelioté,
eli ensimmaéiseen kuvioon on lisdtty kolme kertaa kaksi kuviota.

Kymmenes kuvio saadaan, kun ensimmadiseen kuvioon lisitidén
yhdeksén kertaa kaksi neliotd. Kymmenennessi kuviossa on
549 -2 =23 neliota.

¢) Sadannessa kuviossa on
(3+2)+99-2=3+100 -2 =203 neli6ta.

d) Kuvion muodostamien nelididen lukuméaara saadaan, kun
ensimmadiseen jidseneen 5 lisdtidén luku 2 yhden kerran vihemmaén kuin
lukujonon jésenen jérjestysluku osoittaa.

Toisin sanoen kuvion muodostavien nelididen lukumaéréd saadaan
kertomalla kuvion jérjestysluku luvulla 2 ja lisddmalld tuloon luku 3.

Vastaus: b) 23 ¢) 203
d) Kuvion muodostavien nelididen lukumaééri saadaan kertomalla kuvion
jarjestysluku luvulla 2 ja lisddmalla tuloon luku 3.
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VAHVISTA OSAAMISTA

206.

207.

a) ensimmadinen jisen —5

toinen jdsen 2

kolmas jasen -5 + 2 =-3
neljas jasen 2 + (-3) =-1
viides jasen -3 + (—1) =4

b) ensimméinen jasen —5

b)

toinen jdsen 2

kolmas jésen —5 - 2 =-10
neljds jdsen 2 - (-10) =-20
viides jasen —10 - (-20) =200

Vastaus: a) -5, 2, -3,-1ja—4 b) -5, 2,-10,-20 ja 200

Kuvio Pisteiden lukumaara
1 1
2 4
3 7
4 10
5 13

Ensimméisen kuvion pisteiden lukuméérd on 1. Kuvion pisteiden
lukumaara toisesta kuviosta alkaen saadaan lisddmalla edellisen kuvion
pisteiden lukumééréaén luku 3.

Ensimmaisessd kuviossa pisteiden lukumaéré on 1.

Toisessa kuviossa pisteiden lukumééra saadaan, kun ensimmaisen
kuvio pisteiden lukuméérdin lisdtdén kolme pistetté.

Kolmannessa kuviossa pisteiden lukumiira saadaan, kun toisen
kuvion pisteiden lukuméérédan lisatdén kolme pistettd, eli ensimmaéisen
kuvion pisteiden lukumééraén on lisdtty kaksi kertaa kolme pistetta.

Neljannessa kuviossa pisteiden madrd saadaan, kun kolmannen kuvion
pisteiden mééraan lisatddn kolme pistettd, eli ensimmaisen kuvion
pisteiden méérdén on lisdtty kolme kertaa kolme pistetta.
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Vastaavasti sadannessa kuviossa pisteiden mééra saadaan, kun
ensimmadisen kuvion pisteiden médraén lisatadn 99 kertaa kolme
pistettid. Sadannessa kuviossa on pisteitd 1 + 99 - 3 =298.

d) Esimerkiksi: ”Kuvion pisteiden lukumééra saadaan, kun lukuun 1
lisatddn luku 3 yhden kerran vihemmén kuin kuvion jarjestysluku.”
Huom! Miké tahansa oikean tuloksen antava muotoilu kelpaa.

Vastaus: a) Lukujonoon 1, 4, 7, 10 ja 13.

b) Ensimmadisen kuvion pisteiden lukumiéra on 1. Kuvion pisteiden
lukumaééré toisesta kuviosta alkaen saadaan lisddamalli edellisen kuvion
pisteiden lukumé&éraéan luku 3.

¢) 298 pistettd

d) Kuvion pisteiden lukumiéré saadaan, kun lukuun 1 lisétééan luku 3
yhden kerran vihemmain kuin kuvion jarjestysluku.

208. a) Taulukoidaan otteluiden alkamisajat

Ottelu (nro) Ottelun alkamisaika (klo)
1 10.30
2 11.10
3 11.50
4 12.30
5 13.10

b) Viimeinen ottelu alkaa
(9—-1) - 40 min =320 min = 5 h 20 min
ensimmadisen ottelun alkamisajan jalkeen:
10.30 + 5 h 20 min eli kello 15.50.

Vastaus: a) 10.30, 11.10, 11.50, 12.30 ja 13.10
b) Viimeinen ottelu alkaa kello 15.50.

209. 2) 3,6,9,12,15ja 18
b) -9, -8,-7,-6,-5, 4,3, 2ja—1
¢) 2,3,5,7,11ja 13

Vastaus: a) 3, 6,9, 12, 15ja 18 b)-9,-8,-7,-6,-5,—4,-3,-2ja-1
¢)2,3,57,11ja13
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a) Lukujono A:
Ensimmadinen jisen on yksi. Jdsen saadaan lisddmalla edelliseen
jaseneen luku 1.

Lukujono B:
Ensimmaéinen jésen on 1. Jisen on kahden edellisen jasenen summa.

Lukujono C:

Ensimmadinen jésen on yksi.

Toinen jésen saadaan, kun ensimmaéiseen lisétéédn luku 1.

Kolmas jésen saadaan, kun toiseen jdseneen lisitién luku 2.

Neljés jdsen saadaan, kun kolmanteen jéseneen lisétdédn luku 3, ja niin
edelleen.

Jésen saadaan lisddmalld edelliseen jéseneen sen jérjestysluku.

Lukujono D:
Ensimméinen jdsen on yksi.
Jasen saadaan kertomalla edellinen jdsen luvulla 2.

b) Lukujono A:
4+1=55+1=6ja6+1=7

Lukujono B:
3+5=8,5+8=13ja8+13=21

Lukujono C:
7+4=11,11+5=16jal6+6=22

Lukujono D:
8:-2=16,16-2=32ja32-2=64

Vastaus: a) A: Jasen saadaan lisddmalld edelliseen jdseneen luku 1.

B: Jasen on kahden edellisen jisenen summa. C: Jisen saadaan lisidmalla
edelliseen jaseneen edeltivin jasenen jarjestysluku. D: Jdsen saadaan
kertomalla edellinen jasen luvulla 2.

b)A:5,6ja7.B:8,13ja2l.C: 11,16 ja22. D: 16, 32 ja 64.
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Esimerkiksi:

Lukujonon 11. jisen saadaan, kun ensimmaéiseen jdseneen lisdtdén sama
luku kymmenen kertaa. Koska tunnettujen jésenten erotus

400 — 100 =300 on 10 - 30,

lisdtddn ensimmadiseen jéseneen 100 luku 30 kymmenen kertaa. Néin
saadaan lukujonon 11. jisen

100 + 10 - 30 = 400.

Lukujonon ensimmadinen jdsen on 100 ja toinen jasen saadaan lisdaméalla
edelliseen jaseneen luku 30.

Toinen jasen: 100 + 30 = 130.

Kolmas jasen: 130 +30 =100 +2 - 30 = 160.

Sadas jasen: 100 + 99 - 30 = 3070.

Vastaus: esim. Lukujonon ensimmadinen jdsen on 100, ja toisesta jadsenesta
alkaen lukujonon jdsen saadaan lisddmaélld edelliseen jaseneen luku 30.

Kolme ensimmaista jasentéd ovat 100, 130, 160, ja sadas jasen on 3070.

Huomautus: My6s muita ratkaisuja on.

Viides jdsen on 1% =%.
Koska lukujonon seuraava jasen saadaan lisdidmaéllé edelliseen jiseneen
luku %, edellinen jasen saadaan vdhentdmalla luku %
3) 2)
Neljas jasen on 5 %z%—%z%.
2)
Kolmas jésen on %— %z%—%z%.
o 1 P21 4_ 3°_ 1
Toinen jasen on ¢ 36 6" 5
Y1 Y23 4_ 7_ .1
Ensimmiinen i _1 Y23 4 7_ 41
nsimmaéinen jésen on 5 3 6 ¢ ¢
NUR S U B R
Vastaus: 16, 6 6 ja 12
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213. a) Vakiolisdys saadaan, kun toisesta jasenestd vahennetdén ensimméinen

jésen.
V3 _Y2_9 8 _1
4 3 12 12 12

b) Kolmas jdsen saadaan, kun toiseen jaseneen lisdtddn vakiolisdys.
V3 1 _9 .1 _10%_5

4 2 12712712 "6

25. jasen saadaan, kun lukuun % lisdtadn 24 kertaa luku % .

2 94 12,24 2 5 52
§+24§—3+12—3+2 23

. 1 5. 2

Vastaus: a) 0 b) Kolmas jasen on G ja 25. jésen on 25 .

214.  1,2,3,4,5,6,...
Ensimmaéinen jésen on 1.
Toisesta jasenestd alkaen lisdtddn edelliseen jaseneen aina luku 1.

1,2,3,5,8,13, ...

Ensimmadinen jisen on 1.

Toinen jésen on 2.

Kolmannesta jdsenestd alkaen lukujonon jdsen saadaan laskemalla kahden
edellisen jdsenen summa.

1,2,3,7,22,155...

Ensimmaéinen jésen on 1.

Toinen jésen on 2.

Kolmannesta jasenestd alkaen lukujonon jasen saadaan laskemalla kahden
edellisen jdsenen tulo ja lisddmalla sithen luku 1.
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1,2,3, é, E,
2 6
Ensimmadinen jésen on 1.
Toinen jésen on 2.
Kolmannesta jasenestd alkaen lasketaan edellisen ja sitd edeltdvin jdsenen

osamddrd ja lisdtdan osamaarddn luku 1.

Vastaus: 1, 2, 3, 4, 5, 6,... Ensimmdinen jdsen on 1. Toisesta jdsenestd
alkaen lisdtddn edelliseen jaseneen aina luku 1.

1,2,3,5,8, 13, ... Ensimmdinen jasen on 1. Toinen jdsen on kaksi.
Kolmannesta jdsenestd alkaen lasketaan lukujonon jésen saadaan
laskemalla kahden edellisen jdsenen summa.

1,2,3,7,22,155... Ensimmaéinen jdsen on 1. Toinen jésen on 2.
Kolmannesta jdsenestd alkaen lukujonon jdsen saadaan laskemalla kahden
edellisen jdsenen tulo ja lisddmalla sithen luku 1.

Esimerkiksi

1,3,5,7,9, ..

Ensimmadinen jisen on 1.

Toisesta jdsenestd alkaen lisétddn edelliseen jdseneen luku 2.

1,2,4,7,11, ...

Ensimmadinen jésen on 1.

Toisesta jasenestd alkaen lisétdan edelliseen jdseneen jdsenen
jérjestysluku.

Vastaus: esim. 1, 3,5,7,9,...ja1,2,4,7, 11, ...
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SYVENNA YMMARRYSTA

Valitaan lukujonon ensimmaiseksi jaseneksi esimerkiksi luvut 5, 6 ja 20 ja

luetellaan jésenid.

Jérjestysluku Jésen Jésen Jésen
1 5 6 20
2 5-3+1=16 6:2=3 10
3 16:2=8 3:3+1=10 5
4 8:2=4 10:2=5 5:3+1=16
5 4:2=2 5:3+1=16 8
6 2:2=1 16:2=38 4
7 1-3+1=4 8:2=4 2
8 4:2=2 4:2=1 1
9 2:2=1 1-3+1=4 1-3+1=4
10 1-3+1=4 4:2=2 2
11 4:2=2 2:2=1 1
12 2:2=1 1-3+1=4 4

Huomautus: Alkoipa lukujono millé positiivisella kokonaisluvulla
tahansa, nayttda siltd, ettd lukujonossa ennemmin tai myéhemmin alkavat

toistua luvut 4, 2 ja 1 perdkkdin: ..., 4,2, 1,4,2, 1, ...

(Saannonmukaisuutta ei ole kukaan pystynyt osoittamaan todeksi eika
toisaalta 10ytdmédéin vastaesimerkkid, joka kumoaisi sdédnndnmukaisuuden.
Siksi sitd kutsutaan nimelld Collatzin otaksuma tarkoittaen, ettd ilmeisesti

saannénmukaisuus on aina voimassa.)

Vastaus: Alkoipa lukujono milld positiivisella kokonaisluvulla tahansa,
néyttad siltd, ettd luvut 4, 2 ja 1 alkavat toistua perdkkiin jossakin

kohdassa lukujonoa.
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Lasketaan kolmannen ja ensimmdisen jdsenen erotus.

15

6 6

Viahennettidvin luvun tulee olla %, eli lisattava luku on 1 . Lasketaan

seuraavat nelji jasentd. Kolmas jdsen lasketaan tarkistuksen vuoksi.

Toinenjéisenoné— 1.5.3_2 zl.
6 2 6 6 6 3
. 7’1 1.2 31 . :
Kolmas jdsen on 37 276 6 5 joten liséys laskettiin oikein.
3)
Neljés jdsen on 1 i 1.3_.4_2
6 2 6 6 6 3
3)
N, »_2_71__4_3_17
Viides jasen on 3 3 676 3
2 11 2.7
Vastaus: 3 g 3]a 6

a) Ensimmaisissd kuviossa on yksi kuutio, joten ensimmaéinen jasen on 1.

Toisessa kuviossa on kaksi kuutiota leveyssuunnassa, kaksi

korkeussuunnassa ja kaksi syvyyssuunnassa, joten toinen jasen on
2:2-2=2'=8.

Kolmannessa kuviossa on kolme kuutiota leveyssuunnassa, kolme

korkeussuunnassa ja kolme syvyyssuunnassa, joten kolmas jasen on
3-3-3=3"=27.

Vastaavasti neljannessd kuviossa on nelja kuutiota leveyssuunnassa,

neljé korkeussuunnassa ja neljd syvyyssuunnassa, joten neljés jisen on
4-4-4=4=64.

Edelleen viides jasen on 5 - 5 - 5 =15 =625 ja
kymmenes jasen on 10 - 10 - 10 = 10’ = 1000.
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b) Kuvassa kuutio on avattuna,
jolloin pikkunelididen lukumaéra
nékyy helpommin.

Ensimmadisen kuvion kuutiossa on kuusi tahkoa, jotka ovat
pikkuneli6té, joten ensimmaéinen jésen on 6.

Toisen kuvion kuutiossa on kuusi sivutahkoa, joiden jokaisen sisélla
on 2 - 2 = 2% =4 pikkuneliota.

Toinen jisen on 6 - 2 - 2 =6 - 2> =24,

Kolmannen kuvion kuutiossa on kuusi sivutahkoa, joiden jokaisen
sisdlld on 3 - 3 = 3% =9 pikkuneliota.

Kolmas jasenon 6 - 3 - 3 =6 - 3> = 54.

Neljannes kuutiossa on kuusi sivutahkoa, joiden jokaisen sisélld on
4 - 4 = 4* = 16 pikkuneliota.

Neljis jasenon 6 - 4 - 4 =6 4> = 96.

Vastaavasti viides jasenon 6 - 5 - 5=6 - 5° = 150 ja kymmenes jdsen
on6-10-10=6-100 = 600.

Vastaus: a) 1, 8, 27, 64 ja 625, kymmenes jasen on 1000.
b) 6, 24, 54, 96 ja 150, ja kymmenes jdsen on 600.
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a) Toinen jdsen

i . 5.1
2 2 6 2 12°
Lukujonon kolmannen ja viidennen jdsenen keskiarvo on neljds jasen.

Merkitdan viidettd jasentd luvulla x. Talloin

1

~+Xx

3 Ly,

2 4
1, 1
37772
yo L P13 2.1
2 3 6 6 6

.. 1

Viides jdsen on <
b) Lukujonon jdsenet ovat 1511 ja l. Lasketaan perdkkéisten
271273747 6
jasenten erotuksia.
6)
Toisen ja ensimmdisen jdsenen erotus on —=— 15 _6__1 .
12 2 12 12 12
Kolmannen ja toisen jasenen erotus on 5 1 5_4 5__1 .
3 12 12 12 12
Y1 Y1_3 4 _ 1

Neljdnnen ja kolmannen jdsenen erotus on - — —=-—"—7———

4° 3 12 127 12

Toinen jdsen saadaan, kun ensimmdisesti jasenestd vihennetdin luku
1

12°
Kolmas jésen saadaan, kun ensimmdisesti jasenesté vihennetddn kaksi

1
kertaa luku 7

Neljas jasen saadaan, kun ensimmaiseen jdsenestd vihennetdin kolme

kertaa luku % , ja niin edelleen.
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Miké tahansa lukujonon jisen saadaan, kun luvusta % vihennetddn

jarjestyslukua yhtd vihemman kertaa lukua % .

Vastaus: a) 2. jisen on % jas.jadsen %

b) Ensimmaéisesti jadsenesté % vihennetdédn luku % yhden kerran
viahemmaén kuin lukujonon jérjestysluku.

220. a) Ensimmiinen jisen on 17 = 1.
Toinen jisen on 117 = 121.
Kolmas jdsen on 111° = 12321.
Neljds jasen on 11117 = 1234321,
Viides jasen on 11111° = 123454321,

b) Jéasen on luku, jossa on kasvavassa jérjestyksessd perdkkéisia
numeroita ykkosestd alkaen Iukujonon jarjestysnumeroon saakka ja
samat numerot laskevassa jarjestyksessa.

c)
Jérjestysluku Jasen
10 12345678900987654321
11 1234567890120987654321
12 123456789012320987654321
13 12345678901234320987654321

10. jésenestd alkaen jésen alkaa numeroilla 1234567890 ja piittyy
numeroihin 0987654321.

Vastaus: a) 1, 121, 12321, 1234321 ja 123454321.

b) Jasen on luku, jossa on kasvavassa jarjestyksessé perdkkdisid numeroita
ykkosestd alkaen lukujonon jarjestysnumeroon saakka ja samat numerot
laskevassa jarjestyksessa.

¢) 10. jasenestd alkaen jasen alkaa numeroilla 1234567890 ja padttyy
numeroihin 0987654321.
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Jatketaan kolmiota, jolloin seuraavat rivit ovat
1 5 14 28 42 42
1 6 20 48 90 132 | 132 |

a) Luvut 1, 1, 2, 5 ja 14 ovat kolmion oikeassa reunassa olevia lukuja,
joten seuraavat luvut ovat 42 ja 132.

b) Luvut 1, 2, 5 ja 14 ovat kolmion toiselta rivilta l&htien toisena oikealta
olevia lukuja, joten seuraavat luvut ovat 42 ja 132.

¢) Luvut 1, 3 ja 9 ovat kolmannelta riviltd ldhtien kolmantena oikealta
olevia lukuja, joten seuraavat luvut ovat 28 ja 90.

d) Luvut 2, 5 ja 9 ovat kolmannelta riviltd ldhtien kolmannessa
sarakkeessa olevia lukuja, joten seuraavat luvut ovat 14 ja 20.

e) Ensimmadisella rivilld on luku 1. Toisesta rivistd alkaen kukin luku on
sen ylépuolella olevan rivin lukujen summa kyseisen luvun kohtaan
saakka.

Vastaus: a) 42ja 132 bh)42ja 132  ¢)283ja90 d) 14ja20

¢) Ensimmaiselld rivilld on luku 1. Toisesta rivista alkaen kukin luku on
sen yldpuolella olevan rivin lukujen summa kyseisen luvun kohtaan
saakka.

a) Lukujono jésen saadaan lukemalla edellinen jésen déneen tai
ilmaisemalla edellisen jdsenen perdkkéisten samojen numeroiden
lukumaarit.

Lahdetdin luvusta 2 ja luetaan luku ddneen seuraavasti:

yksi kakkonen: 12

yksi ykkonen yksi kakkonen: 1112

kolme ykkosta yksi kakkonen: 3112

yksi kolmonen kaksi ykkosté yksi kakkonen: 132112

yksi ykkonen yksi kolmonen yksi kakkonen kaksi ykkostd yksi
kakkonen: 1113122112

kolme ykkosté yksi kolmonen yksi ykkonen kaksi kakkosta kaksi
ykkostd yksi kakkonen: 311311222112
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yksi kolmonen kaksi ykkdstd yksi kolmonen kaksi ykkostd kolme
kakkosta kaksi ykkdsté yksi kakkonen: 13211321322112

yksi ykkoénen yksi kolmonen yksi kakkonen kaksi ykkosté yksi
kolmonen yksi kakkonen yksi ykkonen yksi kolmonen kaksi kakkosta
kaksi ykkosté yksi kakkonen: 1113122113121113222112

b) 2
Seuraava jdsen on saadaan lisddimaélld edelliseen jaseneen luku 1.
2+1=3
Seuraava jdsen saadaan kertomalla edellinen jisen luvulla 1.
3:1=3
Seuraava jdsen on saadaan lisddmaélld edelliseen jaseneen luku 2.
3+2=5
Seuraava jdsen saadaan kertomalla edellinen jisen luvulla 2.
5-2=10
Seuraava jdsen on saadaan lisidmalla edelliseen jaseneen luku 3.
10+3=13
Seuraava jdsen saadaan kertomalla edellinen jisen luvulla 3.
13-3=39
Seuraava jdsen on saadaan lisidmaélla edelliseen jaseneen luku 4.
39+4=43
Seuraava jidsen saadaan kertomalla edellinen jésen luvulla 4.
43 - 4=172
Seuraava jdsen on saadaan lisddmaélld edelliseen jéseneen luku 5.
172 +5=177

Vastaus: a) 1113122113121113222112. Lukujonon 1. jésen on 2. Toisesta
jasenestd alkaen lukujonon jésen saadaan esimerkiksi lukemalla déneen,
mitd lukuja luvussa on: 2, yksi kakkonen (12), yksi ykkonen yksi
kakkonen (1112), ...

b) 177. Lukujonon ensimmaéinen jidsen on 2. Toinen jésen saadaan
lisddmalla edelliseen luku 1. Kolmas jésen saadaan kertomalla edellinen
luvulla 1. Neljds jidsen saadaan lisddmaélld edelliseen luku 2. Viides jasen
saadaan kertomalla edellinen luvulla 2. jne.
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2.2 Lukujonon yleinen jdsen

LUO PERUSTA

223.  aq =%=12
12

a, 2726
12

a3:?:4
12

a, =T=3

Vastaus: a1 =12, a=6,a3=4jaa, =3

224, a) a;=1+5=6

(12:2+5:7
a;=3+5=8
ajo=100+5=105
b) a,=n+5
Vastaus: a) a; =6, a, =7, a3 =8 jaajpo = 105 b)a,=n+5

225. a) a,=n’
ap=10*=1000

b) a,=3n-2
ap=3-10-2=28

Vastaus: a) a, = n’, ajo = 1000 b) a,=3n-2, aj,=28

226. a) Lukujonon jdsen saadaan kertomalla jérjestysluku luvulla 5.
ajpo = 5100 =500

b) a,=5+m-1)-5=5+5n-5=5n

Vastaus: a) ajpo = 500 b) a,=5n
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611:2
a2=a1—3=2—3=—1
613:612—3:—1—3:—4
614:(13—3:—4—3:—7

Vastaus: @y =2, ay=-1,a3=—4jaa,=-7

Ensimmadinen jésen a; = 1 ja toisesta jésenestd alkaen lukujonon jisen
saadaan lisdidmalla edelliseen jaseneen luku 3.

Vastaus: Ensimmaéinen jdsen a; = 1, ja toisesta jédsenesti alkaen lukujonon
jisen saadaan lisddmalla edelliseen jéseneen luku 3.

Soluun A1 kirjoitetaan ensimméinen jdsen 5.
A |
1 5

Soluun A2 kirjoitetaan kaava "=A1-4".

Tartu oikean alanurkan pienestd mustasta nelidsté ja raahaa alaspéin niin,
ettd soluihin saadaan lukujonon 10 ensimmaisti jasenta.

4” -
1 5
2 1
3 =
4 =
5 =11
6 -15
7 -19
8 -23
9 27
10 -31

Vastaus: 5, 1,-3,-7,-11,-15,-19, =23, -27 ja-31
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VAHVISTA OSAAMISTA

230. a) q, = L
6 6
(2
b2l 201
6 6 3
3
po3d 31
6 6 2
2
posl 42
6 6 3
_ 1.2 1.5 51
b) a 2+1 2+2 22
a2=%+%=1+1=2
3) 2)
_73,72_9,4_13_,1
“= 5t 3767676 %6
_4,2% 5, 1 51
as 2+4 —2+2—2
) a=1-3-1"=1-3=2

a=1-3-2"=1-3-4=1-12=-11
a;=1-3-3"=1-3-9=1-27=-26
ay=1-3-4"=1-3-16=1-48=-47
Vastaus: a) a; = l,a2= 1
6 3

b)c11=2l =2, a3= 2ljaa4=2—
2’ ’ 6 2
ar=-"2,a,=-11,a3=—26jaays=-47
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a) Ensimmadisessd kuviossa on kaksi neliota.
Toisessa kuviossa on kolme neli6ta.
Kolmannessa kuviossa on nelja neliota.
Neljannessi kuviossa on viisi neliota.

Kuvioissa on neliditd yksi enemmaén kuin mitd kuvion jarjestysluku
osoittaa. Joten neljannessd kuviossa on viisi nelioti ja sadannessa
kuviossa on 101 neliota.

b) n. kuviossa on # nelioté, joten a, =n + 1.

Vastaus: a) a1 =2,a,=3,a3 =4, as =5jaapn =101 b)a,=n+1
a) Lukujonon jésen saadaan, kun lukujonon ensimmaéiseen jaseneen —2
lisdtdédn luku —2 yhden kerran vihemman kuin lukujonon jasenen

jarjestysluku osoittaa. Talla perusteella

o= -2+ 99 - (=2) =-200

b) ap=-2+n—-1) (-2)=-2-2n+2=-2n

Vastaus: a) ajgo =—-200 b) a,=-2n
a) gy =1=1°

a=4=2°

a;=9=3"

a,=16=4

ajp = 100 = 102

a, =n’

b)a;=2=1*+1

a=5=2+1
a;=10=3°+1
a,=17=4+1
aip=101=10°+1
a,=n"+1

Vastaus: a) a;o = 100, a,=n’ b) a;o = 101,an=n2+1
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a) 611:5
aa=5+2=7
a;=T7+2=9
a;=9+2=11

b) 611:3
a2=3—4=—1
as=-1-4=-5
as=-5-4=-9

Vastaus: a) a1 =5,a,=7,a3=9jaas =11
byai=3,a,=-1,a3=-5jaa,=-9

a) aqy=3jaa,=a, +2,n=2,3,4, ...
b) ai=5jaa,=a, - 10,n=2,3,4, ..

Vastaus: a) a; =3jaa,=a, 1+2,n=2,3,4, ..
b)a;=5jaa,=10a, ,n=2,3,4, ...

a) Lukujonon ensimméinen jdsen on 7. Toisesta jdsenestd alkaen
lukujonon jésen saadaan lisd&dmailla edelliseen jaseneen luku 5.

b) ay=7jaa,=a, 1+5n=2,3,4, ..
Vastaus: a) Lukujonon ensimmadinen jdsen on 7. Toisesta jasenestd alkaen

lukujonon jésen saadaan lisddmalld edelliseen jaseneen luku 5.
byai=7jaa,=a, +5n=2,3,4, ..

a) a; =35
612:5+4:9
a;=9+4=13
as=13+4=17
as=17+4=21

b) Ensimmaisessd kuviossa on viisi janaa ja toisesta kuviosta alkaen
kuviossa on neljéd janaa enemman kuin edellisessa kuviossa.
a=5jaa,=a, +4,n=2,3,4, ..

Vastaus: a) 5,9, 13,17ja2l b)a;=5jaa,=a, +4,n=2,3,4, ..
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238. a) Lukujonon jdsenen laskemiseen ei tarvitse tietdd edellisié jésenid, joten
saantd on analyyttinen.

b) Lukujonon jésenen laskemiseen tarvitsee tietdd edelliset jdsenet, joten
sadntd on rekursiivinen.

Vastaus: a) analyyttinen b) rekursiivinen
239. a) Lukujonon ensimmaiinen jdsen on 3 ja toisesta jdsenestd alkaen jasen

saadaan lisddmalla edelliseen jaseneen luku 3.
a=3jaa,=a, +3,n=2,3,4, ..

b) a;=3-1
a-=3-2=6
a3=3-3=9
a=3-4=12

Lukujonon jdsen saadaan kertomalla jérjestysluku luvulla 3.
a,=3n

Vastaus: a) a; =3 jaa,=a, 1+3,n=2,3,4,... b)a,=3n
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a) "=A1+3”

b) Soluun A2 kirjoitetaan kaava "=A1+3”. Témén jédlkeen solun oikean
alanurkan pienesté mustasta neliostd raahaamalla alaspdin saadaan
lukujonon 15 ensimmaéista jasenté.

, A
[1 -1
2 2
3 5
4 8
S 11
6 14
7 17
8 20
9 23
10 26
11 29
12 32
13 35
14 38
5]«

Vastaus: a) "=A1+3"
b)-1,2,5,8,11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 35, 38 ja 41

Soluun A1 kirjoitetaan luku 2 ja soluun A2 kaava "=A1-3". Tdmén
jéilkeen solun oikean alanurkan pienestd mustasta nelidstd raahaamalla

alaspdin saadaan lukujonon 10 ensimmaéisté jésenté.
T |
A

1

A 1

8 4
4 7
5 -10
6 <13
7 -16
8 -19
9 -22
10 -25

Vastaus: 2, -1, 4, -7,-10,-13, -16, -19, -22 ja -25
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242.  Soluun Al kirjoitetaan luku 2010 ja soluun A2 kaava "=A1+1”. Solun A2
oikean alanurkan pientd mustaa neli6td raahaamalla saadaan vuosiluvut
2011-2030 soluihin A2—-A21.

Soluun B1 kirjoitetaan luku 80. Koska elinikd kasvaa kahdella
kuukaudella eli % = % vuodella, niin soluun B2 kirjoitetaan kaava

”=B1+1/6”. Solun B2 oikean alanurkan pientd mustaa neli6ti raahaamalla
saadaan vuosilukuja 2011-2030 vastaavat elinidt soluihin B2-B21.

Desimaalien lukuméirdé voi muuttaa taulukkolaskentaohjelman
asetuksista.

2010 80
2011 80.17
2012 80.33
2013 80.5
2014 80.67
2015 80.83
2016 81
2017 81.17
2018 81.33

2019 81.5
2020 81.67
2021 81.83
2022 82

2023 82.17
2024 82.33
2025 82.5
2026 82.67
2027 82.83

| 2028 83
2029 83.17
| 2030

Vastaus: 80; 80,17; 80,33; 80,5; 80,67; 80,83; 81; 81,17; 81,33; 81,5;
81,67; 81,83; 82; 82,17; 82,33; 82,5; 82,67, 82,83; 83; 83,17 ja 83,33
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Ensimmadisessé kuviossa keltaisia neliditd on 5.

Toisessa kuviossa keltaisia neliditd on nelji enemmain kuin
ensimmdisessd kuviossaeli 5 +4=9.

Kolmannessa kuviossa keltaisia nelidité on taas neljd enemmén kuin
toisessa kuviossa eli 9 + 4 = 13.

Toisen kuvion nelididen lukumaird 9 voidaan esittdd ensimmaisen
kuvion neli6iden lukumédrin 5 ja lisdyksen 4 avulla, joten kolmannen
kuvion keltaisten nelididen lukuméérd voidaan esittdd muodossa
5+4+4=5+2-4=13.

Kuviojonon jésen saadaan, kun kuviojonon ensimmadiseen jiseneen 5
lisatdadn luku 4 yhden kerran vihemmaén kuin kuviojonon jasenen
jarjestysluku osoittaa.

Kuviojonon 10. jdsenessd on siten keltaisia nelioité
010:5+9'4:41.

Keltaisten nelididen lukumaiéra . jdsenessd saadaan yhtilostad
a,=5+m-1)-4=4n+1.

Ensimmdisessd kuviossa oransseja nelidité on 16.

Toisessa kuviossa oransseja neliditd on kahdeksan enemmain kuin
ensimmdisessd kuviossa eli 16 + 8 = 24.

Kolmannessa kuviossa oransseja neliditd on taas kahdeksan enemmén
kuin toisessa kuviossa eli 24 + 8 = 32.

Toisen kuvion nelididen lukuméira 24 voidaan esittdd ensimmdaisen
kuvion nelididen lukuméérén 16 ja lisdyksen 8 avulla, joten
kolmannen kuvion oranssien nelididen lukumaéérd voidaan esittda
muodossa 16 +8+8=16+2 -8 =32,

Kuviojonon jésen saadaan, kun kuviojonon ensimmadiseen jadseneen 16
lisatdaan luku 8 yhden kerran vihemmaén kuin kuviojonon jasenen
jarjestysluku osoittaa. Kuviojonon 10. jasenessd on siten oransseja
nelioita ayp = 16 +9 - 8 = &8.

Oranssien nelididen lukumééri n. jasenessd saadaan yhtalosta
a,=16+m-1)-8=8n+8.

Vastaus: a) ajg=41,a,=4n+1 b)a;n=88,a,=8n+8
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a) Parillisten positiivisten kokonaislukujen jono on 2, 4, 6, 8, ...

611:1‘2

a=2-2=4
a3;=3-2=6
(14:4'2:8

Lukujonon jdsen saadaan, kun jérjestyslukua kerrotaan luvulla 2, joten
a, = 2n.

b) Parittomien positiivisten kokonaislukujen jonoon 1, 3, 5, 7, ...

a=1-2-1=1
a=2-2-1=3
a3=3:2-1=5
ay=4-2-1=7

Lukujonon jasen saadaan, kun jérjestyslukua kerrotaan luvulla 2 ja
véhentdmalld tulosta luku 1, joten

a,=2n-1
¢) Kolmella jaollisten positiivisten kokonaislukujen jono on 3, 6, 9, 12, ...
a) = 1-3
ay = 2:-3=6
a3;=3-3=9
as=4-3=12

Lukujonon jasen saadaan, kun jérjestyslukua kerrotaan luvulla 3, joten
a,=3+(m-1)-3=3+3n-3=3n

d) Positiivisten kokonaislukujen nelididen jono on 1, 4, 9, 16, ...

a=1=1
a,=2"=4
613:32:9
a=4=16

Lukujonon jésen saadaan korottamalla jérjestysluku nelioon, joten
2
a,=n

Vastaus: a) a, = 2n b)ya,=2n—-1¢)a,=3n d)a,= n
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a) a1=%

g5 7110 3 _7

2 6 4 12 12 12

a1 71 7 3 4" _1

312 4 12 12 12 3

L1 V1 4 3 1

4 3 4 12 12 12

gL V1 1 3 2° 1
512 4 12 12 12 6

b) Rekursiivinen sdanto

5. 1
alzgjaanzan_l—z,n=2,3,4,...
Analyyttinen sdanto
43
176
5 1?5 1. 10 3 _7
=241 =)= 2 A=Y 2 _ 71
% 6+(4) 6 4 12 12 12
5 1\ 5 2% 5 71 5 3 2
“3‘6+2( 4)_6 4 "6 2°6 6 6
5 C1V_P5 310 9 1
“4‘6+3( 4)_ 6 4 12 12 12
5 1 5 4 5 6_5 6 1
=" (4) 6 476 6 6 6
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Lukujonon jésen saadaan lisddmalld lukuun % jarjestyslukua yhta
vdhemmén kertaa luk —%.
S i(n-1-(-1
a,=2+(n-1)(~1)
S_1,.1
6 4"71
- TR N
6 4 4
10,3 1
2712 4
131
12 4
5 7 1 1 . 1
Vastaus: a) q, 5 LT BTy Ty A=
b) rekursiiviinen , =% jaa=a_ —%, n=2,3,4, ..,
i _B3_n
analyyttinen a, = D2
2
246. a) al—lz !
2 1+1
4 27
a,=—=
3 2+1
9 3
a,=—=
4 3+1
16 4
a4 = —_—=
5 4+1
2
10 100 9i

a = = —_—
Y10+1 11 11

Lukujonon jésenen osoittajat ovat jarjestysluvun neliditd ja nimittéjat
ovat jarjestysluku lisdttynd luku 1.
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2

b) a, =—
n+l1
: _100 _n
Vastaus: a) g, = 1 b) a, P
SYVENNA YMMARRYSTA
247.  a) Nelididen sivujen pituudet ovat Fibonaccin lukujonon jésenia.
b)
Vastaus: a) Nelididen sivujen pituudet ovat Fibonaccin lukujonon jasenia.
248. 1. kuvion nelididen mééra: 1

2. kuvion nelididen maara: 1 +1 - 2
3. kuvion neligiden maara: 1 +2 - 2

Nelididen méard saadaan lisddmalld lukuun 1 kuvion jarjestyslukua yhden
kerran vihemmén lukua 2.
a,=1l+m-1)-2=2n-1

Toisella tavalla sdénto saadaan ajattelemalla toisesta kuviosta 1dhtien
kuvio isoksi nelidksi ja poistamalla siitd ylimédérdiset neliot.

O]

1. kuvion nelididen méaara: 1
2. kuvion nelididen méird: 2° — 17
3. kuvion nelididen madra: 3> — 2°
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Nelididen méairéd saadaan kuvion jérjestysluvun nelidstd vahentdmélla
jarjestysluvusta yhden pienemmén Iuvun nelio.
a,=n"—m—-1y

Vastaus: esim. a, =2n — 1 tai a, = n* — (n— 1)2
a) (n+4)mn= n* + 4n. SaAntd on oikea.

Siirretdén ylhdilli ja alhaalla olevat neliot sivulle niin, ettd muodostuu
suorakulmio.

b) n(n+2)+n(n+2)—n*=n*+2n+n*+2n—n*=n*+4n.
Saantd on oikea. Kaksi suorakulmiota n(n + 2), josta vihennetédn
kahteen kertaan tuleva keskusneli6 eli n°.

Vastaus: a) Sdanto on oikea. Siirretddn ylhaélla ja alhaalla olevat neliot
sivulle niin, ettd muodostuu suorakulmio.

b) Sdénto on oikea. Lasketaan vaaka- ja pystysuunnissa olevien
suorakulmioiden ruutujen lukumaéérit yhteen ja vihennetdan keskella
oleva nelio, joka on laskettu kahteen kertaan mukaan.

a) (13:(12*(11:3*2:1
a4=a3—a2=1— =-2
as=as—a3=-2-1=-3

b) ai=3,ax=7jaa,=a, +a, »,kunn=3,4,5, ...

Vastaus: a) a1 =2,a,=3,a3=1,a4=-2jaas=-3
b)a,=3, a,=7jaa,=a, 1+a, ,kunn=3,4,5, ...
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251.  a) Soluun A3 kirjoitetaan "=A2-A1".

b)
A
1 1
4 1
3 0
4 -1
5 -1
6 0
B L
8 1
9 0
10 -1
11 -1
12 0
13 1
T 1
15 0
16 -1

Jonon 7. ja 8. jdsen ovat samat kuin 1. ja 2. Siten lukujonossa alkaa
toistumaan sama kuuden luvun jakso.

¢) Jos ensimmadiset jisenet ovat a; = 2 ja a, = 2, jaksollisuus sdilyy.
(Taulukossa on testattu myds muita ensimmaéisid jésenid)

A | 8 [ ¢ | o
1 2 -1 4 -3
2 2 -1 2
3 0 0 1 5
a -2 1 -4 3
5 -2 1 -5 2
6 0 0 -1 -
7 2 "L 4 =3
8 2 -1 5 2
9 0 0 1 S
10 -2 1 -4 3
11 -2 1 -5 -2
12 0 0 - -
e I R T
14 2 -1 2
15 0 0 1 5
16 -2 -4 3
17 -2 -5 -2
18 0 0 -1 =
19 2 -1 4 -3

Naéyttaisi siltd, ettd lukujonossa toistuu kuuden luvun jakso olivatpa
ensimmadiset jisenet mitd tahansa kokonaislukuja.
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Vastaus: a) "=A2-A1”

b)1,1,0,-1,-1,0,1,1,0,-1,-1,0, 1, 1,0 ja—1. Jonon 7. ja 8. jdsen
ovat samat kuin 1. ja 2. Siten lukujonossa alkaa toistumaan sama
kuuden luvun jakso.

¢) Nayttiisi siltd, ettd lukujonossa toistuu kuuden luvun jakso olivatpa
ensimmaiset jdsenet mitd tahansa kokonaislukuja.

a) Sarakkeen A luvut ovat perdkkéisid positiivisia kokonaislukuja, joten
soluun A2 kirjoitetaan ”=A1+1" ja kopioidaan titd solua alaspdin.

Sarakkeen B toisesta rivisté ldhtien luvut ovat kahden ylemman rivin
A ja B sarakkeen summa, joten soluun B2 kirjoitetaan "=A1+B1”.

b) Sarakkeessa A on lukujonon (b,) jasenen jarjestysluku.
Sarakkeen B ensimmaéinen luku on lukujonon (b,) ensimmaiinen jasen

ja seuraavat jasenet saadaan, kun edellinen jésen ja sen jirjestysluku
summataan.

by=1ljab,=b, 1 +n—-1,kunn=2,3,4, ..

Vastaus: b) by=1jab,=b, +n—1,kunn=2,3,4, ..

a=(-1)

a3 = (-1’ =-1
a;=(1)'=1ja
as= (-1 =-1

b) a-kohdan nojalla (—1)" muuttaa jasenen etumerkkid. Lukujonossa

-1, %, - %, %, vaihtuu etumerkki ja jarjestysluku on nimittdjana.

1
a=-1=(-1' -
a=2=(1"1

1 1
a, = e (-1 3
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. . 1
¢) Lukujonon 0, 1, 0, 1, ... jasenet saadaan, kun vuorotellen luvusta —

viahennetddn luku % ja lukuun % lisétdédn luku %
1 1
a,=0=—+(-1)"-=
| S+ D3
1 1
a,=l=—+(-1)-=
> 5D
1 1
a,=0=—+(-1y =
3 S DS
1 1
a,=l==+(-1)*"=
4 2 D 5

1 1
a =—+(-1)y"-=
=3 =D 5

Vastaavasti lukujonon 1, 0, 1, 0, ... yleinen jisen on

a, :%+ (=" -%, jolloin ensimmadinen jésen on

1 a1 1 1
a1=§+(—1)1 1'5254‘(—1)2‘5:

1
~=1.
+2

N —

Vastaus: a) -1, 1,-1, 1 ja—1 b) a, =(-1)" %
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* Laskentataulukko
AT x | [EE]E
A
2
1.5
1.4166666667
1.4142156863
1.4142135624
1.4142135624
1.4142135624
1.4142135624
1.4142135624
1.4142135624

i ;‘iﬂ‘w“q‘ﬂ\ m‘.n‘w‘na -

Lukujonon kaikki jasenet ovat viidennesti jasenestd alkaen
1,4142135624.

b) Luvun 2 neligjuuri on 1,1414213562... joten lukujonoa kéyttden
voidaan laskea luvun 2 nelidjuuri.

¢) Kokeillen taulukkolaskentaohjelmaa kéyttden huomataan, ettd luvun 5

nelidjuuri saadaan vaihtamallaa; =5 ja a, = %(aH +i). Téta voi
a

n-1
hyodyntédd esimerkiksi laskimissa tai tietokoneissa minké tahansa
luvun nelidjuuren médrittimisessa.

Vastaus: a) a; =2, a, =% ja a, z%. Lukujonon jédsenet ovat viidennesté
jasenestd alkaen 10 desimaalin tarkkuudella 1,4142135624.

b) Luvun 2 nelidjuuri on 1,1414213562... joten lukujonoa kéyttden

voidaan laskea luvun \/E likiarvon.
c)a;=5ja a, :%(aH +i)

n-1
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a)
Kolme perikkaistd Fibonaccin Séanto
lukujonon jdsentd
1,1,2 1.2-1=1=1?
1,2,3 1-3+1=4=22
2,3,5 2.5-1=9=3"
3,5,8 3-8+1=25=5"
5,8,13 5.-13-1=64=8
8,13, 21 8-21+1=169=13

Jos kolmen perékkéisen Fibonaccin luvun suurimman jérjestysluku on
parillinen, pienimmén ja suurimman luvun tulo lisdttyné luvulla 1 on
keskimmaéisen luvun neli6.

Jos kolmen perékkéisen Fibonaccin luvun suurimman jérjestysluku on
pariton, pienimmaén ja suurimman luvun tulo véhennettyni luvulla 1
on keskimmdisen luvun nelio.

b) Jos kolme perdkkiistd Fibonaccin lukua ovat F, », F,, | ja F,, a-kohdan
saannonmukaisuus voidaan kirjoittaa muodossa
Fn—2 : Fn + (_l)n = (Fn—l)2-

Vastaus: a) Jos kolmen peridkkdisen Fibonaccin luvun suurimman
jarjestysluku on parillinen, pienimmaén ja suurimman luvun tulo lisattyni
luvulla 1 on keskimmadisen luvun nelié. Jos kolmen peridkkiisen
Fibonaccin luvun suurimman jérjestysluku on pariton, pienimmén ja
suurimman luvun tulo véhennettyné luvulla 1 on keskimmaéisen luvun
nelio. b) Foa- F,+ (-1)' = (F,_ 1)
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2.3 Aritmeettinen lukujono

LUO PERUSTA

256. a) 9-5=4,13-9=4,17-13=4

Perdkkaisten jasenten erotus on aina 4, joten lukujono voi olla
aritmeettinen jono.

b) 6-3=3,12-6=6,24-12=12

Perdkkiisten jasenten erotus ei ole aina sama, joten lukujono ei ole
aritmeettinen jono.

¢) 18-20=-2,16—-18=-2,14-16=-2

Perdkkaisten jasenten erotus on aina —2, joten lukujono voi olla
aritmeettinen jono.

Vastaus: a) Erotus on aina 4. Voi olla.
b) Erotukset ovat 3, 6, 12. Ei voi olla.  ¢) Erotus on aina —2. Voi olla.

257.  a) Aritmeettisen lukujonon erotusluku d = 11 — 8 = 3. Lisétéén siis luku 3
aina edelliseen jdseneen.

Ensimmdinen puuttuva jésen on 14 + 3 = 17 ja toinen 20 + 3 = 23.
b) Erotuslukud=10— 14 =4,

Ensimmaéinen puuttuva luku saadaan, kun lukuun 14 lisdtdén luku 4,

eli1l4+4=18.

Toinen puuttuva luku on 6 + (—4) = 2.

Vastaus: a) Puuttuvat jasenet ovat 17 ja 23. d = 3.
b) Puuttuvat jasenet ovat 18 ja 2. d = —4.
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A Jésen saadaan lisddmalld edelliseen luku 5, jolloin d = 5. Vaihtoehto 1.
B d=a,—a, =9 -3 =6. Vaihtoehto III.
C Jidsen saadaan lisddmalla edelliseen luku —2, jolloin d = 2.

Vaihtoehto II.
D Kun jonon jdsenet ovat yhti suuria, niin d = 0. Vaihtoehto V.
E as +2d= ay

8+2d=2

2d=-6 II:2
d=-3

Vaihtoehto IV.

Vastaus: A1, B-III, C-II, D-V ja E-IV

a) Erotuslukud=5-2=3.
ap=2+(100-1)-3=2+99-3=299

b)a,=2+m—-1)-3=2+3n-3=3n-1
Vastaus: a) ajgo =299 b)a,=3n-1

a) Lukujonon ensimmadinen jésen a; =2 ja erotusluku d =6 —2 = 4.
Yleisen jasenen lauseke a, =2+ (n—1)-4=2+4n—-4=4n-2.

b) axo=4-260—-2=1040 -2 = 1038

¢) a,=2610
4n—-2=2610
4n=2612 |:4
n=653

Ratkaisuksi tulee kokonaisluku, joten luku 2610 on lukujonon jisen.

Vastaus: a) a, =4n — 2 b) 1038 ¢) On.
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VAHVISTA OSAAMISTA

261. a)

A
\VAVAV/

b) Ensimmaisessa kuviossa on 3 tikkua.
Seuraavissa kuvioissa on aina kaksi tikkua enemmaén kuin edellisessa.
Kuviot muodostavat aritmeettisen jonon, joten n:nnen kuvion tikkujen
mairé saadaan aritmeettisen jonon yleisen jasenen kaavalla, missa
a=3jad=2.
a,=3+mn-1)-2=3+2n-2=2n+1

¢) Ratkaistaan, onko sellaista jarjestyslukua, ettid a, = 101,

2n+1=101
2n =100 I|:2
n=>50

Luku 101 on lukujonon 50. jdsen, joten 50. kuviossa 101 tikkua.
Vastaus: b) @,=2n + 1 ¢) On.
262. a) 23-27=-4,19-23=-4,15-19=-+4

Perdkkaisten jasenten erotus on vakio, joten lukujono voi olla
aritmeettinen jono.

b)6-1=5,11-6=5,16—-11=5

Perdkkaisten jasenten erotus on vakio, joten lukujono voi olla
aritmeettinen jono.
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Perékkaisten jasenten erotus on vakio, joten lukujono voi olla
aritmeettinen jono.

d) 60 —120=-60, 40 —-60=-20,30-40=-10

Perdkkaisten jasenten erotus ei ole sama vakio, joten lukujono ei ole
aritmeettinen jono.

Vastaus: a) Voiolla. b) Voiolla. ¢) Voiolla. d) Eivoiolla.

263. a) 8.17-8.07=0.10
8.27-8.17=0.10
837-8.27=0.10
8.47-8.37=0.10
8.57-8.47=0.10
9.07-8.57=0.10

Perékkaisten jasenten erotus on vakio, joten voi olla aritmeettinen
jono.

b) 6.18-6.07=0.11
6.27-6.18=10.09

Perékkaisten jdsenten erotus ei ole vakio, joten ei ole aritmeettinen
jono.

Vastaus: a) kylld, erotus 10 minuuttia b) ei
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51
a) Ensimmadisen askelman korkeus on 3C m_ 17cm

10. askelma on 10 - 17 cm = 170 cm.

b) Jokainen askelma lisdd korkeuseroa lattiaan 17 cm verran, joten
lukujono on aritmeettinen. Aritmeettisen jonon a; =17 jad = 17, joten
a,=17+(m-1)-17=17+17n-17=17n

Vastaus: a) 17 cm, 170 cm. b) Portaiden jokainen nousu on yhti
suuri, joten lukujono on aritmeettinen. a, = 17n (cm)

a) Siniset kolmiot
Ensimmdisessé kuviossa on yksi kolmio, joten a; = 1 = 1%,
Toisessa kuviossa on nelja kolmiota, joten a, = 4 = 2%,
Kolmannessa kolmiossa on yhdeksin kolmiota, joten a3 = 9 = 3%,
Kolmioiden lukumiiri on kuvion jérjestysluvun nelis, joten a, = n*.

Vihreét puoliympyrét

Ensimmaisessé kuviossa on kolme puoliympyréi, joten a; = 3.
Toisessa kuviossa on kuusi puoliympyridi, jotena, =6 =3+ 1 - 3.
Kolmannessa kuviossa on yhdeksén puoliympyrad, joten
b;=9=3+2-3.

Puoliympyréiden lukumééra saadaan, kun lukuun 3 lisdtdan
jarjestysluku yhtd vdhemmain kertaa luku 3.
b,=3+m—-1)-3=3n

b) Sinisten kolmioiden muodostama lukujono ei ole aritmeettinen
lukujono, koska perdkkiisten jasenten erotus ei ole vakio.
(12—(11:4—1:3,(13—(12:9—4:5

Vihreiden puoliympyrdiden muodostaman lukujonon seuraava jasen
saadaan lisddmailld aina luku 3, joten lukujono on aritmeettinen
lukujono.
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¢) 1000. kuviossa on b, =3 - 1000 = 3000 vihredé puoliympyraa.

Ratkaistaan yhtdlon avulla, kuinka monennessa kuviossa on 1000
vihreda puoliympyraa.

3n=1000 I:3
n=233333...

Yli 1000 vihreda puoliympyrdd on 334. kuviossa.

Vastaus: a) Kolmioiden lukuméiré a, = n* ja puoliympyroiden lukumésri
b, =3n. b) (b,) on ¢) 334. kuvion

a) Erotusluku saadaan, kun kymmenen vuoden kulutuksen muutos

jaetaan vuosien madralld, joten
J- 20,5-23,5 _ 03
10 )

Vuoden 1971 rukiin kulutus on lukujonon ensimméinen jésen, eli
a;=23,5-0,3=232.

Rukiin vuosittainen kulutus on
a,=232+m—-1)-(-0,3)=23,2-0,3n+0,3=23,5-0,3n (kg), jossa
n on vuosia vuodesta 1970 ldhtien.

b) Koska jérjestysluku n on vuosia vuodesta 1970 ldhtien, niin vuosi 1990

on lukujonon 20. jdsen.

Vuosi 2020 on jonon 50. jasen, joten rukiin kulutus télldin on
aso=23,5-0,3 - 50=28,5 (kg)

¢) Lasketaan, kuinka monen vuoden kuluttua kulutus on 10 kg.

23,5-0,3n=10
-0,3n=-13,5 | (-0,3)
n=45

Mallin mukaan 45. jésen (vastaa vuotta 2015) on 10, joten mallin
mukaan vuonna 2016 kulutus on alle 10 kg.

Vastaus: a) a, =23,5-0,3n b) 20. jisen, 8,5 kg ¢) vuonna 2016
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267. Isopandojen lukuméérédn vuosittainen kasvu on kymmenen vuoden
muutos jaettuna vuosien maaralla eli

1850-1600
10

=25.

Isopandojen lukumaérd 2000-luvun alusta lukien: 1600, 1625, 1650, ...

Aritmeettisen jonon ensimmaéinen jdsen a; = 1600 ja erotusluku d = 25,
joten
a,=1600+(m—1) - 25

=1600 + 251 — 25

=25n+ 1575

Vastaus: a; = 1600, a, = 1625 ja a; = 1650; a, = 25n + 1575

268. a) l.viikkko 175€+15€=190€
2.viikko 175€+2 - 15€=205€
3.viikko 175€+3 - 15€=220€
4. viikko 175€+4 - 15€=235¢€
5.viikko 175€+5-15€=250€

b) Lukujonon jdsen saadaan, kun lukuun 175 lisdtdén jarjestysluku
kerrottuna luvulla 15.
a,=175+15n

Saastotavoitteen tdyttyminen saadaan ratkaistua yhtdlon avulla.
175+ 151 =650
15n =475 |15
n=31,666...

Sadstotavoite tdyttyy 32 viikon kuluttua.

Vastaus: a) 190 €, 205 €, 220 €, 235 €, 250 €.
b) a,= 175 + 15n, viikon 32 kuluttua.
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Erotusluku d saadaan 3. ja 6. jisenen avulla. Koska a; =3 ja
a¢ = a3+ 3d = -3, niin

3+3d=-3
3d=-6 |:3
d=-2
Toisaalta a; = a; + 2d, joten
a+2-(2)=3
ay — 4= 3
a =17
Nyt

a,=7+m-1)-(2)=7-2n+2=9-2n.

Ratkaistaan, onko luku —100 lukujonon jésen.

9—-2n=-100
—2n=-109 ||:(-2)
_-109 _
n——_2 =54,5

n ei ole kokonaisluku, joten se ei voi olla lukujonon jasenen jarjestysluku.
Talloin —100 ei ole lukujonon jadsen.

Ratkaistaan, onko —201 lukujonon jadsen.

9 -2n=-201
2n=-210 |:(=2)
n=105

Luku —201 on lukujonon 105. jasen.

Vastaus: a, =9 — 2n, —100 ei ole lukujonon jasen, luku —201 on.
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270.  a) Aritmeettisen jonon ensimmaéinen jdsen a; = % ja erotusluku

L _71_7 3_4_2
d=16= 27676 6 3
1 2
an E‘l‘(l’l 1)3
3) 2)
1 2 2
273" 3
_2,.3 4
3" 7%
_2, 1
3" 7%
2~ 1._720 1 _40 1 39 ,3 ,1
——-1 — _—— —_——— =——=0—=—=06—
@ =310-¢= T =46 66 06 °
b)
2 1
2,1
37610
2 _o19.l
3n 10+6
2 _61 2
3776 H 3
1
_61.2_61 3 _61_,:1
"6 3T 4 2 4 155
2

Koska 7 on 15. ja 16. jdsenen vilissé, varmistetaan, kumpi jésen on
lahempéna lukua 10 laskemalla jasenet.

2)
15. jdsen on a, :%15—%: %_%:6_60_%:%:9%
2)
16. jisen on a,, :%-16—%: %_%:6_64_%:6_63:10%:101

15. jésen on 1&hempéné lukua 10.

Vastaus: a) a, = %n —% , g = 6% b) 15. jasen
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271. a)zcm
3
_2 4-2
b) a1—3,d 3
2, (n-n.2-2,2, 2_2
an—3+(n 1)3 3+3n 3 3n

¢) Soluun Al kirjoitetaan 30, soluun A2 = A1 + 1” ja solua A2
kopioidaan alaspéin.
Soluun B1 kirjoitetaan "= A1 - 2/ 3” ja kopioidaan solua alaspiin.

A | 8 |
1 30 20
2 31 20.67
3 32| 2133
4 33 22
- 34 22.67
3 35| 2333
7 36 24
8 37 24,67
9 38| 2533
10 39 26
11 40 26.67
12 | a1 27.33
13 | 42 28
14 43 28.67
15 | 44 2033
16 | as 30
17 | a6 30467
18 | 47| 3133
19 48 32
_20 | a9 3267
| 50| 3333
2 2
— (cm) a=—n
n
Vastaus: a) 3 b) 3

¢) sisdpituudet: 20; 20,67; 21,33; 22; 22,67, 23,33, 24; 24,67, 25,33;
26;26,67;27,33; 28; 28,67; 29,33; 30; 30,67; 31,33; 32; 32,67; 33,33



MAY1 e Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 12.4.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

SYVENNA YMMARRYSTA

272.  a) Kuvion x-koordinaatti on jérjestysluku ja y-koordinaatti on
jérjestyslukua vastaava jasen. Kuvion pisteistd (1, 4) ja (5, 2) tiedetéén,
etta ay = 4]3. as = 2.

Kun 1. jaseneen lisdtddn 4 kertaa erotusluku d, saadaan 5. jésen.
Ratkaistaan yhtdlon avulla erotusluku d.

a,+4d=as
4+4d=2
4d=-2 | :4
_=2__1
d= 4 2

_ Y I 8 TR USUN S § 1
a,=4+(n 1)( 2) 4 31+ 2n+42

b) Lasketaan, kuinka mones lukujonon jdsen on 0.

—%n+4%=0
b3 I
3

Koska lukujonossa jasenen arvo pienenee, kun jéarjestysluku kasvaa,
lukujonon 10. jésen alittaa nollan.

el o
Sn+45=-100

~2_100_2

n 100 >

__209 |.(_1

=T H( 2)

nz_&.(_l)z_&.(_z)zzog
> 2T\

Lukujonon 210. jisen alittaa luvun —100.

_1
2
1
2
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Vastaus: a) a, = —%n+4% b) 10. jésen, 210. jasen
273. a) a;=2
a=3-2=6
=3-3=9

Ei ole aritmeettinen jono, koska 6 —2=4ja9 -6 =3.

b) Lukujonon kaksi perdkkaistd jasentd on a, _|ja a,. Jasen a, voidaan
esittidd a,_; avulla muodossa a,=3 + a,_;.

Lukujono on aritmeettinen jono, koska perdkkéisten jdsenten erotus on
vakio eli
ay,—ap-1=0ap-1 + 3—(1,,,1 =3.

c)a

5- 3
5- 1
5-

I\)NN

1=5-2
"2=5-4
3=5-6

Lukujonon jasen saadaan, kun edellisestd jasenestd vihennetdin
luku 2, joten sddntd rekursiivisessa muodossa on
a=3jaa,=a, —-2,n=2,3,4, ...

Vastaus: a) Ei ole. b) On. oa=3jaa,=a, 1—2,n=2,3,4,..

274.  Ensimméinen lukujono néyttid aritmeettiselta, koska perdkkaisten
jésenten erotus on vakio. Koska ei tiedetd sdéntdd, ei voida varmasti
tietdd, mikad on lukujonon 5. jésen.

Lukujonon (a,) kahden peridkkiisen jasenen erotus on
ay+1—0ay

=(1+2n+1)—(1+2n)

=1+2n+2-1-2n

=2

Erotus on vakio kaikilla n:n arvoilla, joten jono on aritmeettinen.
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a) Bulgarian vikiluku

Erotusluku saadaan, kun 20 vuoden vékiluvun muutos jaetaan vuosien
maaralla.

d :M =-0,065
20

Lukujonon ensimmadinen jasen @; on vuoden 2011 vikiluku eli
a,=17,4-0,065="7,335.

a,=17,335+(n—1) - (~0,065)
=7,335 - 0,065 + 0,065
=7,4-0,065n

Suomen vékiluku

Erotusluku saadaan, kun 20 vuoden vékiluvun muutos jaetaan vuosien

méadaralla

5,4-5,0

=277V 002

d 20 0,0

Lukujonon ensimmaéinen jésen b, on vuoden 2011 vékiluku eli

b =5,4+0,02=542.

by=542+(n—1)- 0,02
— 5,42 + 0,021 — 0,02
= 5,440,021

Kéytetddin saatuja lukujonojen sééntdja taulukon tekemiseen.
Kirjoitetaan soluun A1 72010 ja soluun A2 ”=A1+1" ja kopioidaan
tatd solua alaspdin.

Soluun B1 kirjoitetaan 7.4” ja soluun B2 ”=B1-0.065" ja kopioidaan
titd solua alaspdin.

Soluun CI1 kirjoitetaan 5.4” ja soluun C2 ”"=C1+0.02” ja kopioidaan
tatd solua alaspdin.
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A | C |
2010 7.4 5.4
2011 7.34 5.42
2012 7.27 5.44
2013 7.21 5.46
2014 7.14 5.48
2015 7.08 5.5
2016 7.01 5.52
2017 6.95 5.54
2018 6.88 5.56
2019 6.82 5.58
2020 6.75 5.6
2021 6.69 5.62
2022 6.62 5.64
2023 6.56 5.66
2024 6.49 5.68
2025 6.43 5.7
2026 6.36 5.72
2027 6.3 5.74
2028 6.23 5.76
2029 6.17 5.78
2030 6.1 5.8
2031 6.03 5.82
2032 5.97 5.84
2033 5.9 5.86
2034 5.84 5.88
2035 5.77 5.9
2036 5.71 5.92
2037 5.64 5.94
2038 5.58 5.96
2039 5.51 5.98

Havainnollistuksen perusteella Suomen vikiluku ylittdd Bulgarian
vékiluvun vuonna 2034, jolloin Bulgarian vakiluku on 5,84 miljoonaa
ja Suomen 5,88 miljoonaa.

b) Maiden vékiluvut ovat yhtd suuret, kun @, = b,. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan se.
7,4 —0,065n=5,4+0,02n
—0,0657—0,02n =5,4—-17,4
—0,085n=-2 || : (=0,085)
n=2352..

Koska n on vuosia vuosiluvusta 2010 lahtien, vakiluvut ovat yhta
suuret vuonna 2034.

Vastaus: a) Vuonna 2034. Bulgarian asukasluku on 5,84 milj. ja Suomen
5,88 mil;.

b) Bulgarian vikiluku a, = 7,4 — 0,065n, Suomen b, = 5,4 + 0,02n.
Vuonna 2034
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a) a;=115jad=117-115=2

a,=115+n-1)-2=2n+113

bi=2jad=5-2=3
by=2+(m-1)-3=3n-1

Jos lukujonoilla on sama luku samalla jarjestysluvulla, yhtalolla
a, = b, on kokonaislukuratkaisu. Ratkaistaan yhtél6 a, = b,.

2+ 113=3n-1
—n=-114
n=114

Lukujonoilla on yhti suuri 114. jédsen.
ana=2-114+113=341jab; ;4 =3 - 114—-1=341

b) Ensimmaéinen yhteinen jisen 16ytyy, kun lukujonon (b,) jdsenet ovat

suurempia tai yhté suuri kuin lukujonon (a,) ensimmaéinen jasen.
Ratkaistaan, kuinka monennes Iukujonon (b,) jasen on 115.

3n—-1=115
3n=116 I|:3
116
=——=38
n 3 ,7

Lukujonon (b,) jésenet ovat suurempia kuin 115 I&htien jasenesti 39.
Lasketaan lukujonon (b,) jasenid alkaen 39. jasenestd

b39:3 -39-1=116

by=3-40-1=119

Ensimméinen yhteinen jasen on 119. Koska lukujonon (a,) jdseniin
lisdtdén aina luku 2 ja lukujonon (b,) jseniin lisétdén aina luku 3, joka
kuudes jdsen on yhteinen. Yhteiset jisenet ovat siis

119, 125, 131, 137, ...

a,=119+(n—1)-6=113+6n

Vastaus: a) On. Molempien 114. jdsen on 341.
b) 119, 125,131, 137, ..., a,= 113 + 6n.
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277.  Siniset neliot
a=8=1+1+3+43=1+1*"+1-(1+2)+1-(1+2)
4, =24=4+4+8+8=2"+2"4+2-(2+2)+2-(2+2)
a;=48=3"+3"+3-(3+2)+3-(3+2)

Tarkastelemalla jokaisen nurkan sinisten nelididen lukuméirén kasvua

saadaan
ap=n*+n*+n-m+2)+n-(n+2)
=2n" + 2n(n + 2)
=2(n*+ n(n + 2))
=2(n*+n*+2n)
=2(2n* + 2n)
=4n* +4n

Ei ole aritmeettinen jono, koska jésenten erotus ei ole vakio.
az—a1=24—8= 16
a3—a2=48—24=24

Valkoiset neliot

by=7=1+1+1+1+3
b,=11=1+2+2+2+4
b;=15=1+3+3+3+5

Valkoisia neli6td on keskimmainen neli6, kolmessa sakarassa on
jéarjestysluvun verran neliditd ja yhdessa sakarassa on jirjestyslukuun
lisdttyna 2 neliota.

b,=1+n+n+tn+m+2)=4n+3

Lukujono on aritmeettinen, koska valkoisten nelididen mééré kasvaa aina
neljalla.

Vastaus: Sinisten nelididen lukuméiri saadaan esim. a, = 4n° + 4 ja
valkoisten nelididen lukumééra saadaan esim. b, = 4n + 3. Jono (b,) on
aritmeettinen lukujono.
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278. a) Valitaan aritmeettiseksi jonoksi esimerkiksi 5, 8, 11, 14, 17, 20, ...,

jolloin lukujonon seuraava jasen saadaan aina lisddmalla edelliseen
jaseneen luku 3.

a+ay _5+11

2 7 8T
a3;a5:11;17:14:a4
cu;a6:14;20:17:%

Kolmen perikkiisen aritmeettisen jonon jésenen keskimmaéinen jdsen
ndyttéisi olevan laitimmaisten aritmeettinen keskiarvo.

b) Valitaan aritmeettiseksi jonoksi 0, —1, -2, =3, —4, ..., jolloin lukujonon
seuraava jdsen saadaan aina lisddmailld edelliseen jaseneen luku —1.

a4ta; _0-2

7 T 5 — =
a,+a, —1-3
B R
a3+a5__2_4__ _
T

¢) Olkoon a,, a,+1 ja a,+, aritmeettisen lukujonon kolme perakkaista
jasentd. Nyt
a,=a;+m-1d
=a;+nd-d

ap1=at((n+1)-1)d
=a1+nd

apir=a +(n+2-1)d
=a1+(n+1)d
=a;+nd+d
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Toisesta jdsenestd ldhtien edellisen ja seuraavan jdsenen keskiarvo on
an+2 + an
2
_a+nd+d+a +nd-d
a 2
_ 2a,+2nd
a 2
_ 2(a, +dn)
B 2
=a,+n-d
= an +1

a-kohdan havainto pitdd paikkansa kaikille aritmeettisille jonoille, eli
jokainen aritmeettisen jonon jisen toisesta jisenestd alkaen on
edellisen ja seuraavan jésenen aritmeettinen keskiarvo.

Vastaus: a) esim. 5, 8, 11, 14, 17, 20, ... Keskiarvot 8, 11, ...

LUVUN 2 PAATOSSIVUN TEHTAVAT

1. a) Lukujonon ensimmadinen jésen a; = 100.
Toisesta jasenestd alkaen lukujonon jdsenet saadaan mallin avulla.
Koska hanhien lukuméird on aina kokonaisluku, sddnnosti saatu tulos
pyOristetddn alaspdin.

a, =100+ 0,07 - 500-100 . 100 = 105,6 = 105
500

a3 =105+ 0,07 - 200-105 05— 110,8... = 110
500

a;=110+0,07 - 300-110 110=116,0... = 116
500

as=116+0,07 - 200=116 6 122,2...~ 122

500
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b) Soluun A1l kirjoitetaan luku 100.

©)

Taulukkolaskennassa alaspdin kokonaislukuun pyoristimiseen
kéytetdén floor-komentoa, joten soluun A2 kirjoitetaan

7= floor(A1+0.07-(500-A1)/500-A1)” ja kopioidaan titi solua
alaspdin.

A

1 100
2 105
3 110
. 116
5 122
6 128
7 134
8 140
9 147
10 154
| 161
12 168
13| 17s
14 182
15| 190
16 198
17 | 206
18 214
1 | 222
20 | 230
. . - . 500-a,_,
Jos hanhien lukuméaéré on alle 500 yksilod, mallissa kohta TO”
e R i 500-a, ,
on positiivinen luku. Téllin myos tulo 0,7 'T()na"’l on

positiivinen, joten seuraavan vuoden hanhien lukuméaéra saadaan, kun
kuluvan vuoden hanhien lukuméérién lisitéén positiivinen luku.
Seuraavana vuonna hanhia on siis enemmaén.

Vastaus: a) 100, 105, 110, 116 ja 122
b) Vastaus: 100, 105, 110, 116, 122, 128, 134, 140, 147, 154, 161, 168,
175, 182, 190, 198, 206, 214, 222 ja 230
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2. a) Kun alussa hanhien lukumééri on suurempi kuin 500 yksilod,
populaation koko véhenee.

500—-a, ,
500
kertoo, mink& verran populaation koko muuttuu.

b) Rekursiokaavan osa 0,07 - a, ,=0,07-(500-a, ) ey

500’

Jos populaation koko a, - on ldhell lukua 500, erotus 500 — @, - ja

a
luku #7(; ovat pienid. Néin ollen populaation muutoksen kertova

luku on pieni.

Jos populaation koko on reilusti alle 500, mutta enemmén kuin vain

a
muutama yksild, erotus 500 — @, on suuri. Vaikka luku #})] on alle

yhden, lukujen tulo on selvisti positiivinen.

Jos populaation koko on reilusti yli 500, niin erotus 500 — a,,—; on

a
negatiivien luku ja luku #})] on yli yhden. Populaation koko vdhenee

selvésti.

Vastaus: a) Se vihenee.

b) Hanhien lukuméérd muuttuu nopeasti, kun niiden lukumaéré on
kaukana luvusta 500. Lukumé&érd muuttuu hitaasti, kun lukumé&éri on
lahelld lukua 500.



