MAY1 e Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 12.4.2016

KERTAUS

Lukujono

KERTAUSTEHTAVIA

K1. Ratkaisussa annetaan esimerkit mahdollisista sddnnoista.
a) Jatketaan lukujonoa: -2, —4, -6, -8, —10, —12, —14, —16, ...

Rekursiivinen sddnt6 on, ettd lukujonon ensimmadinen jasen on —2 ja
tdmén jéilkeen seuraava jésen saadaan vihentamaélld edellisesti
jasenestd luku 2.

Analyyttinen sdantd on, etté jasenen jarjestysluku kerrotaan luvulla —2.
Toisin sanoen 7. jasen on —2n.

b) Jatketaan lukujonoa: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ...

Analyyttinen sddnto on, ettd lukujonon jasen saadaan korottamalla
jérjestysluku toiseen. Toisin sanoen x. jésen on n’.

c¢) Jatketaan lukujonoa: l, i, 1, 117 11 127 2, 217 217 22,
2 4 4 2 4 2 2

2

Rekursiivinen sddntd on, ettd lukujonon ensimméinen jasen on — ja
2

tdmén jilkeen seuraava jidsen saadaan lisdédmaéllé edelliseen jdseneen

luku l

Analyyttinen sdinto on, ettd lukuun i lisdtddn jasenen jarjestysluku

jaettuna luvulla 4. Toisin sanoen 7. jdsen on %+ %
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K2. a) a=3-10"+1=300+1=301.

b) Ratkaistaan milloin @, = 100.

Tn—5=100
Tn =105
105

n=——

7

n=15

Luku 100 on lukujonon 15. jdsen.

Vastaus: a) a;p =301 b) 15. jasen.

K3.

&

kuvio 1 kuvio 2 kuvio 3

a) Kuvioiden laattojen méa&drd muodostaa lukujonon 5, 5 + 15= 20,
5+ 15+25=45,5+15+ 25+ 35=280,..., joten neljannessi kuviossa
on 80 laattaa

b) Lukujono 5, 20, 45, 80,... voidaan ilmaista muodossa 5, 5-4, 59,
5-16,...5-n*, missi n on kuvion jérjestysnumero, joten a, =5-1".

Vastaus: a) 80 b) a, =51’



K4.
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a) Lukujonon seuraava jésen saadaan lisddmalld edelliseen jéseneen luku
7. Ensimmadinen jasen on 3 ja yleinen jdsen a, saadaan lisdamalla
ensimmadiseen jaseneen n — 1 kertaa luku 7, joten
a,=3+m-1)7=3+Tn-T7=Tn-4.

b) Rekursiivinen sddnt6 on a-kohdan perusteellaa; =3 ja a,=a, 1+ 7,
n=2,3,4,..

Vastaus: a) a,=7Tn—4 b) a;=3ja a,=a,,1+7,n=2,3,4,...

Jonojen ensimméiset jdsenet ovata; =6 —2-1=4ja b, = 15.
Lukujonossa (b,) jdsen saadaan kertomalla edellinen luvulla 1,05.
Kerrottaessa luvulla 1,05 luku suurenee. Siten lukujonon jdsen on aina
edellistd suurempi. Toisin sanoen jonon pienin jdsen on 15.

Lukujonossa (a,) puolestaan n. jasen saadaan vahentamalla luvusta 6 luku
2n. Mita suurempi luku 7 on, sitd suurempi luku viahennetién. Néin ollen
lukujonon (a,) jasenet pienenevét jarjestysluvun kasvaessa. Toisin sanoen
jonon suurin jasen on 4.

Siis lukujonon (a,) kaikki jasenet ovat pienempié kuin lukujonon (b,)
pienin jdsen. Niin ollen lukujonoissa (a,) ja (b,) ei ole yhtdin samaa
lukua.
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Aritmeettinen ja geometrinen jono sekd summa

KERTAUSTEHTAVIA

K6.  Tutkitaan onko perdkkéisten jasenten erotus tai suhde vakio.

a) -10-5=—15

20— (-10)=30
Jono ei ole aritmeettinen, silld perdkkdisten jdsenten erotus ei ole
vakio.
-10_,
5
20 _,
-10
—40_,
20

Jono voi olla geometrinen, silld annetussa lukujonon alussa
perédkkéisten jasenten suhde on vakio.

b) 8- 15=-7
1-8=-7
6-1=-7

Jono voi olla aritmeettinen, silld annetussa lukujonon alussa
perdkkiisten jdsenten erotus on vakio.
8

15

0| —

Jono ei ole geometrinen, silld perdkkdisten jasenten suhde ei ole vakio.
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©) 4-2=2
8-4=4

Jono ei ole aritmeettinen, silld perékkdisten jdsenten erotus ei ole

vakio.

4,

2

8 _5

4
10_5_,1
8 4

Jono ei ole mydskddn geometrinen, silla perdkkéisten jasenten suhde ei
ole vakio.

Vastaus: a) Jono voi olla geometrinen. b) Jono voi olla aritmeettinen.
¢) Jono ei voi olla aritmeettinen eikd geometrinen.

a) Lasketaan aritmeettisen lukujonon erotusluku d = 18 — 6 = 12. Tilldin
a,=a+m-1)d
=6+m-1)12
=12n-6

b) Lasketaan geometrisen lukujonon suhdeluku g = % =3.

Talldina,=a; ¢" '=6-3""".

c) Paitelladn aritmeettisen lukujonon erotusluku d.
Koska as —a; =7 —19=-12 ja koska 5. jdsen saadaan lisddmalla 1.

jaseneen erotusluku d nelja kertaa, on d = _4£ =_3
Jotena,=a;+ (n-1)d=19+ (n—1)(-3)=-3n +22.

Vastaus: a) a,=12n—-6 b)a,= 6-3""" ¢)a,= -3n+22



K8.

K9.
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a) Jokainen jonon jasen on 3. Siis kuuden ensimmadisen jdsenen summa

on 61=§=2
3 3

b) Kyseessé on aritmeettinen lukujono, jossaa; =3 +5-1=8jaags=3 +
5 -6 =33. Siis 6 ensimméisen jdsenen summa on
Son Bt _8%33 ¢ 4153

2 2 2

¢) Kyseesséd on geometrinen lukujono, jossaa; =3 -2 =6jag=2. Siis 6
ensimmadisen jdsenen summa on

g_a-¢") _6(1-2°) _6(1-64)
1-gq 1-2 1

=378.

Vastaus: a) 2 b) 183 ¢) 378

a) Aritmeettisen lukujonon sdédnnolld summa 1 +2+3 + ... + 50 on

a, +a, :50.l+50

S, =n-

:50-5—121275.
2

b) Geometrisen lukujonon suhdeluku on 4 = % =2. Viidenkymmenen

ensimmadisen jdsenen summa on
1_ n
S50 — al( q )
I-¢
_11-2")
1-2
1 _ 250
-1
— 250 _1
=1125899906842623
~1,1-10"

Vastaus: a) 1275 b) 1125899906842623 = 1,1'1015
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20

D (-3k+4)

k=5
=-3-5+4+(-3)-6+4+..+(-3)-20+4

=-11-14—-...-56

Tehtdvanannon mukaan kyseessd on aritmeettinen summa, jossa
a, =—11 ja ayy = —56. Koska numerointi alkaa k:n arvosta 5, on
yhteenlaskettavia on 20 — 4 = 16, joten n = 16 ja summa on

S, :16-_112—_56:—536

Vastaus: —536
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Prosenttilaskenta

KERTAUSTEHTAVIA

K11.

K12.

a) Alennettu hinta oli 100 % — 30 % = 70 % = 0,7-kertainen alkuperdiseen
verrattuna, joten alennettu hinta oli 0,7 - 120 € =84 €.

b) Alennettu hinta oli 100 % — 40 % = 60 % = 0,6-kertainen alkuperiiseen
hintaan x verrattuna, joten saadaan yhtalo

0,6-x=1794 ||:0,6
x=29,90 €

Vastaus: a) 84 € b) 29,90 €

a) Ryhmén koko pienenee 11 — 8 =3 hengelld. Lasketaan, kuinka monta
prosenttia vihennys on alkuperiisesti ryhméakoosta 11.

1—31 =0,2727...27%

b) Prosenttikertoimet
Palkannousu 100 % + 5 % = 105 % = 1,05
Palkanlasku 100 % —2 % =98 % = 0,98

Lopullinen palkka saadaan kertomalla alkuperdinen palkka
prosenttikertoimilla
1,05 - 0,98 - 2800 € = 2881,20 €

¢) Prosenttikertoimet
Vuokrannousu 100 % + 20 % =120 % = 1,2
Vuokranlasku 100 % — 15 % = 85 % = 0,85

Lopullinen vuokra saadaan kertomalla alkuperdinen vuokra
prosenttikertoimilla. Kerrotaan prosenttikertoimet keskenéén ja
paitelldan vuokran prosentuaalinen muutos.

1,2 - 0,85 = 1,02 eli vuokra nousi 2 %.

Vastaus: a) 27 % b) 2881,20 € c¢) nousi 2 %



K13.

K14.
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a) Lasketaan vihenemiskerroin 100 % — 5 % =95 % = 0,95.

Kymmenennen vuoden lopussa voitto oli vihentynyt 9 kertaa, joten
voitto oli 10. vuotena 0,95°- 100 000 € =~ 63 025 €

b) Kyseessd on geometrinen summa, jossa a; = 100 000 ja g = 0,95.
~100000(1—0,95'")
0 1-0,95

~802526(€)

Vastaus: a) n. 63 025 € b) n. 802 526 €

Laaditaan taulukko, jonka 1. sarakkeessa on prosenttikerroin, joka kasvaa
aina tuhannesosalla. Toiseen sarakkeeseen kirjoitetaan kaava, jossa
viereisen sarakkeen prosenttikerroin korotetaan potenssiin 50 ja se
kerrotaan luvulla 1000. Etsitdédn taulukosta kohta, jossa kasvanut talletus
ylittdd 2000 €. Ohessa taulukon osa.

1.012 1815.623
1.013 1907.534
1.014 2004
1.015 2105.242

‘m ~ cn‘m

Koska 1000-1,014° = 2004,00..., on kysytty korko noin 1,40 %.

Vastaus: n. 1,40 %
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Eksponenttiyhtdlo ja logaritmi

KERTAUSTEHTAVIA

K15. a) 6°=36
X _ 62

x=2

b) 47°=16
4 3=42
x—3=2

x=5

©) 3-28=24
2'=8
2x:23
x=3

Vastaus: a) x =2

K16. a) 7=170

x =1log; 70
b) 2°- 1,5 =160
15°= 19
23
1,5°=20

x=log, 20

©)
5" 2 .
T
5*=50
x =logs50

Vastaus: a) x = log; 70

|| :3
b)x=35

¢)x=3

||:23

b) x=log, ;20

¢) x = logs50



K17.

K18.

K19.
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a) log; 9=2, koska 3?=9

b) log, 8 =3,koska2’ =8

¢) logyo 1000 = 3, koska 10° = 1000
Vastaus:a)2 b)3 ¢)3

a) Yhtdlod x = log, 32 vastaa eksponenttiyhtdlo 2" = 32. Néin ollen x = 5,
koska 2° = 32.

b) Yhtdl6d x = logy 16 vastaa eksponenttiyhtdlo 4" = 16, joten x = 2,
koska 4° = 16.

¢) Yhtilod x = logy 9 vastaa eksponenttiyhtdlo 9" =9, joten x = 1, koska
9'=9.

Vastaus: a) 2" =32, log, 32=15 b) 4" =16, logs 16 =2
¢)9°=9,loge9=1

a) a,=2"-2°
120=2"-2°
128 =2"

27:211
n="7

Koska saatiin kokonaislukuvastaus, on luku 120 lukujonon 7. jésen.

b) a,=4-3""
120=4-3""" ||:4
30=3""

Luku 30 ei ole luvun 3 kokonaislukupotenssi, joten yhtildlla ei ole
kokonaislukuratkaisua eiké siis lukujonossa ole lukua 120.

Vastaus: a) on 7. jdsen b) ei ole jonon jdsen
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K20. Kavijoiden lukuméérd on
1. viikon jédlkeen 1000
2. viikon jélkeen 3000
jne.

Lukumaiirat muodostavat geometrisen lukujonon, jossa a; = 1000 ja g = 3.
Ratkaistaan yhtélostd, milloin lukujonon jasenen arvo on yli 1 000 000.
1000 - 3" =1 000 000 || : 1000
3*1=1000
x—1 =log; 1000
x =log; 1000 + 1
x=17.287...

Seitsemin viikkoa ei riitd, joten 8 viikon kuluttua vierailijoita on kdynyt
yli 1000 000 ihmista.

Vastaus: 8 viikon kuluttua
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Funktio
K21.
jy y= f(x)
2
1
e
4 1 2 3 4
-1

Kuvaajan perusteella

a) f(2)=-1

b) Funktio f'saa arvon 2, kohdissa x = -1 jax =4
¢) Funktion fnollakohdat ovat x ~ 0 jax = 3

Vastaus: a) —1 b)x=-1ljax=4 ¢) x=0jax=3
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K22. Funktion fkuvaajan perusteella

a) flx) =3x—27 <0 eli funktio saa negatiivisia arvoja, kun y-koordinaatit
ovat pienempié kuin nolla eli, kun x < 9.

| &

b) fix) =—2x>+ 8 <0, eli funktio saa negatiivisia arvoja, kun y-
koordinaatit ovat pienempié kuin nolla eli, kun x <-2 tai x > 2.
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¢) fix)=x’ —x* — 2x <0 eli funktio saa negatiivisia arvoja, kun y-
koordinaatit ovat pienempié kuin nolla eli, kun x <-1 tai

0< x< 2.
by
3
2)
y = f(z)
1
=

-2 1 1 3 4
il
-2
-3

Vastaus: a) x <9 b) x <-2taix>2 )x<-ltai0< x< 2

K23. A f(3) =2, kuvaaja 111, koska kuvaaja kulkee pisteen (3, 2) kautta.

B fix) =x + 1, taulukko I, koska taulukon funktion f'arvot saadaan
lausekkeesta x + 1.

C fix) =x" —x + 1, kuvaaja II, koska esim. kuvaajan pisteet (-1, 3) ja (0,
1) seké (2, 3) vastaavat funktion arvoja ja toisen asteen
polynomifunktion kuvaaja on paraabeli.

I I
X fx)
-3 -2
=2 -1
-1 0
1 2
2 3
3 4

Vastaus: Ajalll, Bjal, Cjall
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K24. Lasketaan funktion f{x) =—2x + 5 arvoja eri muuttujan arvoilla ja
sijoitetaan saadut pisteet koordinaatistoon. Huomataan, ettd pisteet ovat
samalla suoralla. Funktion f{x) = —2x + 5 kuvaaja.

\iv
S

y= f(z)

-

e
-1 0 1 ZY

K25. Tuotto = myyntiméédri - kilohinta, joten funktio on f{x) = x (1200 — 20x) ja
kuvaajasta ndhddin, ettd myyntihinnalla 30 €/kg tuotto on suurimmillaan.

15000
10000

5000

70

Vastaus: f{x) = x (1200 — 20x), myyntihinnalla 30 €/kg.



