Tekija e Pitkd matematiikka9 e 16.3.2018

K1

f(x)=x"+2x+3 javili on [—2, 2] . Kun vili jaetaan neljddn

osaviliin, niin yhden osavilin pituus on
q=2=2
4

a) Lasketaan alasumma
A -
s, = kad o

k=1

=f(=Dd + f(=Dd + f(0)d + f(1)d

=2.1+2-1+3-1+6-1 00 4
=13 %ﬁ

b) Lasketaan yldisumma ol
4
S, = ZM W ’ o
k=1 8
=f(=2)d + f(0)d + f()d + f(2)d i o
=3-143-1+6-1+11-1 y :
_ 23 (-2, 1(-2)) Z (0, 7(0))

Vastaus a) 13
b) 23
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K2

f(x)=-2""javili on [—2, 4] . Kun vili jaetaan kuuteen osaviliin,
niin yhden osavilin pituus on

Alasumma Yldsumma
y y
i o 3 =5 &ﬁ— I [']
(-2, f(-2))
= R (-1, f(-1))
.1 (©,10) (0, f(0)
4
! (1.£(1) (1,1(1))
2, f(2]
(2.1(2)] V=) (2.1(2)) y=1()
-3
(3,1(3)] (3. 1(3))
.
. R
* @1 *

a) Lasketaan ala- ja ylasumma
6
Sg = kad
k=1

= f(=Dd + f(0)d + f()d + f(2)d + f(3)d + f(4)d
=22.1-2"1-2°1-2"1-2%-1-2°"1
=-15,75



&:iMﬁ
=f(2)d+ f(=Dd + f(0)d + f(Dd + f(2)d + f(3)d
=27 1-22 127" 12" 1-2"1-22.1-2° 1

=-7,875

b) Funktion f arvotovat vililli [-2,4] negatiivisia, jolloin ala- ja
yldsumma antavat arvion kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-alan vastaluvulle. Pinta-alan vastaluku on lukujen —15,75
ja =7,875 vilissa, joten 4 on lukujen 7,875 ja 15,75 vilissa.
Kokonaislukujen tarkkuudella 4 on lukujen 7 ja 16 vilissa.

Vastaus  a) s, =-15,75 ja S, =-7,875
b) lukujen 7 ja 16 vilissd
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K3
Hyoddynnetédén integraalin ja pinta-alan yhteytta.

S

s
~
w
.
@
®
~
3
©
3

|
"

a) Kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on puolisuunnikas ja se
sijaitsee x -akselin yldpuolella. Médritty integraali on siis yhtd
suuri kuin alueen pinta-ala.

jf(x)dx—ﬂ 2=3

b) Kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on suorakulmainen kolmio
ja se sijaitsee x -akselin alapuolella. Madritty integraali on siis
yhti suuri kuin alueen pinta-alan vastaluku.

jf(x)dx_ (10-6)-2=—4

Vastaus a)3
b) -4
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K4

Hyoddynnetédén integraalin ja pinta-alan yhteytta.

y

y=f(x)

2
g

"

x
o 1 2 3 4 s 7 /s PR

A

-1
2

a) Kuvaajan ja x -akselin rajaama alue A4, on puolisuunnikas ja

x -akselin yldpuolella.
1+4 1

jf(x)dx_— 3=7

b) Kuvaajan ja x -akselin rajaama alue muodostaa kaksi kolmiota,
joista 4, on x -akselin yldpuolella ja 4, sen alapuolella.

ff(x)dx= 4, 4,

Loulan
2 2
=2
Q) [ Fe0de=[ feodes [ fpde=7+2=92

a) b)



Vastaus

a) 7—
b) 2
c) 9—
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K5

Hyoddynnetédédn integraalin ja pinta-alan yhteyttéd. Jos alue on

x -akselin yldpuolella, niin integraalin arvo tuolla vélilld on yhtd
suuri kuin pinta-ala. Jos alue on x -akselin alapuolella, niin
integraalin arvo on yhtd suuri kuin pinta-alan vastaluku.

Liséksi tiedetddn, ettd 4, = 4, ja 4, = 4.

8) [ SOdr =Y~ A+ A~ + 4 =10

b [ fCode- | feade= [ s [ f@de [ £oods

= | f()dx
=4, _XQ +>43
=5

o) [2f()de+ [ fr)de=2] f(x)dx— [ f(x)dx
=2(—M, + o —A4,)—(—4, + 4)

=—A4,— 4
=-5-10
=-15

Vastaus a) 10
b) 5
c)—15
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Ké

Muokataan lausekkeita méératyn integraalin laskusdantdjen
mukaisesti niin, ettd voidaan hyddyntéd tunnettuja arvoja.

a) j.(x3 —2x’ +3x—4)dx

-6

= Jﬁ.x3dx+ jl —2x7dx + j'Sxdx+ jl—4dx
-6 -6 -6 -6

= jx3dx—2jx2dx+3j.xdx—4j.ldx
6 %6 % e

=0-2-144+3-0—4-12
=-336

b)

‘(|).(4x3 +2x)dx—2 (2x3 +x)dx
-6

O —

= j{4x3dx+ szdx+2ﬁ2x3dx+jxdx)
6 -6 0 0

= 4]1 x3dx+2j- xdx+4ix3dx+2jxdx
%6 -6 0 0

=4j).x3dx+2j‘-xdx
=47-60+2-0 )

=0



c)

PRI
. ~
= =
+ +
S —
—e—( o O
| +
(o] o (o]
= = =
+ + +
T T "
D D oy

a) —336

b) 0
¢) 144

Vastaus



K7

a)

b)
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Piirretdén geometriaohjelmalla.

Yy

B

Alasumma voidaan maarittdd GeoGebrassa komennolla
Alasumma (f,-2,3,n),
missé osavélien méidrdd n voidaan muuttaa liukukytkimella.

Osavilien miirin kasvaessa alasumma léhestyy arvoa 3,0.

Alasumma on nyt laskettava kahdessa osassa, jolloin vililla
[-2.1] ala 4 =s, javililld [1,3] ala 4, =
Al=Alasumma (f,-2,1,n)

A2=abs (Alasumma (f,1,3,n)).
A=A1+A2,

Osavilien midrin kasvaessa A1 ldhestyy arvoa 7,0 ja A2
arvoa 4,0, jolloin summa A1+A2 ldhestyy arvoa 11,0.

Sﬂ



Vastaus b) 3,0
c) 11,0
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Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).
F(x)=(5+x"

F'(x)=3(5+x")-D(5+x")
=3(5+x")-4x’
=12x(x* +5)°
= f(x)

Vastaus  On osoitettu, ettd F'(x) = f(x), joten funktio F on
funktion f integraalifunktio.
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a) Funktion f eris integraalifunktio on Fj(x)= %x“ -2x" +x,
silla
F(x)= D(%x4 ~2x" +X)

1

=—-4x’ —2-2x+1
2

=2x" —4x+1

=f(x)

Télloin kaikki integraalifunktiot ovat
Fx)=F(x)+C

:%x“—Zx2 +x+C

b) Funktion f erds integraalifunktio on Fj(x)=(1-m)x, silld

Fy(x)=D((1-m)x)
=l-n

=f(x)
Télloin kaikki integraalifunktiot ovat

F(x)=F/(x)+C
=(1-n)x+C



Vastaus  a) F(x)= %x“ -2x"+x+C

b) F(x)=(1-n)x+C
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a) Funktion f erids integraalifunktio on F,(x)= lx3 +x, silld
F(x) =D x' +1)
=x+1
=f(x)
b) Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)=[ f(x)dx

= [ +D)dx
=F,(x)+C

zlx3+x+C
3

¢) Integraalifunktion F kuvaaja kulkee pisteen (3, —5) kautta,

kun F(3)=-5. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan vakio C.
F(3)=-5

%-33+3+C=—5

9+3+C=-5
12+C=-5
C=-17

Kysytty integraalifunktio on F(x) = §x3 +x-17.



Vastaus  a) Esimerkiksi F,(x) = §x3 +x
b) F(x) :§x3 +x+C

c) F(x):%x3 +x-17
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2x* -3

2
S ===~

2

3
5
Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat

F(x)= [ f(x)dx

= j(%ﬁ —%)dx

Integraalifunktion F kuvaaja kulkee pisteen (-5, 1) kautta, kun
F(-5) =1. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan vakio C.

F(-5)=1

2 sy 3. _
S - (D) +C=1

—2-25+3+C=1
15
—%-25+C:—2
3
c=_6,30
3 3
c=2



Kysytty integraalifunktio on F(x) = % X’ —%x + % .

4
Vastaus  F(x) =lx3 —§x+4—
15 5 3
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Tutkitaan, onko F'(x) = f(x).
F(x)=xsinx+cosx

F'(x)=D(xsinx+cosx)
=1-sinx+xcosx—sinx

=XCOSX

=/(x)

Vastaus On
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Funktion f(x)=3x"—6 integraalifunktiot ovat
F(x) =] f(x)dx
= j (3x* - 6)dx
=3 -lx3 -6x+C
3
=x—6x+C

Integraalifunktion ddriarvoja voidaan tarkastella funktion f avulla,
koska F'(x)= f(x).

Mairitetddn derivaatan nollakohdat:

F'(x)=0
f(x)=0
3x*-6=0
3x° =6
x> =2

x:i\/z



Funktion f kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, jolloin

nollakohtien vilissd se saa negatiivisia arvoja. Laaditaan
kulkukaavio:

V2 V2
fix)  + — +

F(x)

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktiolla F'(x) on maksimikohta

x=—2 , Jossa maksimiarvo on —6, joten

F(—/2)=-6

(—/2) =6-(—2)+C=-6

22+6/2+C=-6
C=-6-42

Siis kysytty integraalifunktio on F(x)=x"—6x—6—4+/2 .

Vastaus  F(x)=x'—6x—6-42
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64dx 74.1,0
a)J;x —{ -Ex

6
=/2x2
2

=2.6°-2.2°
=2.36-8
=72-8

= 64

b) _jl(zxz —6)dx:Z(2%x3 —6x)

= Z(%)f —6x)

2 2
=22 2622 (=1’ +6-(-1
3 3()()
10 pi2

3 3

_B g
3

=6-18
=-12

Vastaus a) 64 b) —12
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Lasketaan ensin yhtélon vasemmalla puolella oleva mééritty
integraali.

f(3—2x)dx=2/a(3x—2-%x2)

:2/a(3x—x2)
=3-2a—(2a)’ —(Ba—-a?)

=6a—4a*-3a+a’

=3a-3a"

Ratkaistaan yhtédlostid a.

2a

j (3-2x)dx=0
3a—3a>=0
3a(l1-a)=0

a=0 tai 1—-a=0

a=1

Vastaus a¢=0 tai a=1
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Ratkaistaan milloin lauseke 2x —4 on epinegatiivinen.

2x—-42>20
2x >4
x=>2

IImaistaan integroitava lauseke paloittain ilman itseisarvoja.

|2 4| 2x—4, kun x > 2
x—4|=
-(2x-4), kun x <2

Lasketaan mééritty integraali. Integroitavan funktion lauseke vaihtuu
kohdassa x = 2.

j.|2x—4|dx:j(—(2x—4))dx+i(2x—4)dx

0 0

(—2x+4)dx+_[(2x—4)dx

6
(—2-lx2 +4x)+/(2-lx2 —4x)
2 , 2

Il
O~ O N O

(—=x* +4x)+ ; (x> —4x)

=22 14.2-(-0°+4-0)+ 6" —4-6—(2° —4-2)
=—4+8+36-24—4+8
=4+12+4=20

Vastaus 20
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Tehtdvén funktiot ovat jatkuvia, kun x > 0.
a)
3 dx = | 3x " dx
Jar=[3s
= 3I xdx
=3.(-)-x"+C
=—3+C

X
b)
jidx=3jldx
X X
:3ln|x|+C |x|:x, kun x>0
=3lnx+C

Vastaus
3
a) —+C, kunx>0
X

b) 3Inx+C, kunx>0
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Tehtdvén funktiot ovat jatkuvia, kun x > 0.

a)
[4fxdx

+
—_
Il

1
= J. x4dx uusi eksponentti

NIV

uusi eksponentti

n|lh M|~

b)

1
= J.2x 2dx uusi eksponentti — % +1 :%

uusi kerroin 2



Vastaus

a) %x4x+C, kun x >0

b) 4Jx+C, kunx >0
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a)
j(5x—2)7dx
:%J.S(Sx—2)7dx s(x)=5x-2 s'(x)=5
11 8 7 1
—g-g(Sx—Z) +C u(x)=x U(x)—gx

1
=—(5x-2)'+C
40 Y72

b)
J.x\/x2 + 5dx
1
= [x(x* +5) dr
1
= %J.2x(x2 +5)2dx s(x)=x*+5 s'(x)=2x

:%%(x2+5)2+c u(x) = x2 U(x)=

= %(x2 +5x*+5+C

X

W | N

Vastaus

1 8
—(5x=2)*+C
9 5Gx=2)

b) %(x2 +5WxP+5+C

8

N | W
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a)
ja—xfdx
:—lj—kﬂ—xfdx
:—ljéﬂ—xf
=—%jﬂ—xf

——(a-3-a-2)

7
3

b)

3
'2[1 X
3
1
S
=—1/mp—q
2

=—1-(In|3-1|-In|2-1))
=-1-(In2-0)
=—In2



1
1+x

dx

N Sy L0

1
I-(1+x) 2dx

1

2(1+x)?

Il
T~ NE—w

2

3
:/2\/1+x
2

—2(V1+3-+1+2)
=4-23

Vastaus

a —_—
) 3
b) —In2

c) 4-23
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a) Voidaan.
Sx+1 1 S5x+1 1 Sx+1
[e dx=—ISe dx=—¢e""+C
5 5

b) Ei voida. Sisdfunktion derivaattaa 2x ei saada muokattua
ulkofunktion eteen.

¢) Voidaan.
3 x* 1 3 x* 1 x*
jxe dx=—j4x e'dx=—¢" +C
4 4
d) Voidaan.

jeixdx:j3exc1x=—3j—1-exdx

=—3e"x+C=—%+C
e

Vastaus
a) leviic
5
b) eivoida
c) 1 e’ +C
4
d - 3 +C
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Ratkaistaan funktion f(x)=5-¢" nollakohta.

5-¢"=0
e' =5
x=In5

Koska funktio f on epdnegatiivinen vélilld [0, In 5], niin pinta-ala
on madratty integraali.

In5

A= [ (5-e")dx

In5

=/ (5x—¢")

=(5In5-¢e")—(5-0-¢")
=5In5-5+1
=5In5-4

Vastaus

5In5-4
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a)
j sin(8x — )dx
= % j 8sin(8x — )dx s(x)=8x—1 s'(x)=8
=%(—cos(8x—l))+C u(x)=sinx U(x)=-cosx

= —écos(8x -1)+C

b) j(scosx+1)dx=5smx+x+c

Vastaus
1
a) —gcos(8x—1)+ C

b) Ssinx+x+C
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(2sinx —cos2x)dx

A —o

ISR

2sin xdx — J-cos 2xdx

p\:t_.w\;l

13

19.12.2017

g T[
ZI 1nxdx——j2cos2xdx
: :
: =
=2 /(—cosx)— E/s1n2x
: :
T w. 1( . T ) T
=-2(cos —cos —)——| sin(2- 5 —sin(2 - —
( 5 4) 2( ( 2) ( 4)j
1
=2.0-—)——-(0-1
( \/—) 2( )
_2 .1
V202
2
Vastaus

1
24—
V2 2
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a)

j sin xcos” xdx

=-1 'f—sinx‘(cosx)“dx

= —1%(c0sx)5 +C

:—lcossx+C
5
b)
j c9s;c dr
3sin” x
1 .
—chosx-(s1nx) dx
1 NN
:g-(—l)-(smx) +C
=— 1 +C
3sinx
Vastaus
|
a) ——cos’x+C
5
1

by -

—+C, kun0<x<m
3sinx
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Funktio f(x)=4e" —e’* on kaikkialla jatkuva.

Maédritetdédn integraalifunktiot (laskimella).
X 1 3x
F (X ) =4e" — E e’ +C

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat (laskimella).

4e" - =0
e'(4-e")=0
e"=0 tai 4—e> =0
ei ratk. e =4
2x =In4
x=In2=0,69

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

In 2

x| Alx) | merkki

0 3 + f(l") + -

1 —9,21 — F(T) / T
max

Funktio F saa suurimman arvonsa kohdassa x =In2.
Suurimman arvon tulee olla 5.



Ratkaistaan C.
F(n2)=5

4eln2 _%e3ln2 +C:5

8—§+C=5
3
c=-1
3
Saadaan
X 3x 1
F(x)=4e" ——¢" ——.
3
Vastaus
1

F(x)=4¢" —%e“ ——

AY (in2 5)
+ F(X)
J/‘I
. d
l
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.y 1
on madritelty, kun x # 5

a) Funktio f(x)=
2x—1

Maiiritetddn integraalifunktio valillda x > %
1

2x -1

—%ln|2x—l|+C 2x—1>0, kun x>%

dx

F(x)=|

= lln(2x -H+C
2
Maiiritetddn integraalifunktio valilld x < %
1

2x

:%In|2x—l|+D 2x—1<0, kun x<%

F(x)=| —dx

:%ln(l -2x)+D



b) Médritetddin integroimisvakiot.
. 1
Piste (0, 0) kuuluu alueeseen x < 5

F(0)=0
%ma-zm»+D=0

D=0
. 1
Piste (1,5) kuuluu alueeseen x > 5

F(l)=5

%ma&-u+c:5

Cc=5
Vastaus
1 1
—In(2x-1)+C, kun x >—
2 2
a) F(x)=17 )
—In(1-2x)+ D, kun x <—
2 2
1 1
—In(2x-1)+5, kun x>5
b) F(x)= f 1
—In(1-2x), kun x <—
2 2




Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

K28

a) Sievennetddn funktion lauseketta.

2
Inx _ 2Inx :2-l-lnx
X X X

Funktio on médéritelty ja jatkuva, kun x > 0.

Integroidaan.
2
J-lnx dr
X
1 . , 1
:J.Z-—-(lnx) dx s(x)=Inx s'(x)=—
X X
1 2 | 1 2
:2-E(lnx) +C u(x)=x U(x)zzx
=(lnx)*+C

Saadaan (Inx)*+C, missd x > 0.



b)

Sievennetain funktion lauseketta.

2
tan” x

- = (tan )c)2 -—
sin x sin x
_ [ sinx ]
CcOs X sin x
_ (sinx)® 1

 (cosx)’ sinx

sin x

 (cosx)?

=sinx-(cosx)”

Funktio on médéritelty ja jatkuva, kun 0<x<—.

Integroidaan.

tan® x
J—de
sin x

= jsinx-(cosx)*2 dx
:—IJ.—sinx-(cosx)*zdx s(x)=cosx

=—1-(=1)-(cosx)" +C u(x)=x"

:1+C
Cos X

s'(x)=—sinx

U(x)=-1-x"



Vastaus

a) (Inx)*+C, missi x>0

b)

- i
+C,missd 0<x<—
CcOS X 2
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a) Funktio f(x)= 1; .

+|x
Nimittdja 1+|x| >0 kaikilla x.
Funktio f on méidritelty ja jatkuva kaikilla x.

Poistetaan itseisarvomerkit.

%,kun x>0

+

f(x)= 1’“
—,kun x<0

1-x



b) Lasketaan integraali.

[Feyde= [ fyde+ [ f(x)dx

=1 [ o] [

:—Lzmﬂ—x)+bnﬂ+x)
= —1-(In(1 = 0) = In(1 - (=1))) + In(1 + 1) = In(1 + 0)

-1-(0-In2)+1In2-0

=2In2

Vastaus

L ,kun x>0

2) f(x)= ”1"
—,kun x<0

1—-x

b)21n2
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a) Olkoon f(x)=|cosx| valilla ]0, m«[.
Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

|cos x| =0

cosx=0

T - .
x =—+nm, missi n on kokonaisluku

Vililla 10, n[ on vain nollakohta x = g .




T .. .
b) Kun 0<x£5,nnn cosx>0 ja |cosx|=cosx.

T .. )
Kun E<x<n,nnn cosx<0 ja |cosx|:—cosx.
Saadaan

COS X, kun0<xﬁg
S(x)=

T
—cosx, kun E<x<n.



¢) Médritetddn integraalifunktio vililld 0< x < g

F(x) =Icosxdx =sinx+C

Ratkaistaan vakio C.

T 1
F(S)=—=
(6) 2

LT 1
sin—+C=——
6 2
C=-1

Maiiritetddn integraalifunktio valilla ) <X<T.

F(x) :j—cosxdx:—sinx+D

Ratkaistaan vakio D. Koska funktio F on derivoituva, sen tulee olla

jatkuva myos kohdassa g

lim F(x)= F(g)
x>+

lim (—sinx+ D) = sing—l

xa5+
“1+D=1-1
D=1



Integraalifunktio on siis

sinx—1, kun 0<x£§

F(x)=
—sinx+1, kun g<x<n
Vastaus
T
a) x=—
) 2
T
cos x, kunO<xS5
b) f(x)=
s
—cosx, kun E<x<n.
) T
sinx—1, kun O0<x<—
) F(x)= ’
) T
—sinx+1, kun 5<x<n
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Ainakun f(x)=0, pétee

[ £ f (x)dx = [ 1de

%f(x)2 =x+C

f(x)>=2x+2C

f(x)=+42x+2C
Koska f(2)=1,niin f(x)=+2x+2C.

Ratkaistaan vakio 2C.

f@=1
V2-2+2C =1

2C=-3

Saadaan f(x)=+/2x—3 . Funktio on méiritelty, kun x> %

Vastaus

f(x)=+2x—-3, missd x Z%
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a) Koska hyttysten mééran kasvunopeus f'(x)
on suoraan verrannollinen hyttysten mairdan f(x),
niin niiden suhde on vakio £.

[ L gy [ e
S(x)
In|f(x)|=kx+C Hyttysten madrd f(x)>0.
Inf(x)=kx+C
f(x) — ekx+C
=eM.e D =¢"
= De"

Ratkaistaan vakiot D ja k.

f(4)=1000
£(0)=100 100- ¢ =1000
D-e¢" =100 e’ =10
D =100 4k =1In10
0
4

Hyttysten mééran ajanhetkelld x tuntia tapahtuman alusta ilmaisee
In10

funktio f(x)=100e *




b) Lasketaan hyttysten miéra ajanhetkelld x = 5.

lnIOA

£(5)=100¢ * ~=1778,28... ~ 1800

Vastaus
In10

a) f(x)=100e *

b) noin 1800
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) ff(x)dx
C
1 A y T
1 \%
|
y|=f(x)

Perustelu: f(x)>0 vililld [1,4].

2) —i S (x)dx
E
ﬁ.\A y yl= f(x)
X
| >
N_V

Perustelu: f(x)<0 vililld [1,4].



3) [ fdx—[ f(x)de

A

AT T y=fw

Perustelu: f(x)>0 valilla [1,3] ja f(x)<0 vililla [3,4].

4 [(f(x)-g(x))dx

F

A y=10),
/ Dy X
/1 = 00 g

Perustelu: f(x)>g(x) vililld [1,4].



) [(g(0)-f(x))d
B

AY y

B Vs
y =3 f0x)

Perustelu: g(x)> f(x) vililld [1,4].

I
‘o
—
X

6) [(f(x)-1)dx

D

AV

1 /vy X
/1
7 y|=1i(x)

Perustelu: f(x)>1 vililld [1,4].

Vastaus 1-C,2-E,3-A,4-F,5-B,6-D



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 22.12.2017

Ay

Y %

(9]

y:0,2x2—x—10

Integroimisrajat saadaan paraabelin ja x -akselin leikkauskohdista.

0,2x* —x—-10=0

x=-5 tai x=10

Vililld [-5,10] kayré on x -akselin alapuolella. Lasketaan alueen
pinta-ala.

10
A:—j(o,zxz—x—lo)dx
-5

_22
2
=112,5~110 (m?)

Vastaus 110 m?
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a) Piirretdédn alueen kuva.

A

| -
_1_2
1 kb
1
=513




b) Integroimisrajat saadaan kdyrien ja x-akselin leikkauskohdista
sekd kdyrien leikkauskohdasta.

l—3=O 1-
X

= =N

I
\S] S
I
|
(O8]
I
—
!
I

X =

1
3

Vililla [%, %] aluetta rajaa kiyri y = 1 3 javalilla [%, 2]
X

aluetta rajaa kdyrd y=1— 2 . Alue on x-akselin alapuolella.
X

Lasketaan alueen pinta-ala.

4

: 1 )
A=—[(==3)dr—[(1-2)dx
1 X 3 X

3

=8In2-4In3 (~1,2)

Vastaus 8In2-4In3
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2 Y
Yy = C0S2x — cosx

Selvitetdén kdyrén ja x -akselin leikkauskohdat.

cos2x—cosx=0
COS2X =CoS X
2x=x+n-2n tai 2x=-x+n-2x
x=n-2n tai 3x=n-2mn
271
xX=n—

3

Leikkauskohdista vain x = 2775 (n=1) kuuluu vilille [0, n] .



Pinta-alaa rajaava kdyréd saa tarkasteluvélilld sekd positiivisia ettd
negatiivisia arvoja, joten integroidaan osissa.

2n
3 n

A=—'[ (cos2x—cosx)dx+j (cos2x—cosx)dx
0 i

3

33,33

4 4

33

2

Vastaus 2
2
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a) Piirretddn kdyrdt sekd niiden rajaama alue.

Ay\

> |u-|//

b) Integrointirajat saadaan kéyrien leikkauskohdista.

iz—x+6
x

x=1 tai x=5

Kuvan perusteella pinta-alaa rajaa ylapuolelta suora ja
alapuolelta hyperbeli. Lasketaan alueen pinta-ala.

p 5
A=[(=x+6-")dx
1 X

=12-5In5 (=~3,95)

Vastaus 12-5In5
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld kuva.

Integroimisrajat on funktioiden kuvaajien leikkauskohdat.

¥ —4x’=-x-6

x=-1 tai x=2 tai x=3



Kuvan perusteella vililld [-1, 2] aluetta rajaa ylédpuolelta funktion /
kuvaaja ja alapuolelta funktion ¢ kuvaaja. Vililld [2, 3] aluetta
rajaa ylépuolelta funktion g kuvaaja ja alapuolelta funktion /
kuvaaja. Lasketaan alueen pinta-ala.

A= [ (X —4x—(—x=6))dr+ [ (=x 6= (x’ —4x"))dx

2 3
:J.(x3—4x2+x+6)dx+.|.(—x3+4x2—x—6)dx
—1 2

g3
6 6

Vastaus 1 1%
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.
ly 2 B 5 .
— y=by—a
r=—y +9y
4
3
2
1
0 LN
0 1 2 3 4 5 6

Kuvaaja on vasemmalle aukeava paraabeli. Alueen pinta-ala saadaan
integroimalla muuttujan y suhteen. Ratkaistaan kdyrén yhtélostd x.

y'=5y-x
x=-y"+5y

Integroimisrajat saadaan kdyrén ja y -akselin leikkauskohdista.

-y +5y=0
y=0 tai y=5
Lasketaan alueen pinta-ala.
p 125 5
A=|(-y*+5y)dy=—==20=
{( y +5y)dy 5 6

Vastaus 20%
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Lasketaan suorakulmion
pinta-ala.

A =4-2=8

05°Ay

Ratkaistaan kdyrén ja suorakulmiota ylhiilté rajoittavan suoran

y =2 leikkauskohta.

0,5"=2

x=-1

Kayrin ylépuolella oleva
suorakulmion osa on suoran

y=2 jakdyrin y=0,5" vililld
[-1, 2] rajaama alue. Lasketaan
alueen pinta-ala.

2
A=[(2-0,5")dx
-1

=6-— 7 (=3,4752..))
4In2

Lasketaan pinta-alojen suhde.

7
A7 42 g 4344, ~43%
y 8

N

Vastaus 43%

0,5*/

yl=

[ =
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld kuva. Alue voidaan jakaa
kahteen osaan esimerkiksi y-akselin suuntaisella suoralla x = a

(missd 0 <a<4).
Vy

10

15

-2

0 1 2 3 4 5

r=a x =4

Kéyréin ja x-akselin vélilld [0, a] rajaaman alueen pinta-ala tulee
olla yhtd suuri kuin kdyrén ja x-akselin vililld [a, 4] rajaaman
alueen pinta-ala. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan a.

j(1+15(x+1)2dx=j(1+15(x+1)2dx

15 +a+15=
a+l1 a+l1

a=-2J6-4 (~-8,9) tai a=26-4(x0,9)

5 Ratkaistaan
—a+1

laskimella.

Koska 0 <a <4, niin a =26 —4. Siis alue voidaan jakaa kahteen

pinta-alaltaan yhtéd suureen osaan suoralla x = 276 4.

Vastaus Jaetaan alue pystysuoralla suoralla x = 276 - 4.



TAPA 2

Alue voidaan jakaa kahteen osaan my0s vaakasuoralla
suoralla y=a.

i

10

15

y=1+15(zx +1)*

Ratkaistaan integrointia varten kilyrin y =1+15(x+1)" ja suoran
y =a leikkauskohta.

1+15(x+1) 7 =a

J15

Koska 0 <x<4,niin x=-1+ T
a—




Kiyrin y =1+15(x+1)7 jasuoran y=a rajaama alue tulee olla
puolet koko pinta-alasta. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan a.

Jis

Ja1
j (1+15(x+1)” —a) dx =

—1+

(1+15(x+1)7 ) dx

O ey

1
2
a=20-4/15 (#4,5) tai a=20+415 (235,5)

Kuvan perusteella néistd vain a = —415+20 (=4,5) kiy
ratkaisuksi. Alue voidaan siis jakaa kahteen pinta-alaltaan yhta
suureen osaan myos suoralla y =20- 4415 .
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a) Hahmotellaan tilannetta piirtimalld funktion v(¢)=20-2¢
kuvaajan ja t-akselin vélilld [0, 8] rajaama alue.

Y

)

15

10

Lasketaan alueen pinta-ala.

A=[v)dt

(20 -2¢)dt

O Ot O S0

6

Kappaleen kulkema matka on siis 96 m.



b) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld funktion v(¢)=20-2¢
kuvaajan ja t-akselin vélilld [0, 8] rajaama alue.

Y

\

Maédritetdén inegrointia varten funktion v nollakohdat.
—-0,2¢> +1,2t =0
t=0 tai t=6

Tarkasteluvililla funktio v saa sekd positiivisia ettd negatiivisia
arvoja, joten lasketaan alueen pinta-ala osissa.

A

v(t)de - [v(t)de

8
(=0,26 +1,20)dt - [ (=0,2¢> +1,2¢)
6

— o — o OO

0,1
Kappaleen kulkema matka on siis 10,1 m = 10 m.

Vastaus a) 96m b) 10 m



Huomaa: b-kohdassa nopeus on aikavililld [6, 8] negatiivinen.
Silloin kappale liitkkuu pédinvastaiseen suuntaan kuin
aikavililld [0, 6]. Kappaleen kulkema matka on
molempiin suuntiin edettyjen matkojen summa.
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Maiiritetddn kuvaajan piste, johon tangentti piirretdan.

1
y=fla)=—
a
Tangentti piirretddn pisteeseen (a,—), missd a > 0.
a

Funktion f(x)= 1 kuvaajalle kohtaan x =a piirretyn tangentin
X

kulmakerroin k= f’(a). Derivoidaan funktio ja lasketaan
kulmakerroin.

f)=-
X

, 1
k=f(a)=-——
a
Muodostetaan tangentin yht&lo.

y=fla)= f'(a)(x-a) Y=Yy =h(x=x)



Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

\Y

SR

Maédritetddn tangentin ja x -akselin leikkauskohta.

—sz+2:0
a a
x=2a

Lasketaan alueen pinta-ala.
T 12
A= [(C=(—x+ )dx
© X a a
2a
= an izx ~2)dx
© X a a

=1n2—l
2

Alueen pinta-ala on siis aina In2 — 5 joten pinta-ala ei riipu

kohdasta, johon tangentti piirretddn. o
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[ S T VS B SV B e

Vastaus

17171
3
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Vastaus
27 l b1
15
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2
a) V=n_[y2dx
1

2 1
1 ad o -
= n!(zxz)zdx :

Vastaus a) l 1 i b) 3 3 i
20 4
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Maiiritetddn kdyrien y =+/4x
2

ja y= % leikkauspisteet.

x2
4
64x = x*

x=0 tai x=4

4x =

V=nI(\/E)2dx—ni(%2)2dx

4 4 4
=nI4xdx—nIx—dx
o o 16
96
=—n
5

:19ln
5

Vastaus 19 % T

&
S

N
S
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Kayrd y=sinx, missd 0<x <2n, pyordhtdd x-akselin ympéri:

._2.-- ______ F —ie —te i -

_______ o———




Lasketaan molempien pydrdhdyskappaleiden tilavuudet.

Vastaus

2
T
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V= [ A(x)dx

n(sin x +2)
3

dx

o'—.oo S ey 0

8
T
E!(smx+2) dx

=42,572... (dm’)

Taidemaljakon tilavuus on 42,572... dm’~42,6L.
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(z,y)
a a
60°
a a
2 2

Madéritetddn integroimisrajat.

x=3 tai x=-3

Merkitddn kohtaan x piirretyn tasasivuisen kolmion sivun pituutta
kirjaimella a. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°.

Tasasivuisen kolmion korkeus on y =9 —x?.



Kolmion pinta-ala on

&

A(x)=la-a-sin60° sin60° = —
2 2

. \3

2

1
=—a
2
_3
=—a".

4

Miéiritetddn kolmion sivun pituuden nelid a”> Pythagoraan lauseen
avulla.

—+y =a
2
3a® 92
— =9 —-x
2 ( )

2 4 25\2
a=—09-x
3 )



Lasketaan kappaleen tilavuus.

3

V= [ A(x)dx

= | —a’dx c12=%-(9—xz)2

Vastaus

4323

5
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‘ 1/
} o
}/:Tl}(l
2 RN e
- Vi hY yd \
I AY Vi A\
f \
| \
3 f \
< | \
| 1
I \
| |
1 [| |
! | 1
: =

Siniset suorakaiteet antavat pinta-alalle alarajan
A>1-24+1-22+1-24="17.

Punaiset suorakaiteet antavat pinta-alalle ylirajan
A<2-32+1-24+2-32=152.

Onsiis 6 <4 <20 (a) ja 4<16 (c).

Kuvan perusteella ei voi todeta, ettd 4 > 13.

Vastaus a, ¢
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M2

Piirretdsn funktion f{x) =x>—4x + 6 kuvaaja.

Kuvan perusteella alasumma

s3=A1)-1+A2)- 1+A2) - 1=7

ja yldsumma
S;=f0)-1+A1)-1+A3)-1=12.

Onssiis S3 —s3 =12 -7 =15, joten ainoa oikea vaihtoehto on c.

Vastaus C
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M3
AY
v =f(x) \\
\ a X
\ > // ] “‘n‘\ >

Kuvan perusteella saadaan seuraavaa.

j;f(x)dxzij(x)dx+j;f(x)dx:—¥+¥:0

if(x)dxsz(x)dx+jf(X)dx+if(x)dx=—;+;_;=2_

Tf(X)dxz:[f(x)dx+ij(x)dx+1J:f(x)dx=%_%+%=11%

Ainoa oikea vaihtoehto on siis a.

Vastaus a
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M4
A =13, A,=11 ja A, =68

AY

y = fix)

\| / AIVHZ

Y

10
[ f(x)de=a+4,— 4 =13+11-68 =44
-1

10
[f)dx=4,-4,=11-68=-57 ja
3

[ fydr=a+4,=13+11=24

3 6 10

jf(x)dx+jf(x)dx—jf(x)dx —A+A4—(-4)=13+11+68=92
-1 3 6
Ainoa oikea vastaus on siis c.

Vastaus c
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M6
F(x)= I(sinx —e"™Mdx
=—cosx—e"+C
F(0)=0
—cos0—e""' +C=0
—-1-e+C=0
C=e+l

F(x)=—cosx—¢™" +e+1

Vastaus C
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M7

D( 2x +CJ=D 2x +0
x +1 x +1
_ Dx(x*+1)—x-D(x* +1)
(x* +1)°
_1-(x2+1)—x~2x
(x* +1)°
1-x

N

Eli vastaus b on oikein.

Funktio f on my0s jatkuva kaikkialla (nimittdjdlla ei ole
nollakohtia). Siis myds vastaus ¢ on oikein.

Vastaus b ja c



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

M8
4
I(le —3de
3

=I(Ex4 —3jdx
3

10

3

-lx5—3x+C

:2x5—3x+C
3

B 2x°=9x+ D
3

Vastaus bjac
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Funktio on selvésti jatkuva kaikkialla, joten a-kohta on oikein.
Polynomin (3—2x”)" korkeimman asteen termi on 14. astetta.

Integraalissa suurin potenssi on yhtd suurempi eli 15. Siis myos b on
oikein.

Vastaus a ja c
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Koska funktio F' on funktion f integraalifunktio, niin F'= f
kaikilla x. Siis vastaus b on oikein.

Vastaus b
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M11
2 2
j 3x’de = /x° (b)
1 1
=8-1
=7 (a)

Vastaus a ja b
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M12

Jos F'(x)= f(x) ,niin F on funktion f erds integraalifunktio.
Talloin

[ fr)dx = /F(x) (0)

=F(b)-F(a)  (b)

Vastaus b ja c
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Vastaus b
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M14

j (5x—7) dx

_1 3

—§I5(5x—7) dx
11
5 4

Gx-7)*+C

1 4
=—0Bx-7)"+C
70" )

Vastaus c
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Vastaus bjac
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M16

In3

2x
I e "dx
0

In3

1 .
=E_([2ezdx

Vastaus bjac
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_[ sin 2xdx
= %J. 2sin 2xdx

1
=——cos2x+C
2

Vastaus C
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M18

(sinx —cos x)dx

ot— s

T
2

= /(=cosx —sinx)
0

=—1+1=0

Vastaus b
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M19
2
[~
1
jz;m

=2In|x|+C

Vastaus c
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M20

2
Ixzjldx
= j 2x(x* +1) " dx

=In(x*+1)+C

Vastaus b
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M21

AY y=fx)

Koska funktion f kuvaaja on vélilld [1, 2] x-akselin alapuolella ja
valilla [2, 3] x-akselin yldpuolella, niin alueen pinta-ala saadaan
madratylld integraalilla.

A=~ f(de+ [ f(x)dx

Vastaus b
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M22

Koska aluetta alapuolelta rajaava kédyrd vaihtuu, lasketaan alueen
pinta-ala osissa.

A=[ (=% +4x—1—(2x + 4)dx + [ (~x" +4x—1-(x - 5))dx

P LI Lasketaan méarityt
= [(=x* +6x=5)dx+ [ (—x* +3x+4)dx L
1 2 integraalit laskimella.

ER

7=
2 2

Vastaus b
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M23

Integroidaan muuttujan y suhteen, jolloin integroidaan 2:sta 3:een.
Ratkaistaan integrointia varten kayrdn yhtdlostd x, jolloin y on

muuttuja.
= lx +1 2
4 2

2y=x+2
x=2y-2

Koska alue on y-akselin oikealla puolella sen pinta-alan kertoo
madritty integraali

A=j(2y—2)dy.

Vastaus ¢
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<

I

.

x
Y x

a-kohdan yhtél6 on oikein. Funktion f kuvaajan ja x-akselin
rajaavat vililld [1, a] ja [a, 8] pinta-alaltaan yhtd suuret alueet.

[ fCode=] finae

b-kohdan yhtdlo on oikein. Funktion f kuvaajan ja x-akselin
rajaavat vélilld [1, a] alueen, jonka pinta-ala on puolet fuktion f
kuvaajan ja x-akselin vélilld [1, 8] rajaaman alueen pinta-alasta.

] e

jﬂmM=§

c-kohdan yhtél6 on oikein. Funktion f kuvaajan ja x-akselin
rajaavat vililld [a, 8] alueen, jonka pinta-ala on puolet fuktion f
kuvaajan ja x-akselin vélilld [1, 8] rajaaman alueen pinta-alasta.

iﬂﬂm=%ifwﬂx

Vastaus a, b ja c
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Alue on kahden funktion kuvaajan rajaama alue.

Vililla [a, c] aluetta rajaa yldpuolelta funktion f kuvaaja ja
alapuolelta funktion g kuvaaja.

Vililla [c, e] aluetta rajaa ylépuolelta funktion g kuvaaja ja
alapuolelta funktion f* kuvaaja.

Alueen pinta-alan kertoo mééréitty integraali
A=[(f(x)=g(x))dx+ [(2(x) = £(x))dx

Vastaus b
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M26
Ay | y=x
y=12_~
//
1 y=nx
X
| >

Jos integroidaan muuttujan x suhteen, niin vililld [1, 2] aluetta
rajaa yldpuolelta suora y =x ja alapuolelta kdyrd y = Jx . Vililla
[2, 4] aluetta rajaa yldpuolelta suora y =2 ja alapuolelta kdyra
y= Jx . Pinta-alan ilmaisee siis madritty integraali

(x—\/;)dx+i(2—\/;)dx. (b)

2

A=

—_——

Jos integroidaan muuttujan y suhteen, niin vélilld 1 <y <2 aluetta
rajaa oikealta kdyrd y = Jx eli x= y* (missi y >0) ja
vasemmalta suora y =x eli x =y. Pinta-alan ilmaisee siis mééritty
integraali

A=[(y-y)&v  (©

Vastaus b ja c
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M27

Kun funktion f kuvaaja vililld [a, b] pyordhtdd x-akselin ympéri,

b
syntyneen pyordahdyskappaleen tilavuus on V' = nI (f(x))dx.
Siis vastaus ¢ on oikein.

Vastaus c
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M28

¥

/1’\\; —x? +[2
/N L

/L

Pyorahdyskappale on ontto.
Kohta a on oikein.

"'F!h:

Pyoriahdyskappale mahtuu origokeskisen 2-sdteisen pallon siséén.
Kohta b on oikein.

1-siteisen pallon tilavuus on V, =7-1> =m.

Pyorahdyskappaleen tilavuus on
1 1

v, = nj (=2x% +2)*dx — nj (—x* +1)°dx
-1 -1

:3%n>nle

Kohta ¢ on oikein.

Vastaus a,bjac
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-7--15

N\\\222% |

Asetetaan kartion huippu origoon ja pohjan keskipiste y-akselille.
Talloin pyordhdyskappale mahtuu kartion sisédén. Kohta a on oikein.

~

I

a
—— —
=
o
<

‘y:\/;, joten x = y°.

I
A
=
<
[’S)
N
[’S)
&

Il
a

St — Oty — o
<
ol
<

Il
w|a

Kohta b on oikein.

Vastaus a ja b
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Ulkokuorta rajaa kiyrd y = x? ,joten x> =2y.

Siséosaa rajaa kilyrd x=y,joten x’=y’.

Pyorahdyskappaleen tilavuus on

2 2
V =V, =V = 7| 2y = ydy .
0 0

Siis vaihtoehto b on oikein.

Vastaus b



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

M31

X
=

Integroimisrajat ovat 1 ja 4. Siis a-kohta on véérin.
Kyseessi ei ole pyordhdyskappale, joten my0s b-kohta on vairin.

c-kohta on oikein.

Vastaus C
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Pyorahdyskappaleen sdde y on puolet nelion ldvistdjastd. Nelion

pinta-ala kohdassa x on A(x)=4- % =2y =2(x" +1)°.
Kappaleen tilavuudeksi saadaan
3 3
V= [ ACr)de =] 2(x* +1)dx
-2 -2
Kohta b on oikein.

Vastaus b



Al

madritelty, kun x> —1.
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x>—1.

F'(x)=D(x+4 +1In(x +1))

Tekija e Pitkd matematiikka9 e 20.12.2017

:1+0+L
x+1
x+l)1 1
= —+
1 x+1
_x+1 1
x+1 x+1
_x+1+1
x+1
_x+2
x+1
=f(x)

Funktiot F(x)=x+4+In(x+1) ja f(x)=x+?
X+

ovat molemmat

On osoitettu, ettd funktio /' on funktion f integraalifunktio. o
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A2

"o L PR
a) :[1(2)6 —4x)dx=/1(2-zx —43x)
—}(lx“—sz)
D)

| 2 1 4 2
= (573 -2:3) =D -2-(D)

2 2 2 2 2

b) i(\/;+x2)dx = j(x; +x%)dx

32 301
= /(Zx2+=x’
{(3 i )
1
x'x2 +=x%)
3

I

Wi W

3 1
[(Zx3x +=x7)
1
2 1 2 1
= (=33 +=3) - E W += 1
G 373G ;D)
=2J3+9-1=23+8

Vastaus a)24 b) 243 +8
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A3
a) J.(sin 4x —cos2x)dx = J.sin 4xdx — J.cos 2xdx

=lj4sin4xdx—lj2cos2xdx
4 2

= l(—cos4x)—lsin2x+ C
4 2

= —lc0s4x—lsin2x+ C
4 2

b) j et ldy = % j 3x%e" dx

_Leic
3

Vastaus a) —%cos 4x - %sin 2x+C

b) le"t1 +C
3
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A4
a) j (x*V2x* +7)dx = % j 8x°(2x* +7)2dx

3

2x* +7)?

0| —
(SVR )

_ L 2xt+ N2xP + 7+ C
12

X 1 10x
b dx = —
) I1+5x2 107 1+5x2

:%In|1+5x2|+C 1+5x%>0 kaikilla x

:iln(l +5x°)+C
10

Vastaus  a) $(2x4 +7N2x* +7+C

1
b) —In(1+5x))+C
)IOH( x°)
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AS

Funktion f(x)=+/6—3x Ay

kuvaajan ja x-akselin viélilla

[-1, 2] rajaama alue on x-akselin

yldpuolella. NJI= fo0)
N
Alueen pinta-ala on titen yhti suuri 1 \
kuin funktion f miiritty integraali X
—1:std 2:een. >

2 2 1
.[\/6—3x =—%j—3(6—3x)2dx
-1 -1

-5 /(2(6 31)7)

__g.;((s—sx)ﬂ)

= 2((6-3-2¥6-32~((6-3-(-D)6-3-C-D))
2

:_5(0—9@)

2

-2.9.3-¢
9

Vastaus A4=6
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A6

a) Lasketaan maaritty integraali.

! 1
J;(x2 —ax)dx = _/2(%)63 —%axz)
1 1

3 , (1 ;1 2
:?1 _E.a.l _(E.(_z) _E.a.(—Z)j

:l—la+§+2a

3 2 3

3
=—a+3
2
Ratkaistaan saatu yhtalo.

3a+3:6
2



b) Lasketaan médritty integraali.

_a[ez"dx = %j}éez"dx

0

_ 19
_2 ée
:%.(6211_60)
:%.(620_1)

Ratkaistaan saatu yhtilo.

%-(&“—1):4 2
e’ —1=8
e’ =9
2a=In9 2

2
a:1n9:ln3 =’Zln3:ln3

2 2 7

Vastaus a)a=2 b) a=In3
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A7
Maiiritetddn funktion f(x)=e " —cos4x integraalifunktiot.
F(x)= I(e‘x —cos4x)dx

=—c" —lsin4x+ C
4

Maédritetddn vakion C arvo siten, ettd F(0) = 1.
F0)=1
I
—e —Zs1n(4-0)+C =1

Ji-Liosc-t
4

C=2

Integraalifunktio on F(x)=-e " — %sin 4x+2.

Vastaus F(x)=-¢ " - lsin 4x+2
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A8

a) Maédritetddn funktion lauseke laskemalla méératty integraali.

1
f(x)= I(2x —4¢)dt Integroinnin muuttujana ¢.
0

= }(sz—zﬂ)

=2x-1-2-1"=(2x-0-2-0%)

=2x-2

Ratkaistaan funktion nollakohdat.
2x-2=0
2x=2

x=1



b) Médritetddn funktion lauseke laskemalla miarétty integraali.

1
f(t)= J-(2x —4¢)dx Integroinnin muuttujana x.
0

1
= /(x* —4tx)

0
=12—4t-1—(02—4t'0)

=1-4¢

Ratkaistaan funktion nollakohdat.

1-4t=0
—4 =1

1
t=—
4

Vastaus a)x=1 b) ¢ :%
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A9

a) Ratkaistaan funktion nollakohdat.
f(x)=0
|sinx - cosx| =0
sinx—cosx =0
sinx =cosx |: cosx (#0)

tanx =1

T
X=—+n-m
4

Vililld [0, ] on vain nollakohta x = %



b) Funktion f ainoa nollakohta vililld [0, ] on x = % Koska
sin0—cos0=0-1=-1<0 ja sint—cost=0—-(-1)=1>0,

.. . T
niin sinx—cosx =0 , kun Zﬁxﬁn.

Itseisarvon méaaritelmén mukaan funktion f lauseke on

) T
—(sinx—cosx), kun 0<x<—

.l;

Jx)=

) T
sinx —cos x, kun Z<x£n

T

—sinx +cosx, kun 0£x£4

. o
sinx—cosx, kun Z<x£7t



c) Lasketaan médaritty integraali.
T % T
j F(x)dx = j (—sin x + cos x)dx + j (sin x — cos x)dx
0 0 x

4

= /(cosx +sinx)+ /( COSXx —sin x)

g

4

O\M:i

(cosE +sin— - (cos0+sin 0))
4 4

: T .T
+ (—cosn —sinm— (—cos——sm—))
4 4

1
\/7 \/7 -(1+0)-(-1)-0- (_T_\f

2 -1+1+—=

2 2
2 V2
Dy _i_z\/i

= T
Vastaus

—sinx+cosx, kun Oﬁxﬁg
a)% b) f(x)= c) 242

) T
sinx—cosx, kun Z<x£n
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Al0

a) Ratkaistaan polynomin P nollakohdat.

P(x)=0
¥ +x-2=0
x_—li\/12—4-1-(—2) _—1+3
2-1 2
L Nt
2 2

P(x)=x"+x-2 axz+bx+c:a(x—x1)(x—x2)

=1-(x-D(x-(-2))
=(x-1D(x+2)



b) Ratkaistaan vakioiden 4 ja B arvot.

1 4 N B
P(x) x-1 x+2

1 A4 N B
(x-D(x+2) x-1 x+2

I AM(x+2)+B(x—1)M
9/147 9/:47

1= A(x+2)+B(x—-1)

|-(x -1(x+2)

1=4Ax+2A+Bx—-B

1=(A+B)x+24-B

Yht&lo on tosi, kun 4 +B=0 ja 24 — B = 1. Ratkaistaan
yhtilopari.

A+B =0
+

2A-B=1

34 =1



¢) Integroidaan funktio
P(x)

1 1

gl e

— x+2

1 1 1
=395

1
x+2

dx

1 1 x—=1>0 ja
=—In|x-1|-=In|x+2[+C
3 3 x+2>0

=%ln(x—1)—%ln(x+2)+ C

:%UMx—D—m@+2D+C

1, x-1
=—In
3 x+2

+C, kun x>2

Vastaus a) P(x)=(x-1)(x+2) b) A=§ ja B=—%
¢ LmX=!
3

+C, kun x>2
x+2
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B1

Opiskelija ei tutkinut, onko alue x-akselin ylépuolella vai
alapuolella.

Hahmotellaan tilannetta y
piirtdmalla funktion 1, ) = f(z)
f(x)=x"—x*—6x kuvaaja. 31—

Nollakohdat opiskelija on
ratkaissut oikein. 0

Kuvasta havaitaan, ettd funktio

saa sekd positiivisia ettd -2
negatiivisia arvoja valilld [-2, 3]. -3
Alueen pinta-ala pitdi laskea siis 7
kahdessa osassa.
-5
-6
-7
-8

Lasketaan alueen pinta-ala.

h ; 253 1
A= [~ ~6x)dr— [ (' ~x* ~6x)dv = T2 = 21—
’ ) 2 12

W
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B2

Kayrd y =l on x-akselin
X

ylapuolella vililld [a, 3a],
kun a>0.

Kéyridn ja x-akselin vililla
[a, 3a] rajaaman alueen
pinta-ala on siis yhtd suuri
kuin madratty integraali

3a
1
[—dx.
’ X
Lasketaan alueen pinta-ala.

1 Maéérdtyn integraalin voi
A= [—dx
. laskea my0s laskimella.

:3/aln|x| |a>0

=In3a—-Ina

:1n3—a
a

=In3, kun a>0

On osoitettu, ettd alueen pinta-ala on In3 kaikilla vakion a
arvoilla. o
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B3
a)

Piirretddn suorat x =12
ja y=3x-24 seki

y
18

16

kayrd y :é(x—4)2 +8.

14
Merkitddn kuvaan ndiden \i
ja koordinaattiakselien 10
rajaama alue. 8

b) Ratkaistaan suoran y =3x —24 ja x-akselin leikkauskohta.

3x-24=0
3x=24 |:3
x=8

Alueen pinta-ala pitdé laskea kahdessa osassa. Vililld [0, 8] alue

on kdyrin y = %(x —4)* +8 ja x-akselin rajaama alue ja vililli

[8, 12] alue on kdyrin y= é(x —4)’ +8 jasuoran y=3x—24

vilinen alue.



Lasketaan alueen pinta-ala.

A:-!:(%(x—4)2 +8)dx+£(%(x—4)2 +8—(3x—24)]dx

=104

Vastaus b) 104
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B4

Hahmotellaan tilannetta y
piirtdimélld pyorahtava
alue.

a) Alue pyordhtdd x-akselin
ympdri, joten integroidaan
muuttujan x suhteen 1:std
S:een.

Poikkileikkausympyrén sidde
kohdassa x on

r:|y|:\/x—1. 2

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

V=nj(m)2dx

= nj(x—l)dszn

~~.



b) Kun x =15, niin kuvaajan pisteen y-koordinaatti y=+5-1=2.

Alue pyordhtdd y-akselin ympdéri, joten integroidaan muuttujan
y suhteen 0:sta 2:een.

~=
~~
~~
~~.
~
~
Ss
~

Poikkileikkausympyrin side kohdassa y on r=|x|. Koska
y=+x—1,niin x=y*>+1. Siis r=|x|:y2+1.

Lasketaan pyordahdyskappaleen tilavuus.
2

V=n[(y'+1)dy
0

_206m _ 11
15 15

206w _ 11
15 15

Vastaus a)8n b)



Kuva kappaleesta, joka muodostuu kdyrdn pyorahtiessd x-akselin
ympari.

Kuva kappaleesta, joka muodostuu kdyran pyordhtdessd y-akselin
ympéri.
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B5

Hahmotellaan tilannetta y
piirtdmalld funktioiden 16
f()=x+6 ja Wy 9@)

g(x)=—x>+8x kuvaajat. b

Ratkaistaan funktioiden 10
kuvaajien leikkauspisteiden 8
x-koordinaatit. y=1r (:E)
Ne-

f(x)=g(x) 4

x*+6=—x"+8x 2
0 X

x=1 tat x=3 0o 1 2 3 4 5

a)

Lasketaan alueen pinta-ala.

A :'3[(—962 +8x —(x +6))dx

_8_,2
3073



b) Kappaleen ulkopinta syntyy kdyrdn y = g(x) ja sisdpinta
kidyrdn y = f(x) pyOrdhtdessd x-akselin ympéri vililla [1, 3].

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.
3 3
v =nf(g(x)de—x[(f(x))dx
1 1
3 3
= nj(—x2 +8x) dx — nj(x2 +6)>dx
1 1

_ 176712582“
3 3

176m

Vastaus a) 2% b) 58

W | N
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B6

Funktio f(x)= Ll on madritelty ja jatkuva, kun x # 1.
x f—

Maédrittelyjoukko koostuu kahdesta vélistd, x <1 ja x> 1.

1) Médritetdédn integraalifunktio vélilld x <1.
2
F(x)=|——dx
(=]

=2In|x-1|+C x—1<0, kun x<1
=2In(—(x-1))+C
=2In(l-x)+C

Piste (0, 2) kuuluu alueeseen x < 1. Midritetdin vakio C.

F(0)=2
2In(1-0)+C =2
C=2

Siis F(x)=2In(1-x)+2



2) Madritetddn integraalifunktio vélilld x> 1.
2
F(x)= J‘;dx
=2In|x-1+D |x=1>0, kun x>1
=2In(x—-1)+D
Piste (2,—1) kuuluu alueeseen x > 1. Méiéritetdén vakio D.
F2)=-1

2In(2-1)+D=-1
D=-1

Siis F(x)=2In(x-1)-1

Integraalifunktioksi saadaan

2In(I-x)+2, kun x<1
F(x)=
2In(x-1)—-1, kun x>1



Piirretédn integraalifunktion kuvaaja.

2In(1-x)+2, kun x<1

Vastaus F(x)=
2In(x—-1)—-1, kun x>1
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B7

Hahmotellaan tilannetta Tv

piirtimalli kiyrit »* =x ja 2

_ T ‘

y=2-x. =2l vy =x
0

Lasketaan alueen pinta-ala 2 0o 1 3

integroimalla muuttujan y B

suhteen. —_— |

Ratkaistaan integrointia varten kéyrien yhtaloistd muuttuja x.

xzyz

x=2-y

Integrointirajat saadaan ratkaisemalla kdyrien leikkauspisteiden
y-koordinaatit.

Yy =2-y" Ratkaistaan laskimella.

y=-1 tai y=1

Lasketaan alueen pinta-ala.

1

A:I(Z—y4—y2)dy

-1

Vastaus

_M 14
15 15

14
15
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B8

Kiyri y=x"—a’ on yldspiin aukeava paraabeli. Ratkaistaan
integrointia varten kéyrén ja akselien leikkauskohdat.

x-akselin leikkauskohdat (y = 0): | y-akselin leikkauskohta (x = 0):
x'—a’=0 y=0"-a’

2
X =a v=a

C T . |2
akseli rajaavat alueen x-akselin y=r —a

Kun a # 0, niin kédyrd ja x- y , /
alapuolella. :

a) Alue pyordhtdd x-akselin ympdri, joten integroidaan muuttujan x
suhteen —a:sta a:han. Poikkileikkausympyrin sdde kohdassa x

,joten 7° :|y|2 =y’ =(x"-a’)’.

on r=|y

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

V:n]irzdxznj‘(x2 —a’) dx

—a

l6m
=—ua
15



b) Alue pyordhtdd y-akselin ympdri, joten integroidaan muuttujan y
suhteen —a’:sta 0:aan. Poikkileikkausympyrin side kohdassa y
on r=|x|.Koska y=x>—4a’, niin x*=y+a’. Siis

r :|x|2 =x"=y+a .

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

0 0
Vzn_[ rzdy:nj. (y+az)2dy=§a4

—a

Ratkaistaan milld vakion a arvolla kappaleiden tilavuudet ovat yhta
suuret.

116_57Ta5 = ga“ Ratkaistaan laskimella.

a=0 tai azl—5
32

Kappaleiden tilavuudet ovat yhtd suuret, kun a = %

Vastaus  a) 1ér s b) Lot
15 2

Tilavuudet ovat yhté suuret, kun a = ;—; .



: 15
Kuvat pyordhdyskappaleista (a = ) ):

a)

b)
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B9

Poikkileikkauksen pinta-ala korkeudella x on A(x)=(x+2) Jx ,
missd 0<x<1.

1,00m 3,00m
| I '4
[ G
2,00 m

Lasketaan altaan tilavuus

V= j.A(x)dx

on_.._.

((x+2) J—)

— D
(N o))

22 1,7333... (m’)

Muutetaan tilavuus litroiksi
1,73333...m* =1733,33... dm” =1733,33... L~ 1730 L

Vastaus 1730 litraa
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B10

Sijoitetaan koru koordinaatistoon niin, ettd x-akseli kulkee pitkin
korun takareunaa ja origon on pohjana olevan puoliympyréin
keskipisteessa.

Madritetdan poikkileikkauspuoliympyrén sdde kohdassa x.
Kéytetddn suorakulmaista kolmiota ja Pythagoraan lausetta.

|x|2 +(2r)Y =3

x*+4r’ =9

| ~ | -
r=—+9-x" tai r=——+9-x

2 2
Koska >0, niin r=%\/9—x2 )

x-akselia vastaan kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala on

2
CTr =

n-(%\w—xzj :%(9—x2).

L
2



Lasketaan korun tilavuus.

3
V= IA(x)dx Kappale ulottuu kohdasta —3 kohtaan 3.
-3

_ j(g(9—x2))dx

Lasketaan lopuksi korun massa.

m =97“ cm’-1,2 g/lem’ =16,964...g~17 g

Vastaus 17 ¢g
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