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YO-tehtavia kursseittain (2005-2011)

1. Lausekkeet ja yhtalot (MAB1)
KESKEISET SISALLOT (s.5-18, 5.29-36)

= suureiden vilinen lineaarinen riippuvuus ja verrannollisuus
» pngelmien muotoileminen yhiilbiksi

= vhtiloiden graafinen ja algebrallinen ratkaiseminen

» ratkaisujen tulkinta ja arvioiminen

= toisen asteen polynomifunktio ja toisen asteen yhtilon
ratkaiseminen

K2005/T1

1. Ratkaise a) yvhtild 3r + 2 = z — 4(5xr — 1), b) vhtiilo s + i_ =+ 1.

110) 15
K2006/T1
; - T 1 T
1. Ratkaise yhtdlot a) 2027 =49r+9=10, b) st =g
! i
K2006/T2
2. Sievenni lansekkeet
2 21 —x) (x + 2)(z — 2) g
L m—— b ; —_—
a} 3r = G } i | c} xT
K2007/T1

1. a) Ratkaise yhtils 2(zx — &) = 3(3z = 2).

b) Ratkaise yhtdls Tz(3 + 7z) —4 = 0.

ala —1)

I

c) Miké on lansekkeen +ar arvo, kun r =a — 17
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K2007/T4

4. Tuotteen myyntitulot kasvoivat edelliseen vuoteen verrattuna 5,0 % vuonna 2004
ja 3.0 % vuonna 2005. Vuonna 2003 tuotteen valmistuskustannukset olivat 91 %
tavaran myyntituloista. Vuonna 2004 valmistuskustannukset olivat 7,1 % suuremmat
kuin vuonna 2003, ja seuraavana vuonna ne nousivat edelleen 1.2 %. Kuinka monta
prosenttia myvntitulot olivat valmistuskustannuksia suuremmat vuonna 20057

K2007/T9

9. Tiyttiessidfin 20 vuotta Laura oli 25 prosenttia vanhempi kuin sisarensa Veera. Kuin-
ka monta prosenttia sisartaan vanhempi Laura on téiyttdessdin 30 vaotta?

K2008/T1
1. a) Ratkaise yhtils 2r + 1 = 2% 4 2.
b) Ratkaise yhtéléryhmi 2z +y=1r—y=0.

c) Kumpi luvuista ? ja g on suurempi? Perustele ratkaisusi likiarvoja kayttamatta
esimerkiksi muodostamalla lukujen erotus.

K2008/T2ac
2. a) Ratkaise yhtalé 5z — (1 — z) = 13z.

r1+3_3ﬂ+9
g

c) Sievenni lauseke

K2008/T6

6. Ainilihteen tuottaman dinen intensiteetti on kiintiien verrannollinen dinilihteen
etiisyyden nelitén. Festareilla Miisa istui aluksi 50 metrin pééssé orkesterista. mutta
siirtyi sitten 15 metrin pdfihin orkesterista. Kuinka monta prosenttia kasvoi déinen
intensiteetti?

K2008/T9

9. Lomapaketin hinta koostui hotelli- ja matkakustannuksista. Hotellikustannukset las-
kivat 5 % ja matkakustannukset nousivat 18 %. Muutosten jalkeen lomapaketin hinta

oli sama kuin aikaisemminkin. Kuinka monta prosenttia matkakustannukset olivat
lomapaketin hinnasta ennen muutoksia?
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K2009/T1ab

1. a) Muodosta polynomien —z* + 2z ja 2% — 3z + 1 summa ja tulo.
z

b) Ratkaise yhtils g -5 =z-1.

K2009/T2c
2r =1 r
c) Laske lansekkeen = arvo, kun r = 2.
-
52008/T3b

b) Suureet x ja y ovat kiédntiien verrannolliset. Jos £ = 2, niin y = 3. Miki on y:n
arvo, kun xz = 57

K2010/T1ab

1. a) Ratkaise yht3ld (3z — 2) = 3(2z + 3).
b) Ratkaise yhtdlsé (r + 2)(x — 2) = 5.

K2010/T4

4. Kuinka monta litraa 12-prosenttista suolaliuosta on lisittivi kolmeen litraan 5-prosent-
tista suolaliuosta, jotta saadaan 8-prosenttinen suolaliuos?

K2011/T1

1. a) Ratkaise yhtdld 4x+(5x—-4)=12+3x

. ._ . |
b) Sievennd lauseke x* + x—(x" —x) ja laske sen arvo, kun x= -2—

K2011/73

3. a) Madritd sellainen vakio a, ettd x =2 toteuttaa yhtilén x* —4ax+4a” =0.

b) Positiivinen luku a kasvaa 20% ja pienenee timan jdlkeen 17 %. Onko tulos suurempi
vai pienempi kuin alkuperainen luku a7 Kuinka monta prosenttia alkuperdisesta luvusta
muutos on?
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13.

52005/T1
a? — 2

bat 4

arvo, kun

a) Ratkaise yhtdld (3z — 2)(3z + 5) = 0. b) Mika on lausekkeen

a,=1._h=—2jar:=—%?

52005/T3

Boolin valmistukseen kiytettiin ()4 litraa marjamehua, puoli litraa vodkaa ja 1.5 lit-
raa soodavettid. Vodkan alkoholipitoisuus on 38 tilavuusprosenttia. Paljonko boolissa
oli alkoholia a) litroina, b) tilavuusprosentteina?

52005/T8

Nikon antosta on bensiini loppunut, ja hiin on ldhtenyt kiveleméiin tietd pitkin nou-
taakseen bensiinid lahimmalta huoltoasemalta. Kun hian on kivellyt 46 minuuttia,
hénen ohitseen ajaa polkupyorilla Jasmine, joka kertoo kidyvansa huoltoasemalla ja

autolle. Kun hiin on kivellyt 38 minuuttia, Jasmine tuo hénelle bensiinikanisterin.
Bensiinin osto huoltoasemalla oli kestanyt 7 minuuttia. Kuinka kaukana huoltoase-
ma oli Nikon pysdhtyneestd autosta, kun Niko kivelee 5 km tunnissa ja Jasmine
pyoriilee 15 km tunnissa? Anna vastaus 100 metrin tarkkuudella.

K2006/T4

Kappaleen paino on kéiintiden verrannollinen maapallon keskipisteestd mitatun etéi-
syyden neliGon. Lentokone painaa maan pinnalla 56,0 tonnia. Kuinka paljon se pai-
naa kvmmenen kilometrin korkendessa? Maan pinnan etdisyys keskipisteesti on 6370

kilometria.

52006/T3

Kuinka paljon 2-prosenttista desinfektiolinosta tarvitaan, jotta siitd laimennettuna
saadaan 500 ml (0,35-prosenttista desinfektiolinosta?

52006/T6

Talon limmityskustannukset pakkasella ovat snoraan verrannolliset sisé- ja ulko-
lampétilojen viliseen erotukseen. Ulkolimpiétilan ollessa —2,00 2C ja sisdlampétilan
22,00 °C sisalampétila pudotetaan 21,0 °C:seen. Kuinka monella prosentilla talon
lammitvskustannukset tilldin pienenevit?

5$2006/T13

Tuotteen hintaa nostettiin p %. Huonon menekin vuoksi niin saatua hintaa laskettiin
myohemmin 2p %, jolloin hinta oli 5.5 % halvempi kuin ennen korotusta. Muodosta
vhtdld luvun p midrittimiseksi ja ratkaise p.




MAB9:Kertauskurssi | 2017

52007/T5

5. Henkilé osti 150 gramman erdn maustettua teetd 3,30 eurolla ja halvempaa mus-
taa teetii, jonka hinta oli 5,50 €/kg. Kuinka monta grammaa mustaa teetd tulisi
maustetee-erdin lisiitd, jotta sekoituksen kilohinta olisi puolet maustetun teen kilo-
hinnasta?

52016/A4

4. a) Ratkaise yhtéls 2 — 2t +1=0.
b) Ratkaise yhtéld [f(z)]* — 3f(z) + 1 = 0, missd f(z) on kuvion funktio.

y /

52016/A3

3. Mitki viiitteet A-F ja kaavat 1-6 liittyviit toisiinsa? Merkitse vastauksesi alimpaan
taulukkoon.

Sanallinen muoto | Kaava
A | Luku b on 50 % suurempi kuin luku a. | T1]6=2a
B | Luku a on neljasosa luvusta b. 2|(b=0>5a |
C | Luku b on puolet luvusta a. 3| b=15a |
D | Luku b on 25 % suurempi kuin luku a. 4 (b= ;ﬂ
E | Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna. | |5]b=4a
F | Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna. | [6]b= :ﬂ

Sanallinen muoto | A|B|C|D|E|[F |

Kaavan numero
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K2016/A3

3. Téydenné oikeiden vaihtoehtojen numerot alempaan taulukkoon.

1 2 3

A | Lausekkeen 1,1% arvo on 1,13 3,3 1,331
B | Tilavuus 0,5 m* on sama kuin 501 | 5001 | 50001
C | Luvuista 2, & ja 16 suurin on 2 g i
D | Luvun —a + b vastaluku on b—a|a—b|—a—0
E | Yht#lén 22 — 3z + 1 = 0 juurten summa on 3 4 5]
F | Tuotteen hinta nousee ensin 10 % ja laskee sitten

10 %, joten lopullinen hinta on . .. 99 % | 100 % | 101 %

alkuperaisests hinnasta.

Kohta A/B|C|D|E|F

Vaihtoehdon numero

K2016/A-o0sa T2

2. a) Onko epiyhtild +/7 < 3 tosi? Perustele.
b) Ratkaise epdyhtéls —z2 + 3(z —2) +9 > 3(z — 2) + 222
c) Jussi laskee pédssé kertolaskun seuraavasti: 27-31 =20-30+7-30+20-1+7-1 =
600 + 210 + 20 + 7 = 837. Onko Jussin pééttely oikein? Perustele.

$2016/B-0sa T5

5. Poytiliinan alkuperiinen koko on 2 m kertaa 4 m. Se kutistuu pesussa 5 % seké pituus-
ettd leveyssuunnassa. Kuinka monella prosentilla poytaliinan pinta-ala pienenee?
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2. Geometria (MAB2)

KESKEISET SISALLOT (s.37-53)

e  kuviciden yhdenmuotoisuus

e suorakulmaisen kolmion trigonometria

¢ Pythagoraan lause

¢  kuvioiden ja kappaleiden pinta-alan ja tilavuuden
maarittaminen

e geometrian menetelmien kayttd koordinaatistossa

K2005/T2

2. Muodosta vhtidld ocheisen suorakulmaisen
kolmion sivujen pituuksien vilille ja ratkai-
e : : : 25
se tdmén avulla kolmion kateettien pituudet. 3x+3

K2005/T5

5. Henkilé ostaa 10000 eurolla itse metsidin merkitseminsi tontin, jota hin Inulee
nelitnmuotoiseksi ja yvhden hehtaarin suuruiseksi. Kaupanteon jédlkeen selvifid, ettd
tontti on neljdkis, jonka sivun pituus on 98,5 m ja vksi kulma 81°. Miirita tontin
pinta-ala hehtaareina seké tontin nelibmetrihinta euroina.

K2005/T6

6. Kesdmokin kalliolle porataan kaivoa. Pyérefin porausreifin halkaisija on 140 mm ja
syvyys 57,2 m. Reidsta porattu kiviaines levitetdadn tasapaksuna kerroksena suora-
viivaisesti kulkeville mékkipoluille, joiden leveys on 45 cm ja yhteispituus 72,5 m.
Kuinka paksu kerros syntyy? Oletetaan, ettd kiviaineksen tilavuus on sama luin
porausreian tilavuus.
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K2006/T3

3. Nelibn ABC D sivulla AB on sellainen piste £, etti D C
AE =1 ja ED = 3. Laske nelitn a) sivun pituus,
b) pinta-ala, ¢) lavistajan pituus. Anna vastaukset
tarkkoina arvoina.

K2007/T2a

a) Suorakulmaisen kolmion kateettien pitundet ovat 1 ja 3. Mé#rité kolmion teréivien

kulmien suurnudet (0,01 asteen tarkkuudella.

13.

K2007/T7

Lentokone ldhestyy Oulunsalon kenttdd kolmen asteen kulmassa maahan nihden.
Kiitoradan pituus on 2,5 km. ja kone koskettaa kiitorataa 300 metrin piassi sen
alkupéiistd. Kuinka kaukana kiitoradan alkupiiistd (vaakasuoraan ajateltuna) kone
ol 500 jalan korkeudessa (1 jalka = 0,3048 m)? Kuinka kauan tistd kului maakoske-
tukseen, jos lentokoneen lihestymisnopeus ilman suhteen oli 270 km/h? Oletetaan,
ettd sad oli tyyni.

K2007/T13

Polkupyiran digitaalinen mittari niyttad kuljetun matkan ja ajonopeuden, kun sii-
hen on sydtetty etupvirdn ulkokehéin pituns. Mittari méirittdi matkan kertomalla
ulkokehédn pituuden etupvirin pyvirdhdysten lukuméirilli ja nopeuden jakamalla
ulkokehin pitunden pvirdhdysajalla. Anteron pyordssi renkaan nlkokehiin halkai-
sija on 26,0 tuumaa (1 tunma = 25,40 mm). a) Laske renkaan kehin pituus milli-
metrin tarkkuudella. b) Antero mittaa renkaan ulkokehiin pituuden mittanauhalla
ja saa pituudeksi 209.5 cm. Kun tdmé virheellinen arvo syotetifin mittariin, kuinka
pitkiiksi mittari mittaa 20,0 kilometrin matkan? Jos nopeusmittari niyttdi tasan
30 km/h, miki on polkupyérian todellinen nopeus?

10
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K2008/T3

3. a) Laskettelurinteen kaltevuuskulma on 7,0 astetta ja rinteen korkeusero 180 met-
rii. Kuinka pitki rinne on? Kuinka kauan kestiid hiihtohissilli matka rinnetti pitkin
alhaalta ylos, kun hithtohissin nopeus on 6 kin/h?

b) Suora kulkee pisteiden (1,0) ja (3,3) kautta. Kuinka suuren kulman se muo-
dostaa r-akselin positiivisen suunnan kanssa? Anna vastaus asteen kymmenesosan

tarkkuudella.

K2008/T4

4., Kumiputken ulkohalkaisija on 53 mm ja seindmiin paksuus 4 mm. Kuinka pitki
putken on oltava, jotta putkeen mahtuisi 3.0 litraa vetta?

K2008/T12

12. Taiteilija suunnittelee taideteoksen, joka koostuu suoran ympyrilierién muotoises-
ta vesialtaasta seka sithen sijoitetusta kivikuutiosta, jonka pohjanelio lepaa altaan
vaakasuoralla pohjalla. Tilasyisti altaan halkaisijaksi valitaan 3,5 metrid, mutta al-
taan syvyvden ja kuution koon taiteilija saa valita vapaasti. Han haluaa kuution
vldtahkon olevan samassa tasossa kuin vedenpinta. Vettd altaassa pitdd olla mah-
dollisimman paljon. Mika on veden syvyys nailla ehdoilla? Anna vastaus desimetrin

tarklkuudella.

K2009/T6

6. Kuparipallon ympérysmitta on 64,2 em ja massa 37.9 ke. Tutki, onko pallon sisilld
tyhjaa tilaa. Kuparin tiheys on 8,96 g/ em”.

K2009/T77

7. Neljakkddn (vinonelitn) sivun pituus on 8,0 em. Lyhyempi ldvistéjistd on 4,0 cm
pitka. Laske piternméan lavistajan pituuns.

K2010/T2a
2. a) Nelion pinta-ala on 1,20 m?. Laske nelién lavistdjan pituus senttimetrin tarkkuu-
della.
K2010/T7

7. Suocrakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 3,2 cm ja 5.7 cm. Laske hypotenuusan
pituus ja suoran kulman karjen etiisyys hypotenuusasta.

11
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K2010/T10
10.

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 2 ja 3. Kolmio pyorahtda tayden kier-

roksen lyhyemman kateettinsa ympari, jolloin syntyy avaruuskappale. Piirra kappaleen
kuva ja laske sen tilavuus.

K2011/T2a

2. a) Suorakulmaisen kolmion toisen kateetin pituus on 2 ja hypotenuusan pituus 5. Laske
kolmion terdvien kulmien suuruudet asteen tarkkuudella.

K2011/T74

4. Muinaiset egyptildiset laskivat ympyran pinta-alan sellaisen nelion alana, jonka sivun pituus

on g— ympyran halkaisijasta.

a) Laske talld sddnnodlld ympyran ala, kun sen halkaisija on 5.

b) Onko edelld saatu ala lilan suuri vai lilan pieni? Kuinka suuri virhe on prosentteina?
Anna vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

K2011/T6

6. Ad-kokoisen kartan mittakaava on 1:20 000. Kartta pienennetdan kopiokoneella A5-kokoi-

seksi, jolloin sen pinta-ala pienenee puoleen, mutta muoto siilyy. Mikd on pienennetyn
kartan mittakaava?

52008/T2b
b) Pallon tilavuus on 1000 m?. Laske pallon side kolmen numeron tarkkuudella.
52008/T9

Helsingin Pasilassa sijaitsee linkkitorni, jonka korkeus meren pinnasta mitattuna on
146 metrid. Kuinka korkealta paikalta Tallinnasta tornin huippu on mahdollista ndh-

déi. kun Helsingin ja Tallinnan vilinen etéisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna
on 85 km? Maapallon ympérysmitta on 40000 km.

12
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$2010/T2ab

v 4 a) Ympyrin kehdn pituus on 10,25 m. M&&ritd ympyrin pinta-ala 0.01 nelidmetrin
tarkkuudella.

b) Suorakulmaisessa kolmiossa toisen terdvidn kulman sini on 00.123. Laske kolmion

teravat kulmat asteen tarkkuudella.

$2010/T10

10. Suoran ympyrikartion korkeus on sama kuin sen pohjan halkaisija, kumpikin suuruudel-
taan = 1. Kartion sisdan asetetaan pallo, joka sivuaa kartion vaippaa ja pohjaa. Kuinka
monta prosenttia pallon tilavuus on ympyrikartion tilavuudesta? Anna vastaus prosent-

tiyksikon tarkkuudella.

K2016/B1-osa 5

6. Peppi rakentaa oheisen kuvan mukaisista laudankappaleista linnunpontén. Yksikkona

on senttimetri.
a) Paljonko linnunpontto painaa? Sisdéntuloaukkoa ei tarvitse huomioida eikéa kéytet-

tivid nauloja. Laudan tiheys on 550 kg/m? ja paksuus 2,0 cm.

b) Miké on linnunponton siséitilavuus?

26
14

14

26

10 14
10

18

26 26
10 10

<www.bing.com>. Luettu 18.11.2015.

13
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$2016/B1-osa T6

6. Tommi ostaa uuden kompostikdyméildn, jonka sisdosa on pyorahdyskappale, jolla on
kuvan mukainen poikkileikkaus. Laske kompostikdymaéléan séilion sisétilavuus.

2cm 2cm

97 cm

32 cm

45 cm

2cm <http://sauna.net>.
65 cm Luettu 28.4.2015.

3. Matemaattisia malleja | (MAB3)

KESKEISET SISALLOT (s.58-63, 5.65-71)

& lineaarisen ja eksponentiaalisen mallin soveltaminen
e potenssiyhtalon ratkaiseminen

e eksponenttiyhtalon ratkaiseminen logaritmin avulla

K2005/T4

4. Potilas, joka painaa 75 kg, saa liiikettd tiputuksena verisuoneen. Annostus riippuu
henkilén painosta siten, ettd annostusnopeuden on oltava 10 mikrogrammaa mi-
nuutissa henkilon jokaista painokiloa kohti. Liake annetaan laimennettuna tiputus-
linoksena; 1 ml kyseista linosta sisdltda 500 mikrogrammaa lidkeainetta. a) Kuinka

monta millilitraa tiputuslinosta minuutissa potilaalle tilléin annetaan? b) Kuinka
kauan kestdd 465 ml:n liucksen tiputus?

14
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13.

i

K2005/T13

Maanjéristyksessi vapautuvan seismisen energian E ja Richterin asteikon lukeman
M wvililld on yhteys log,, £ = 11,8 + 1,50M. Rakennus on mitoitettu kestdmiin
jaristys, jossa vapautuva seisminen energia on 50 % suurempi kuin seisminen ener-

gia jéristyksessi, jonka voimakkuuns Richterin asteikolla on 6,8. Kuinka voimakkaan
jéristyksen rakennus kestdd Richterin asteikolla mitattuna?

K2006/T8

Tehtaan on vihennettivi vesistion joutuvia pdistidji vhteensi 20 prosenttia seuraa-
vien neljin vuoden aikana. a) Kuinka monta prosenttia on asetettava vuotuiselksi
tavoitteeksi, kun halutaan, ettd suhteellinen vihennys on sama kaikkina vuosina?
b) Jos samaa vuotuista tavoitetta noudatetaan edelleen, kuinka monen vuoden ku-
Iuttua péistit on saatu vihenemiin alle puoleen alkuperfisestd méiristdan?

K2007/T5

a) Maarita pisteiden (1.2) ja (4,3) kautta kulkevan suoran yhtilo muodossa y =
kx 4 b. b) Onko piste (120, 40) tilld suoralla?

K2007/T6

a) Milld x:n arvolla on 2° = 17 b) Ratkaise yhtiilé 22 = 1.
k2007/T11

Verenpaineldikettid otetaan aamuisin kerta-annoksena 60 mg. Vuorokaudessa 1d8-
kettd hividd elimistostd 35 prosenttia. a) Laske, paljonko ladkettd on elimistissi
vilittémiisti toisen ja viidennen ldfikkeenottokerran jilkeen. b) Laske, paljonko li#-
kettdi on elimistiisséi viilittomésti n:nnen liiikkeenottokerran jélkeen. ¢) Tutki (esi-
merkiksi laskinta kiiyttden), mitd arvoa timi liikkeen miiird névttdd lihestyvin
ladkkeenottokertojen méidrin n kasvaessa.

K2009/T3a

a) Suoran kulmakerroin on —%, ja suora kulkee pisteen (—1, 2) kautta. Esitd suoran
vhtilo muodossa y = kx + b.

15
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K2010/T2b

b) Mille positiiviselle luvulle = pitee »* = 177 Anna vastaus kolmen desimaalin tark-
kuudella.

K2010/T14

14. Sanomalehden tilaushinta vuodeksi 2003 oli 194,26 € ja vuodeksi 2009 vastaavasti
249 € Kuinka monen prosentin vuosittaista hinnankorotusta tama vastaa, kun olete-
taan, ettd prosentti on jokaisena vuonna ollut sama?

K2011/T2bc

b) Sievenna lauseke (J;—l]z +2~Jr;.

c) Laske [x—y|, kun x=2 ja y=5.

K2011/T11

11. Radioaktiivisen naytteen aktiivisuudeksi mitattiin 25,0 kBq ja viisi vuorokautta mydhem-
min 16,2 kBq. Laske puoliintumisaika ja ndytteen aktiivisuus kymmenen vuorokautta en-

nen ensimmadistd mittausta. Radioaktiivisuus vihenee eksponentiaalisesti, ja puoliintumis-
aika on aika, jonka kuluessa aktiivisuus vahenee puoleen.

52006/T2
2. Olkoon annettuna kaksi pistettd: A = (2,6) ja B = (1, —1). Mairitd a) pisteiden

A ja B miirittidmén suoran yhtild, b) janan AB pituus, c) janan AB keskipisteen
koordinaatit.

52006/T12

12. Radioaktiivisen aineen miiiirin havaittiin vuodessa viihentyneen 0.043 %. Miéritd

aineen puoliintumisaika.

$2008/T2ac

2. a) Suora kulkee pisteiden (=2,0) ja (1,7) kautta. Muodosta sen vhtils muodossa
y=azr+b.

c) Ratkaise yhtiilo 2% = 1024.
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52009/77

7. Vuonna 1990 Helsingissi oli 492400 asukasta. Vuonna 2000 asukkaita oli 555 474.
Kuinka monta prosenttia viikiluku oli noussut keskiméérin vuodessa? Mikid on Hel-
singin viikiluku vuonna 2015, jos oletetaan, ettd viestinkasvu jatkuu vuodesta toi-
seen prosentuaalisesti samansuuruisena?

$2010/T5

5. Tuotteen hintaa korotetaan ensin 45 prosenttia ja sen jilkeen 62 prosenttia. Niyts, etts
tulos on sama, jos tuotteen hintaa korotetaan ensin 62 prosenttia ja sitten 45 prosenttia.
Kuinka monen prosentin nousua tuotteen hinnassa korotukset yhteensa merkitsevat?
Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

52016/ A-osa T2

i | Il
2. a) Sievennd lauseke stxmtm

b) Ratkaise yht#ld 52+% = 572,
c) Ratkaise yhtéls 42+! = 821,

K2016/B1-0sa T8

8. Alla on ote Wikipedian CRP:td koskevasta tiedosta. Vastaa sen perusteella seuraaviin

kysymyksiin.

a) Potilaan CRP-pitoisuus oli 40 klo 12:00. Kuinka suuri pitoisuus voi enintdén olla

klo 18:007 (2 p.)

b) Potilaan CRP-pitoisuus oli 100 maanantaina klo 12:00. Milloin se voi aikaisintaan

laskea arvoon 107 (4 p.)

CRP:n pitoisuus veressd nousee bakteeri-infektioiden, muiden tulehdustilojen
ja kudosvaurion yhteydessd nopeasti, jo muutaman tunnin kuluessa, ja pitoi-
suus voi kaksinkertaistua kahdeksan tunnin vdlein jopa 1000-kertaiseksi vii-
tealueeseen verrattuna. Maksimitaso saavutetaan tyypillisesti noin 50 tunnis-
sa. CRP nousee yleensd enemmdn bakteerin atheuttamissa tulehduksissa kuin
virustulehduksissa, mutta kohonnut CRP ei ole minkddn tietyn tulehdustilan
merkki. Lievdt tulehdukset ja virusinfektiot nostavat CRP:n tyypillisesti noin
tasolle 10-50 mg/1, aktiiviset tulehdukset ja bakteeri-infektiot pitoisuuksiin 50—
200 mg/1 ja vakavat infektiot tai traumat tasolle >200 mg/l. CRP:n biologinen
puoliintumisaika on 19 tuntia, joten tulehduksen rauhoituttua CRP-taso las-
kee nopeasti. CRP on siis herkkd, mutta epdspesifinen tulehdustilan indeksi.

<fi.wikipedia.org>. Luettu 6.4.2015.

17




MAB9:Kertauskurssi | 2017

K2016/B2-0sa T12

12. Vieraalla planeetalla putoavan kappaleen kulkema matka s on suoraan verrannollinen
kuluneen ajan ¢ toiseen potenssiin kaavan s = 10t? mukaisesti.
a) Kopioi oheinen taulukko vastauspaperiisi ja tdydenna tyhjit kohdat. (2 p.)

b) Merkitse koordinaatistoon a-kohdan taulukosta pisteet, joiden koordinaatit ovat
(Igt,lg s). Mité havaitset? Selita. (4 p.)

t lgt lg s
i 0 1

2

4

10

100

4. Matemaattinen analyysi (MAB4)

KESKEISET SISALLOT (s.76-89)

= polynomifunktion derivaatta
= polynomifunktion merkin ja kulun tutkiminen

= polynomifunktion suurimman ja pienimmin arvon
midrittiminen

« graalisia ja numeerisia menetelmii

K2005/T77

7. Miirita ne kohdat, joissa funktion f(z) = % — 222 + 3x + 17 derivaatta saa arvon 2.

K2005/T11

11. Mairité se paraabelin y = o 4+ 2z — 1 piste (z., y), jossa koordinaattien summa on
mahdollisimman pieni.

K2006/T7

7. Tutki, milloin funktio f(z) = z* — 27z + 2 on kasvava ja milloin vihenevé.
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K2006/T13
13. Pienien alumiinista valmistettavien suoran ympyriikartion muotoisten valaisinku-

pujen korkeuden ja pohjaympyrin halkaisijan summa on 18,6 cm. Miéritd kartion
pohjaympyrian side siten, ettd kartion tilavuus on mahdollisimman suuri. Maarita

tdmé tilavuus.
K2007/T2b
Mieas =g E S . | 3-2_ I a
b) Mairitd funktion f(z) = 32° 4+ 37% — 4z 4 £ derivaatta.

K2007/T8

8. Maarita funktion f(r) = x(3 — 4z — r*) suurin ja pienin arvo valilla [-1, 3].

K2008/T7

7. Pallo heitetiin hetkelli + = (. Sen lentokorkeus metreind saadaan lausekkeesta
—0,15t% + 2,4¢ + 1,8, misséi ¢ on aika sekunneissa. Kuinka korkealla pallo kiy? Milld
aikavililla sen lentorata on laskeva?

K2009/T2b
b) Mairitd funktion f(r) = 2° — 62° + 1 derivaatan nollakohdat.

K2009/T3b
b) Tutki, milli muuttujan = arvoilla polynomi 2z 4+ 5z — 3 saa negatiivisia arvoja.
52007/12
12. Rantalanka, jonka pituus on 120 cm, katkaistaan kahteen osaan. Toinen osa taivute-

taan nelioksi, toinen ympyriksi. Miten lanka on katkaistava, jotta ympyran ja nelion
alojen summa olisi mahdollisimman pieni?

52007/T2b
b) Derivoi funktio f(z) = 3™ — 152" + 2z — 12345.
K2011/10
10. Toisen asteen polynomin y = az® + br + ¢ kuvaaja kulkee pisteiden (0,0), (1,2)

ja (4,3) kautta. Miiritd kertoimet a, b ja ¢ ja plirrd polynomin kuvaaja. Miiritd
polynomin derivaatta kohdassa r = 2.
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K2011/9

9. Tarkastellaan funktiota f(z) = z* — 227 + 2 viililli [—1,4]. a) Miéritd funktion
suurin ja pienin arvo annetulla vililli ja piirrd funktion kuvaaja. b) Miirité kiyrin
y = f(z) tangentin kulmakertoimen suurin ja pienin arve annetulla valilla.

K2010/T6

6. Maiirita funktion f(x) = (r — 2)(3 — x) suurin ja pienin arvo valilla [—3, 3].
$2011/T6
6. Maarita funktion f(x)=x’—4x+1 suurin ja pienin arvo vililla [-1,2].

K2010/T3

3. Oheisessa kuviossa on erdsn funktion kuvaaja. Maaritd kuvion perusteella
a) funktion nollakohdat,
b) funktion derivaatan nollakohdat,
c) funktion suurin arvo valilla [-2, 3],
d) funktion pienin arvo vlill3 [—2. 3],
e) vilit, joilla funktio on kasvava, ja

f) vali, jolla funktio on viheneva.

P |
I N

K2011/T5

5. Olkoon f(z) = 22* = 3z + 1. Laske f’(%}. Milld z:n arvoilla on f'(x) = 07
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$2009/T3

3. Olkoon f(z) = 2% — 227 + 4.
a) Muodosta funktion f derivaatta.
b) Missi kohdissa funktion kuvaajan tangentti on r-akselin suuntainen?

c¢) Milla valilld funktio on viheneva?

5§2009/T10

10. Ravintolan julkisivu on 8,0 m, ja julkisivua tai sen osaa on tarkoitus kiyttii ravin-
tolan suorakulmion muotoisen terassin yvhtend sivuna. Terassin aitaa, portti mukaan
lukien, on kiytettdvissd 20.0 m. Mikd on terassin suurin mahdollinen pinta-ala?
Minki pituisia ovat terassin sivut?

$2010/T7

a

alg

sraa e s . 3 3.3
7. M3aSrita polynomin x* — Sax~ —

a) nollakohdat,

b) 3Jiriarvokohdat ja d3riarvot seka

c) piirrd polynomin kuwvaaja.

K2016/A-osa 1

1. Madritelldan funktiot f(z) = 222 + z ja g(z) = 5z — 2.
a) Ratkaise yhtélo f(z) = g(x).
b) Laske f'(z).

$2016/A-o0sa 1

1. Mééritellasin funktio f(z) = 2° — 222+ + 7.
a) Laske f(1).
b) Laske f'(2).
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K2016/A-0sa 4

4. Kuviossa a) on piiretty funktion f(z) kuvaaja ja kuviossa b) funktion ¢'(x) kuvaaja
valilla [0,2]. Hahmottele tyhjiin koordinaatistoihin a)-kohdassa funktion f'(z) ja b)-
kohdassa funktion g(z) kuvaaja, kun liséksi tiedetédén, ettd g(0) = 0.

a)
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
f(x)
0 0
=1 -0.5 0.5 n.5 2.5 0.5 0 0.5 1.5 2.5
-05 05
-1 1
-1.5 1.5
2 -2
2 2
1.5 15
/()
1 1
0.5 0.5
0 0
-1 0.5 0.5 n.5 2.5 -0.5 0 0.5 1 2 2.5
0.5 -0.5
-1 -1
1.5 -1.5
-2 -2
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$2016/B2-0sa T12

12. Sanomme, ettd derivoituva funktio on konveksi, jos sen derivaatta on kasvava funktio.

a) Osoita, ettd f(z) = z* + 222 — 1 ei ole konveksi.

b) Tutki, milli vakion a € R arvoilla funktio g(z) = z* + az? + 2 on konveksi.

5. Tilastot ja todenndkoisyys (MABS5)

KESKEISET SISALLOT (s.100-113)

= jatkuvien ja diskreettien tilastollisten jakaumien
tunnuslukujen médarittiminen

« normaalijakauma ja jakauman normittaminen
* kombinatoriikkaa
* todenniikdisyyden kisite

* todenniikdisyyden laskulakien ja niiti
havainnollistavien mallien kdyttoa

K2005/T3

3. Nuoripari pitdé kirjaa talousmenoistaan. Joka kuukauden viimeisend péivind he
laskevat, kuinka paljon kuukauden menot ovat olleet. Erdéind vuonna marraskuun
lopussa menot olivat olleet keskimaarin 1651.20 euroa kuukaudessa. Joulukuussa
menot olivat 1 814,88 euroa. Miki oli talousmenojen kuunkausikeskiarvo koko vuoden

osalta?

K2005/T10

LO. Pelaaja lyé euron vetoa, etté rahanheiton tulos on kruuna, mutta hiviida, Hin uudis-
taa vetonsa kaksinkertaistamalla panoksensa ja havida jialleen. Nain jatkuu edelleen.
Hiivittyéiin hiin uudistaa aina vetonsa kaksinkertaistamalla panoksensa. a) Miki on
todenniikoisyys sille, ettéd pelaaja hiividd 20 kertaa periikkiin? b) Muodosta lauseke
sille rahamaéirille, jonka hidn on menettéinyt n perikkiisen hivion jalkeen, ja laske
sen avulla, kuinka paljon pelaaja jidd voitolle, jos hin 20 héividn jalkeen voittaa 21.

kerralla. Voitto on panoksen suuruinen.
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15.

9.

10.

11,

K2005/T15

Kilon sokeripusseja tavtetdin koneellisesti. Pussituskone wvoidaan asettaa tayvtta-
médin pusseja, joiden paino noudattaa normaalijakaumaa keskiarvona koneelle ase-
tettu paino ja keskihajontana 8,0 g. Kuinka suureksi sokeripussin paino tulee asettaa
koneeseen, jotta 95 % sokeripusseista olisi painoltaan vihintdin 1000 g?

K2006/T9

Noppaa heitetddn 5 kertaa. Milli todennikoisyydelli tuloksena on a) tdsmilleen
kaksi kuutosta, b) vihintiin kaksi kuutosta?

K2007/T10

Ranskalaisen Louis Braillen vuonna 1825 kehittdmé pistekirjoi-
tus on kohokirjoitusta, jota luetaan sormin. Pistekirjoitusjirjes-

telmiéissd kutakin merkkid kohti on kiytettivissd kuusi kiintedd hid
paikkaa, joihin voidaan asettaa yhdestd kuuteen pistettd. (Esi- E’:

merkkini kuviossa on kirjain W.) Kuinka monta erilaista merk- oe
kia jarjestelméssa voidaan esittaa?

K2008/T2b

b) Miiritd lukujen 7, 3. 6, 3, 5, 3. 1 mediaani ja keskiarvo.

K2008/T5

Kulhossa on viisi punaista ja kymmenen mustaa palloa. Kulhosta poimitaan umpi-
méhk&in viisi palloa palauttamatta yhtikiin. Miki on todennikdisyys, ettéd ainakin
vksi poimituista palloista on punainen? Milli todennékibisyvdella kaikld viisi ovat
samanvarisia?

K2009/T11
Vasenkitisii on erdiin tiedon mukaan 10 % viestostd. Kuinka monta henkilsé tu-

lee satunnaisesti kootussa rvhmaissa olla, jotta siind olisi ainakin yvksi vasenkétinen
todenndkdisyydelld 0,87
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K2009/T4

4. Alla oleva pylvisdiagrammi esittdd kevidn 2007 lyhyen matematiikan vlioppilas-
kokeen tehtiavin 8 pistejakaumaa (vaaka-akselilla pisteet, pylviiden korkeus osoit-
taa kyseisen pistemiiiiriin saaneiden lukumiirin). Laadi vastaava sektoridiagrammi,
josta ilmenee kunkin pisteméirin saaneiden suhteellinen osuus, ja ilmoita osundet

prosentteina.

K2010/T8

8. Tiedonsiirtojirjestelmass3 havaittiin yksittdisen bitin saapuvan virheellisen3 vastaanotta-
arj ¥ P
jalle todennakaisyydella 0.00015. Yksittaisten bittien siirtojen oletetaan olevan toisistaan

rilppumattomia.

a) Milld todennakoisyydells vastaanottajalle saapuvassa 16 bitin jonossa on ainakin
yksi virheellinen bitti?

b) Jos lihetetddn 32 kappaletta 16 bitin jonoja, niin milld todennzkéisyydelld vas-
taanottajalle saapuu ainakin yksi virheellinen jono?

K2011/T7

7. Erdassd kokeessa annettiin suoritusten arvosanoiksi 0, 1, 2, 3, 4, 5 tai 6. Ndiden prosent-

tiosuudet olivat seuraavat:

arvosana | 0 1 2 3 4 5 6
osuus 5801|1099 | 17,54 | 24,78 | 19,95 | 15,48 | 5,46
Laske kokeen keskiarvo ja keskihajonta.
$2005/T10

10. Kolikkoa heitetiin a) nelji kertaa, b) kaksikymmenti kertaa. Miki on todennikdi-
syys, ettd saadaan yhtd monta kruunaa ja klaavaa? Vastaukset kolmen merkitsevin

numeron tarkkundella.
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K2011/T8

Alla olevan kuvion 1 kukin ruutu varitetddn satunnaisesti ja toisista riippumatta joko ruske-
aksi tai siniseksi.

a) Millad todenndkbisyydelld saadaan kuvion 2 shakkilautakuvio?

b) Millad todenndkbisyydelld mikdan vaakarivi ei ole yksivarinen?

Kuvio 1 Kuvio 2

52005/T14

14. Eriissi lyhyen matematiikan ylioppilaskokeessa keskiarvo oli 27,36 ja keskihajon-

11.

ta 12,23 pistettd. Jos oletetaan pistemiirin noudattavan normaalijakaumaa, niin
a) miki on alin pistemiiiird, jolla saa laudaturin, jos landatur-arvosanojen osundek-
si halutaan enintadn 5 % kaikista kokelaista, b) kuinka monta prosenttia kokelaista
hyvaksytaan, jos alin hyvaksytty pisteméara on 127

$2006/T4

Abiturientilla on kaksi heratyskelloa. Uudempi toimii oikein 98 %:n todennakoisyy-
della ja vanhempi 85 %:n todenniakoisyvdella. Matematiikan kokeen aattona abitu-
rientti asettaa molemmat kellot soimaan seuraavana aamuna. Milld todennédkéisyy-
dellé kelloista so1 oikeaan aikaan a) molemmat, b) vain toinen, ¢) el kumpikaan?

52006/T11

a) Kuinka monta erilaista istumajiirjestysti voidaan muodostaa luokassa, jossa on
30 oppilasta ja 30 pulpettia? b) Kuinka monella tavalla kolme tyhjaa pulpettia voi-
daan valita luokassa, jossa on 27 oppilasta ja 30 pulpettia? Kuinka monta erilaista
istumajéirjestysti on téssi luokassa? ¢) Kuinka monta vuotta tietokoneelta kului-
si, jos se kiivisi lipi a-kohdan erilaiset istumajiirjestykset kiisitellen biljoona (10'%)
istumajirjestysta sekunnissa? Yksi vuosi on keskimiarin 365,25 vuorokantta.
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15.

g

8.

52006/T15

Automaattisessa nopeusseurannassa saatiin vioorokauden aikana tietoja mittaus-
kohdan ohittaneista kaikkiaan 4190 ajoneuvosta. Nopeuksien otoskeskiarvo oli
97,75 km/h ja otoskeskihajonta 10,70 km/h; nopeudet jakautuivat likimain normaa-
listi. a) Miiritd nopeuden keskiarvon (odotusarvon) 95 % luottamusvili. b) Arvioi,
kuinka momni seuraavista mittauskohdan ohittavista 1 000 ajoneuvosta ylittda nopeu-

den 90 km/h.

5$2008/T3a
a) Kuinka moneen jirjestykseen kirjaimet A, B, C ja D voidaan asettaa?

52008/T11

Puutarhuri istuttaa siemenia, joiden itavyys on 60 %.

a) Mikid on todenniikdisyys, etti kolmesta istutetusta siemenesti mikifin ei idd?
Miki on todennikéisyys, ettéd ainakin vksi siemen itda7

b) Siemenia istutetaan viiteen ruukkuun kuhunkin kolme. Miké on todenndkoisyys,
etta jokaisessa ruukussa ainakin vksi siemen itaa?

52010/T8

Verkkopankkiin kirjaudutaan niin, ettd ensin annetaan kuuden numeron pituinen kaytta-
jatunnus ja neljan numeron pituinen salasana, mink3 jdlkeen annetaan wvield neljan nu-
meron pituinen kertakdyttétunnus. Jokaisella pankin asiakkaalla on eri kdyttdjdtunnus,
mutta usealla asiakkaalla voi olla sama salasana ja kertak3yttGtunnus.

a) Jos verkkopankilla on 600000 asiakasta, niin mikd on todennakaisyys sille, ettd
yhdelld arvauksella 16ytd3 jonkun asiakkaan kdytt3jdtunnuksen?

b) Mik3 on todennakaisyys sille, ettd yhdellad yrityksella paasee kirjautumaan verkko-
pankkiin?
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$2011/79

9. Varisdvy esimerkiksi www-sivulla voidaan ilmoittaa kuusimerkkiselld RGB-koodilla, joka si-
sdltda tiedon sdvyn muodostavien perusvarien punainen (Red), vihred (Green) ja sininen
(Blue) maaristd. Kunkin perusvdrin mdard ilmoitetaan kahdella perakkain kirjoitetulla mer-
killa, jotka valitaan joukosta

0,1,2,3,4,5,6,7,89ab,cdef
Laske, kuinka monta erilaista varisdavyd RGB-koodilla voidaan ilmaista.

0000f££ £5¢97a

5§2011/T10

10. Oletetaan, ettd matematiikan ylioppilaskokeen tulokset (jotka ovat valilla 0,....60 pistettd)

jakautuwvat likimain normaalisti keskiarvona 30 ja keskihajontana 10. M&aritd tdman perus-

teella laudaturin pisteraja, kun tavoitteena on antaa laudatureja enintdin viidelle prosentil-

le osallistujista.

K2016/B1-osa T7

7. Hajamielinen professori muistaa ystaviensd ovikoodista vain, ettd se koostuu neljést
erisuuresta parittomasta numerosta.

2y

a) Kuinka monta koodia hén joutuu huonoimmassa tapauksessa (enintdédn) kokeile-

maan, jos hdan kiy systemaattisesti lapi kaikki vaihtoehdot?

b) Parin vuoden kéyntien jilkeen professori huomaa koodissa seuraavan ominaisuuden:

siiné ei ole numeroa 9 eikd perdkkain “vierekkaisid” parittomien numeroiden (1 j
3,3jal,3jab,5ja3,5ja7 7jab, 7ja9tai9ja7) yhdistelmid. Kuinka mont

a
a

koodia pitda huonoimmassa tapauksessa kokeilla, kun otetaan huomioon my6s nimé

lisatiedot?
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K2016/B2-0sa T13

13. Uuteen 20-kerroksiseen tornitaloon asennettiin kolme hissié. Todenndkoisyys, ettéd hissi
tilataan johonkin kerroksista 2-20, on 0,025 kullekin. Todenn#kdisyys, etté hissi tilataan
kerrokseen 1, on 0,4 ja kellarikerroksessa sijaitsevaan parkkihalliin 0,125. Ruuhkattomi-
na aikoina hissit palaavat seuraavanlaisille odotuspaikoilleen: yksi hissi on kerroksessa
1, yksi hissi on kerroksessa 8 ja yksi hissi on kerroksessa 16. Néista hissiin haluava voi
astua siihen suoraan. Jos tilaa hissin muualta, odotteluun kuluu 10 sekuntia ja lisiksi 5
sekuntia jokaista kerrosta kohden, jonka hissi joutuu kulkemaan. Kuinka suurella toden-
nakoisyydella tilattua hissid joutuu odottamaan ruuhkattomana aikana yli 22 sekuntia?

S2016/B1-osa T7

7. Kahden riippumattoman tapahtuman A ja B todennékoisyyksille patee kaava,

P(A ja B) = P(A)P(B).

a) Anna esimerkki kahdesta riippumattomasta tapahtumasta.
b) Anna esimerkki kahdesta tapahtumasta, jotka eivét ole riippumattomia.

Esimerkkejé voi hakea esimerkiksi nopanheitosta. My6s muunlaiset esimerkit ovat mah-

dollisia.

52016/B2-0sa T10

10. Jalkapalloturnauksen vilieriin ovat selvinneet Suomen lisdksi Saksa, Senegal ja Singa-
pore. Kummastakin vilierdottelusta voittaja jatkaa finaaliin. Seuraavaan taulukkoon on
listattu voittotodennékdisyyksié prosenteissa. Tasapelejé ei ole, ja sama todenndkodisyys
pétee sekd vélierdssa etta finaalissa.

Saksa voittaa Senegalin 65 %
Saksa voittaa Singaporen 55 %
Saksa voittaa Suomen 100 %
Senegal voittaa Singaporen 40 %
Senegal voittaa Suomen 60 %
Singapore voittaa Suomen 50 %

a) Miké on todennékdisyys, ettd Suomi pelaa finaalissa Saksaa vastaan, jos vilierdparit
ovat Saksa—Senegal ja Singapore-Suomi? (2 p.)

finaali

Saksa

Senegal Singapore

Suomi vélierat

b) Milld vélierdpareilla Suomen todennéksisyys voittaa koko kilpailu on suurin? Miké
on todennékoisyys tassd tapauksessa? (4 p.)
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6. Matemaattisia malleja Il (MABG6)

KESKEISET SISALLOT (s.19, .64, 5.90-99)

» kahden muuttujan lineaariset vhtilat
* lineaarisen yhtildparin ratkaiseminen

* kahden muuttujan epéiyvhtilon graafinen
ratkaiseminen

* lineaarinen optimointi
* lukujono

= aritmeettinen ja geometrinen jono ja summa

11.

11.

K2006/T11

Aritmeettisen jonon ensimmiinen termi on % toinen on 7 ja viimeinen 117. Laske
jonon summa.

K2007/T2c
c) Miéritd geometrisen lukujonon ,%, %. ... kolmas termi.
K2009/Tic

c) Ratkaise yhtélsryhmd r +y=1, z —y = 2.

K2009/T10
Lukujonon seuraava termi a,,.; lasketaan edellisen termin a,, avulla kaavan

1 2
Qnt1 = §{ﬂn + rl_n}
mukaisesti. Laske desimaalilukuina riittdvalla tarkkuudella lukujonon termit a,, a., a; ja
g, kun

a)ag=3 ja b)a=8.

Laske molemmissa tapauksissa, kuinka monta prosenttia termi a; poikkeaa luvusta /2.
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5$2005/T12
12. Miiritd paraabelin y = 22 — r ja suoran y = x + 2 leikkauspisteet ja niiden vilinen
etaisyvys.
K2011/Tic
c) Ratkaise yhtalopari
x=2y=0
x=3y=1
K2011/T13

13.

9.

10.

Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 10 ja toinen termi 12. Geometrisen jonon en-
; g 21 . ;
simmdinen termi on 2 ja suhdeluku g =5. Monennestako termistd ldhtien geometrisen

jonon termi on suurempi kuin vastaava aritmeettisen jonon termi? Muodosta tarvittava
epayhtald ja etsi sille ratkaisu kokeilemalla.

52007/T8

Keltaista ja sinistd vAripigmenttid kdytettiin kahden erisdvyisen vihreéin maalin se-
koittamiseen. Maaliin A tarvittiin litraa kohden 80 g keltaista pigmenttid ja 110 g
sinistd pigmenttia, maaliin B vastaavasti 120 g keltaista ja 90 g sinisti pigment-
tia. Kuinka monta litraa kumpaakin maalia valmistettiin, kun keltaista pigmenttii
kiytettiin 3,2 kg ja sinistd 3.5 kg?

5$2007/T9
Vanhassa tarinassa Sakkilaudan 64 ruudulle sijoitetaan vehnéinjvvii: ensimmiiiselle
ruudulle yksi, toiselle kaksi, kolmannelle nelja jne. Seuraavalla ruudulla on aina
edellisen ruudun médrd kaksinkertaisena. Kuinka monta ruutua voidaan tayttdd
Suomen vuotuisella 700 miljoonan kilogramman vehnisadolla, jos oletetaan, ettd
vksi vehnédnjyvi painaa 25 mg?

52007/T10

Ratkaise graafisesti epivhtiltryhmé

y>z—2,
T+ 2y = 14,
5r + 4y < 28,

Anna vastauksena kuvio, johon on merkitty ratkaisujoukko.
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10.

13

12.

*

52008/T10

Lukujonon ensimmiinen termi on 2, ja jonon kukin seuraava termi on aina 5 %
suurempi kuin edellinen termi. Muodosta jonon n:nnen termin lauseke. Tutki tAmén
avulla, kuinka moni jonon termi on pienempi kuin 1000 miljoonaa. Laske niiden
termien summa kolmen numeron tarkkuudella.

52009/T11

Postimyyntiliike pyrkii saamaan lisdd asiakkaita lupaamalla lahjan asiakkaalleen,
joka hankkii kaksi uutta asiakasta. Liisa haluaa lahjan ja ilmoittaa kaksi ystdviinsi,
jotka puolestaan hankkivat kukin kaksi nutta asiakasta jne. Oletetaan, etti jokaiseen
uusien asiakkaiden hankkimiskierrokseen kulun aikaa vitkko eikd entisia asiakkaita
saa pyvtid undelleen. Kuinka monta nutta asiakasta tilld tavalla olisi saatu kokoon

Kuinka monta viikkoa menisi sithen, ettd nain hankittuja nusia asiakkaita olisi yli

10 0007

52009/T12

Suorat r+y = 8, r + 3y = 18 ja y — 3 = 0 rajoittavat kolmion. Piirrd kuvio ja
laske kolmion pinta-ala. Muodosta epavhtaldryhma, jonka ratkaisuna on piirtdmési
kolmio sivut mukaan lukien.

52010/T3

Oheisessa kuviossa on kaksi suoraa. Maarita naiden yhtalot, ja laske niiden leikkauspisteen
koordinaatit. Mikd on suorien ja y-akselin rajaaman kolmion pinta-ala?

¥y

F18

e : i X
-1}
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52010/T11

11. Ryéstoyrityksen keskeydyttys Arska pinkaisi poliisia pakoon ja sai 200 metrin etumatkan.
Kun poliisi oli juossut tdman 200 metrid, Arskalla oli vield etumatkaa 180 metrid. Kun
poliisi oli juossut taman, Arskan etumatka oli jalleen kutistunut kymmenesosalla. Takaa-
ajo jatkui samalla tavoin. Saiko poliisi Arskan kiinni? Jos sai, niin kuinka pitkan matkan
juostuaan poliisi ulottui tarttumaan Arskaan? Poliisin kdden pituudeksi oletetaan puoli
metrid.

$2011/74

4. Ludwig van Beethoven, Wolfgang Amadeus Mozart ja Johann Sebastian Bach elivat yhteen-
sd 156 vuotta. Bach eli yhdeksan vuotta vanhemmaksi kuin Beethoven, Mozart kuoli 21
vuotta nuorempana kuin Beethoven. Kuinka vanhoiksi saveltdjat elivat?

K2016/B1-0sa T9

9. Suora L; kulkee pisteiden (3,0) ja (0,5), suora L, pisteiden (6,0) ja (0, 3), ja suora Ls
pisteiden (2,0) ja (2,2) kautta. Nami kolme suoraa ja koordinaattiakselit rajoittavat
monikulmion, jonka yksi kirki on (0,0). Etsi funktion f(z,y) = 2z — 4y + 10 suurin ja
pienin arvo téssé monikulmiossa.

$2016/B1-0sa T8

8. Kun kumipallo putoaa korkeudesta h, se ponnahtaa yléspéin korkeuteen 0,8 - h saakka.
Pallo pudotetaan yhden metrin korkeudesta. Mikd on pallon kulkema matka, kun se
kymmenennen kerran osuu lattiaan?

7. Talousmatematiikka (MAB7)

KESKEISET SISALLOT (s.114-125)

= indeksi-, kustannus-, rahaliikenne-, laina-, verotus- ja
muita laskelmia

» taloudellisiin tilanteisiin soveltuvia matemaattisia
malleja lukujonojen ja summien avulla
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14.

14.

15.

K2005/T14

Postimyyntiyritys tarjoaa mainoslehtisessdiin nopeaa ja vaivatonta kulutuslainaa.
Lainaehtojen mukaan laina maksetaan takaisin vhtd suurin erin kunkin kuukauden
lopussa, knukausikorko on 1,9 % jéljelli olevasta velkasaldosta ja lisiiksi kuukausit-
tain peritdfin lisimaksua, joka on 0.4 % mytnnetyn luoton médristd. a) Madrita
kuukausierin suuruus ja lainan kokonaiskustannukset, jos lainasumma on 1200 eu-
roa ja laina-aika vksi vuosi. b) Osoita, ettéi lainan todellinen vuosikorko on noin
31 %, toisin sancen vhta suureen kuukausieraan paadytaan, jos kuukausittain ly-
hennettavin tasaeralainan korko on 31 % wuodessa. Anna vastaukset euron tark-
kuudella.

K2006/T5

Suomen viennin jakauma vuonna 2003 seki viennin méérdssd vuonna 2004 tapahtu-
neet muutokset kiiyviit ilmi seuraavasta taulukosta. (Lihde: Kaupan Keskusliitto.)

Vienti toimialoittain Jakauma Muntos vuodesta 2003
vuonna 2003 (%) vuoteen 2004 (%)
Puu- ja paperiteollisunus 25,4 +13.6
Kemianteollisuus B.Y +4.4
Kone- ja metalliteollisuus 2b.1 —4.4
Séahkotekninen teollisuus 24,3 +1.9
Muut 16.5 +14.6

a) Lisaantyiko vai viheniko kokonaisvienti vuonna 20047 Kuinka monta prosenttia
muutos oli? b) Esitéd viennin prosentuaalinen jakauma vuonna 2004.

K2006/T14

Henkild ottaa 120000 euron asuntolainan. Laina sovitaan hoidettavaksi tasaerd- eli
annuiteettilainana puolivuosittain, ja vuotuiseksi koroksi sovitaan 3,70 %. Harkit-
tavana on laina-ajan pituus. Laske lainan hoitomaksun eli annuiteetin suuruus, jos
laina-aika on a) 22 vuotta, b) 60 vuotta. Kuinka paljon lainaa jiilkimméisessi ta-
pauksessa olisi vield jiljelld silloin, kun laina ensimméisessi tapauksessa olisi tullut
maksetuksi loppuun? Lainasta ei aiheudu muita kuluja.

K2007/T15

Piensijoittaja osti yhtion osakkeita 1200 eurolla. Ensimmaiisend vuonna osaklkei-
den kurssi laski 15,6 prosenttia. mutta seuraavana vuonna se nousi 8.1 prosenttia.
a) Kuinka monta prosenttia osakkeiden kurssin tulisi nousta kolmantena vuonna,
jotta osakkeiden arvo olisi alkuperiiisen suuruinen? b) Sijoittaja arvioi, ettd kurs-
sinousu kolmantena vuonna on normaalisti jakautunut keskiarvona 7,0 prosenttia
ja keskihajontana 5.0 prosenttia. Mikd on todennikdisvys, ettd kolmannen vuoden
lopussa osakkeiden arvo on vihintdin alkuperiisen suuruinen?
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K2008/T11

11. Isoisi avasi vuoden 2006 alussa lapsenlastaan varten tilin, jonka vuotuinen korkopro-
sentti lahdeveron vahentdmisen jalkeen on 1,750, ja talletti tilille 700 euroa. Isoisa
jatkaa seuraavina vuosina tallettamalla saman summan. Korko lisdtédian vuosittain
tilin saldoon vuoden viimeisend pdiviind. Kuinka paljon tililli on rahaa vuoden 2010
lopussa koron lisiyksen jalkeen? Muodosta ja sievenni lauseke, joka antaa tilin sal-
don vuoden lopussa, kun talletus on tehty n kertaa. Minki vuoden lopussa rahaa
on vihintiin 12 000 euroa?

K2008/T14

14. Vuoden 2002 alussa Liisa talletti 1000 euroa tilille, jonka vuotuinen korko oli 1.5 pro-
senttia. Kuinka suuri talletus korkoineen oli viisi vaotta myShemmin? Korkotulon
lihdevero oli 1.1.2005 ldhtien 28 prosenttia ja sitd ennen 29 prosenttia. Mika oli tal-
letuksen reaaliarvon muutos prosentteina? Vuoden 2002 alussa elinkustannusindeksi
oli 1548 ja viisi vuotta mythemmin 1632.

K2009/T8

8. Opintorahaa saanmut opiskelija saattol vuonna 2006 tehdd kunnallisverotuksessa an-
siotulosta opintorahavahennyksen, jonka suuruus laskettiin seuraavasti: Vihennyk-
sen enimméisméadrd oli 2 200 euroa, ja sitd pienennettiin 50 prosentilla siitd mé&é-
ristd, jolla puhtaan ansiotulon mé#ra ylitti vihennyksen enimméisméirin. Kui-
tenkin vihennys oli enintdin opintorahan suuruinen. Piirrd kuvaaja, joka osoittaa
vihennyksen riippuvunden palkkatulosta, kun opintorahan suuruus on 1 500 euroa.
Oletetaan, ettd puhdas ansiotulo muodostun palkkatulosta ja opintorahasta. Miten
suurilla palkkatuloilla vihennysté ei tissi tapauksessa enéf saa?

K2009/T14

14. Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia, ja korkotuotosta peritdéin vuosittain 29
prosentin lihdevero. Tilid avattaessa talletetaan 1000 €, eiki muita talletuksia teh-
da.

a) Kuinka paljon tililla on rahaa kymmenen vuoden kuluttua, kun korko hitetdan
péfomaan vuoden vilein?
b) Monenko vuoden kuluttua talletus on kaksinkertaistunut?

K2010/T5

5. Tuhat euroa talletetaan viiden prosentin korolla 50 vuodeksi. Korko liitetdsn paZomaan
vuosittain. Laadi pylvasdiagrammi, joka kuvaa talletuksen arvoa wviiden vuoden vilein.
Lihdeveroa ei oteta huomioon.
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13. Lahjavero masriytyy ensimmiisesss veroluokassa seuraavasti:

K2010/T13

Verotettavan osuuden arvo, Veron vakioera osuuden \eroprosentti
euroa alarajan kohdalla, euroa ylimenevistd osasta
4000-17 000 100 T
17 000-50 000 1010 10
50 000~ 4310 13

a) Kuinka paljon veroa menee 30000 euron lahjoituksesta?

Lihde: www.vero.fi
(26.5.2009)

b) Piirrd sen funktion kuvaaja, joka esittaa lahjaveron riippuvuutta lahjan arvosta (so.
verotettavan osuuden arvosta).

14. a) Saaticlld on 1.8 miljoonan euron pddoma, jonka vuosittainen tuotto on 5,4 prosenttia.

Erdand vuonna sddtid on pddttdnyt siirtdd tuotosta 30 prosenttia pddomaan ja jakaa lo-
pusta tuotosta kaksi 21 000 euron suuruista apurahaa opiskeluun ulkomailla sekd 14

K2011/T14

yhtd suurta matka-apurahaa. Kuinka suuria matka-apurahat ovat?

b) Kuinka suureksi sdition 1.8 miljoonan euron pddoma kasvaa viidessd vuodessa, jos tuot-

to on jokaisena vuotena 5.4 prosenttia pddomasta ja vuosittain pddomaan siirretdan

30 prosenttia tuotosta?
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K2016/B1-0sa 4

5. Oheinen taulukko kuvaa kuluttajahintaindeksin kehitystd 2000-luvulla.
a) Kuinka monta prosenttia kuluttajahinta on noussut kesikuusta 2006 kesikuuhun

20107

b) Petteri on vuokrannut asunnon syyskuussa 2011. Vuokrasopimuksen mukaan vuok-
ranantajalla on oikeus korottaa vuokraa kerran vuodessa niin, ettéd korotus vastaa
kuluttajahintaindeksin muutosta. Vuokranantaja kiyttia korotusoikeuttaan téiysi-
médriisend niin, ettd korotus tulee voimaan tammikuun alusta vuosina 2012, 2013
ja 2014. Kesidkuussa 2014 Petterin vuokra on 542 €/kk. Miki oli vuokra vuokraso-

pimusta solmittaessa?

tammi helmi maalis huhti touko kesd heind elo syys loka marras joulu
2014 1190 1193 1196 1198 1195 119,5 1194 1196 120,2 120,0 119,8 119,6
2013 117,1 117.,8 1183 1185 1185 1185 1184 118,2 1187 1188 1186 1191
2012 1152 1159 116,3 116,7 116,7 116,8 116,6 116,.8 117.3 1174 1170 1172
2011 111,7 1124 1130 1132 1133 113,6 113,3 113,7 1142 1145 1145 114,5
2010 1083 108,77 109,2 1095 1094 109,7 1091 1096 110,0 1105 110,7 111,33
2009 108,5 108.6  108,6 1086 108,4 1087 1080 1083 108,5 1079 108,0 108,1
2008 106,2 106,7 1076 1078 108,4 1088 108,6 109,1 109.6 109,6 109,1  108,7
2007 102,2 1029 1036 104,1 104,0 104,2 104,1 104,2 1047 105,0 105,53 105,1
2006 99,9 100,7 101,0 101,5 101,6 101,7 101,5 101,9 102,0 1023 102,3 1024
2005 99,1 99,8 100,1 100,2 99,9 1000 99,6 100,0 100,5 1004 100,2  100,2

K2016/B2-0sa T10

Lahde: Tilastokeskus

10. a) Annika sai 58 000 € perinténa. Kuinka monta euroa Annika maksaa perinnosté

veroa? Mikéd on hédnen perintéveroprosenttinsa?

b) Piirrd kuvaaja, josta kiy ilmi perintéveron suuruus prosentteina perinnén arvon
funktiona, kun perinnoén suuruus on vélilla 0 € ja 60 000 €.

Verotettavan osuuden

Veron vakioera osuuden

Vero alarajan ylimenevésté

arvo, € alarajan kohdalla, € osasta, %
2000040000 100 8
40 000-60 000 1700 1
60 000—200 000 3900 14
200 000-1 000 000 23500 17
1000 000- 159500 20

(Perintd- ja lahjaverolaki, 378/1940, § 14)
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52016/B2-0sa T11

11. Suomessa verotetaan ansiotuloa progressiivisesti oheisen taulukon mukaisin veroastein.
Yritysjohtaja Karhu haluaa houkutella maahan rikkaita maahanmuuttajia siirtymalla
tasaveroprosenttimalliin, jossa kiytetadn samaa ansioveroprosenttia tulotasosta riippu-
matta. Arvioi taulukon ja oheisen lehtileikkeen perusteella, miki on se tasaveroprosentti,
jolla voidaan kerdtd yhta paljon verotuloa kuin nykymallilla. Tee tarvittavat oletukset
tulojakaumasta ja kirjaa ne myos nakyviin.

Vero alarajan ylit-

Verotettava ansiotulo,  Vero alarajan TP ..

€ kohdalla, €

. ta, %
16 500-24 700 8 6,5
24 700-40 300 541 17,5
40300-71 400 3271 2158
71 400-90 000 9957,50 29,75
90 000~ 15491 31,75

Kauimmas kdrki on karannut Kauniaisissa, missd hyvatuloisin prosentti
ansaitsee vihintdadn 293 362 euroa vuodessa. Naapurikunnassa Espoossa hui-
pun tulot ovat ldhes puolet vdhemmdn, 155 278 euroa vuodessa.

Pienimmilld tuloilla hyvdtuloisimman prosentin joukkoon pddsee Rauta-
vaaralla, Sotkamon naapurissa (52 286 e). Eli Kauniaisissa tuloeliittiin pidse-
miseen tarvitaan lihes neljannesmiljoona euroa vuodessa enemmdn kuin Rau-
tavaaralla.

Muydés Suomen vihiten ansaitsevat asuvat Kauniaisissa, missd pienituloisin
kymmenys ihmisistd ansaitsee alle 3 073 euroa vuodessa. Seuraavaksi pieni-

tuloisin 10 prosenttia loytyy Helsingistd (3 698 euroa vuodessa) ja Joensuusta
(4 588 euroa vuodessa).

Suomen Kuvalehti
<http://suomenkuvalehti.fi>

$2016/B2-0sa T13

13. Allu haluaa ostaa 1 800 € maksavan maastopydran. Mummo antaa hénelle 700 €. Allu
tallettaa mummolta saamansa rahat 30.12.2014 tilille, jonka vuosittainen korkotuotto
on 0,6 %. Lisaksi Allu asettaa itselleen kuukausittaisen sadstotavoitteen: hin tallettaa
jokaisen kuukauden ensimmdisenéd péivana tietyn summan, alkaen helmikuusta 2015.
Paljonko Allun tulee kuukausittain sééstdd, jotta hdn saa vuoden 2015 loppuun men-
nessé kokoon 1 800 €7 Oletetaan, ettd jokaisessa kuussa on 30 péivéia ja ettd lahdevero
on 30 %.
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8. Matemaattisia malleja Ill (MABS)

KESKEISET SISALLOT (s.126-136)

» trigonometristen funktioiden méérittely vksikkéympyrin avulla
» radiaani

* tyyppié f{x) = a olevien trigonometristen yhtéiliiden
ratkaiseminen

« muotoa fix) = A sin (bx) olevien funitioiden kuvaajat
Jjaksollisten ilmididen mallintajina

« vektorin kiisite ja velctoreiden peruslaskutoimitusten periaattect
* koordinaatiston vektoreiden komponenttiesitys ja skalaaritulo

* kaksi- ja kolmiulotteisen koordinaatiston pisteiden ja kulmien
tutkiminen vektoreiden avulla

K2005/T9

9. Tasaisella vaakasuoralla puutarhapalstalla peruskallio on lihellda maanpintaa. Puu-
tarhuri etsi kokeilemalla rautakangen avulla kohtaa, jossa peruskallio on lahinné
maanpintaa. Hin mittasi peruskallion syvyyden kolmessa pisteessd, jotka erdés-
s zy-koordinaatistossa (yksikkénia cm) olivat A = (132,247), B = (357,519) ja
C = (471, 125). Peruskallio oli syvimmillaén pisteessd A. Siten kallio naytti nouse-
van maanpintaa kohti, kun pisteestd A siirryttiin kohti pisteitd B ja C. Puutarhuri
pédtti siirtyd pisteestd A ensin janan BC keskipisteeseen ja siitéd vield samaan suun-
taan yhtd pitkdan matkan pisteeseen D, jossa hén mittasi kallion syvyyden. a) Piirrd
kuvio. b) Laske janan BC' keskipisteen koordinaatit. ¢) Laske pisteen D koordinaa-
tit.

K2006/T10

10. Suunnikkaan ABCD kirkipisteet ovat A = (1,=2), B= (6,-1),C = (7,2) ja D=
(2,1). Laske sunnnikkaan pinta-ala seki kulmien suurundet asteen kymmenesosan
tarkkuudella.

K2009/T9

9. Kolmion kirjet ovat pisteissi (=6, 1), (0,0) ja (4,9).
a) Laske kolmion kulmat asteen kymmenesosan tarkkuudella.
b) Laske kolmion pinta-ala yhden desimaalin tarkkuudella.
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52009/T14

14. Ratkaise yhtilo cos3a = 3"'23 Mitké ratkaisuista ovat valilla [180°, 360°]?

K2009/T15

15. Olkoond=—2i—5jjab=2i—].
a) Laske b — @.
b) Piirrd vektorit a, b ja b — @ koordinaatistoon siten, ettii niiden alkupiste on
Origossa.

c) Mairita vektoreiden a ja b viilinen kulma.

K2010/T15
15. Pystysuora vektori ji = 5] esitetddn kahden vektorin
i==ri+y] ja 5=.r7+y}

summana. Miten on x ja y valittava, kun vaatimuksena on, etta seka vektorin @ etta
vektorin b kulma z-akseliin nahden on 2°7

1]
=

i 2%

5§2010/T6

6. Pisteitdi A = (1,4) ja B = (7,1) katsotaan origosta. Kuinka suuressa kulmassa jana AB
talléin nakyy, ts. mikd on janan paatepisteisiin suuntautuvien tdhtiysviivojen valinen
kulma? Anna vastaus yhden asteen tarkkuudella.

K2011/T15

15. Laske avaruuden kulman <BAC suuruus asteen tarkkuudella, kun 4=(1,2,3), B=(4.5.6)
ja C=(9,87.
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K2012/T15B
B) Suunnikkaan ABCD kirki A on pisteessd (=3.7) ja sen pisteestd A lahtevini
sivuina ovat vektorit AB —= 3+ 27 ja A i+ 5j. Mifriti pisteiden B, C ja
D paikkavektorit. Kuinka suuri on lavistajavektoreiden zﬁ? ja D_Jé vélinen kulma?
Anna vastaus asteen kvmmenesosan tarkkuudella.

$2007/T15B
B) Laske vektoreiden @ = 2 + %5 jaE = 3i + 47 pituudet ja suuntakulmat r-akseliin
niahden. Laske myis vektoreiden summa @ + b ja erotus @ — b.

K2016/B2-0sa T11

11. a) Maaritellddn funktio f(z) = cos(z) + 1. Méérita funktion suurin ja pienin arvo.
b) Maiaritelldan funktio g(z) = Asin(z)+ B, missd A, B > 0 ovat vakioita. Mita kaikkia
arvoja tdma funktio voi saada?

$2016/B1-osa T9

9. Kolmion kulman puolittaja jakaa kulman vastaisen sivun kulman viereisten sivujen

pituuksien suhteessa. Kolmion kérkipisteet ovat A(0,0), B(2,1) ja C(1,3).
a) Laske I‘i—g‘,
b) Merkitéén kirjaimella D sivun BC ja kulman A puolittajan leikkauspistettd. Laske

pisteen D koordinaatit.

41




