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.  LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA
k/) Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtavaan.

YLIOPPILASTUTKINTO- 24.03.2006 MATEMATIIKAN KOE

4
Ratkaise yhtalot a) 202% — 492 +9=0, b) % 4+ ==

Sievennd lausekkeet

2  2(1-—2z)
a) %4_ 6 3

(z 4+ 2)(x — 2) g Rphtn
z2—4 '

b)

Nelion ABCD sivulla AB on sellainen piste F, D c
etti AE = 1 ja ED = 3. Laske nelién a) sivun
pituus, b) pinta-ala, ¢) lavistdjan pituus. Anna
vastaukset tarkkoina arvoina.

A E B

Kappaleen paino on kidntéden verrannollinen maapallon keskipisteestd mitatun etai-
syyden neliéon. Lentokone painaa maan pinnalla 56,0 tonnia. Kuinka paljon se pai-
naa kymmenen kilometrin korkeudessa? Maan pinnan etiisyys keskipisteesti on 6370
kilometria.

Suomen viennin jakauma vuonna 2003 seki viennin méédrissi vuonna 2004 tapahtu-
neet muutokset kdyvat ilmi seuraavasta taulukosta. (Ldhde: Kaupan Keskusliitto.)

Vienti toimialoittain Jakauma Muutos vuodesta 2003
vuonna 2003 (%) vuoteen 2004 (%)
Puu- ja paperiteollisuus 25.4 +13,6
Kemianteollisuus 8,7 +4.4
Kone- ja metalliteollisuus 251 —44
Sahkoétekninen teollisuus 24,3 +1,9
Muut 16,5 +14,6

a) Lisddntyikd vai viheniko kokonaisvienti vuonna 20047 Kuinka monta prosenttia
muutos oli? b) Esitd viennin prosentuaalinen jakauma vuonna 2004.

Autoilija ajoi 28 kilometrid pitkin ticosuuden nopeudella 80 km /h. Lopun matkasta
han ajoi moottoritietd pitkin. Milla keskinopeudella hidn ajoi moottoritieosuuden,
kun hin perille tultuaan totesi keskinopeuden koko 75 kilometrin ajomatkansa osalta
olleen 100 km /h?

Tutki, milloin funktio f(z) = z* — 272 + 2 on kasvava ja milloin vihenevé.
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Tehtaan on vihennettivi vesistoon joutuvia paastoja yhteensd 20 prosenttia seuraa-
vien neljin vuoden aikana. a) Kuinka monta prosenttia on asetettava vuotuiseksi
tavoitteeksi, kun halutaan, ettd suhteellinen vihennys on sama kaikkina vuosina?
b) Jos samaa vuotuista tavoitetta noudatetaan edelleen, kuinka monen vuoden ku-
luttua pésistot on saatu viheneméén alle puoleen alkuperiisestd méafrastaan?

Noppaa heitetiiin 5 kertaa. Milli todennikoisyydelld tuloksena on a) tdsmélleen
kaksi kuutosta, b) vihintdin kaksi kuutosta?

Suunnikkaan ABCD kirkipisteet ovat A = (1,—2), B= (6,—1),C = (7,2) ja D =
(2,1). Laske suunnikkaan pinta-ala seké kulmien suuruudet asteen kymmenesosan
tarkkuudella.

Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on %, toinen on 7 ja viimeinen 117. Laske
jonon summa.

Kaava (z 4+ y)? = 2° + 9 on yleensi viiird. Osoita, ettd jos kaava patee, niin joko
z =0 tai y = 0 (tai molemmat). Myds kaava (z — y)* = z? — y* on yleensd viari.
Anna esimerkki luvuista x ja y, joille timéa kaava pitee, mutta edellinen kaava ei
pide.

Pienien alumiinista valmistettavien suoran ympyrikartion muotoisten valaisinku-
pujen korkeuden ja pohjaympyrin halkaisijan summa on 18,6 cm. Maaritd kartion
pohjaympyréin siade siten, ettd kartion tilavuus on mahdollisimman suuri. Maarita
tamé tilavuus.

Henkils ottaa 120000 euron asuntolainan. Laina sovitaan hoidettavaksi tasaera- eli
annuiteettilainana puolivuosittain, ja vuotuiseksi koroksi sovitaan 3,70 %. Harkit-
tavana on laina-ajan pituus. Laske lainan hoitomaksun eli annuiteetin suuruus, jos
laina-aika on a) 22 vuotta, b) 60 vuotta. Kuinka paljon lainaa jélkimméisesséi ta-
pauksessa olisi vield jaljelld silloin, kun laina ensimmaéisessé tapauksessa olisi tullut
maksetuksi loppuun? Lainasta ei aiheudu muita kuluja.

Ilpo ja Antero sdfitivit vuorotellen alumiiniprofiilin leikkurin terdd 2000 mm:n koh-
dalle. Hyvaksyttéva profiilin pituus on 2000 mm =+ 0,40 mm. Saédetyn terdn leik-
kauskohdan oletetaan noudattavan normaalijakaumaa keskiarvona 2000 mm. Ilpon
saddon keskihajonta on 0,19 mm ja Anteron 0,24 mm. Kun jokaisella sdadolla leika-
taan yhtd monta profiilia, niin kuinka monta prosenttia enemmén hukkakappaleita
leikkuri keskiméarin tuottaa Anteron sddtdménd kuin llpon sdatdmand?



Lyhyt matematiikka 24.3.2006, ratkaisut:

49+4/492-4-20-9 49+41 "
= eliz= 3

40 40
b) Kertomalla kuudella saadaan yhtilé muotoon 2z +4 = 3z, jonka ratkaisu on z = 4.

Vastaus: a) Ratkaisut ovat z = 2 ja = £. b) Ratkaisu on z = 4.

o=

1. a) 2022 - 492+ 9 =0, kun z = tal g=

z2 2(l-2) =z l-z z+l1-2z 1
+ =2+ = =

% 8) o 5 @ 1 3 T
z+2)(z—-2) z*-4
= = 1.
b) 2 —4 2 -4
C) $3+n:‘:4+n — $3+n+4+n—7 e $2n‘
z

3. a) Kolmiosta ADE saadaan nelién sivun pituudelle z yhtals z2 + 1 = 3% eli 22 = 8,
jonka ratkaisu on r = 21V2.

b) Nelién pinta-ala on z2 = 8.

¢) Kolmiosta ABD saadaan nelién livistijin pituudelle d yhtdlo d® = 8 + 8, jonka
ratkaisu on d = 4.

Vastaus: a) 2v/2, b) 8, c) 4.

4. Kappaleen painon lauseke on m = missd r on etiisyys maan keskipisteesta ja

7'_2’
a
a verrannollisuuskerroin. Lentokoneen painosta maan pinnalla saadaan 56 = 63702
josta ratkeaa a = 56-6370%. Koneen painoksi 10 kilometrin korkeudessa saadaan siten

56 - 63702
(6370 + 10)2
Vastaus: 55,8 tonnia.

mip = ~ 55,8246.

5. Jos kokonaisvienti vuonna 2003 oli 100a, oli puu- ja paperiteollisuuden vienti 25,4a.
Vuonna 2004 se oli 1,136 - 25,4a = 28,854a. Vastavasti saadaan vuoden 2004 muut
vientimaarat oheiseen taulukkoon.

Toimiala Maara 2003 Kerroin Madrd 2004  Jakauma 2004 (%)
Puu- ja paperiteollisuus  25,4a 1,136 28,854a 27,3
Kemianteollisuus 8,7a 1,044 9,083a 8,6
Kone- ja metalliteollisuus 25,1a 0,956 23,996a 22,7
Sahkotekninen teollisuus  24,3a 1,019 24,762a 23,4
Muut 16,5a 1,146 18,909a 17,9
Vienti yhteensa 100a 105,604a 100

a) Yhteensé saadaan vuoden 2004 kokonaisvienniksi 105,603a. Se on kasvanut edelli-
sestd vuodesta 5,6 %.

b) Kiyttden vuoden 2004 kokonaisvientia kantalukuna saadaan viennin prosentuaali-
nen jakauma toimialoittain viimeiseen sarakkeeseen.

1



10.

11.

Moottoritien pituus on 75 km - 28 km = 47 km. Jos keskinopeus sielld oli z km/h, on

zg + — i 17050 eli (i5— - ?-§):c =47 eli 0,4z = 47, jonka ratkaisu on z = 117,5.

100 80
Vastaus 117,5 km/h.

Funktion f(z) = z3 — 27z + 2 derivaatta f'(z) = 322 — 27. f'(z) = 0, kun z = 3.
Koska f’:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, on f'(z) > 0, kun z < —3 taiz > 3
ja f'(z) <0, kun -3 <z < 3.

Vastaus: Funktio f(z) on kasvava, kun z < —3 tai z > 3 ja vihenevé, kun —3 < 7 < 3.

a) Olkoon a piaistomadra alussa ja p tavoiteltu vahennysprosentti sekd g = 1 — ﬁp.

Télloin ¢a = 0,8a, josta ¢ = /0,8 ja edelleen p = 100(1 — /0,8) ~ 5,4258.
b) Jos kysytty vuosimééré on n, on oltava (/0,8)"a < 0,5a. Ottamalla logaritmit

log 0,5
saadaan nlog /0,8 < log0,5, josta n > ! =2 12,425.

log /0,8

Vastaus: a) 5,4 %, b) 13 vuoden kuluttua.

a) Binomitodennikdisyyden kaavan mukaan tasmalleen kahden kuutosen todennikoi-

—)*(=)" =~ 0,160751.
) PGy ~o,

b) Vastaavasti saadaan enintdin yhden kuutosen todennikoisyydeksi

(g) (%)0(2)5 - (?) (%)1(2)4 ~ 0,803755. Kysytty vahintaan kahden kuutosen ta-

paus on tamén komplementtitapaus. Sen todennakdisyys on 1—0,803755 = 0,196245.
Vastaus: a) 0,1608, b) 0,1962.

Syys on (

-14+2 1
6—1 5’
yhtélé on y+2 = (m 1) eli z—5y—11 = 0. Pisteen D etdisyys A:n ja B:n kautta kul-
|2 —5— 11| 14
V1425 V26
janan DE pituus. Suunnikkaan kannan pituus AB = /(6 — 1)2 + (=1 + 2)2 = 1/26.
Suunnikkaan ala on AB - d = 14. Pisteessa A olevan kulman ¢ suuruus saadaan
kolmiosta ADF, jossa AD = /(2—-1)2+ (1+2)2 = V10 ja DE = d. Nain ollen

14
siha = ——= =~ 0,8682431, josta o ~ 60,2551°. Tamai on samalla C:ssi olevan

V10v/26

kulman suuruus. Muut kaksi kulmaa ovat suuruudeltaan 180° — o =2 119,7449°.
Vastaus: Pinta-ala on 14 seka kulmat A ja C 60,3° sekda B ja D 119,7°.

Pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on , joten suoran

Tama on samalla suunnikkaan korkeus-

kevasta suorasta on d =

Aritmeettisen jonon a1, as, ..., @, termit ovat muotoa as = a1+d, as = a1+2d, ..., a,
a1 + (n — 1)d. Nytd:ag—al—T—— = 5,5. Edelleen 117 = a,, = %+(n—1)5
josta saadaan, ettd n = 22. Aritmeettisen jonon summa on siten nz(al + ayn)
22 2(2 +117) = 1303,5.

Vastaus: 1303,5.
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(z+y)?=2*+9y? < a2+ 2ry+y?=2>+9y* < zy = 0. Viimeinen yhtilo
toteutuu, jos z = 0 tai y = 0 (tai molemmat ovat nolla).

(z—y)? =22—y? < 2’ -2zy+y’=12"-1y? = 2’22y =0 < y(y—z)=0.
Tama toteutuu, jos ¥y = 0 tai y = z. Nain ollen esimerkiksi lukupari z =1, y = 1
toteuttaa jalkimméisen kaavan, muttei edellistd, koska kumpikaan ei ole nolla.

Jos kartion korkeus on i cm ja pohjaympyran side r cm, on h + 2r = 18,6 eli h =
18,6 — 2r. Kartion tilavuus on V = 1ar?h = 1nr?(18,6 — 2r) = 37 (18,6r% — 2r%).
Tilavauden V (r) derivaatta V'(r) = 37(37,2r—6r%) = 0, kunr = 0 tai 37,2—6r = O eli
r =6,2. Arvo r = 0 ei tule kysymykseen. Koska V'(r):n kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, on V'(r) > 0, kun 0 < r < 6,2 ja V'(r) < 0, kun r > 6,2. Nain ollen r = 6,2
antaa tilavuuden suurimman arvon, joka on V(6,2) = :76,2%(18,6 —2-6,2) ~ 249,576.

Vastaus: Kun side on 6,2 cm, saadaan suurin tilavuus 249,6 cm?®.

—d , missd K = 120000 euroa,
] =g
g=1+ 5(1763’70 = 1,0185 korkotekiji ja n hoitomaksujen maara.

0,0185
Nyt n = 44 ja A = 12 .1,0185% ——" %~ 4010,044.
a) Nyt n ja 0000 -1,0185 {01854 =1 010,0

b) Nyt n = 120. Sijoittamalla se em. kaavaan arvon 44 tilalle saadaan A =~ 2496,72.
Kun edellinen laina on maksettu loppuun 22 vuoden kuluttua, saadaan jalkimmaisen

jaljella oleva maara kaavasta,

Puolivuotislainan annuiteetin kaava on A = Kq"

1—1,0185%
= -1,0185% — 2496, 72— 10144
V' =120000-1,0185 96,7 11,0185 0 9.39
Vastaus: Annuiteetti on a) 4010,04 euroa b) 2496,72 euroa. Edellisen loputtua on

jalkimmaista jiljelld 101 449,39 euroa.

Ilpon saadolld leikkauskohta z noudattaa normaalijakaumaa N(2000;0,19). T&llin

— 2000 . . . ok
2 = SEOT noudattaa normitettua normaalijakaumaa N(0,1). Hyvéksyttavien

profiilien todennakoisyys on

1999,6 — 2000 2000,4 — 2
P(1999,6 < = < 2000,4) = P(——— " 00,4 — 2000

019 < < o1 )~
P(-2,105 < z < 2,105) = 2®(2,105) — 1 = 20,9824 — 1 = 0,9648.
Hukkakappaleiden todennékéisyys on siten Ilpolla 1 — 0,9648 = 0,0352.

Vastaavasti Anteron sdddolla leikkauskohta x ~ N(2000;0,24) ja z =

z — 2000
0,24
N(0,1). Hyvéksyttavien profiilien todennakdisyys on

1999,6 — 2000 2000,4 — 2000
P(1999,6 < x < 20004) = P(——————— <z < : -
( ) ( 0,24 0,24 )

P(—-1,667 < z < 1,667) = 2®(1,667) — 1 =2-0,9522 — 1 = 0,9044.
Hukkakappaleiden todennakéisyys on Anterolla 1 — 0,9044 = 0,0956.

Anteron sdadéillda hukkakappaleita tulee enemman luvun ollessa prosenteissa
0,0956 — 0,0352
100 - = - ~ 171,6.
u 0,0352 Tl
Vastaus: Anteron saadoilld tulee keskimédrin 172 % enemmén hukkakkappaleita.
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