AVOIN SARJA

TEHTAVIA

(1) Luku a arvotaan satunnaisesti véliltd [2,4]. Muodostetaan kolmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselit sekéd suora y = 2z + a. Milld todenndkoisyydella kolmion
ala on vahintaén 27
(a) 0

(b) X
(c) 2—+2
(d) 1

(2) Tavallisen 8 x 8-shakkilaudan jokaisessa ruudussa on nappula. Kutakin nappulaa
liikutetaan yhta aikaa joko yksi askel vasemmalle tai yksi askel alaoikealle, jos
lilkuttaminen on mahdollista poistamatta nappulaa laudalta. Mitkd seuraavista
ovat mahdollisia tyhjien ruutujen lukuméaéria sen jélkeen, kun kutakin nappulaa
on liikutettu tasan kerran?
(a) 0
(b) 4
(c) 29
(d) 33

(3) Luvut z ja y ovat reaalilukuja. Maarita lausekkeen
222 + y* — 2zy — 2023

pienin arvo.

(4) Laatikossa on alle 100 palloa, jotka ovat joko sinisié, punaisia tai valkoisia. Pu-
naisia palloja on parillinen méaéré. Valkoisia ja sinisid on yhteensa nelinkertaisesti
punaisten pallojen méaéré. Punaisia ja sinisia palloja on yhteensa kuusinkertaisesti
valkoisten pallojen méaéra. Kuinka monta palloa laatikossa on?

(5) Piste O sijaitsee suunnikkaan ABC'D sisilla siten, ettd ZAOB + ZCOD = 180°.
Osoita, ettd ZOBC = Z0DC.

(6) Kuinka monta sellaista kolmiota on olemassa, joiden sivut ovat positiivisia koko-
naislukuja, joiden sivujen pituuksien summa on 100, jotka eivét ole redusoituneita
(eli pelkkié janoja) ja jotka ovat kesken&én erilaisia? (Téssé erilaisuus tarkoittaa
sitd, niitd ei saada toisistaan kdantamalld tai kiertamallad. Esimerkiksi kolmio,
joiden sivujen pituudet ovat 10, 49 ja 51 ajatellaan samaksi kuin kolmio, jonka
sivujen pituudet ovat 10, 51 ja 49.)
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TEHTAVAT JA RATKAISUT

Luku a arvotaan satunnaisesti véliltd [2,4]. Muodostetaan kolmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselit seké suora y = 2x + a. Milla todennékoisyydelld kolmion
ala on vahintaén 27

(a
(b

(c) 2—-v2
(d

— 1\3§|,_‘O

\_/\_/ ~— —

Ratkaisu: Suora y = 2z + a leikkaa y-akselin pisteessd y = a ja x-akselin

pisteessd * = —%. Kolmion ala on siis %. Ehto %4 > 2 toteutuu, kun a? > 8,

eli s > 2\/_ (sﬂla vain positiivinen arvo kelpaa). Kysytty todennékoisyys on siis
Tavallisen 8 x 8-shakkilaudan jokaisessa ruudussa on nappula. Kutakin nappulaa
liikutetaan yhta aikaa joko yksi askel vasemmalle tai yksi askel alaoikealle, jos
liikuttaminen on mahdollista poistamatta nappulaa laudalta. Mitkad seuraavista
ovat mahdollisia tyhjien ruutujen lukuméaéria sen jélkeen, kun kutakin nappulaa
on litkutettu tasan kerran?

(a) 0

(b) 4
(c) 29
(d) 33

Ratkaisu: Nolla tyhjda ruutua ei ole mahdollinen, silld oikeasta yldkulmasta
taytyy siirtdd nappula vasemmalle, eiké siihen ruutuun voi tulla korvaavaa nap-
pulaa.

Nelja tyhjaa ruutua on mahdollinen: ajatellaan shakkilauta neljand kahden sa-
rakkeen rykelménéa. Kunkin rykelmén sisalla siirretdan muissa tapauksissa oikeas-
ta sarakkeesta vasempaan ja vasemmasta oikeaan, paitsi alimmalla rivilla, jolla
kukin nappula siirretdén vasemmalle, paitsi laudan vasemman alanurkan nappula,
jota ei voi siirtdd mihinkéan.

29 tyhjaa ruutua on mahdollinen: Siiretdéan alarivissa kutakin nappulaa vasem-
malle, paitsi vasemman alakulman nappulaa, jota ei voi siirtada. Muut rivit kési-
telladn seuraavasti: Ensimmaisen, toisen, viidennen ja kuudennen sarakkeen nap-
pulat siirretdén alaoikealle, kolmannen, neljannen, seitseménnen ja kahdeksannen
taas vasemmalle. Talloin ensimméiseen, neljanteen ja viidenteen sarakkeeseen jéa
7 tyhjaa ruutua kuhunkin ja kahdeksanteen jéa kahdeksan.

33 tyhjaa ruutua ei ole mahdollinen: kuhunkin ruutuun voi tulla korkeintaan
kaksi nappulaa siirtojen kautta. Ruudun oma nappula poistuu paitsi vasemmassa
alakulmassa. Siihen ei kuitenkaan voi tulla nappulaa paitsi sen oikealta puolelta
vasemmalle tehdyn siirron kautta. Missdan ruudukon ruudussa ei siis voi olla yli
kahta nappulaa siirtojen jilkeen. Siispa nappulat eivét voi olla 31 ruudussa, eli ei
voi olla 33 tyhjaa ruutua.

Luvut x ja y ovat reaalilukuja. M&arita lausekkeen

22% + y* — 22y — 2023

pienin arvo.
Ratkaisu: Taydennetddn lauseke nelioiksi:

— 27y —2023 = (22 + 22+ 1) + (2° — 22y +y*) — 2024 = (v +1)* + (v —y)* — 2024.
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Neliot ovat aina epénegatiivisia, joten lausekkeen arvo on vdahintdan —2024. Toi-
saalta tdma arvo saavutetaan, kun x = —1 ja x =y, eli myos y = —1.
Laatikossa on ainakin yksi pallo. Liséksi tiedetdén, ettd palloja on alle 100. Pallot
ovat joko sinisid, punaisia tai valkoisia. Punaisia palloja on parillinen ma#ra. Val-
koisia ja sinisid on yhteensa nelinkertaisesti punaisten pallojen maara. Punaisia
ja sinisid palloja on yhteensé kuusinkertaisesti valkoisten pallojen méaaré. Kuinka
monta palloa laatikossa on?

Ratkaisu: Merkitdan sinisten pallojen méaéréa kirjaimella s, punaisten pallojen
méaaraa kirjaimella p ja valkoisten pallojen méaaraé kirjaimella v. Tiedetadn, etta

p on parillinen luku. Lisaksi
v+s=4p
p+ s = 6.

Viéahennetdan yhtalot toisistaan, jolloin saadaan
v—p=4p — 6w,

eli 7v = 5p. Luvun p on siis oltava jaollinen luvulla 7. Koska se on myos parilli-
nen, on sen oltava jokin luvuista 0,14, 28,.... Jos olisi p = 0, olisi my6s v = 0,
jolloin olisi my6s s = 0. Talloin pallojen kokonaismééré olisi nolla, mika ei ole
mahdollista.

Jos on p = 14, niin v = 10. Té&ll6in s = 4p — v = 56 — 10 = 46. Liséksi ehto
p + s = 6v toteutuu, silla 14 + 46 = 6 - 10. Té&lloin pallojen kokonaismédrd on
14 + 10 + 46 = 70.

Jos p = 28, niin v = 20. Télléin s = 4p — v = 112 — 20 = 92, eli palloja on
yhteensé yli sata. Tamé ei ole mahdollista. Vastaavasti kiy, jos p > 28. Siispé
ainoa ratkaisu on yllamainittu, jossa p = 14 ja pallojen kokonaismaara 70.

Piste O sijaitsee suunnikkaan ABC'D sisalla siten, ettd ZAOB 4+ ZCOD = 180°.
Osoita, ettd ZOBC = Z0DC.

Ratkaisu: Piirretdédn aluksi tilanteesta kuva. Liséksi tehddan kopio alkuperai-
sestd suunnikkaasta ns. yhdensuuntaissiirtyméan avulla, eli piirretdédn toinen sa-
manlainen suunnikas, jonka vinot sivut ovat alkuperiisen suunnikkaan sivujen
jatkeita. Piiretddn samaan kuvaan myos valmiiksi kaksi apujanaa, jotka on mer-
kitty katkoviivoin:




Koska ZCOD = ZBO'A, on oltava ZAOB+/B0O’A = 180°, eli AO’ BO on jin-

nenelikulmio. Kehdkulmalauseen nojalla ZODC = Z0O'AB = Z0'OB. Toisaalta,
koska OO’ ja C'B’ ovat yhdensuuntaisia, on myos oltava ZO'OB = ZOBC. Viite
on todistettu.
Kuinka monta sellaista kolmiota on olemassa, joiden sivut ovat positiivisia koko-
naislukuja, joiden sivujen pituuksien summa on 100, jotka eivit ole redusoituneita
(eli pelkkié janoja) ja jotka ovat kesken&én erilaisia? (Téssé erilaisuus tarkoittaa
sitd, niitd ei saada toisistaan kdantamalla tai kiertamalld. Esimerkiksi kolmio,
joiden sivujen pituudet ovat 10, 49 ja 51 ajatellaan samaksi kuin kolmio, jonka
sivujen pituudet ovat 10, 51 ja 49.)

Ratkaisu: Etsitdan kolmiot kiinnittdmaélla kolmion lyhin sivu.

Jos kolmion lyhin sivu on 1, ei kolmiota ole olemassa, silla talléin kahden muun
sivun pitaisi olla yhté pitkia, ja % ei ole kokonaisluku.

Jos kolmion lyhin sivu on 2, on ainoa mahdollisuus (2,49, 49).

Kun lyhin sivu on 3, on ainoa mahdollisuus (3,48, 49), silla (3,47, 50) olisi jo
redusoitunut janaksi.

Huomataan, ettd kun lyhin sivu on parillinen, saadaan yksi tapaus enemmén
kuin edellisessé vaiheessa, kunnes néin edeten kévisi niin, etté toiseksi lyhimmaésta
sivusta tulisi lyhyempi kuin lyhimmésta. Jos nimittéain lyhin sivu on esimerkiksi
33, on ainoa mahdollisuus (33, 33, 34), silld kahden muun sivun summan on oltava
67, ja naistd lyhyemmén on oltava vahintadn 33.

Olkoon 2a parillinen luku ja olkoon se lyhimmén sivun pituus. Nyt kahden
muun sivun summa on 100 — 2a, eli kahden muun sivun keskiméaaréinen pituus on
50 —a. Kahden muun sivun erotus on alle 2a, joten se on korkeintaan 2a — 2. Siispa
toiseksi lyhimmaén sivun pituus on vahintdén 50 —2a+1. Nyt 50—2a+1 > 2a, kun
4a < 51, eli a < 12,75. Jos siis sivun pituus on parillinen, niin ehdot toteutuvat,
kun 2a < 24.

Tarkistetaan erikseen tapaus, jossa lyhimman sivun pituus on 25. Tall6in kah-
den muun sivun summa on 75. Mahdolliset kolmiot ovat siis (25, 26, 49), (25,27, 48), ..., (25,37, 3.
Mahdollisia kolmioita on siis 12 kappaletta.

Tahéan asti saadaan siis yhteensé

204+2434+4+5+6+7+8+9+10+11+12) =156

kappaletta.

Kun lyhimmén sivun pituus on 26, on vaihtoehdot (26, 26,48), ..., (26, 37,37),
eli 12 kappaletta. Vastaavasti lyhimmaélla sivulla 27 on vaihtoehdot (27,27, 46), ..., (27, 36, 37),
eli 10 kappaletta. Néin voidaan jatkaa.

Saadaan yhteensa

124+104+9+7+6+4+3+1=52

kolmiota.
Yhteensi kolmioita on siis 208.
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