Huippu 8 # Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 21.6.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

2 DISKREETTEJA
TODENNAKOISYYSIAKAUMIA

POHDITTAVAA

1. Vuosi 2016 oli karkausvuosi, joten siind oli 366 - 24 = 8784 tuntia.

2633000 _ 199 749... ~ 300.

Puheluita tuli tunnissa keskiméérin 9784

Vastaus: 300 puhelua

2. Puheluita tuli yhteensé 2 633 000, joista 581 000 oli hitidkeskukselle
kuulumattomia. Todennékdisyys sille, ettd yksittdinen hétékeskukseen
tullut puhelu ei kuulunut hitakeskukselle, on

581000
2633000 0,2206...~0,221.

Hatiakeskukselle kuulumattomien puheluiden késittelyyn kului aikaa

yhteensd 581000-18 s=10458000 s = % h =2905 h. Tama

vastaa 29805 363,125 ~ 363 henkilotyopaivia.

Vastaus: 0,221; 363 henkil6tydpaivad
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2.1 Toistokoe

201. a) (g) =10
Vastaus: 10
12 4 8
b) 4 -0,73"-0,27° =0,00397... = 0,0040
Vastaus: 0,0040
¢) Sijoitetaan n =21, k=8 ja p = 0,63 kaavaan (Z) pra-p)y*.

281) -0,63°-0,37"

=0,0122... 0,012

(281) 10,63 (1-0,63)"* = (

Vastaus: 0,012
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Kun heitetddn arpakuutiota viisi kertaa ja tutkitaan tapahtumaa
A = "saadaan tdsmélleen kaksi kertaa silmaluku 1", toistojen mééra on
n =5 ja tapahtumakertojen lukumééra k = 2.

Vastaus: n=15,k=2

Yksittiiselld heitolla saadaan silméluku 1 todennékdisyydelld p = %

Vastaus: p :%

Sijoitetaan binomitodennékoisyyden kaavaan toistojen méddrd n =5,
tapahtumakertojen lukumééra k& = 2 ja yksittdisen ykkosen

todennédkdisyys p = %

P(4)= (;)(%)2 -(1 —%)52 - (;)(%)2 -(%)3 =0,160...~0,16

Viidelld heitolla saadaan tdsmélleen 2 kertaa silmédluku 1
todennikoisyydelld 0,16.

Vastaus: 0,16
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Heitetty nasta jaa kérki ylospdin todenndkoisyydelld p=0,6= % Kun

heitetddn nastaa n = 10 kertaa ja halutaan laskea todennékdisyys sille,
ettd nasta jad k£ = 5 kertaa ylospdin, on kysytty todenndkoisyys

[SHEI -3 -(SH6S 5]

Tilanne A ja todennékdisyys III kuuluvat siis yhteen.

Jos laatikossa on 7 valkoista ja 3 mustaa palloa, pallojen
kokonaisméérd on 7 + 3 = 10. Todennékdisyys sille, ettd satunnainen

laatikosta otettu pallo on valkoinen, on p = % Todenndkoisyys sille,

ettd viidestd nostetusta pallosta tdsmélleen kolme on valkoisia, on

5 (l) .(1_1)“ _[5 (1) (;)
3) \10 10/ {3/ {10} \10/)°
kun nostettu pallo palautetaan laatikkoon ennen seuraavan pallon

nostamista. Tilanne B ja todenndkoisyys I kuuluvat siis yhteen.

Korttipakan korteista neljdsosa on herttoja, joten todenndkoisyys sille,
ettd pakasta nostettu kortti on hertta, on p = % Todennikoisyys sille,

ettd kymmenesté nostetusta kortista tdsmaélleen viisi on herttoja, on

-4
5/ \4 4 \5/\4) \4)”
kun nostettu kortti palautetaan laatikkoon ennen seuraavan kortin

nostamista. Tilanne C ja todenndkoisyys Il kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: III, B: I, C: II
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Koska yksittédisen heiton tulos ei vaikuta muiden heittojen tuloksiin,
kolikonheiton tulokset ovat toisistaan riippumattomia.

Vastaus: Ovat.

Merkitéédn tapahtuma A4: ”saadaan tdsmaélleen kolme kruunaa”.
Kruunan todennékdisyys yksittdisessd heitossa on p = % Sijoitetaan

binomitodennékdisyyden kaavaan toistojen médrd n =4,
tapahtumakertojen lukumaiéré & = 3 ja yksittdisen kruunan

todennékoisyys p = %

B -4~ 4 -0

Vastaus: 0,25
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Yksittdisen henkilon punavihersokeus ei vaikuta muiden henkildiden
punavihersokeuteen, joten kyseessé on toistokoe.

Merkitéédn tapahtuma A: “ryhméssé on tdsmaélleen 1 punavihersokea”.
Sijoitetaan binomitodenndkoisyyden kaavaan toistojen madrd n = 15,
tapahtumakertojen lukuméérd k = 1 ja yksittdisen henkilon
punavihersokeuden todennékdisyys p = 0,04.

P(4)= (115)'0’041 (1-0,04)™" 2(115 )'0,04-0,96‘4 =0,338..

15 henkildn ryhméssé on tdsmaélleen yksi punavihersokea
todenndkdisyydelld 0,338... = 0,34.

Vastaus: 0,34

Merkitdédn tapahtuma B: “ryhméssé on tdsmaélleen 2 punavihersokeaa”.
Sijoitetaan binomitodennékdisyyden kaavaan toistojen médrd n = 15,
tapahtumakertojen lukumiiré k& = 2 ja yksittdisen henkilon
punavihersokeuden todenndkoisyys p = 0,04.

15

P(B) =(2).0,042 (1-0,04)" :(15

) ) -0,04%-0,96" =0,0988...

15 henkilon ryhméssd on tdsmélleen kaksi punavihersokeaa
todennikoisyydelld 0,0988... = 0,099.

Vastaus: 0,099
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Koska sipulit itdvat toisistaan riippumatta, on kyseessé toistokoe.

Merkitéédn tapahtuma A: “tdsmaélleen 5 sipulia itd4”. Sijoitetaan
binomitodenndkoisyyden kaavaan toistojen méérd n = 6,
tapahtumakertojen lukuméérd & = 5 ja yksittdisen sipulin itdmisen
todennikoisyys p = 0,75.

P(A) = (g) 0,75 -(1-0,75)°" = (2) -0,75°-0,25' =0,355...

Todenndkoisyys, ettd tdsmilleen 5 sipulia itdd on 0,355... = 0,36.
Vastaus: 0,36

Merkitéédn tapahtuma A4: “tdsmaélleen 6 sipulia itd4”. Sijoitetaan
binomitodennédkoisyyden kaavaan toistojen méérd n = 6,
tapahtumakertojen lukumaira & = 6 ja yksittdisen sipulin itdmisen
todennikoisyys p = 0,75.

6

P(A)= (g) -0,75°-(1-0,75)"° = ( 6

)-0,756 0,25 =0,177...

Todennékoisyys, ettd tdsmilleen 6 sipulia itdd on 0,177... = 0,18.
Vastaus: 0,18

Merkitddn tapahtuma A: “ainakin viisi sipulia itd4”. Tapahtuma 4
tapahtuu, jos 5 tai 6 sipulia itdd. Ndiden tapahtumien todennéakdisyys

on laskettu a- ja b-kohdissa.

P(A) = P(5 sipulia itdd) + P(6 sipulia itdd)
=0,3559... +0,1779... = 0,533...

Todennidkdoisyys sille, ettd ainakin 5 sipulia itdd, on 0,533... = 0,53.

Vastaus: 0,53
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Yksittdisen lapsen todennékdisyys perid sairaus ei riipu siitd, perivatko
muut lapset sairauden, joten kyseessi on toistokoe. Sijoitetaan
binomitodennékdisyyden kaavaan toistojen médrd n =4,
tapahtumakertojen médrd k£ = 1 ja yksittdisen lapsen sairauden
perimisen todennédkoisyys p = 0,25.

Todennékoisyys sille, ettd tdsmalleen yksi lapsi perii sairauden, on
0,421...=0,42.

Vastaus: 0,42
Sijoitetaan binomitodennékdisyyden kaavaan toistojen médré n = 4,
tapahtumakertojen méérd k = 2 ja yksittdisen lapsen sairauden
perimisen todennédkoisyys p = 0,25.

P(tésmélleen kaksi perii sairauden)

= (‘2‘)-0,252 (1-0,25)" = (‘2‘).0,252 -0,75% =0,210...

Todennidkoisyys sille, ettd tdsmaélleen kaksi lasta perii sairauden, on
0,210...=0,21.

Vastaus: 0,21
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VAHVISTA OSAAMISTA

208.

209.

Koska yhden lapsen sukupuoli ei vaikuta muiden lapsen sukupuoliin,
kyseessa on toistokoe. Perheesséd on 2 poikaa, jos siind on 1 tytto.
Sijoitetaan binomitodenndkoisyyden kaavaan toistojen médrd n = 3,
tyttdjen médrd k£ = 1 ja tyton todenndkoisyys p = 0,488.

3
1
3 2
=15 -0,488-0,512
=0,383...

P(tasmilleen 1 tyttd) = ( ) -0,488" -(1-0,488)™"

Todennidkoisyys sille, ettd perheessé on tismélleen 2 poikaa,
on 0,383... = 0,38.

Vastaus: 0,38

Yksittdisen kdyttdjan sivuvaikutukset eivét riipu toisten kéyttéjien
sivuvaikutuksista, joten kyseessd on toistokoe. Sijoitetaan
binomitodennédkdisyyden kaavaan toistojen madra n = 1000,
sivuvaikutuksia saavien kdyttdjien maara k = 40 ja yksittiisen kayttdjan
sivuvaikutusten todennikoisyys p = 0,04

P(1000 kayttajasta tisméilleen 40 saa sivuvaikutuksia)

1000 _
( 40 )‘0’0440 ‘(1_0704)1000 40
— 1000 . 40 960
—( 40 ) 0,04™.0,96

=0,0642...

Todenndkoisyys sille, ettd tuhannesta kéyttéjastd tismélleen 40 saa
sivuvaikutuksia, on 0,0642... = 0,064.

Vastaus: 0,064
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Arpoja on suuri miéré, joten voidaan olettaa, ettei yksittidisen arvan
voitto vaikuta muiden arpojen voittamisen todennékdisyyteen.

TAPA 1:
Todennékoisyys sille, ettd yksittdinen arpa voittaa, on p = %
Sijoitetaan binomitodennékoisyyden kaavaan toistojen méird n = 8,

voittoarpojen miérd k = 0 ja voittoarvan todennékdisyys p = %

147
IR

=0,291...

oo

P(yksikéén arpa ei voita) (8)

\1|~ \1|~

Todenndkoisyys sille, ettd yksikédédn arpa ei voita, on 0,291... = 0,29.

TAPA 2:
Todenndkoisyys sille, ettd yksittdinen arpa voittaa, on p = % Talloin
todenndkdisyys sille, ettd yksittdinen arpa ei voita, on

I-p=1- % = % Todennikoisyys sille, ettei kahdeksasta arvasta

8
yksikddn voita, on kertolaskusdénnon perusteella (g) =0,291...

Vastaus: 0,29
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Kahdeksasta arvasta ainakin kaksi voittaa, jos voittoarpoja on 2, 3, 4,
5, 6, 7 tai 8. Vastatapahtuma “korkeintaan yksi arpa voittaa” tapahtuu,
jos voittoarpoja on 0 tai 1. Lasketaan kysytty todennékdisyys
vastatapahtuman avulla.

P(ainakin 2 arpaa voittaa) =1 — ( orkeintaan 1 arpa voittaa)
=1-[P yks1kaan arpa ei voita) + P(1 arpa voittaa)]
8 8-0 8 1 1 1 8-1
-1/ [of 7] 1“) G-

8
"l

(49

Todennidkoisyys sille, ettd ainakin kaksi arvoista voittaa, on
0,320... = 0,32.

o} o]

=0,320...

Vastaus: 0,32
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Kolikon heitossa kruunan todennédkdisyys on p =0,5= % Kun

heitetddn kolikkoa 10 kertaa, lauseke

(SR 02 56

ilmoittaa todennékoisyyden sille, ettd saadaan tismélleen kolme
kruunaa.

Vastaus: esim. Milld todennikoisyydelld saadaan tdsmélleen
3 kruunaa, kun kolikkoa heitetdidn 10 kertaa?

Ajatellaan, ettd henkilon tyomatkalla on viidet litkennevalot, ja kutkin
litkkennevalot ovat vihreélld todenndkdisyydelld p = 0,7 muista
lilkennevaloista riippumatta. Téll6in lauseke

(i)-o,74-(1—0,7)1+ g -0,7°-(1-0,7)°
— 5 . 4, 1 5 X 5. 0
_(4) 0,7*:0,3'+|¢]-0,7°-0,3

ilmoittaa todennékdisyyden sille, ettd valoista neljdt tai viidet ovat
vihreilld, eli korkeintaan yhdet valot ovat punaisella.

Vastaus: esim. Jos viidet liikennevalot ovat toisistaan riippumatta
vihreilld todenndkoisyydelld 0,7, milld todennédkdisyydelld korkeintaan
yhden valot ovat punaiset?
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Jos korttipakasta nostetaan kortteja yksi kerrallaan palauttaen aina
kortti takaisin pakkaan ennen seuraavan kortin nostamista ja sekoittaen
pakka ennen nostamista, niin yksittdinen nostettu kortti on hertta
todennikoisyydelld p = % =0,25. Todennékdisyys sille, ettd neljasta

nostetusta kortista korkeintaan 1 on hertta, on

P(ei yhtdan herttaa) + P(tdsmélleen 1 hertta)

= (g) -0,25°-(1-0,25)"" + ‘1‘ -0,25'-(1-0,25)0,75*"
=(3’)-0,250 -0,75% + ‘1‘ -0,25"-0,75.

Talloin vastatapahtuman neljastd nostetusta kortista vahintédn 2 on
herttoja” todenndkoisyys on

1—[(4) -0,25°.0,75% +

4
0 1

-0,25' .0,753}.

Vastaus: esim. Jos nostetaan sekoitetusta korttipakasta 4 korttia yksi
kerrallaan palauttaen kortti takaisin pakkaan ennen seuraavaa nostoa,
milld todennédkdisyydelld korteista vahintddan 2 on herttoja?
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Joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jalkeen, jos heitoista kaksi
tai kolme menee koriin. Yksittdisen heiton onnistuminen ei riipu muiden
heittojen onnistumisesta, joten kyseessé on toistokoe. Lasketaan kysytty
todenndkdisyys erillisten tapahtumien yhteenlaskusdédnnon avulla.

P(2 tai 3 heittoa menee koriin)
= P(2 heittoa menee koriin) + P(3 heittoa menee koriin)

(;) 0,75 -(1-0,75) + 3 .0,753.(1_0,75)3‘3
(;) 0,75*-0,25" + g -0,75°-0,25°
=0,843...

Joukkue on voittanut ottelun vapaaheittojen jalkeen todennikoisyydelld
0,843...~0,84.

Vastaus: 0,84
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Kakkostyypin diabetesta sairastaa 0,8 - 500 000 = 400 000 suomalaista.

Todennikoisyys sille, ettd satunnaisesti valittu suomalainen sairastaa

400 000
kakkostyypin diabetesta, on p = 5500000 — 0,0727...

Suomalaisia on niin paljon, ettd 20 henkilon ryhmén valitseminen voidaan
ajatella toistokokeeksi.

20 hengen ryhmaésté ainakin 2 sairastaa diabetesta, jos ei ole niin, ettd
korkeintaan 1 sairastaa sitd. Lasketaan kysytty todenndkdisyys
vastatapahtuman avulla.

P(ainakin 2 sairastaa)
=1- P(korkeintaan 1 sairastaa)
=1—[P(yksikéin ei sairasta) + P(tdsmélleen 1 sairastaa)]

=1- [(200) -0,0727..0-(1-0,0727..)" " + 210 -0,0727.."-(1- 0,0727...)20‘1}
=1- [(200) -0,0727..2-0,927..% + 210 -0,0727... -0,927...19J

=0,43265...

Todennidkoisyys sille, ettd 20 suomalaisen ryhmaésté ainakin 2 sairastaa
kakkostyypin diabetesta, on 0,43265... = 0,43.

Vastaus: 0,43
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Todenndkoisyys sille, ettd Matias arvaa laatikon oikein yksittéiselld
arvauksella, on p = % =0,5. Yksittdisen arvauksen tulos ei vaikuta
sithen, menevitkd muut arvaukset oikein, joten kyseessé on toistokoe.
Matias saa ainakin 8 euroa, jos hin saa 8, 9 tai 10 euroa. Lasketaan

kysytty todennékdisyys erillisten tapahtumien yhteenlaskusdédnnon
avulla.

P(saa ainakin 8 euroa)
= P(saa 8 euroa) + P(saa 9 euroa)+ P(saa 10 euroa)

0 8 (1. s (10} ~ oo 0 -0 (10
(8)05 (120,51 + 9)0,5 (1-0.5)"" + (10

10 9 (10 10 0
( + 9 -0,5-0,5 + 10)-0,5 -0,5

w0 (10
-0,5 10

) .0,5" _(1 _ 0’5)10710

'0 510

Matias saa ainakin 8 euroa todennékdisyydelld 0,0546... = 0,055.
Vastaus: 0,055
Matias saa ainakin 8 euroa, jos hén saa 8, 9 tai 10 euroa. Lasketaan

kysytty todennékdisyys erillisten tapahtumien yhteenlaskusddnnon
avulla.

P(saa ainakin 8 euroa)
= P(saa 8 euroa)+ P(saa 9 euroa) + P(saa 10 euroa)

=(10) 0,8"- (1—0,8)”)8+(190)-0,89.(1—0,8)‘°9+(18)-0,81°-(1—0,8)‘°‘°
_ 8 2 10 . 9. 1 10 . 10 | 0
_( )08 0,2+ g |08 :0,2" 4|, 1]-0,8"-0,2

Matias saa ainakin 8 euroa todennékéisyydelld 0,677... =~ 0,68.

Vastaus: 0,68
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Monisteet riittdvét, jos opiskelijoita tulee paikalle 0, 1, 2, ..., 34 tai 35.
Vastatapahtuma “monisteet eivit riitd” tapahtuu, jos opiskelijoita tulee
paikalle 36, 37 tai 38. Merkitdéin saapuvien opiskelijoiden mééraa
kirjaimella X ja lasketaan kysytty todenndkoisyys vastatapahtuman avulla.

P(monisteet riittévit)
=1- P(monisteet eivit riiti)
=1-[P(36 opiskelijaa tulee) + P(37 opiskelijaa tulee) + P(38 opiskelijaa tulee)]

—1- [(32) 10,94 . (1-0,94)* ¢ + (gg) -0,9477 (10,94 + 0,9433}

—1_ 38 . 36 2, (38 . 37 1 38
=1 [(36) 0,94 -0,06" + 37 0,94°"-0,06 +0,94 }
=0,400...

Monisteet riittavét todennidkodisyydella 0,400... = 0,40.

Vastaus: 0,40

Peliaddikti olettaa, ettd pelikoneen tulokset riippuvat edellisten
pelikierrosten tuloksista. Pelikoneessa on satunnaislukugeneraattori, joten
edellisten pelikertojen tulokset eivdt vaikuta seuraaviin pelikertoihin.
Pelikertojen tulokset ovat siis toisistaan riippumattomia. Tdmén vuoksi
voiton todennékdisyys ei muutu sen mukaan, milld hetkelld konetta
pelataan, eikd pelaaja voi omalla toiminnallaan, kuten laittamalla kolikko
tietyllé tavalla koneeseen, vaikuttaa koneen toimintaan.

Vastaus: Peliaddikti olettaa, ettd hdn voi omalla toiminnallaan, kuten
laittamalla kolikon tietylld tavalla tai hetkelld koneeseen, vaikuttaa voiton
todennikoisyyteen.
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Lukas heittda kolikkoa yli 10 kertaa, jos kymmenella heitolla tulee
véhintddn 8 kruunaa tai vahintdén 8 klaavaa. Lasketaan kysytty
todennikoisyys erillisten tapahtumien yhteenlaskusédénnon avulla.

P(Lukas heittad yli 10 kertaa)
= P(véhintdén 8 kruunaa) + P(vahintddn 8 klaavaa)

Koska kruuna ja klaava ovat yhté todennikdisid, niin
P(viahintdan 8 klaavaa) = P(vahintddn 8 kruunaa).

Témén vuoksi

P(véhintéddn 8 kruunaa) + P(vahintddn 8 klaavaa)
=2 P(véhintddn 8 kruunaa)

=2-[P(8 kruunaa) + P(9 kruunaa) + P(10 kruunaa)]

5. [(180) 0,5%-(1— 0,5)10—8 + (190) 0,5 (1- 0’5)1079 " 0’510}

_n. 10_ 10 10_ 10 10
=2 [(8) 0,5 +(9) 0,57 +0,5 }

=0,109...

Todenndkoisyys sille, ettd Lukaksen pitdd heittdé kolikkoa yli 10 kertaa,
on 0,109...~0,11.

Vastaus: 0,11



Huippu 8 # Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 21.6.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

218.  Merkitddn reitilld olevien liikkennevalojen lukuméadraé kirjaimella n. Jos
kahdet valot ovat punaisella, niin vihredlld olevien liikennevalojen
lukuméérd on n — 2. Todennékdisyys sille, ettd tdsmélleen kahdet valot
ovat punaisella, on

P(tédsmalleen kahdet valot punaisella)
= P(vihreitd valoja on n—2)

n . n-2 _(1_ n—(n-2)
n—2) 0,6"2-(1-0,6)

n-2

Il
—
S

)-0,6"‘2 0,42

Lasketaan lausekkeen (n f 2) -0,6"%-0,47 arvoja, kunnes 16ydetiin

todenndkdisyys, joka on noin 35 %.

Binomikerroin{n,n-2)"0.6"(n-2)*0.4"2
= 0.288
=4

= n:=4

Binomikerroin(n,n-2)"0.6"(n-2)"0.4"2

= 0.3456
n=5
= n:=5H

Binomikerroin(n,n-2y*0.6"(n-2)*0.4"2
= 0.3456

Kun n =4 tai n = 5, todenndkoisyys sille, ettd tdismélleen kahdet valot ovat
punaisella, on 0,3456 = 34,56 % =~ 35 %. Lasketaan vield, onko
todenndkdisyys vield 1dhempana 35:ttd prosenttia, jos n = 6.
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n:=6

= n:=6

Binomikerroin(n,n-2)*0.6"(n-2)*0 4"2
= 0.31104

Todennikdisyys on 0,31104 = 31,104 % = 31 %, kun n = 6.
Martan tydmatkalla on siis neljét tai viidet liikkennevalot.

Vastaus: neljat tai viidet litkennevalot
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Kaisa ja Mari osuvat tauluun yhteensa 9 tai 10 kertaa, jos molemmat
osuvat joka kerta tai toinen heistd ampuu yhden kerran ohi. Lasketaan
kysytty todennékdisyys kertolaskusiénnon ja erillisten tapahtumien
yhteenlaskusddnnon avulla.

P(yhteensd 9 tai 10 osumaa)
= P(yhteensd 9 osumaa)+ P(yhteensd 10 osumaa)
(Kaisa osuu aina ja Mari ampuu kerran ohi)

P
+P(Mari osuu aina ja Kaisa ampuu kerran ohi)
+P(kaikki laukaukset osuvat)
P
P

P(Kaisa osuu aina)- P(Mari ampuu kerran ohi)
+P(Mari osuu aina)- P(Kaisa ampuu kerran ohi)
+P(Kaisa osuu aina)- P(Mari osuu aina)

=0,84° (i) -0,75%-(1-0,75)"*

+0,75° (5) -0,84*-(1-0,84)" " +0,84°.0,75°

4
=0,84 -(i)-ons“ .0,25'
+0,75° -(Z)-o,844 .0,16' +0,84°-0,75°

=0,359...

Todenndkoisyys sille, etté Kaisa ja Mari osuvat tauluun yhteensé 9 tai 10
kertaa, on 0,359... = 0,36.

Vastaus: 0,36
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SYVENNA YMMARRYSTA

220.  Tyontekijé syottda tietokantaan 8 merkkid. Yksittdisen merkin meneminen
vadrin ei riipu muista merkeisté, joten kyseessé on toistokoe.

a) Sijoitetaan binomitodennékdisyyden kaavaan toistojen médrd n = 8§,
vadrien merkkien méérd k£ = 1 ja yksittdisen merkin védrin menemisen

todenndkdisyys p = 0,02.

P(tdsmilleen 1 merkki menee véirin)

-0,02"-(1-0,02)*"

Yhdessa syotetyssd syntymaajassa on tdsmaélleen 1 virhe
todennékoisyydelld 0,138... = 0,14.

Vastaus: 0,14

b) Syntyméajassa on ainakin 1 virhe, jos kaikki merkit eivét ole oikein.
Yksittdinen merkki menee oikein todennékoisyydelld 1 — 0,02 = 0,98.
Lasketaan kysytty todenndkoisyys vastatapahtuman avulla.

P(ainakin 1 virhe)

=1- P(kaikki merkit oikein)
=1-0,98"

=0,149...

Yksittdisessd syntyméajassa on ainakin yksi virhe todenndkdisyydella
0,149...~0,15.

Vastaus: 0,15
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Kohdan b perusteella yksittdisessd syntyméaajassa on ainakin yksi virhe
todennékdisyydelld p = 0,149... Yksittdisen syntyméajan meneminen
védrin ei riipu siitd, menevétkd muut syntymaéajat véérin, joten
kyseessé on toistokoe.

Kymmenessé sydtetyssé syntyméajassa on jokaisessa ainakin 1 virhe
todenniikodisyydelld 0,149..."°=5.479...- 10°=5,5- 107,

Vastaus: 5,5 - 107

Kohdan b perusteella yksittdinen syntyméaika on virheellinen
todennékdisyydelld p = 0,149... Yksittdisen syntyméajan meneminen
védrin ei riipu siitd, menevétkd muut syntymaéajat véérin, joten
kyseessi on toistokoe. Sijoitetaan binomitodennikodisyyden kaavaan
toistojen médrd n = 10, virheellisten syntymaaikojen médrd k=1 ja
yksittédisen virheellisen syntymaéajan todennikoisyys p = 0,149...

P(10:std syntyméajasta tdsmalleen 1 on vaard)

(110) 10,149, -(1-0,149..)""

(110) -0,149...-0,850°
0,348...

Kymmenesta syotetystd syntymédajasta tdsmélleen 1 on vadra
todenndkdisyydelld 0,348... = 0,35.

Vastaus: 0,35
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Koska arpoja on suuri méérd, voidaan olettaa ettei voitto yhdelld
arvalla vaikuta muiden arpojen voiton todennikoisyyteen. Kyseessd on
siis toistokoe. Lasketaan kysytty todennékdisyys sijoittamalla
binomitodenndkdisyyden kaavaan toistojen médrd n = 5, voittavien
arpojen madrd n = 3 ja yksittdisen arvan voiton todennakdisyys

_1_
p=7=0.25.

P(tdsmélleen 3 arpaa voittaa)
( 0,25°-(1-0,25)"

)
) 25°.0,75°
0,087

Todennidkoisyys sille, ettd tdsmélleen kolme arpaa voittaa, on
0,0878... = 0,088.

Vastaus: 0,088
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Jos ensimmadinen arpa voittaa, niin arpoja on ensimmaisen arvan
nostamisen jalkeen jiljelld 20 — 1 = 19 ja voittoarpoja 5 — 1 = 4, joten
toinen arpa voittaa todennékdisyydelld % Arpojen voitot eivét ole
toisistaan riippumattomia, joten ei voida kéyttaa
binomitodennédkdisyytta.

20 arvan joukosta voidaan valita (250) viiden arvan joukkoa.

5 )
kolmen voittavan arvan

Viiden voittoarvan joukosta voidaan valita ( 3

joukkoa.

15

) ) kahden

Niiden 15 arvan joukosta, jotka eivit voita, voidaan valita (

voittamattoman arvan joukkoa.

Sellaisia viiden arvan joukkoja, joissa on tdsmélleen kolme
. .. 5\ (15
voittoarpaa, on si1S (3)( 2 )

Todenndkdisyys sille, ettd juuri tillainen viiden arvan joukko tulee
5

. (1 5)
3) 12
ooy 0,0677...
5
Todennidkoisyys sille, ettd viidestd arvasta tdsmaélleen kolme voittaa, on
0,0677... = 0,068.

valittua kaikista viiden arvan joukoista, on

Vastaus: 0,068
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Lauri joutuu satunnaistarkastukseen vahintdén kahdesti, jos hin joutuu
tarkastukseen 2, 3, 4 tai 5 kertaa. Vastatapahtuma ”Lauri joutuu
satunnaistarkastukseen korkeintaan kerran” tapahtuu, jos Lauri joutuu
satunnaistarkastukseen 0 tai 1 kertaa. Lasketaan kysytty
todenndkdisyys vastatapahtuman avulla.

P(vidhintdén 2 tarkastusta)
=1-P(0 tai | tarkastusta)
=1-[P(0 tarkastusta) + P(I tarkastus)]

=1—[(1—0,09)5+ i -0,091-(1—0,09)5‘}
=0,0673...

Todennidkoisyys sille, ettd Lauri joutuu vahintddn kahdesti
satunnaistarkastukseen, on 0,0673... = 0,067.

Vastaus: 0,067
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Lauri ja Jesper joutuvat tarkastukseen viikon aikana yhteensi
véhintddn 2 kertaa, jos toinen heisti joutuu tarkastukseen véhintdén
kahdesti tai molemmat joutuvat tarkastukseen tdsmaélleen kerran.

Kohdan a perusteella P(Laurilla vahintdan 2 tarkastusta) = 0,0673...,
joten my0s P(Jesperilla vahintddn 2 tarkastusta) = 0,0673...

Lasketaan todennékdisyys sille, ettd molemmat tarkastetaan tdsmélleen
kerran.

P(molemmat tarkastetaan tdsmélleen kerran)
(Lauri tasmalleen kerran)- P(Jesper tdsmalleen kerran)

f( ) 0,09'-(1- 0,09)51][(1)-0,091-(1—0,09)5‘}
;

-0,09-0 91“} [(5)-0,09-0,91“J

1
0,0952...

Lasketaan todenndkdisyys sille, ettd molemmat tarkistetaan véhintdan
kaksi kertaa.

P(Laurilla vahintéén 2 tarkastusta ja Jesperilld véhintdén 2 tarkastusta)
= P(Laurilla vihintdén 2 tarkastusta) - P(Jesperilld vahintdan 2
tarkastusta) = 0,0673... - 0,0673... = 0,00454...

Lasketaan kysytty todennikoisyys tapahtumien yhteenlaskusdannon
avulla.

P(yhteensé vahintdan 2 tarkastusta)

= P(Laurilla véhintéén 2 tarkastusta)

+ P (Jesperilld vihintién 2 tarkastusta)
+P(molemmat tarkastetaan tismélleen kerran)
—P(molemmat tarkastetaan védhintéddn kaksi kertaa)
=0,0673...4+0,0673...+0,0952...- 0,00454...
=0,225..

Lauri ja Jesper joutuvat tarkastukseen yhteensa vahintdin 2 kertaa
todenndkdisyydelld 0,225... = 0,23.

Vastaus: 0,23
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Viestissda 10010111 on 3 nollaa ja 5 ykkostd. Viesti vilittyy
vastaanottimeen niin, ettd siind on korkeintaan yksi virhe, eli virheita ei
ole tai niitd on tdsmaélleen yksi. Tutkitaan ndma tilanteet yksi kerrallaan.

Viesti valittyy virheettoménd, jos yksikaidn merkki ei vaihdu.
Todenndkoisyys sille, ettd nolla ei vaihdu ykkoseksi, on 1 — 0,004 =
0,996.

Todenndkoisyys sille, ettd ykkonen ei vaihdu nollaksi, on 1 — 0,007 =
0,993.

Koko viesti vilittyy virheettéminé todennikoisyydella

0,996 - 0,993° = 0,953...

Viesti vilittyy niin, ettd siind on tdsmélleen yksi virhe, jos yksi nolla
vaihtuu ykkoseksi mutta yksikdén ykkonen ei vaihdu nollaksi, tai yksi
ykkonen vaihtuu nollaksi mutta yksikéén nolla ei vaihdu ykkoseksi.

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusdannon perusteella
P(tdsmélleen 1 virhe)

= P(tdsmélleen 1 nolla muuttuu ja yksikddn ykkonen ei muutu)
+P(tdsmélleen 1 ykkénen muuttuu ja yksikdén nolla ei muutu).

Vaihtuva nolla voidaan valita kolmen nollan joukosta ja vaihtuva ykkdnen
viiden ykkosen joukosta, joten viestissd on tdsmilleen yksi virhe
todennikoisyydelléd

3 1 2 5 5 1 4 3
-0,004-0,996" - 0,993 +{7]-0,007"-0,993"- 0,996
1 (— 1 (N
viisi ykkostd sdilyy ykkosind 3 nollaa pysyy nollina
1 nolla kolmesta vaihtuu 1 ykkonen viidestd vaihtuu

=0,0451...

Viestissd on korkeintaan yksi virhe todenndkoisyydelld
P(korkeintaan 1 virhe)

= P(ei virheitd) + P(tdsmilleen 1 virhe)
=0,953...40,0451...

=0,9990...

Todennidkoisyys sille, ettd vilittyneessé viestissd on korkeintaan yksi
virhe, on 0,9990... = 0,999.

Vastaus: 0,999
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Oletetaan, ettd joukkue A voittaa kunkin joukkueiden A ja B vilisen
ottelun 53 %:n todennékdisyydella.

Joukkue A kruunataan mestariksi, jos joukkue A voittaa
- neljd ensimmdista pelid

- neljastd ensimmaisestd pelistd kolme ja viidennen

- viidestd ensimmaisesté pelistd kolme ja kuudennen

- kuudesta ensimméisesté pelistd kolme ja seitsemédnnen.

Tutkitaan ndma toisensa poissulkevat tilanteet yksi kerrallaan.
P(A voittaa ensimmiiset 4 ottelua) = 0,53* =0,0789...

Peli pééttyy joukkueen A voittoon viidennelld ottelulla, jos A voittaa
neljéstd ensimmdisestd pelistd kolme ja viidennen pelin.

P(peli paittyy joukkueen A voittoon viidennelld ottelulla)
= P(joukkue A voittaa neljésti pelistd kolme ja viidennen pelin)

= (;‘) -0,53*-(1-0,53)*7-0,53

= (;‘)-0,533 .0.47"-0,53
=0,148...

Peli paittyy joukkueen A voittoon kuudennella ottelulla, jos A voittaa
viidestd ensimmaéisestd pelistd kolme ja kuudennen pelin.

P(peli péittyy joukkueen A voittoon kuudennella ottelulla)
P(joukkue A voittaa viidestd pelistd kolme ja kuudennen pelin)

-0,53°-(1-0,53)"-0,53
0,

L WL I

) 0,53*-0.47%-0,53
174

Peli pééttyy joukkueen A voittoon seitseminnelld ottelulla, jos A voittaa
kuudesta ensimmadisesté pelistd kolme ja seitseménnen pelin.
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P(peli péittyy joukkueen A voittoon seitseménnelld ottelulla)
(joukkue A voittaa kuudesta pelistd kolme ja seitseminnen pelin)

-0,53°-(1-0,53)°7-0,53

P(
6
3
(g) 0,53°-0.47°-0,53
0,163

Todennikoisyys sille, ettd joukkue A kruunataan mestariksi, on edellisten

todennékdisyyksien summa.
0,0789... +0,148... + 0,174... + 0,163... = 0,565...

Joukkue A kruunataan mestariksi todenndkoisyydella
0,565...=56,5... % ~ 57 %.

Vastaus: 57 %
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2.2 Binomijakauma ja Poisson-jakauma

ALOITA PERUSTEISTA

225. a) Arpakuution kaikilla kuudella silméiluvulla on sama
todennékdisyys %

Vastaus: kaikilla silméluvuilla %

b) Silmiluvun odotusarvo lasketaan laskemalla yhteen silmilukujen ja
niitd vastaavien todennikoisyyksien tulot.

/’l:

Vastaus: y= 3%
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226. Piirretddn pylviskaavio siten, ettd pylvdiden keskikohdat ovat kohdissa
x=1,x=2 jax =3 japylvdiden korkeudet ovat vastaavien muuttujan
arvojen todennékdisyydet 0,3; 0,6 ja 0,1.

A todennikoisyys

0.6 —
0.4

0.2

7

0 1 2 3
satunnais-

muuttujan arvo

Vastaus:

A todennikoisyys

0.6 7

0.4

0.2

[1.

0 1 2 3 o
satunnais-

muuttujan arvo

227.  Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen n = 73 ja
p=0,61.

u=np=73-0,61=44,53

Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen n = 73
jap=0,61.

s=+np(1- p) =4/73-0,61-(1-0,61) =4,167...x 4,17

Vastaus: 4 =44,53 jas =4,17
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228.  a) Lasketaan satunnaismuuttujan X arvoja k=0, 1, 2 ja 3 vastaavat

n—k

todennikdisyydet binomitodennikdisyyksini (Z) P -(1-p)"™", kun

n=3ja p=0,4.

k=0: (3) 0,4°-(1-0,4)"°=0,216
()041 1-0,4)"" = 0,432
()0,42 (1-0,4)? =0,288
()0,43 (1-0,4) = 0,064

Vastaus: 0,216; 0,432; 0,288 ja 0,064

b) Piirretdén pylviskaavio siten, ettd pylvéiden keskikohdat ovat kohdissa
x=0,x=1,x=2jax =23 japylviiden korkeudet ovat vastaavien
muuttujan arvojen todennékdisyydet 0,216; 0,432; 0,288 ja 0,064.

A todennakoisyys

0.4

M

=il 0 1 2 3

Vastaus:

A todennakoisyys

0.4

all..

=il 0 1 2
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229.  Merkitddn satunnaismuuttuja X = ”silmaluvun yksi esiintymiskertojen

lukuméérd”. Todennékdisyys saada ykkonen on % Appletin avulla

saadaan todennékdisyydet

X 0 1 2 3 4
Todennékoisyys | 0,482 | 0,386 | 0,116 | 0,015 | 0,001

Havainnollistetaan jakaumaa appletin avulla.

Atodennékaisyys &)
0.48
05
O
0.39
04
03
02
0.12
0,1
0.02 0
Q] e .
o 1 2 3 4 esiintymisten

g s 1 lukumaara
tapahtuman todennakoisyys : 5

@

ykkosten lukumééra : 4
)

ra

Todennékaisyys, ettd saadaan 4 ykkostd on 0.001. I3

Vastaus:

X 0 1 2 3 4
Todenndkoisyys | 0,482 | 0,386 | 0,116 | 0,015 | 0,001
Atodennakoisyys )
05 0.48

r@

04 0.39
03
02
0.12
01
. 5 .
o 1 2 3 & esiintymisten

lukumaara



Huippu 8 # Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 21.6.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Yhdessd nopan heitossa tapahtuman 4 = ”’silméluku on 1 tai 2”

todennikoisyys on 2. % Satunnaismuuttuja X = ’tapahtuman 4

6
esiintymiskertojen lukumédird” noudattaa binomijakaumaa, jossa toistojen
lukuméérd on n = 4 ja todennékoisyys p = %

Lasketaan satunnaismuuttujan X arvoja k=0, 1, 2, 3 ja 4 vastaavat
todenndkdisyydet.

P(esiintymiskertojen lukuméiri on k) = (Z) pr(1=p)t

P(esiintymiskertojen lukumaira on 0)

3 4 lO ( _1)40 16_ .
_(0) (3) 1 3 31 0,1975...~ 0,198

P(esiintymiskertojen lukumééri on 1)

3 4 ll ( _1)41 32_
—(1) (3) 1 3 21 0,3950...~ 0,395

P(esiintymiskertojen lukuméiré on 2)

3 4 l2 ( _1)42 8 3 N
—(2) (3) 1 3 27 =0,2962...~ 0,296

P(esiintymiskertojen lukuméiré on 3)

3 4 13 ( _1)43 8 N
—(3) (3) 1 3 31 =0,0987...~ 0,099

P(esiintymiskertojen lukumiéra on 4)
-4 -(1)4-(1—1)44 L 20,0123..~0,012
4] \3 3 81 ’

Esitetddn satunnaismuuttujan X todennikdisyysjakauma taulukkona.

X 0 1 2 3 4
Todenndkoisyys | 0,198 | 0,395 | 0,296 | 0,099 | 0,012
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Tarkistetaan muodostamalla binomitodennékdisyysjakauma sopivalla
ohjelmalla.

P(X=k)
01976
0.3951
02963
0.0987
00123
2 3 4
p=13332 0-009428
7 Binomijakauma v
S
Vastaus:
X 0 1 2 3 4

Todennékoisyys | 0,198 | 0,395 | 0,296 | 0,099 | 0,012
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Kohdan A merkinti tarkoittaa, ettd satunnaismuuttuja saa arvon yksi
tai sitd pienemmaén arvon todennikoisyydellad % Jakaumasta 2

havaitaan, ettd kahden ensimmaisen pylvddn yhteenlaskettu pinta-ala
1.1.1.2 3 . o

on y+5=,+r=7s joten merkintd A ja jakauma 2 kuuluvat yhteen.
Odotusarvo saadaan kertomalla satunnaismuuttujan jokainen arvo
todennikoisyydellddn ja laskemalla tulot yhteen. Jakauman 3
odotusarvo on

1 L1 51 411
u=1 4+2 4+3 4+4 1=
merkintd B ja jakauma 3 kuuluvat yhteen.

2 3.4 10
Y4437,

= 2%, joten

Kohdan C merkinté tarkoittaa, ettd satunnaismuuttuja saa arvon yksi tai
sitd pienemmaén arvon todennékdisyydelld % Jakaumasta 1 havaitaan,

ettd kahden ensimmadisen pylvéin yhteenlaskettu pinta-ala on

1,3_4_ %, joten merkintd C ja jakauma 1 kuuluvat yhteen.

8 8 8

Vastaus: A:2,B:3jaC: 1
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Yhdessd nostossa tapahtuman A4 = nostettu kortti on pata”
todennékdisyys on é—; = % Koska nostettu kortti palautetaan aina takaisin
pakkaan, pysyy padan todennédkdisyys kaikissa nostoissa samana.
Satunnaismuuttuja X = ’tapahtuman 4 esiintymiskertojen lukumééra”

noudattaa binomjakaumaa, jossa toistokertojen lukuméérd n =5 ja

todennikdisyys p = %

Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen n =5 ja

_1
pP=7

—ap=5.L_
H=np=>5 ) 1,25

Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen n =5 ja

_1
pP=7

s=mp(l=p) = /5.5(1—%) —~0,968...~ 0,97

Vastaus: ¢ =1,25jas=0,97
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Sovelletaan Poisson-jakaumaa

k

P(tapahtuma A4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = H_gn

k!
odotusarvolla u = 5.

Koska perhosia 16ytyy tisméilleen yksi, on k= 1.
1
P(perhosia 16ytyy tdsmélleen 1) = %e's =0,0336...

Keriilija 16ytaa tdsmaélleen yhden perhosen 0,0336... = 3,36...% =~ 3,4
prosentin todennékdisyydella.

Vastaus: 3,4 %

”Ainakin yksi perhonen” on vastatapahtuma tapahtumalle “ei yhtéédn
perhosta”. Lasketaan kysytty todennékdisyys vastatapahtuman avulla.

P(Ainakin yksi perhonen)

=1 -P(X=0)
_ 5 s

=1 —me

=1 - 0,00673...
= 0,99326...

Keriilija 10ytad ainakin yhden perhosen
0,99326... =99,326... % = 99,3 prosentin todenndkoisyydella.

Vastaus: 99,3 %
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VAHVISTA OSAAMISTA

234.  Satunnaismuuttuja X = “oikeiden vastausten lukuméird” noudattaa
binomijakaumaa. Testin jokaisessa kysymyksessd on kolme vaihtoehtoa,
joista yksi on oikein, joten todennédkdisyys vastata arvaamalla oikein on

p= 1
3
a) Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen n = 30

o1
Ja P—g-

,u=np=30~%=10

Testissd arvaamalla saatujen oikeiden vastausten lukuméérian
odotusarvo on 10.

Vastaus: =10
b) Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen

n=30ja p=%.

o=Jnp(—p) = 30%-( —%) ~2,581..~2,58

Testissd arvaamalla saatujen oikeiden vastausten lukuméérin
keskihajonta on 2,58.

Vastaus: s = 2,58
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235.

Merkitddn satunnaismuuttuja X = “’klaavojen lukumiara”. Kyseessd on
binomijakauma, jossa toistojen médrd on n = 4 ja klaavan todennékdisyys

yhdelld heitolla p = %

Muodostetaan jakauma sopivalla ohjelmalla.

k P(X=k)
0/0.0625
1025
20375
31025
410.0625
u=2 o=1
Z]|Binomijakauma v|
o
Vastaus:
X 0 1 2 3 4

Todennékoisyys | 0,0625 | 0,250 | 0,375 | 0,250 | 0,0625
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236.

Merkitddn satunnaismuuttuja X = "veriryhméan O+ kuuluvien
lukumiidrd”. Kyseessd on binomijakauma, jossa toistojen maard on n = 21
ja todennékdisyys p =27 % = 0,27.

Muodostetaan jakauma sopivalla ohjelmalla.

Veriryhméidn O+ kuuluvien opiskelijoiden lukumééran odotusarvo on
u=np=21-0,27=5,67 ja keskihajonta

s=/np(1— p) =21-0,27-(1-0,27) = 2,034...~ 2,034

Vastaus:

0 5 10 15

i =5,67jas=2,03
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237.  Merkitddn satunnaismuuttuja X = "yksilapsisten perheiden lukumaéra”.
Kyseessé on binomijakauma, jossa toistojen méérd n = 10 ja
todennékdisyys p =43 % = 0,43.

Muodostetaan jakauma sopivalla ohjelmalla.

P(X=k)
0.0036
0.0273
0.0927
0.1865
0.2462
0.2229
0.1401
0.0604
0.0171
0.0029
u=43 0=15656 |10|0.0002

/| Binomijakauma v

0 2 4 6 8 10

n P
Vastaus:

X | Todennékdisyys
0 0,0036
1 0,0273
2 0,0927
3 0,1865
4 0,2462
5 0,2229
6 0,1401
7 0,0604
8 0,0171
9 0,0029
10 0,0002
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238.  a) Merkitddn satunnaismuuttuja X = "tyttéjen lukumaérd”. Kyseessd on

binomijakauma, jossa toistojen médrd n = 5 ja todenndkoisyys

p=0,488.
Sijoitetaan tiedot sopivaan ohjelmaan.
K [PX = k)
0 0.0352
1 0.1677
2 03196
3 0.3046
2 4 0.1452
W=244 o=11177 |5 0.0277
_~  Binomijakauma
ns p 0.488
Vastaus:
X 0 1 2 3 4 5
Todenndkoisyys | 0,0352 | 0,1677 | 0,3196 | 0,3046 | 0,1452 | 0,0277

b) Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen n =5 ja

p=0,488.

U=np="5-0,488 =244

Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen

n=5jap=0,488.

s=+np(1- p) =/5-0,488-(1-0,488) =1,117...~ 1,12

Tulokset ovat samat kuin ohjelman a-kohdassa antamat keskiarvo ja

keskihajonta.

Vastaus: y = 2,44 ja s = 1,12. Tulokset ovat samat kuin ohjelman a-

kohdassa antamat keskiarvo ja keskihajonta.
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239.  Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

P(tapahtuma A tapahtuu tdsmaélleen & kertaa) = H_gn

k!
odotusarvolla u = 2,73.

a) Koska maaleja on tasan 2, on k= 2.

27 732 6—2,73

P(X=2)="7,

=0,243...

Tasan 2 maalia tehddén todennékdoisyydelld 0,243...= 0,24,

Vastaus: 0,24

b) Maéritetdan tapahtuman “korkeintaan 2 maalia” todenndkdisyys
P(X <£2) sopivalla ohjelmalla.

0 2 4 ] g 10 12 14
p=273 o=16523

/7| Poisson M
p 273
HIHE
P(X < )= |0.4863

P(X <2)=0,4863 = 0,49.

Vastaus: 0,49
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¢) Madritetddn tapahtuman “ainakin 1 maali” todenndkéisyys P(X > 1)
sopivalla ohjelmalla.

3 0 12 14
p=273 0=16523

| Poisson R
u273

4EH
P = X)= 09348

P(X>1)=0,9348 = 0,93.

Vastaus: 0,93
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240.

Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

P(tapahtuma A4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = %e’”

odotusarvolla u = 3.

Palvelukapasiteetti ylittyy, jos ravintolassa kdy yli 3 asiakasta minuutissa.
Poisson-jakaumassa satunnaismuuttujan arvot ovat luonnollisia lukuja,
joten ravintolassa on télloin kdytava vihintdén 4 asiakasta minuutissa.

Madritetdén tapahtuman “véhintdin 4 asiakasta” todennékoisyys P(X >4)
sopivalla ohjelmalla.

k PX=k)
Y | D.UUZ/U0D03Y5T06

10 |0.000810151179468
11 |0.000220950321673
12 0.000055237580418
13 |0.000012747133943
0 5 10 14 [ 0.000002731528702
U=3 0=1.732050807568877 |15 |0.00000054630574

| Poisson ~
p3
1/HH
P < X)= 0.3527681

P(X>4)=0352...= 0,35

Vastaus: 0,35
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241.  Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

U

P(tapahtuma A4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = Fe’”
odotusarvolla u = 25.
a) Koska pyyntdja tulee 30, on £ = 30.
30
P(pyyntdji tulee tismélleen 30) = 2350' e =0,0454...

Pyyntojé tulee sekunnissa 30 todennékoisyydelld 0,0454...~ 0,045.
Vastaus: 0,045

b) Méiritetddn tapahtuman “vahintddn 35 pyyntdad sekunnissa”
todennékdisyys P(X > 35) sopivalla ohjelmalla.

u=25 o=5
7|Poisson b
p |25
18
P( < X)=0.0338

P(X>35)=0,0338 0,034

Vastaus: 0,034
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¢) Tutkitaan ohjelman avulla, minkd méérin alle pyyntdjen madrd 95 %:n
todenndkdisyydelld jaa.

| Poisson ~
u |25

HIEE

P(X = | )= 10.9285439

Pyyntdjen maird on 92,854... prosentin todennikoisyydelld
korkeintaan 32.

/| Poisson ~
p |25
HIHH
P(X = )= 0.9502196:

Pyyntdjen mddrd on 95,021... % = 95 %:n todennikdisyydella
korkeintaan 33 eli alle 34.

Vastaus: 34 pyyntod
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242,

Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

P(tapahtuma A4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = H_gn

k!
odotusarvolla u = 2,1.

a) Koska virheitd on tasan 2, on k= 2.
2

P(virheiti on tasan 2) = 2&—1'6_2’1 =0,270...

Tasan 2 virhettd tulee todenndkoisyydelld 0,270...~ 27 %.
Vastaus: 27 %
b) Maéritetddn tapahtuman “enemmaén kuin 3 virhettd” todenndkdisyys

P(enemmén kuin 3 virhettd) sopivalla ohjelmalla. Koska virheiden
maéird on luonnollinen luku on P(X > 3) = P(X > 4).

0 2 4 5 3 10 12
=21 o=14491

/| Paisson w
g 21
El[=15]
P8 <X)= 01614

P(enemmén kuin 3 virhettd) = 0,1614 = 16 %.

Vastaus: 16 %

¢) Ei tiedetd, kuinka monta virhettd koodaaja korkeintaan voi tehdi, joten

virheiden méaéran jakaumaa ei voi muodostaa.

Vastaus: Ei tiedetd, kuinka monta virhettd koodaaja korkeintaan voi
tehda 50 rivilla.
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Lasketaan, milld todenndkoisyydelld yhdessd pakkauksessa on
enemmaén kuin kaksi pilaantunuttta tomaattia. Kyseessi on
binomijakauma, jossa toistojen méird n = 20 ja todennédkdisyys

p =4 % =0,04. Médritetdan tapahtuman “enemmin kuin 2
pilaantunutta tomaattia” todennékdisyys P(enemmén kuin 2
pilaantunutta tomaattia) sopivalla ohjelmalla. Koska tomaattien méaara
on luonnollinen luku on P(X > 2) = P(X > 3).

0 5 10 15 20
=08 0=08764
/7| Binomijakauma M
n [20.000 | p 0.040000
1E5E

P(13.0000 |=X)=0.043863

Todennikoisyys, ettd yhdesséd pakkauksessa on enemman kuin kaksi
pilaantunutta tomaattia on 0,043863. Lasketaan, kuinka monta tillaista
pakkausta on odotettavissa 150 pakkauksen joukossa. Kyseessd on
binomijakauma, jossa toistojen médrd n = 150 ja todennékdisyys

p =0,0438... Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon
lausekkeeseen n = 150 ja p = 0,043863.

H1=np=150-0,043863=6,57945~ 6,6

Palautuvien pakkausten maaran odotusarvo on 6,6.

Vastaus: 6,6 pakkausta

Kauppias saa 150 pakkauksesta voittoa 150 - 0,49 € = 73,50 €. Hén
joutuu maksamaan ostajille pilaantuneista seitsemésti pakkauksesta
6,579... - 2 - 2,59 € =34,0,81... € = 34,08 €, joten kauppias saa voittoa
150 pakkauksesta 73,50 € — 34,08 € = 39,42 €.

Vastaus: voittoa 39,42 €
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Poikien lukumééra noudattaa binomijakaumaa, jossa n =60 ja p =0,513.
Tyttdjen lukumédrd noudattaa binomijakaumaa, jossa n = 60 ja
p=1-0,513=0,487.

Poikien lukuméirin odotusarvo on g=np =60-0,513=30,78 = 31.
Tyttojen lukumédédrén odotusarvo on p=np =60-0,487 =29,22 ~29.

Tésmaélleen yhtd monta tyttod ja poikaa syntyy, kun poikia syntyy 30.

Lasketaan binomitodennikoisyys

P(A tapahtuu tdsmélleen k kertaa) = (Z) pr(1=p)t

P(poikia syntyy 30) = (gg) -0,513*-(1-0,513)*" = 0,1005...~ 0,101

Vastaus: Poikien lukuméird noudattaa binomijakaumaa, jossa n = 60 ja

p =0,513. Tyttéjen lukuméird noudattaa binomijakaumaa, jossa n = 60 ja
p =0,487. Poikien lukuméarian odotusarvo 31 ja tyttojen lukumééran
odotusarvo 29. Todennékoisyydelld 0,101.
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1

Mutaatioiden méarin odotusarvo on =200 000 000- 100 000 000 =

2.

Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

P(tapahtuma A4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = %e‘”

odotusarvolla u = 2.

Koska mutaatioita ei ole yhtdédn, on k= 0.
0
P(X =0)= %e* ~0,135...

Todenndkdisyys sille, ettd yhtdin mutaatiota ei ilmaannu, on 0,135... =
0,14.

Vastaus: 0,14

Tapahtuman ” ilmaantuu ainakin yksi mutaatio” vastatapahtuma on ”
ei ilmaannu yhtékain mutaatiota”, joten a-kohdan perusteella kysytty
todenndkdisyys on 1 — 0,135... = 0,864...~ 0,86

Vastaus: 0,86
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246. a) ldn odotusarvo on sama kuin idn keskiarvo. Méadritetddn naaraiden ja
urosten ikien keskiarvo sopivalla ohjelmalla.

Naaraiden idn odotusarvo on 3,5395 vuotta = 3,5 vuotta.

n 228
Keskiarvo | 3.5395
a 2.8827 1
s 2889 1004
X 807
7% 4751
Min 5 804
Q1 5
Mediaani 2.5
Q3 45 60
Max 14.5

401

204 H

0 ____[l[ll]l]ﬂl]u-nn-
0 5 10 15
Urosten i4n odotusarvo on 2,6714 vuotta = 2,7 vuotta.
n 210
Keskiarvo | 2.6714
a 152 1
s 1.5246 100
X 561
X 9845
Min ] 80
Q1 ]
Mediaani | 1.5
Q3 35 50
Max 8.9
40
20
ol Hll __"_I]IL.-
0 5 10 15

Vastaus: naaras 3,5 vuotta, uros 2,7 vuotta
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b) Lasketaan milld todenndkoisyydelld tilaston perusteella kaadetun
urospeuran ikéd on vihintdén 5,5 vuotta. Kaadettuja peuroja on
yhteensé 438 ja niistd vdhintddn 5,5 vuoden ikdisid urospeuroja on 18,
joten todennikdoisyys on

18

P(kaadetun urospeuran ik on véhintdan 5,5 vuotta) = Ve 0,0410...

Lasketaan binomijakauman avulla sopivalla ohjelmalla
todenndkdisyys, ettd seuraavien 100 kaadetun valkohédntdpeuran
joukossa on vihintdin 4 urosta, joiden ikéd on véhintdédn 5,5 vuotta.

k PX=k)
Y44 |u
95 [0
96 |0
97 |0
. . . . |98 |0
J0 40 80 80 99 |0
1410959 o = 1.985120102217733| 100 | 0
/| Binomijakauma v
n 100 p 0.041095
d|H[H
P4 < X)= 0.5920702-

Todenndkoisyydelld 0,592... = 0,59 seuraavien 100 kaadetun
valkohéntipeuran joukossa on vahintiddn 4 urosta, joiden ikd on
vahintddn 5,5 vuotta.

Vastaus: 0,59
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SYVENNA YMMARRYSTA

247.  Olkoon satunnaismuuttuja X = yhdelld arvalla saatu voitto. Muodostetaan
satunnaismuuttujan X todennikoisyysjakauma.

Voitto (€) Todennékdisyys
400 ﬁ =0,0025
80 & =0,00625
20 % 0,025
0 B00-2--20 _ 096625

Satunnaismuuttujan odotusarvo lasketaan laskemalla yhteen voittojen ja
voittoja vastaavien todennidkdisyyksien tulot.

1=0,0025 - 400 € + 0,00625 - 80 € + 0,025 - 20 €+ 0 - 0,96625 =2 €.
Jos arvan hinta on 2 €, kaikki pelaajat keskimiérin saavat pelaamansa
rahan takaisin. Jos arvan hinta on 4 €, pelaajat saavat siitd keskimdérin 2 €

eli 50 % takaisin, joten arvan hinnaksi tulee asettaa 4 €.

Vastaus: 4 €
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Koska 16 metrin matkalla on keskiméirin yksi kudontavirhe, metrin

matkalla on keskiméérin % =0,0625 ja viiden metrin matkalla

50,0625 = 0,3125 kudontavirhettid. Sovelletaan Poisson-jakaumaa
k

H —u

P(tapahtuma 4 tapahtuu tdsmélleen & kertaa) = Tre

odotusarvolla x = 0,3125.

Koska virheitd ei ole yhtdén, on k= 0.

0,3125°

o1 e =0,731...

P(ei yhtéén virhettd) =

Viiden metrin pituisessa kangaspalassa ei ole yhtdén virhetté
todenndkdisyydelld 0,731... = 0,73.

Vastaus: 0,73
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Lasketaan milld todenndkoisyydelld pelaaja saa yhdelld heitolla korin.
Kuuden korin heitossa on kyse binomijakaumasta. Tapahtuman “ainakin
yksi kori kuudessa heitossa” vastatapahtuma on “ei yhtién koria kuudessa
heitossa”.

Sijoitetaan annetut tiedot binomijakauman kaavaan

P(A tapahtuu tismilleen k kertaa) = Z) pr(1=p)y .

P(ainakin yksi kori kuudessa heitossa)
=1- P(ei yhtéisn koria kuudessa heitossa)
= 1-P(X =0)

Muodostetaan yhtélo tunnetun todennikoisyyden avulla ja ratkaistaan siitd
yhden heiton onnistumisen todennikoisyys p.

1- (8) p’-(1-p)°° =0,999936
~1-1-(1- p)° = -0,000064

-p)

(1- p)° =0,000064
1- p==%{/0,0000064

1- p=20,2

Vastatapahtuman todennékdisyys on suurempi kuin 0, joten hylatian
negatiivinen tulos —0.2.

1-p=0,2
-p=-0,8
p=0,8
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Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma sopivalla ohjelmalla.

k PX=K)
0| 0.000064
1|0.001536
2/0.01536
3|0.08192
4|0.24576
0 2 4 6 5|0.393216
U = 4.300000000000001 o = 0.979795807113271 | 810262144
/| Binomijakauma ™
n 6 p |08
HEE
P( 0 =x=< )=1

Korien médrin X jakauma on seuraava:

X | Todennidkdisyys
0 0,000064
1 0,001536
2 0,01536
3 0,08192
4 0,24576
5 0,393216
6 0,262144

Ohjelma antaa korien méarian odotusarvoksi u = 4,800... = 4,8.

Vastaus:
X | Todennidkdisyys
0 0,000064
1 0,001536
2 0,01536
3 0,08192
4 0,24576
5 0,393216
6 0,262144
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Madritetddn todenndkdisyys binomijakauman avulla, kun n = 500,
k=15jap=0,02.

P(ominaisuus esiintyy tdsmélleen 15 henkil6llé)

_ (51050) .0,02" ‘(1 _ 0,02)500’15 =0,03435...

Todenndkoisyys, ettd ominaisuus A esiintyy tdsmélleen 15 henkil6lld
500 henkilon otoksessa on 0,03435...=3,435... % = 3,4 %.

Vastaus: 3,4 %
Sovelletaan Poisson-jakaumaa odotusarvolla g = 0,02 - 500 = 10.

P(ominaisuus esiintyy tdsmélleen 15 henkildll4)

15
- 1105| ¢ =0,03471...

Todennikoisyys, ettd ominaisuus A esiintyy tdsmaélleen 15 henkildlla
500 henkilon otoksessa on 0,03471..=3,471... %~ 3,5 %

Vastaus: 3,5 %

0,03471...
0,03435...
kohdan tulokseen nidhden, joten b-kohdan tulos on 1,04... % = 1,0 %
suurempi kuin a-kohdan tulos.

Huomataan, ettd b-kohdan tulos on =1,0104... -kertainen a-

Vastaus: 1,0 % suurempi
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Jotta pelaaja pdisisi kolmannelle kierrokselle, on hinen pitényt avata
kahdella kierroksella rosvoton luukku. T&lloin todenndkoisyys padsti
33_9_

1 1°16° 0,5625. Madiritetdan
todennékdisyys, ettd 50 pelaajasta tdsmaélleen 20 péadsee kolmannelle
kierrokselle binomijakauman avulla, kun n = 50, £ =20 ja p = 0,5625.

kolmannelle kierrokselle on

28 10,5625 -(1-0,5625)"*

=0,00803...
~0,0080

P(tdsmaélleen 20 paasee) =

Vastaus: 0,0080

Jakauma on binomijakauma. Lasketaan odotusarvo sijoittamalla
odotusarvon lausekkeeseen n = 50 ja p = 0,5625.

u=np=50-0,5625= 28,125 ~ 28,1

Lasketaan keskihajonta sijoittamalla keskihajonnan lausekkeeseen
n=>50jap=0,5625.
s =+np(1- p) =/50-0,5625-(1-0,5625) = 3,507...~ 3,51

Vastaus: ¢ =28,1 jas=3,51

Olkoon 7 kierrosten lukumiira. Ensimmaiselle kierrokselle padsee
varmasti ja sen jilkeen kierrokselta seuraavalle padsee

todennékoisyydelld % =0,75, joten todennékdisyys, ettd pelaaja

péisee kierrokselle n on 0,75""'. Muodostetaan odotusarvon avulla
yhtdlo ja ratkaistaan siitd sopivalla ohjelmalla 7.

H=np

2=50-0,75""

Ratkaisuksi saadaan n = 12,189..., joten Ratkaise(2=5070.75%(n-1))
12 kierrosta ei riitd. Jatkavien pelaajien madra
on korkeintaan kaksi 13. kierroksella. ~ {n=12.18900388}

Vastaus: 13. kierros
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252.  a) Sovelletaan geometrista jakaumaa, kun k=24 ja p = % =0,05.

PX=k=(01-p)f 'p
P(X=24)=(1-0,05*""1-0,05=0,0153...~ 0,015

Vastaus: 0,015

b) Lasketaan odotusarvo sijoittamalla odotusarvon lausekkeeseen
p=0,05.

1
p 0,05

Vastaus: y =20
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Muodostetaan satunnaismuuttujan X = ”sen kokeilukerran
jarjestysluku, jolla avain sopii oveen” jakauma. Kokeilukertoja on
korkeintaan 10, koska jokaista avainta kokeillaan korkeintaan kerran.
Ensimmadiselld kokeilukerralla oikea avain 10ytyy todenndkdisyydella

%. Jotta joutuu kokeilemaan toisen kerran, on ensimmaéiselld kerralla

pitidnyt kokeilla vadrad avainta, jonka todenndkoisyys on % Toisella

kerralla kokeiltavia avaimia on endd 9, joista 1 on oikea, joten oikean

avaimen todenndkdisyys on 2.1 jne.

10 9
X Todennékoisyys
1 1
—=0,1
10 7
2 9 1
Z.1-01
10 9 0,
3 9 81
10 9 8_0’1
41 9871
2.8 1 2 =0.1
10 9 8 7 0,
5 0,1
6 0,1
7 0,1
8 0,1
9 0,1
10 0,1
Vastaus:
X | Todennékdisyys
1 0,1
2 0,1
3 0,1
4 0,1
5 0,1
6 0,1
7 0,1
8 0,1
9 0,1
10 0,1
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b) Jos henkild ei muista, mitd avainta on kokeillut aiemmin, on oikeaan

avaimeen osumisen todennikoisyys kaikilla kokeilukerroilla %

Kokeilukerroilla ei ole yldrajaa. Muodostetaan jakauman alkua
taulukoimalla.

X Todennéikéisyys
1
=0,1
10 =0,
2 9 1 _
10 10 - %%
3 9\’ 1
(W) 75 =0:081

4 (93 L _0,0729~0,073

10/ "10
5 9\ 1

(E) 7 = 0:06561~ 0,066
6 9\ 1

(E) 7g = 0-0590... 0,059
7 9\° 1

(E) g = 0:0531...% 0,053
8 (9)7 L _0,0478...~ 0,048

10/ ‘10 e
9 9\ 1

(E) 7g = 0-0430...~ 0,043
10 (9)9 L _0,0387...~0,039

10/ ‘10~ T
Vastaus:
X | Todennékdisyys
1 0,1
2 0,09
3 0,081
4 0,073
5 0,066
6 0,059
7 0,053
3 0,048
9 0,043
10 0,039
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) Havainnollistetaan a- ja b-kohtia pylvéskaavioilla.

Vastaus:
012

01
0,
0,
0,
0/
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Todenrékdisyys
2 8 =B

=}
5]

012
01

0,08

0,06
0,
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

=]

Todenrakdisyys
I

=]
]
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Pelaajan A todenndkdisyys voittaa ensimmaiselld kierroksella on % Acei

voi voittaa toisella heitolla, koska se on pelaajan B heittovuoro. Jotta A
voittaisi kolmannella kierroksella, on hidnen saatava ensimmadiselld
heitolla joku muu kuin 6 ja pelaajan B on saatava toisella heitolla joku
muu kuin 6 ja niin edelleen. Muodostetaan satunnaismuuttujan

X ="pelaaja A voittaa kierroksella £" jakauma kymmenelle ensimmaiselle
kierrokselle.

X Todenndkdisyys
1

%:0,1666...z0,167

2 0

3 551
2.2.220,1157..2 0,116

4 0

50 (51 N
(g) 4 =0,08037...~ 0,0804

6 0

! (i)é-l=0 05581...~ 0,0558
2] =0, =0,

8 0

1 (5)' . L2 0.03876.. ~ 0,0388
(E) L-0,03876..~0,

10 0

Vastaus:

X | Todennékoisyys

1 0,167

2 0

3 0,116

4 0

5 0,0804

6 0

7 0,0558

8 0

9 0,0388

10 0
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ALOITUSAUKEAMAAN LIITTYVIA TEHTAVIA

1. Yksi vuosi on 365 - 24 - 60 min = 525 600 min.
400 000
525600

minuutissa tulevien puheluiden odotusarvo on p=5-0,761...=3,805...

Minuutissa tulee keskiméarin =0,761... puhelua, joten viidessi

Madritetdén kysytty todennédkdisyys Poisson-jakauman avulla.

3,805.." o805

P(X =4)=="1

=0,194...

Satunnaisen viiden minuutin aikana tulee nelja puhelua
todennékoisyydelld 0,194... = 0,19.

Vastaus: 0,19

2. Madritetdédn kysytty todenndkoisyys Poisson-jakauman avulla sopivalla
ohjelmalla, kun puheluiden méirén odotusarvo on u = 3,805...

k PX=K)
10 0.003903 16433292

11| 0.001350202135367
12| 0.000428 146288485
13| 0.000125320889968
14| 0.000034061994446
15| 0.000008640790068
0 S 10 15 16 | 0.000002054982417
b =3.805175038051 o = 1.950685786601984 |17 |0.000000459974576 -

/] Poisson v
p |3.805175
d/HEH
| < X)= 05275733

Satunnaisen viiden minuutin aikana tulee ainakin nelja puhelua
todennékoisyydelld 0,527... = 0,53.

Vastaus: 0,53



