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Hyvé lukija,

Saatesanat

Taméa oppikirja on tarkoitettu lukion matematiikan opiskelun tueksi sekd kertauskirjaksi niin
ylioppilas- kuin kurssikokeisiinkin. Opiskelun aikana Kkirjan esimerkit valottavat opiskeltavaa asiaa
monelta kantilta ja videoidut ratkaisut opastavat itseopiskeluun ja hyvaan apuvélineen hallintaan.

Kirjan jokaisessa luvussa on esitetty selkeésti teoria ja rikastettu sitd esimerkkien avulla.
Aihepiireittdin on koottu 15 keskeisinté tehtavad, jotka on jaettu kahteen luokkaan.

Alkuosan tehtavat on tarkoitettu perustietojen testaamiseen ja ne on osattava laskea ilman
apuvalineitd — aivan kuten ylioppilaskokeissa tai kurssikokeissakin. Tehtévien vastaukset
I0ytyvét kirjan lopusta.

Loppuosan tehtdvat ovat vaikeampia ja soveltavampia. Néiden tehtdvien avulla voidaan
mitata syvallisemman hallinnan taso ja perustaitojen omaksuminen. Jokaisen loppuosan
tehtavan kohdalta 10ytyy kaksi linkkia.

o

“tiedosto”-linkki johtaa pilvipalvelun kautta jaettuun ClassPad 11 Managerin
tiedostoon, joka voidaan ladata omalle koneelle. Klikkaamalla ladattua tiedostoa se
aukeaa ClassPad Il Managerissa ja tehtyja laskuja voidaan tutkia tai muokata
sovelluskohtaisesti.

Moni tehtdvistd on ratkaistu Padsovelluksessa, joten namé laskut nékyvét
Padsovelluksessa. Vastaavasti geometriset kuvat ovat Geometria-sovelluksessa,
tilastolaskut Tilastosovelluksessa, jne.

”video”-linkki avaa videon, jossa esitetddn vaiheittainen ratkaistu suomeksi
puhuttuna. Videoiden tarkoitus on kertoa tehtdvien perustelut ja niissid kaytetyt
laskutoimitukset. Néaist4 videoista saat myos hyvié vinkkeja ClassPad Il Managerin
kaytosta matemaattisena apuvalineena.

Tehtavéaosion alussa on myo6s linkki soittolistaan, jonne kaikki kurssin videoidut ratkaisut on
tallennettu. Kirjan lisaksi suosittelemme tutustumista vanhoihin ylioppilaskokeisiin.

Mukavia hetkia kirjan parissa!

Turussa 1.10.2016

Tekijat

Pertti Lehtinen Pepe Palovaara
FM, lehtori FM, Nordic School Coordinator
TSYK Casio Scandinavia
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M1 Funktiot ja yhtalot

M1 Funktiot ja yhtalot

Pitkdn matematiikan kurssin M1 Funktiot ja yhtdlot keskeisid sisdltoja ovat murtolukujen
peruslaskutoimitukset, potenssi, ensimmaisen asteen yhtal®, nelidjuuri, yleinen juuri, murtopotenssi,
prosenttilasku, funktio sek& suoraan ja k&antéen verrannollisuus.

1.1. Laskujdrjestys

1. Sulkeissa olevat laskut

2. Potenssiin korotus

3. Kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle
4. Yhteen - ja vahennyslaskut

Esim. 5-2-(4-1)?:6=5-2-32:6=5-2.9:6=5-18:6=5-3=2

e Jos negatiivisten lukujen méaara on parillinen tulossa tai osamaarassa, niin tulos on
positiivinen
Esim. —2-(-3)-4=24 ja —2-(-1)-(-3)-(-1) =6

e Jos negatiivisten lukujen mééra on pariton tulossa tai osamaarassa, niin tulos on
negatiivinen

Esim. —100: (~10): (-5) = -2 ja —20:(=10)-(-1) =2

e Jos lausekkeessa on sisakkaisia sulkeita, lasketaan ensin sisimman
sulkulausekkeen arvo.

e Jos lausekkeessa kaarisulkeiden ( ) lisaksi on kéytetty hakasulkeita [ ] ja

aaltosulkeita { } niin talloin sulkeiden jérjestys on seuraava {[( )}} .

Esim. 1.1 a) 200—{20+[35-(3+2)]} = 200-{20+[35-5]} = 200~ {20 +30} = 200-50 =150

Yleensa kaytetddn vain kaarisulkeita ( )

b) (10-3-23+32:4)% =(10-3-8+8)? = (10— 24 +8)? = (—6)% =36
Muista laskujérjestys
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.2. Peruslaskutoimitukset

Peruslaskutoimituksia ovat yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolasku, joihin liittyvat seuraavat
nimitykset.

e Yyhteenlaskettava + yhteenlaskettava = summa

e vdheneva - vahentdja = erotus

e Kkertoja - kerrottava = tulo

jaettava . ) L osoittaja
——— =0Samaara Muista my0s nimitys BT
jakaja nimittaja

1.3. Murtolukujen laskutoimitukset

d) 4 b)
. /¢c_ad_ cd_adzcd

d bd bd  bd

e Yhteen — ja vahennyslasku: %_

Lavennetaan samannimisiksi ja lasketaan yhteen tai vahennetédan keskendén osoittajat.

3_%1 P8_5 16 _5+16_21_,1

+ —=—+4—= =—=
2 5 10 10 10 10 10

ac

L
d b

e Kertolasku:

o | o

Kerrotaan osoittajat ja nimittajat keskendén. Jos mahdollista, supistetaan ennen kertolaskua

2
3.4 314 3 M 32 32 6 .1
Esim. —2—=—.—==—.~=S.2_"°2_2_-1=
7 575 X5 15 15 5 5
1

Jakolasku: ac_ad

e Jakolasku: b G

. 31333309 1

S 43 41 41 4 4
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.4. Vastaluku ja kddnteisluku

e Kahta lukua, joiden summa on nolla, sanotaan toistensa vastaluvuiksi.

3+(-3)=0 SUMMA =0 Luvun @ vastaluku on —a

a+b=0, jostaa=-b ajab ovat toistensa vastalukuja.

e Kahta lukua, joiden tulo on yksi, sanotaan toistensa kaanteisluvuiksi.

1 _
—4=1 TULo=1 Luvun @ Kéanteisluku on —
a
a-b=1, jostaa =% a ja b ovat toistensa k&anteislukuja.
1.5. Lukujoukot
Luonnollisten lukujen joukko N=1{0,1,2,3,...} (Natural)
Kokonaislukujen joukko Z={...,-2,-1,0,1,2,...}  (Zahl)
Rationaalilukujen joukko Q={ m | m, n e Z, n#0}(Quotient)
n
Reaalilukujen joukko R (Real)
Kompleksilukujen joukko C={z=a+hi|abe R}, i*=-1(Complex)
Huomautus: Useasti matematiikassa kaytetaan myods merkintoja
Positiivisten kokonaislukujen joukko  Z. =9{1,2,3,4,..}
Negatiivisten kokonaislukujen joukko Z. ={...,-4,-3,-2,-1}
Positiivisten reaalilukujen joukko R, ={x|x > 0}
Negatiivisten reaalilukujen joukko R. ={x|x < 0}
Irrationaalilukujen joukko R\Q=R-Q={xeR|xeQ}
Ei — negatiiviset luvut {x|x = 0}

ozukion. matematiikka CAS I o
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.6. Reaalilukuvalit

Reaalilukujen tarkeitd osajoukkoja ovat reaalilukuvélit, joilla tarkoitetaan lukusuoran yhtendisté
0saa.

Rajoitetaan tutkimus ensin kahden luvun a ja b valille (a<b).

suljettu vali a,b]=ixeRja<x<b ——
J [a,b] { R } a b X
avoin vali a,b[={xeRla<x<b —
Ja,bl={x<Rla<x<b} —
uoliavoimet valit a,b[={xeRla<x<b ———>
p [a,b[={x <R } —
Ja,b]={xeRJa<x<b| ———a——>
a b
Tutkitaan vield reaalilukuvalej, joita ei ole rajoitettu.
[a,0[={xeR|x>a] eli lyhyesti X>a —e ’
a X
la,o[={xeR|x>a} elilyhyesti x>a —0 »
a X
]-oo,b]={xeR[x<b} elilyhyesti Xx<b ® >
b X
]-o0,b[={xeR[x<b} elilyhyesti X <b O—»
b X

Esim. 1.2. a) Esitd lukusuoralla ne x:n arvot, jotka toteuttavat kaikki kolme ehtoa ehto 1:
xe[0,5], ehto 2: ~1<x<3 jaehto 3: X€[-2,%0[ . Mitka b) reaaliluvut c)
kokonaisluvut kuuluvat edelld saatuun joukkoon?

Ratkaisu: a) ,/.M% —O ehto 3
- Ehtoz | | .Iil | | | I$I [ eht01
| | | | | | | | | =
—-10 12 3 4 5 X
Yhdistetdan ehdot 1 — 3. — ——t—t+—00——7F—"+—
—10 12 3 4 5 X

b) xe[0,3 c) {0,1,2}
Huomautus:

e —xjaco merkin yhteydessa hakasulkeet ovat vadrin pain |-, o0

Merkinté (1,2) tarkoittaa koordinaatiston pistettd, jossax =1ljay = 2.

Merkintéd {1,2} tarkoittaa joukkoa, jossa on kaksi alkiota, alkiot 1 ja 2.

Merkinté [1,2] tarkoittaa suljettua valid 1 <x < 2
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.7. Luvun itseisarvo

: L X, kun x>0
e Reaaliluvun X itseisarvo |x|=

—X, kun x<0

Esim.

Va-a| =-(V2-7) =247 -n-\2

| —
~-1,73<0

Itseisarvon ominaisuuksia:

1. |a|=0 itseisarvon ei-negatiivisuus
2. |-a|=[q vastaluvun itseisarvo

3. [ab|=|bal=lal|o|=]|b]a] tulon itseisarvo

a, % = % b0 0SaMAran itseisarvo

5. [a =a itseisarvon nelis

Esim. 1.3.  Sievenna lauseke |X—1/—|-2x+2|, kun x <1
H x-1<0, kunx<1

Ratkaisu:  [x~1|~[-2x+2] _2x+2>0,  kunx<1l

=—(x-1)—-(-2x+2)=—x+1+2x-2=x-1
Toisin: x=1|—|-2x+2 =[x -1 -|-2(x-1)|

-t -t =12

=—|x=1=~(-(x-1) =—(-x+1) =x-1
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.8. Potenssi

a"=a-a-a-...a, missé a on kantaluku ja n on eksponentti.
—_—
nkpl
24=2.2.2.2=16
Laskusaanto Esimerkki
m.n _ _m+n
ama" =a %2 . x2 .y =2t 8 ja35.32 3572 _ 33

(ab)" =a"" (-20)° =(-2)° x* =8¢ ja
54.2% = (5-2)* =10* =10000

n m 2
(am) :(a”) =aM (23) =232 -2%_64

m 3
8 _aM™ N ax0 R
a" 42
n n 2 2 5 5
(Ej _2& b0 (§j 39 51 8—:(§j _25-32
b) pn 2) 2 4 "4 45 \4
a" =% a0 2‘2=i2=1 ja i=%=3‘3
a" 2¢ 4 21 3
a®=1a=0 (-3)%=1 ja 0° ei maaritelty
02=0,a>0 0’ =0 ja 072 ei maaritelty

Huomautus: (—1)2 =1, koska (—1)2 =(-1)-(-) =1 (parillinen maara negatiivisia lukuja)
(—1)3 =-1, koska (—1)3 =(-1)-(-1)-(-1) = -1 (pariton méaara negatiivisia lukuja)

~12 = -1, koska ~1° =-1-1=-1 (kantalukuna on 1 ei —1)
1, kun n on parillinen, ne Z
1" :{ i °

2 2n _q 2n+1
—1, kun n on pariton, n € Z sekd (~1) ja(=1) unne

Nimitykset: a2 ”luvun a nelid” ja a3 ’luvun a kuutio”
aY" (b)Y
Esim. 1.4. Potenssisdanttjen avulla saadaan (Ej :(—j , koska

1
(ej‘”_ﬁ_g_i.i_iﬂ_ﬂ_(ﬁf
b bn 1 gnpnh " 1 g0 \a

n

(e}
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M1 Funktiot ja yhtalot
1.9. Yleinen juuri
Q/E:b, jos jajosvain b" =a ja a,b>0, kun n on parillinen (n=2,4,6,...)
Esim. a) 4625 =5, koska 5% =625 b) §—729 ei ole madritelty, koska —729 <0

Q/E:b, jos ja jos vain b" =a, kun n on pariton (n=3,5,7,...)

Esim. ¥/-243 = -3, koska (—3)5 =-243

Laskukaavat:
Parillinen juuri (n=2,4,6,...) Pariton juuri (n=3,5,7,...)
(Q/g)n =a,(a>0) (Q/E)n =a
Vab =%/ -¥b, (a,b > 0) Vab =Va - Ub
a WVa a WVa
nl—=—,(@>0,b>0 —=—,lb20
= @200>0) 200

Va" =[d Ya" =a

Esim. 15.  Sievenna a) \/g b) 41625 c) -24301° d) Y256

J5)
. 8 Y8 542 a2 Jas2 2410
Ratkaisu: a) c = E_ N c = c =

by Y16a° =416 Ya° ={2* {ata=2%a* Ya-21%a
¢) Y2430 = 5243 -Fbt = §(-3)° -?/(bZ)S — _3p?

d) §-256 ei maaritelty, koska juurrettava < 0

1.10. Murtopotenssi

m 2 1

— m 2 : 3

an =Ya™, a>0,meZ neZ,, —¢Z. Taten 43 =342 =316 ja 35 =53,
n
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.11. Funktio

Madritelmd: Madritelm&n mukaan funktio f(x) joukosta A joukkoon B on kuvaus, joka liittad
jokaiseen A alkioon tarkalleen yhden B:n alkion. Tama merkitaan f : A— B.

Funktion méarittelyjoukko ja arvojoukko

e Funktion f(x) madrittelyjoukon M ¢ muodostavat ne muuttujat, joilla funktion

arvo on mielekasta laskea.

e Funktion f(x) arvojoukko A; muodostuu funktion saamista arvoista.

N
A B
e Madrittelyjoukko M¢ ={12,3) e Madrittelyjoukko M; ={0,2,4}
e Arvojoukko As ={3,4,6) e Arvojoukko As ={1,2,3}
e Maalijoukko {3,4,5,6,7} e Maalijoukko 12,3}
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M1 Funktiot ja yhtalot

Funktion kuvaaja, maarittely- ja arvojoukko, funktion arvo ja funktion nollakohdat.

Funktio y = f(x) voidaan kuvata xy — koordinaatistossa, missa jokaista
maarittelyjoukon M lukua X vastaa tarkalleen yksi maalijoukon luku vy .

Téamé nahdaan funktion y = f (x) kuvaajasta piirtdmalla mielivaltainen y—
akselin suuntainen suora, joka saa leikata funktion kuvaajan enintadn kerran.
y 4 Y 4

/ v/\ =

On funktio y = f (x) . Ei ole funktio y = f (x)

Funktion y = f (x) maarittelyjoukko on ne x:n arvot, joilla funktio on méaéritelty.

Funktion y = f (x) arvojoukko muodostuu funktion saamista arvoista.
)7\

My =]-23]

2.
4

c; 2

Funktio saa positiivisia arvoja, kun sen kuvaaja on x - akselin ylapuolella.
Funktio saa negatiivisia arvoja, kun sen kuvaaja on x - akselin alapuolella.

A N A W/ N
/ X \/ X \/ \x

At =]-14]

) 4

Funktion nollakohdiksi sanotaan muuttujan niité arvoja, joilla funktio saa arvon
nolla.

Kuvaajassa funktion nollakohdat ovat ne muuttujan arvot, joissa funktion kuvaaja
leikkaa tai sivuaa vaaka-akselia (yleensé x-akseli).

V&

Nollakohdat ovat

o)
4

\./ x=-1x=2, x=4
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.12. Ensimmadisen asteen yhtilot

e Ensimmadisen asteen yhtaloksi sanotaan yhtalod, joka voidaan sieventdd muotoon

ax+b =0, a=0
e Yhtdlod, jossa tuntematon havidd, kutsutaan identtiseksi yhtaloksi

Jos vastauksesi saadaan x = x eli 0=0, niin yhtalo on identtisesti tosi.
jolloin kaikki x:n arvot toteuttavat yhtalon.

Jos vastauksesi saadaan esimerkiksi 0 =1, niin yhtalo on identtisesti
epatosi, jolloin mik&an x:n arvo ei toteuta yhtaloa.

Esim. 1.6. Ratkaise yhtdlo x—2(-x+2)-3=1+3(x-2)-2.

Ratkaisu: X—2(-x+2)-3=1+3(x-2)-2 \ Poistetaan sulkeet

X+2X—4-3=1+3x-6-2 | Yhdistetdan samanmuotoiset termit
3X—-7=3x-7
0=0
Vast. X e R (yhtald on identtisesti tosi eli kaikki x:n arvot toteuttavat yhtalon)
Esim. 1.7. Ratkaise yhtalo 2— 2% =1 _ 3—%x.
Ratkaisu: 2— 2X4_1 = 3—%x |-4 (Kerrotaan nimitt&ja pois)
8—(2x-1)=12-2x | Poistetaan sulkeet
8-2x+1=12-2x | Siirretaan termit
0=3 | Yhtald on epétosi
Vast. Yhtalo on identtisesti epatosi eli mik&én luku ei toteuta yhtaloa.

Huomautus: Verrantoyht&lo X XT_l ratkaistaan ristiin kertomalla, jolloin saadaan 3x =2(x—1).

Varoitus:  Ala jaa muuttujaa pois yhtalossa x(x —1) = 2x ,vaan kerro ensin sulkeet pois, jolloin

saadaan x? —x = 2x.
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M1 Funktiot ja yhtalot

1.13. Prosentti

Prosentti tarkoittaa sadasosaa eli 1% = L =0,01 jaesim. 32% = 32 =0,32.
100 100

Promille tarkoittaa tuhannesosaa eli 1%o = 1 =0,001 ja esim. 57%o = ST =0,057.
1000 1000

Miljoonasosan lyhenne on ppm ja se tulee sanoista parts per million.

Esim. 750 ppm = _ 70 =0,000750

1000 000
Alla on yleisimmat kaavat ja kasitteet, joita prosenttilaskuissa esiintyy.

e P prosenttia luvusta a on P 3
100

15 prosenttia luvusta 72 on % -72=0,15-72=10,8

e luku ¢ luvusta d on %-100% (nimittdjaén tulevan luvun tunnistaa péatteesté —sta, -

sté)
30
30 euroa 120 eurosta on @ -100% = 25%
e muutosprosentti on Ltos -100%
alkuperdinen
Hinta laski 50 eurosta 40 euroon. Hinnan muutos oli
40-50 40006 = —20%
e vertailuprosentti on _erotws -100%
perusarvo

Maijalla on 40 euroa ja Matilla 30 euroa. Taten Matilla on
40-30

-100% = 25% vahemman rahaa kuin Maijalla.
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M1 Funktiot ja yhtalot

Hinta a nousee P prosenttia, jolloin lopullinen hinta on (1+%)a

Hinta a laskee P prosenttia, jolloin lopullinen hinta on (1—%)a

Hintaa a nostetaan ensin p; %, sitten p, % ja lopuksi lasketaan p3 %, jolloin

lopullinen hinta on (1+-PL)1+-P2)1- P33,
P ( 100)( 100)( 100)

Esim. Hintaa nostettiin ensin 30 prosenttia ja myohemmin laskettiin 10 prosenttia ja lopuksi
laskettiin vield 20 prosenttia. Laske kuinka monta prosenttia hinta muuttui.

Ratkaisu:

Vast.

Huomautus:

Esim.

Ratkaisu:

Vast.

Olkoon hinta alussa a euroa. Tallgin lopullinen hinta oli 1,3-0,9-0,8-a=0,936a.

0,936a—a
a

Hinnan muutos oli -100% = —6,4% .

Hinta laski 6,4 prosenttia.

Loppu voitaisiin laskea myds seuraavasti:
Hinta tuli 0,936-kertaiseksi eli hinta laski 6,4%.

Paljonko vetté on lisattavé 14 prosenttiseen suolaliuokseen, jotta suolapitoisuus
olisi 8 %?

Olkoon suolaliuosta aluksi a kg, jolloin suolaa on 0,1a kg . Suolan maara ei lisdédnny
vettd lisdttdessa. Lisatadn vettd x litraa eli x kg, jolloin liuoksen suolapitoisuus
saadaan laskettua lausekkeella

a kg + x kg — (a+x)kg
14 % 0% 8%

Suolan mééra:  0,14a+0-x=0,08(a+x), josta x=0,75a.

Vetté on lisattava 0,75-kertaisesti alkuperdinen suolaliuoksen mééra.
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M1, alkuosan tehtavat

Tehtavissa 1.1 — 1.8 ei saa kayttaa laskinta

1.1. Laske
2 2.1 py 3.28.1
3 6 7 6 2

0) (=4)°+271—(-1)°

d) \/o,01
-3
€) 16_2-(1j 49 f) 0125
2 2,25
1.2. Sievenna / laske

a)a’-a?-a b) a(a®-1)-a*:a’ a

¢) (5x3y )2 d) (5-4-2+12:4-2)*

3 q2y101
€) (2°-3%) 21201 (1203

1.3. Sievenna

a) V3-43-(+2)°
c) 24/50 —34/32

b) (2v5)°
d) Jv64

V2 364
1.4. Sievenna
a) |7-3 b) [V8-10/++/50
—10&12 a 6/ 18
—|—,b#0
) 5ab -2b ” 9 \/:

) (29

43 [3 1
e)ﬁ-ﬁ.W

1.5. a) Laske 10 prosenttia 15,5 eurosta.

b) Laske montako prosenttia 12,5 on 50:sté.

Jukion matematiikka

[2 5800 4800 1400 }‘2
f) | =

CASIO

c) Tuotteen hintaa ensin laskettiin 30 prosenttia ja
myO6hemmin nostettiin 10 prosenttia. Mika oli
tuotteen lopullinen hinta, kun se aluksi maksoi 50

euroa?

1.6. a) Tutki, onko \/3—2\/5 = \/5—1.

b) Kirjoita luvut J3, 327 ja 9 pienimmasta
suurimpaan.
c) Laske luvun 4 ja sen vastaluvun kaanteisluvun

erotuksen itseisarvo.

1.7. Ratkaise
a) 3—-(Xx—2)+2x=—(2x+1) + x—(—2x—6)

X+1 2x-3 _
2 4

b) 2

c) Maatilalla on kanoja ja possuja yhteensa 250 ja
jalkoja elaimilla on yhteensa 800. Kuinka monta

possua maatilalla on?

1.8. Vastaa seuraaviin kysymyksiin alla olevan
funktion y = f(x) kuvaajan perusteella.

a) Miké& on funktion arvojoukko?

b) Miké on funktion maérittelyjoukko?

c¢) Miké on funktion arvo kohdassa x=-17?

d) Mitka ovat funktion nollakohdat?

e) Milloin funktio saa arvon 3?

f) Mika on funktion arvo kohdassa x =-27?

[\

N
/‘/

\ 4
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M1, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 1.9 — 1.15 laskin ja taulukkokirja
ovat sallittuja. (Katso kaikki ratkaisut)

1.9. Sailiosta kaytetddn 11 litraa 6ljya
vuorokaudessa. Maaliskuun 26. paivana 1997
séiliossé on 3000 litraa 6ljya. Riittadko oljy
koko loppuvuodeksi? (k97/2)

(tiedosto, video)

1.10. a) Hintaa laskettiin ensin 30%, sitten
20% ja my6éhemmin nostetaan 50%. Kuinka
monta prosenttia hinta muuttui? ( 2p)
(tiedosto, video)

b) Kuinka paljon 5-prosenttista suolaliuosta
pitad lisata 20-prosenttiseen suolaliuokseen,
jotta lopullinen liuos olisi 12-prosenttista? (4p)
(tiedosto, video)

1.11. Pallo pudotetaan pilvenpiirtajan 40.
kerroksesta. Kuinka kauan putoaminen kestaa,
kun yksi kerros on 3,5 metrid ja pallo putoaa
ensimmadisen kahden ja puolen sekunnin
aikana 24,5 metria? Pallon putoama matka on
suoraan verrannollinen putoamisajan nelioon.
(tiedosto, video)

1.12. Kuukausipalkasta veroihin menee
neljasosa, lainanlyhennyksiin kolmasosa,
ruokaan viidesosa ja muihin juokseviin
kuluihin jaa vield 455 euroa kuukaudessa.
Kuinka suuri kuukausipalkka on?
(tiedosto, video)

1.13. Matkaa kuljetaan tasaisella nopeudella.
Kun matkaa on jaljella 40%, nopeutta lis&taan
20%. Kuinka monta prosenttia koko matkaan
kuluva aika tallgin lyhenee? (SO0 / 3)
(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka

CASIO

1.14. Luvun vr?—a? likiarvona voidaan

kayttad lukua r —%az /. Laske tman nojalla

luvun /3 likiarvo sopivia kokonaislukuja r ja
a kéyttéden. Kuinka monta prosenttia tdmé
likiarvo poikkeaa tarkasta arvosta? (k91/5a)
(tiedosto, video)

1.15. Hiili -11 isotoopin puoliintumisaika on
20,38 minuuttia. Kuinka paljon hiilta on

a) 10 minuutin b) puolentoista tunnin paasta,
jos aluksi hiiltéd on 12,5 grammaa?

(tiedosto, video)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLAQjbewcWSZtJ09E14rmGylfS9wk3du7n
https://www.dropbox.com/s/7aea9aeddjo1xj0/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_9.vcp?dl=0
https://youtu.be/b2CtbyIa2Mc
https://www.dropbox.com/s/k2z4bnv8ubgy805/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_10_a.vcp?dl=0
https://youtu.be/XO1ojO5xQoQ
https://www.dropbox.com/s/87wjpbhn74og24b/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_10_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/EyE7a_CWw4E
https://www.dropbox.com/s/1crwzlqeavv1xfi/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_11.vcp?dl=0
https://youtu.be/JPwD4-5YXIg
https://www.dropbox.com/s/pjqivcogkah42ho/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_12.vcp?dl=0
https://youtu.be/eeTzVv-kG54
https://www.dropbox.com/s/g35lxkshevya1jh/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_13.vcp?dl=0
https://youtu.be/reTNmT7jfvE
https://www.dropbox.com/s/2rvhm5su82ibagc/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_14.vcp?dl=0
https://youtu.be/SIcON7t8Djk
https://www.dropbox.com/s/6rjvnpfgss2s0bz/Kurssi%20M1%20Teht%C3%A4v%C3%A4%201_15.vcp?dl=0
https://youtu.be/E3vTWsK9sQo

M2 Polynomifunktiot

M2 Polynomifunktiot

Pitkdn matematiikan kurssin M2 Polynomifunktiot keskeisia sisdltojd ovat murtolukujen
peruslaskutoimitukset, potenssi, ensimmaisen asteen yhtald, nelidjuuri, yleinen juuri,
murtopotenssi, prosenttilasku, funktio sek& suoraan ja kdantéen verrannollisuus.

2.1. Polynomi

Polynomissa P(x) = 2%x° —3x% +4x -7

e termejd on nelja (2x5, —3x2, 4x ja-7)

e asteluku on viisi (korkeimman termin asteluku)
e ensimmaisen asteen termin kerroin on 4

e vakiotermion —7.

Kun polynomissa termejd on

e yksi, niin sita voidaan kutsua monomiksi (—3x4 on neljannen asteen monomi)
e kaksi, niin sit4 voidaan kutsua binomiksi (x2 —3 on kolmannen asteen binomi)
e Kkolme, niin sitd voidaan kutsua trinomiksi (x2 —X+1 on toisen asteen trinomi)

Polynomien yhteen- ja vdhennyslasku

e samanmuotoiset termit (= kirjainosa taysin sama) yhdistetaan
3ax+b—ax=2ax+b

Polynomien kertolasku

e kun monomilla kerrotaan polynomi, kaytetaan osittelulakia a(b+c) =ab+ac
e kun polynomi kerrotaan polynomilla, kerrotaan termi termilta.

Binomikaavat eli muistikaavat ovat polynomien kertolaskun térkeité erikoistapauksia.

e binomin nelid (a+b)2 =a? +2ab+b?

e summan ja erotuksen tulo (a+b)(a-h) = a®-b?.
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M2 Polynomifunktiot

Esim. 2.1.  Sievennd lauseke (x—2)(3x+4)—(x+5)2.
Ratkaisu- (x—2)(3x+4)—(x—5)2:x-3x+x-4—2-3x—2-4—(x2+2-x-(—5)+(—5)5)

— 3x2 +4x—6x—8—(x2 —10x+25)
—3x2 —2x—8—x2 +10x—25
—2x%2 +8x—-33

Vast. (X—2)(3x+4) — (x+5)% = 2x% +8x—33

Huomautus: Edella esitetyt binomikaavat ovat erikoistapauksia Newtonin binomikaavasta

(a+b)" = Zn: [EJan_k b jossa (Ej n'

= T KI(n—K)!

Esimerkiksi 31=3-2-1ja5!=5-4.3.2-1
On sovittu, etta or=11=1

e Binomikertoimet saadaan myos Pascalin kolmiosta

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n=6 1 6 N5¢ 20 15 6 1

esim. (x-2)° =1 -(-2)° +3:x%- (-1 43X (-2 41X (-2)°
=1-x3-1+3-x% - (=2) +3-X-4+1-1-(-8)

= x3—6x%+12x—8

Yhteisen tekijan erottaminen

e perustuu osittelulakiin ab+ac=a(b+c)

e voidaan kayttad, jos jokaisessa termissa on sama tekija
o tdrked tyokalu esim. korkeamman yht&lon ratkaisussa.

Esim. 2.2.  Erota yhteinen tekija 2x° —6X° + 4x2

Ratkaisu:  2x° —6X° +4x° = 2x2(x3 —3x+2)
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M2 Polynomifunktiot
2.2. Polynomin jako tekijoihin
Polynomin jakamisessa tekijoihin kéytetadn

1. yhteisen tekijén erottamista ab+ac=a(b+c)

esim. 10x° +15x = 5x(2x2 +3)

2. binomikaavoja ké&anteisesti a%+2ab+b? = (a+ b)2
a® —b? = (a+b)(a-b)

esim. 4x% +12x+9 = (2x+3)% = (2x—3)?

esim. 25x° —16 = (5X)% — 4% = (5x + 4)(5x — 4)

3. termien ryhmittelemista ac+ad +bc+bd =a(c+d)+b(c+d)
=(c+d)(a+b)

esim. X —4x% —2x+8= x> (x—4) - 2(x—4) = (x—4)(x*> - 2)

4. polynomien nollakohtia ax? +bx+c = a(x—x)(x—x,), jossa

X1 ja Xo ovat polynomin ax? +bx +c
nollakohtia.

esim. 3x° —6X—24=3(x+2)(x—4), koska 3x> —6x—24 =0, kun
Xx=-2taix=4

5. taulukkokirjaa Taulukkokirjasta sivulta 17 Polynomien

liittyvat kaavat. Esimerkiksi kaava
a®-b% = (a-h)(a® +ab+b?)

esim. 27x° —8=(3x)° - 2° = (3x—2)(9x® + 6x +4)
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M2 Polynomifunktiot

2.3. Ensimmadisen asteen polynomifunktio f(x)=kx+b
e Ensimmadisen asteen polynomifunktion f(x)=kx+b kuvaaja on suora ja siksi
puhutaan myos lineaarisesta funktiosta.

e Funktiossa f(x)=kx+b

k on suoran kulmakerroin

jos k>0, niin suora on nouseva y | : V‘
jos k<0, niin suora on laskeva X X

nouseva laskeva
suora suora
b on vakio
kertoo kohdan, jossa suora leikkaa y —akselin y f(x)=3x
jos b =0, niin suora kulkee origon kautta 7{4;
origon kautta kulkeva
nouseva suora
y 4 y A
f(X)=x+2
4
\ X
f(x)=—2x+4
e nouseva suora (k=1>0) e laskeva suora (k =-2<0)
o leikkaa y—akselin, kun y =2 e leikkaa y—akselin, kun y=4
Ensimmaisen asteen funktion méérittelyjoukko ja arvojoukko
e Madrittelyjoukko M =R ( x:narvot)
e Arvojoukko Af =R (y:narvot)
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M2 Polynomifunktiot

Ensimmaisen asteen epayhtalon ratkaiseminen

Ratkaistaan paéasaantoisesti kuten ensimmaisen asteen yhtélo. Epayhtalomerkki
kaantyy kerrottaessa tai jakaessa negatiivisella luvulla.

Esim. 2.3.  Ratkaise epéayhtalo %—XT_?’ >2

Ratkaisu: 1.x=35, |-6
2 3
3-2x+62>12 Varo merkkivirhetta!
-2x2>3 | :(—2), epayhtélomerkin suunta k&antyy

x<-2

2
Vast. X < _3
2

Ensimmaisen asteen kaksoisepayhtalon ratkaiseminen
Kaksoisepayhtalo jaetaan kahdeksi epayhtaldksi, jotka molemmat ratkaistaan ja
lopuksi tutkitaan milla x:n arvoilla molemmat epayhtal6t toteutuvat.

Esim. 2.4  Ratkaise epayhtald -2 <2x-10<11-x

Ratkaisu: —-2<2x-10<11-x Ratkaistaan erikseen epayhtalot.

—-2<2x-10 ja 2x-10<11-x

8<2x |12 3x<21 |3
4<X X<7
X>4 ja X<7

Kéaytetddn apuna lukusuoraa tutkiessa, mitkd x:n arvot toteuttavat kaksoisepayhtélon.

X224 JaX<T ——————
4 5 6 7 8 X

Vast. 4<x<7
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M2 Polynomifunktiot

2.4. Toisen asteen polynomifunktio f(x) =ax2+bx+c,a# 0

e Toisen asteen polynomifunktion f(x)= ax? +bx+c kuvaaja on yl6s — tai
alaspéin aukeava paraabeli.
e Funktiossa f(x)= ax? +bx+c
jos a>0, niin paraabeli aukeaa ylospéin

jos a<0, niin paraabeli aukeaa alaspain

a>0 a<o
y y N y A
\\/ Yo = f(Xo) 1
Yo =T(X0) 7
X0
ylospéin aukeava paraabeli alaspain aukeava paraabeli

Toisen asteen funktion méarittelyjoukko ja arvojoukko.

e Madrittelyjoukko My =R
e Arvojoukko As = [yO,OO[ ,josa>0 ( Yp on paraabelin huippu)

Ar = ]—00, yO] ,josa<0 (Yo on paraabelin huippu)

Toisen asteen funktion kuvaajasta on hyva muistaa seuraavaa.

e Kuvaaja on symmetrinen huipun )4 symmetria-akseli
kautta kulkevan Y —akselin suuntaisen :
suoran suhteen.

e Huipun x— koordinaatti saadaan laskettua \

kaavalla x:;—b. \/
a :
(x,y)

e Huipun Y- koordinaatti saadaan laskettua

sijoittamalla huipun x — koordinaatti
funktion lausekkeeseen x:n paikalle. X =—

f(x):ax2+bx+c
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M2 Polynomifunktiot

Toisen asteen funktion nollakohdat

e Toisen asteen funktiolla on enintéan kaksi nollakohtaa eli kohtaa, jossa funktion
kuvaaja leikkaa x — akselin

e Diskriminantin D =b? —4ac mukaan maaraytyy toisen asteen funktion
nollakohtien lukumaara:

Jos D >0, niin yhtalélla on kaksi nollakohtaa (leikkaa x — akselin kahdesti).
Jos D =0, niin yhtalélla on yksi nollakohta (sivuaa x — akselia).

Jos D <0, niin yhtalolla ei ole yhtaan nollakohtaa (kuvaaja on x — akselin yla-
tai alapuolella).

a>0 a>0 a>0
WAV
\/ X X X
D>0 D=0 D<O0
/\ > > >
/ \ X /\ X /\ X

a<0 a<0 a<0

Esim. 2.5. Kuinka monta reaalista ratkaisua on yhtalolla X2 —2x+3=07?

Ratkaisu: Lasketaan diskriminantti

D=b?-dac=(-2)°-4-1.3=4-12=-8

Koska diskriminantti on negatiivinen, niin yhtéloll& ei ole yht&an reaalista ratkaisua eli
juurta.

Vast. Ei yht&én reaalista ratkaisua.
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M2 Polynomifunktiot

Toisen asteen funktion nollakohtien ratkaiseminen eli toisen asteen yhtalon

ax® +bx+c = 0,a # 0 ratkaiseminen voidaan jakaa kolmeen eri perustapaukseen.

1. ax?+¢c=0 2. ax®+bx=0 3. ax®+bx+c=0
ensimmaisen asteen termi vakiotermi ¢ puuttuu, jolloin kaikki termit mukana,
bx puuttuu, jolloin erotetaan yhteinen jolloin kaytetaan kaavaa
yhtélo saatetaan muotoon tekija ja kdytetddn tulon [
x2 = vakio nollasaantoa rs =0, kun X:—bi b® —4ac
r=0tais=0 2a
4x% -16=0 3x2 +9x =0 2x2 +4x—6=0
_ i _ X =
W2_4 3x=0taix+9=0 2.0
X =+2 x=0  x=-9 _4xb4_4+8
4 4
Xx=-1taix=3

Varoitus:  Al4 jaa yhtaloa muuttujalla.

esim. X(x—3) =2x Ei saa jakaa muuttujalla x!
X(x—3) =2x Poistetaan sulkeet.
x2 —3x = 2x Siirretdén termi 2x vasemmalle
x2 —3x—2x=0
x2 —5x=0 Erotetaan yhteinen tekija x.
X(x=5)=0 Kéytetadén tulon nollasédéntoa.
x=0taix-5=0

X =0 tai Xx=5

Ei ole muita tulon s&antdja kuin tulon nollasdanto.

esim. 3x(x+1) =6 Ei ole tulon kuutossaantoa!
3x(x+1) =6 Poistetaan sulkeet.
3x% +3x=6 Siirretddn termi 6 vasemmalle.
3x% +3x—6=0 Ratkaistaan ratkaisukaavalla.
L _3%\3¥-4.3.(-6) —3+Bl _-3+9
2-3 6 6
X=-2taix=1
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M2 Polynomifunktiot

Huomautus: Toisen asteen yhtal6 voidaan ratkaista myos
e nelioksi tdydentamalla

esim. 2x% —6x-1=0 -2
4x% —12x-2=0
4x% —12x =2
4x% —12X+9=2+9
(2x)° +2-2x-(=3) +(-3)? =11

(2x-3)2 =11 \J‘
2x—3=+4/11
2x=3+4/11 |:2
X:31¢ﬁ
2

e kayttamalla binomikaavaa kaanteisesti

esim. x2-14=2
x2-16=0

x> —42 =0

(x+4)(x-4)=0
X+4=0taix-4=0

X=—4tai x=4

e kirjoittamalla ensimmaisen asteen termi summalausekkeeksi

esim. X2 —3x+2=0

X2 —2X—Xx+2=0
X(x-2)-(x-2)=0
(x=2)(x-1)=0
Xx—2=0taix-1=0
x=2tai x=1

Muista toisen asteen yhtalon tarkistus. — xq + X, = b jax X = e,
a a

Esimerkiksi edellisen yhtalon tarkistus: 2+1= —_TS ja 2-1:%

3=3 ja 2=2 Tosi eliratkaistiin oikein.
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M2 Polynomifunktiot

Toisen asteen epayhtalon ratkaiseminen

1. Siirrd termit samalle puolelle ja yhdistd samanmuotoiset termit.
2. Ratkaise lausekkeen nollakohdat.
3. Hahmottele kuvaaja ja anna vastaus.

Esim. 2.6. Ratkaise epayhtalot a) 2x% — x < x? +3x b) 3x% —2x+2>2x% —x
Ratkaisu: a) 2x% —x<x?+3x  Siirretaan termit samalle puolelle
2x% —x— x> -3x<0 Yhdistetddn samanmuotoiset termit.
x2 —4x<0 Ratkaistaan yhtalo x2 —4x =0 (lausekkeen nollakohdat).
x2 —4x=0 Erotetetaan yhteinen tekija.
X(x—4)=0 Kéytetdan tulon nollasdantoa.

x=0tai x—-4=0
x =0 tai Xx=4

2
y =X —4x
Hahmotellaan lausekkeen x? —4x kuvaaja. +\' — >
Kyseessa on ylospdin aukeava paraabeli, 0\ /4
jolla on kaksi nollakohtaa.

Vast. 0<x<4

b) 3x% —2x+2>2x%—x Siirretaan termit ja yhdistetddn samanmuotoiset termit.

X2 —x+2>0 Ratkaistaan yhtalo X2 —x+2=0.

X2 —x+2=0
. 1+4/(-)%-4-1-2

2-1
+A/—
X= 1+ 5 ! Yhtalslla x2 — x +2 =0 ei reaalisia ratkaisuja.
y = X% —X+2
Hahmotellaan lausekkeen x? —x+ 2 kuvaaja.
Kyseessa on ylospéin aukeava paraabeli,
jolla ei ole yht&dé&n nollakohtaa ja siksi lauseke
x2 —Xx+2 saaaina positiivisia arvoja. + + + +
X
Vast. Epayhtalon 3x% —2x+2>2x% — x toteuttaa kaikki x:n arvot, 0< x < 4
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M2 Polynomifunktiot

2.5. Korkeamman asteen polynomifunktio

y 4 f(x)=x?+4x3 +x2 —6x—2 4

n A

n

T T Y

f(x)= X2 —5x° + 4x

\ vt \y“ f([«)_o,lx8—l,5x3—l /\YO

B
»

/ \ . \V / x
Yot f (x) =—0,05x9 - 2x°

f(x)= —x' +2x°

n
>

: <
»

e Madrittelyjoukko M¢ =R

e Arvojoukko As =R, kun n=3,5,7,...
e Arvojoukko A¢ :[yo,oo[, kun n parillinen ja a, >0
e Arvojoukko At =], Yo], kun n parillinen ja a, <0
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M2 Polynomifunktiot
2.6. Korkeamman asteen yhtilo ja epayhtilo
Korkeamman asteen yhtéalon ratkaiseminen

e siirra termit samalle puolelle ja yhdistd samanmuotoiset termit
kayté apuna jotain alla luetelluista keinoista

1. tulon nollasaanto

esim. (x? —4)(x=5) =0
x2—4=0 tai x-5=0
X=12 X=5

2. yhteisen tekijan erottaminen ja tulon nollaséanto

esim. 4x> —7x* =x*
4x° -8x* =0
4x4(x—2):0

4x* =0 tai x-2=0

x=0 X=2

3. ryhmitteleminen ja tulon nollasédénto

esim. X +2x% =3x+6
x3+2x%2 -3x—6=0
x2(x+2)—3(x+2) =0
(x+2)(x* =3) =0
Xx+2=0 tai x¥>-3=0

X=-2 X =+/3
4. bikvadraattinen yhtalo
esim. x*—ax? =x% -4

x* —5x2+4=0 Merkitaan x2 = u

u?—5u+4=0
u_5i«/(—5)2—4-1-4_Si\/§_513

B 2.1 22

u=1 tai u=4 Merkitaan u = x?
x2:1 x2=4

X=11 X=12
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M2 Polynomifunktiot

Korkeamman asteen epayhtal6 ratkaiseminen

1. Siirrd termit samalle puolelle ja yhdistd samanmuotoiset termit.
2. Jaa lauseke ensimmadisen ja toisen asteen tekijoihin ja ratkaise niiden nollakohdat.

3. Tee merkkikaavio ja kirjoita vastaus.
Esim. 2.7. Ratkaise epayhtalo x> —9x > 2x° —18 kokeilu x+1=0
Ratkaisu: x> —9x > 2x? —18 kokeilu x+1=0

x3 —2x% —9x+18>0
x2(x—2)-9(x—2) >0
(x-2)(x2-9)>0

X—2=0 x2-9=0
X=2 X=413

Tehdaan merkkikaavio

'3 2 3 - y - X_2
_ —=+]+ ¥ A4
X—2 72'4; y=x%2-9
2 N
X’ -9 ] | T +\ — /+
tulo _I + I — | + -3 3 x
Vast. Epayhtald toteutuu, kun -3 < x< 2 tai x >3

Jfukion matematiikka CASIO Sive | 33




M2, alkuosan tehtavat

Tehtévissa 2.1 — 2.8 ei saa kayttaa laskinta

2.1. Sievenna
a) (4x+1)(4x-1)
c) —3x4(x3 —2X)

e) V3(~/6-+3)

2.3. Sievenna

4x(x-1)

2) 2(x-1)

x2—9
X+3

c)

e) (Xn—l)n—l . (XZ—n)n

2.4. Ratkaise yhtalot
a) 2x(x—3) =x(x+1)

3

C) x = x% +2x

2.5. Ratkaise epayhtalot

a) x% +4 > 4x

c) X(2x —3)2 ~13x<3x°

Jukion matematiikka

b) 2x+1)(x—-3)
d) (x—2)2
f) V/8(3vV2 -+/12)

b) 4x% —12x+9

d) x3+x%—4x—4

e) x> +10x* + 25x°3

X2 —-12x+36

b
) X—6

f) V3-24/2 -1

b) (x2-1)2 =x%-1

d) x* —5x2 =5x% -9

b) x(x% —x) > 2x

_11x% —4

CASIO

2.6. Olkoon f(x)= X3 +3%% + X +1 ja

g(x):x3+x2—2x+3.

a) Laske f(-2)

b) Laske ¢ [%j

c) Ratkaise yht&lo f (x) = g(x) (K04/1)

2.7. a) Mika on funktion f(x)= X% —4x+1
arvojoukko?

b) Ovatko yhtalon x? —2x—1=0 juuret

x =1++/2 ? Kéyta tarkistamisessa hyvaksi tietoa
juurien summasta ja tulosta.

c) Milla vakion a ja b arvoilla polynomi

P(x) = ax® +bx—20 on jaollinen binomilla x -5

jase saaarvon —12, kun x=-1.

2.8. a) Olkoon a=0,b=0. Sievenna
(S02/4a)

b) Osoita, etta X% - y2 =1, kun

x:l(%ﬁ], y:%(%—t}t = 0. (S02/4b)

c) Sievenna \/2\/§+2 -\/2\/5—2 :
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M2, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 2.9 — 2.15 laskin ja taulukkokirja 2.13. Milla vakion t arvoilla yhtalolla

ovat sallittuja. (Katso kaikki ratkaisut) w2 4 2t —2—3x =tX— 2X —3 on vain yKsi

ratkaisu? Mika on tdma ratkaisu?

2.9. Nelion muotoiselle tontille rakennetaan (tiedosto, video)

suorakulmion muotoinen talo, jonka pitempi

sivu on puolet tontin sivusta ja lyhyempi 2.14. Milla vakion a arvolla yhtalolla
kolmasosa tontin sivusta. Piha-aluetta j&4 (a2 —3a+2)x% - (a% -5a+4)x—(a® —a) =0

talloin 400 m?. Laske tontin ala. (S95/3b)
(tiedosto, video)

on kaksi ratkaisua?
(tiedosto, video)

2.10. Yhtalossa x° —2ax+2a—1=0 luku a 2.15. Kotiel&imille rakennetaan suorakulmion

korvataan luvulla a +1. Miten muuttuvat muotoinen laidun siten, ettd laidun jaetaan

yhtélon juuret? (K96/2) lyhyemman sivun suuntaisesti kahteen osaan

(tiedosto, video) (toinen osa lampaille ja toinen hevosille).
Laske kuinka suuri laitumen pinta-ala on

2.11. Milla vakion a ja b arvoilla suurimmillaan, kun aitaa on kédytettavissa 125

. . ax® —12x% +bx . metria.
rationaalilauseke — voidaan (tiedosto, video)
X® —3ax+8

sieventad, jos osoittaja on jaollinen binomilla
X —47? Sievenna lauseke.
(tiedosto, video)

2.12. Kumpi luvuista a? +%b2 ja ab on

suurempi, kun a =0, b = 0. Esimerkit eivéat

kelpaa perusteluksi. (S92/5)
(tiedosto, video)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLAQjbewcWSZsLhW1aEPsAw-LRaPO3SHuC
https://www.dropbox.com/s/glv74a7mk4lmslx/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_9.vcp?dl=0
https://youtu.be/HCfyAHM2EyU
https://www.dropbox.com/s/evxryo6uxjc17p7/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_10.vcp?dl=0
https://youtu.be/dFwoJ8vRlNc
https://www.dropbox.com/s/44n35q3vg43qu6g/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_11.vcp?dl=0
https://youtu.be/Fn_0ZqaETV0
https://www.dropbox.com/s/z79xekcb0l2n7fp/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_12.vcp?dl=0
https://youtu.be/bTmkl-oxKvA
https://www.dropbox.com/s/eosnrkfd08meip6/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_13.vcp?dl=0
https://youtu.be/1JDKLdL5W0Q
https://www.dropbox.com/s/eishfdrcney9mco/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_14.vcp?dl=0
https://youtu.be/_Rd5lD7yzhg
https://www.dropbox.com/s/yys5fx0eg1jtq3e/M2%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%202_15.vcp?dl=0
https://youtu.be/-kpYaob00Mg

M3 Geometria

M3 Geometria

3.1. Tasogeometrian perusteita

e Piste merkitdan isolla kirjaimella. Alla on esitettyna erilaisia tapoja merkita pistetta.
A C A’ A A1 As
[ ] [ J [ ] [ J

[ ] [ ]
B 2
. A o

e Suora merkitdan isolla kirjaimella (suoralta on annettuna kaksi pistettd) tai pienella
kirjaimella. Alla on esitettynd molemmat tavat merkit4 suoraa.

B
)A/ /
. suora AB suora m
Kuviossa
e sivujen pituuden merkitaéan pienilld kirjaimilla.
o kérkipisteet merkitéan isoilla kirjaimilla.
e kulmat merkitdan kreikkalaisilla kirjaimilla.

Kulma voidaan nimeta nelikulmio ABCD

e kérkipisteiden avulla (kulma A tai <A)

e merkitsemalld kulman aukeama kreikkalaisella kirjaimella («, 3, 7,0, ¢,...Tk. s. 8).

e merkitsemalld ensin kulman oikealla kyljella oleva piste, sitten karkipiste ja lopuksi kulman
vasemmalla kyljella oleva piste (kulma AOB tai <AOB).

B
A & O
A
Asteet jaetaan pienempiin yksikkoihin seuraavasti:
e 1°=60" (1 aste on 60 kaariminuuttia)
e 1 =60 (1 kaariminuutti on 60 kaarisekuntia)
e 1°=60"=60-60""=3600""
Esim.3.1. a) 30° =30-1° =30-60'=1800" b) 15° =15.1° =15-3600" = 54000"
) 0,25'=0,25-1'=0,25-60"=15"  d) 45= (EJ Z[EJ ~0,75°
60 4
€e) 180" = (@j =3 f) 900" = (ﬂj = (lj =0,25°
60 3600 4

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 36




M3 Geometria

3.2. Erisuuruisten kulmien nimeaminen

9. vieruskulmat

st

/

a+ 3 =180°

10. ristikulmat

Kulman nimi Asteluku
1. nollakulma a =0°
2. terava kulma 0° < o < 90°
3. suora kulma o = 90°
4. tylppéa kulma 90° < o <180°
5. kovera kulma 0° < o <180°
6. oikokulma o —180°
7. kupera kulma 180° < ¢ < 360°
8. taysikulma o = 360°
9. vieruskulmat o+ =180°
10. ristikulmat a=p
11. komplementtikulma a+ 3 =90°
12. suplementtikulma o+ =180°
13. eksplementtikulma a+ ff =360°

14. keskuskulma

B

A

keskuskulma a ja sita
vastaava kaari ACB

15. tangenttikulma

tangenttikulma g ja sita
vastaava keskuskulma « .

a+ 5 =180°

Huomautus: Ympyrén tangentti on suora, joka sivuaa ympyraad. Ympyran sade, joka on piirretty
ympyrén ja tangentin sivuamispisteeseen, on kohtisuorassa tangenttia vastaan.

Tangenttikulmaa kutsutaan myos ympyran nakoékulmaksi.

afu.kion. matematiikka
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M3 Geometria

3.3. Samankohtaiset kulmat

Kun suora m leikkaa suoria k ja I, niin syntyy kaksi “kulmaparia”.
Samankohtaiset kulmat ovat eri kulmapareissa ja leikkaava suora
on samannimisena kylkena.

Viereisessd kuvassa kulmat « ja g seka kulmat « ja y ovat

samankohtaisia kulmia, koska kulmat ovat eri kulmaparissa ja
leikkaava suora m on oikeana kylkena.

Samankohtaiset kulmat ovat yhta suuria,
jos suorat k ja | ovat yhdensuuntaisia. Kl
Jos samankohtaiset kulmat ovat yhté suuria, Y5

niin silloin suorat ovat yhdensuuntaiset. /

Esim.3.2.  Milld x:n arvolla suorat | ja m ovat yhdensuuntaisia.

k

2x+30°
7x—20° |

m

Ratkaisu:  Kulmat 2x+30° ja 7x—20° ovat samankohtaisia kulmia. Suorat | ja m ovat
yhdensuuntaisia, kun samankohtaiset kulmat ovat yhté suuria.

Téten saadaan yhtalo 2x+30° = 7x—20°
2x—7x =-20° -30°
—5x =-50°
x =10°
Vast. Suorat | ja m ovat yhdensuuntaisia, kun x =10°
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Esim. 3.3.

Ratkaisu:

Vast.

M3 Geometria

Ratkaise viereisesta 20 — (ot — 60°) " m
kuviosta kulmat o, g ja y, /-/ 130° -3p

kun suorat k ja | ovat o S k
yhdensuuntaiset. o +20°

/ /(jO°+;/ !

Merkitadn kuvaan kaksi uutta

kulmaa ¢ ja ¢.
. n m

Koska suorat k ja | ovat 20 — (x — 60°) .
yhdensuuntaisia, niin /-,/ 130° -3p3
samankohtaiset kulmat . C Kk
20— (a2 —60°) ja & ovat a +20° ;

hta suuria eli & = 2a —(a—60°). I
Y ( ) /J 0 /(10o +y

Koska vieruskulmien summa on 180°, niin
5+(a+20°)=180° ‘5: 20— (a—60°)
2a—(a—60°)+(a+20°)=180°

20 —a +60° + o +20° =180°
a =100°

Ratkaistaan seuraavaksi S.

a=130° -34 Ristikulmina yht& suuria.
100° =130° -34
-30° =38 |:(-3)

B=10°

Ratkaistaan lopuksi » . Kulmat ¢ ja130° —34 ovat samankohtaisina kulmina yhta
suuria, koska k || I. Taten & =130° —34 =130° —3-10° =100°.

Vieruskulmien ¢ ja 40° +» summa on 180° . Téten saadaan yhtalo

£+40° +y =180° £=100°

100° +40° + » =180°
y = 40°

a=100°, #=10° ja y =40°
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M3 Geometria
3.4. Ympyra

Ympyraan liittyvat nimitykset ja kaavat

kaari ACB

sekantti eli
leikkaaja

halkaisija

sade
\ tangentti

Ympyran piiri p=nd=2xr
Ympyran pinta-ala Aymp = ar?
Kaaren pituus b = ,josta b= p= Y onr
P 360° 360°  360°
L A a . a a 2
Sektorin pinta-ala =——,josta Ay =——-Aypg = r
Aymp  360° 360° 360°
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Esim. 3.4.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 3.5.

Ratkaisu:

Vast.

M3 Geometria

Ympyran pinta-ala on 42,5 cm?. Laske ympyran séde.

Ympyran pinta-ala on 42,5 cm? ja voidaan laskea kaavasta. Muodostetaan yhtalé ja
ratkaistaan sade. Anna vastaus kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

ar? = 42,5 cm? |7
r? =13,5281...cm* |\~
r=+36780..cm |r>0
r=3,7cm

Ympyran séde on 3,7 cm.

Risto ja hanen pikkuveljensé Pasi pyorailivat naapuriin. Riston polkupytran rengas
pyo6rahti 550 kertaa matkalla. a) Montako metri& oli naapuriin matka, kun Riston
polkupyoran renkaan halkaisija oli 60 cm? b) Montako kertaa Pasin polkupyorén
rengas pyorahti samalla matkalla, kun Pasin pyoran renkaan halkaisija oli 40 cm?

a) Lasketaan Riston polkupy6rén renkaan piiri kaavalla p = rrd, jolloin saadaan
polkupyoran kulkema matka yhden pyorédhdyksen aikana.

yksi pyorahdys: p=mnd=m60cm

550 pyo6rahdysté: 550-7-60 cm = 103672,5576 cm = 1036,725576 m

b) Pasin polkupydrén kulkema matka yhden pydréahdyksen aikana
p =md = m40 cm = 125,6637061 cm
Rengas pyoréahti matkan aikana

103672,557...

=825,000...~ 825
125,663...

a) Matka naapuriin oli n. 1037 metrié.

b) Pasin polkupyoran rengas pyoréhti matkalla 825 kertaa.
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M3 Geometria

3.5. Kehakulma

Kehadkulmaksi kutsutaan kulmaa, jonka karkipiste on ympyran kehalla ja kylkina on kaksi jannetté
(ylemmat 4 kuvaa) tai janne ja tangentti (alemmat 3 kuvaa).

Alla olevissa kuvissa f on kehdkulma, o on kehidkulmaa vastaava keskuskulma ja ACB on
kehdkulmaa f ja keskuskulmaa o vastaava kaari.

Ympyraan liittyvia lauseita

Kehakulma £ on puolet Samaa kaarta ACB Puoliympyrén siséltama
vastaavasta keskuskulmasta o vastaavat kehakulmat kehiikulma on 90°
1 « ja B ovat yhté suuret.
eli ﬁ = Ea .
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M3 Geometria

Esim. 3.6. Ratkaise kulmien «, £ ja y suuruudet.

Ratkaisu:

40° + 5 =180° Tangenttikulma ja sitd vastaava keskuskulma.

yij Kehékulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

a==-140° =70°

B+y=360° Koko ympyran asteluku on 360°.
140° + y =360°
y =220°

Vast. a=170°,8=140° ja y =220°
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3.6. Kolmiot

M3 Geometria

teravakulmainen kolmio

tylppakulmainen kolmio

suorakulmainen kolmio

hypotenuusa

kylki /' 1 kylki kateetti
:korkeus
;jlana
: [
kanta kanta kannan jatke kateetti
kaikki kulmat < 90° yksi kulmista > 90° yksi kulma =90°
. . 1 1 .
Kolmion pinta-ala A= Eah = Eacsm yij
tasasivuinen kolmio
60°
a a
60° 60°
a
e sivut yhta pitki& e Kkyljet yhta pitkia
e kulmat yhta suuria e kantakulmat yhta suuria
Huipusta piirretty korkeusjana puolittaa seké@ huippukulman ettéa kannan.
1 13
2 2
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M3 Geometria

Esim. 3.7.  Tasakylkisen kolmion pinta-ala on 20,7 cm? ja huippukulma on 30 astetta suurempi

kuin kantakulma. Laske kolmion kyljen pituus yhden desimaalin tarkkuudella, kun
kanta on 4,2 cm pitka.

Ratkaisu: Koska tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret ja kolmiossa kulmien
summa on 180°, niin taten saadaan yhtalo

20+ f =180° ‘,Bza+30°
2a +a +30° =180°
3 =150° |:3
a =50°

Koska kolmion pinta-ala A = 20,7 cm? ja toisaalta A= %b ‘a-sina,

niin taten saadaan yhtalo

lb-a~sina=20,7 cm? ‘ 2
2 bsina
2
a:m ‘a:50°,b:4,20m
b-sina
~2.20,7 cm?
4,2 cm-sin50°
a=12,8675...cm
Vast. Kyljen pituus on 12,9 cm.

Suorakulmaisen kolmion trigonometria Muistikolmiot

. a
SiINa =— c 2
Cc a ‘/_ 45° 1 2/ \/§
cosa = b 45° 60°
¢ b 1 1
a
tana =—
b
Esim. 3.8. Ratkaise x a) 3,2cm b) i 11,2 cm
'5 X 15,5 cm
Ratkaisu: a) tan62° = 2 josta b) cosx = 112 cm =0,7225..., josta
X 15,5cm
x=22M 1701, em~L7 cm x =cos10,7225... = 43,7320..° ~ 43,7°
tan 62°
Vast. a) 1,7 cm b) 43,7 astetta.
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M3 Geometria

3.7. Pythagoraan lause, kosini-, sini- ja kulmanpuolittajalause

Pythagoraan lause a

a? =b? +c?

Huomaa, Pythagoraan lause on voimassa vain suorakulmaisessa kolmiossa.

Esim. 3.9.  Laske x, kun tieddmme, ett& suorakulmaisen kolmion sivut ovat x+3, 2x jax+1.

Ratkaisu:  Suorakulmaisessa kolmiossa on voimassa Pythagoraan lause, jonka mukaan kolmion
pisimman sivun (hypotenuusan) pituuden nelié on yhté suuri kuin kahden muun sivun
(kateettien) pituuden nelididen summa.

Koska kolmiossa sivun pituudet ovat positiivisia, niin siksi x> 0. Muuten kolmion
yhden sivun pituus ei voisi olla 2x.

Kolmion hypotenuusa ei voi olla sivu, jonka pituus on X +1, silla sen pituus on
lyhyempi kuin sivun, jonka pituus on x+ 3. Taten kolmion hypotenuusana on joko
sivu, jonka pituus on X+3 tai 2X.

Kolmion hypotenuusan pituus on x+3, kun x+3> 2x, josta saadaan x < 3.
Ottamalla huomioon my®és alkuehto x>0, saadaan ehto 0 < x <3.

Kun 0 < x <3, niin Pythagoraan lauseen mukaan

(x +3)2 =(x +1)2 + (2x)2, josta laskimella saadaan
x =2 tai x =—1 (ei kelpaa, silld 0 < x < 3)

Kolmion hypotenuusan pituus on 2X, kun 2x > x+3, josta saadaan X >3.

Kun X >3, niin Pythagoraan lauseen mukaan

(2x)? = (x+3)% + (x+1)?, josta laskimella saadaan
x =5 tai x =—1 (ei kelpaa, silld x > 3)

Ottamalla huomioon myos alkuehto x >0, saadaan ehto 0 < x < 3.

Vast. Kolmio on suorakulmainen, kun x=2 tai x =5
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M3 Geometria

Kosinilause a% =b?

b C

Sinilause —— = —— = —
sina¢ sing siny

Esim. 3.10. Ratkaise kolmiosta x.

a) b)

X 9,0 cm

()
5,7 cm =

Ratkaisu: a) Ratkaistaan x sinilauseen avulla.

Ratkaistaan ensin kolmion tuntemattoman

kulman ¢ suuruus.

Koska kolmiossa kulmien summa on 180°, niin saadaan
a+73° +65° =180°

a =42°

Téaten sinilauseen mukaan
X _5/7cm

sin73°  sin42°

57cm
X =
sin 42°

X =8,1462...cm=8,2 cm

b) Kosinilauseen mukaan

9,02 =8,3%2 +10,4%2 —2.8,3-10,4-¢O0s X

cos x =0,5563...

X =c0s 10,5563... = 56,1955..° ~ 56, 2°

Vast. a)8,2cm b) 56,2 astetta.

+c? —bccosa

.sin73°

8,3cm

10,4 cm

.sin73°

9,0cm X

Huomautus: Sinilausetta kaytettdessa voi tulla kaksi ratkaisua.

afu.kion. matematiikka
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M3 Geometria

Esim. 3.11. Kolmiossa ABC sivu AC =8 jaBC =6 ja <BAC =30°. Laske <CBA.

Ratkaisu: Sinilauseen mukaan

6 i Kerrotaan ristiin. <

sin30° sinx

6sinx=8-sin30° |6

8-sin30°

sinx=

sinx = % Ratkaistaan laskimella.

X =138,1896...° tai x = 41,8103...°

Kummatkin vastaukset voidaan hyvaksya, koska 30° + x <180° (kolmiossa kulmien
summa on 180 astetta). Alla on piirrettynd kummankin vastauksen kolmio.

C
8
6
0
A ALL30 XAB
Vast. <CBA=139° tai «CBA=41°
Kulmanpuolittajalause
(24 Yo
EZE a b
y b

X Y
Esim. 3.12. Kolmiossa sivun pituudet ovat 6, 7 ja 9. Kolmion pienimmén kulman puolittaja jakaa
vastaisen sivun kahteen osaan. Laske osien pituudet.

Ratkaisu:  Kolmiossa lyhimman sivun vastainen kulma on pienin kulma.
Kulmanpuolittajalauseen mukaan X
x 9 Ratkaistaan laskimella, 0~ X7
6-x 7
27 27 21 !
X=— Taten6—x=6——=—
8 8 8
Vast. Osien pituudet ovat 28—7 ja %1
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3.8. Kolmion merKkilliset pisteet (taulukkokirja s. 29)

la
|
|
|
I

kolmion mediaani eli kolmion korkeusjana sivun keskinormaali kulmanpuolittaja
keskijana
Kolmion Kolmion Kolmion sivun Kolmion kulman-
mediaanilla eli korkeusjanalla keskinormaalilla puolittajalla
kolmion keskijanalla tarkoitetaan janaa, tarkoitetaan janaa, tarkoitetaan janaa,
tarkoitetaan janaa, joka kulkee joka kulkee kolmion joka puolittaa
joka kulkee kolmion kolmion kulmasta sivun keskipisteen kolmion kulman.
kulmasta vastakkaiselle kautta niin, etta
vastakkaisen sivun sivulle niin, ett4 muodostuu
keskipisteeseen. muodostuu suorakulma.
suorakulma.
Med.laaqllagse. Keskinormaalit
Mediaanit leikkaavat leikkaavat

kplmlon“p_alno-_ kolmion ympari
p\ pisteessd, joka jakaa piirretyn

medla:%nlr_l s:uhtees"sa ympyréan

2:1 karkipisteesta keskipisteessa

lukien

Kolmion kulmien Kolmior_1
puolittajat ko_rkeus;anat
leikkaavat pisteessd, Iel_ kkaavat
joka on kolmion toisensa
siséan piirretyn samassa
pisteessa

ympyrén keskipiste.
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Esim. 3.13. Ratkaise x vieressa olevasta ¢
kolmiosta ABC. Valivaiheiden
laskemisessa saa kayttaa laskinta D 29
hyvaksi. Anna vastaus tarkkana seka
yhden desimaalin tarkkuudella. ] B
A 21

Ratkaisu: Mediaanilauseen mukaan kolmion painopiste eli piste, jossa mediaanit leikkaavat,
jakaa jokaisen mediaanin suhteessa 2:1. N&in ollen mediaani BD jakautuu osiin,
joiden pituudet ovat x ja 2x.

Pythagoraan lauseella saadaan kolmiosta ABD:
BD? = DA? + AB? ||BD=2X+X=3X, AB=21jaDA=%CA

Ratkaistaan siis ensin Pythagoraan lauseella kolmiosta ABC kateetin CA pituus.
CA? + AB? = BC? | AB =21, BC =29 jamerk. CA=y
y? +21% = 292
y =20 tai y = -20 (ei kelpaa)
Néin saadaan sivun DA pituus

DA=1CA:£20=10
2 2

Kolmiosta ABD
(3x)? =102 + 212

v541
3

X==

(negatiivinen pituus ei kelpaa)

X:%:7,753...z7,8

Vast. X =
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3.9. Monikulmiot

~ Jailstaja AC

e Monikulmio nimetdan kulmien lukuméaaran mukaan.

e Kulmien summa (n—2)-180°. C
e Lavistajien lukumaara n(n2— 3 B
e Monikulmion ympari piirretty ympyra kulkee monikulmion viisikulmio ABCDE

jokaisen karjen kautta.
Monikulmion sisaan piirretty ympyra sivuaa jokaista monikulmion sivua.

puoli- tasakylkinen suora- neljakas eli
suunnikas suunnikas  puolisuunnikas kulmio neli vinonelio
a a .
9, "' f .J N R
) O : | _

a b b a a

— — 2 —
A=ah A:a;bh A:a;bh A=ah A=a A=ah

e Suunnikkaan lavistajat puolittavat toisensa.
o Neljakkaan lavistajat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja puolittavat toisensa.

Saannollisessa monikulmiossa

e kaikki kulmat ovat keskendan yhta suuria

e sivut ovat keskendan yhta pitkia

e sivujen keskinormaalit leikkaavat monikulmion keskipisteessd, joka on siséén piirretyn
ympyrén keskipiste.

: : o ~2)-180°
e n-kulmion kulmien summa on (n—2)-180° ja yksi kulma on %
tasasivuinen nelié sdannollinen sdannollinen sdannollinen
kolmio 5-kulmio 6-kulmio 8-kulmio
(pentagon) (heksagon) (oktagon)
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Esim. 3.14. Tasakylkisen puolisuunnikkaan kantakulmat ovat 25° suurempia kuin kannan
vastakkaiset kulmat. Laske kulmien suuruudet

Ratkaisu:  Tasakylkisessé puolisuunnikkaassa

L s a a
kantakulmat ovat keskendan yhta suuret.
Myos kannan vastakkaiset kulmat ovat
keskendan yhtd suuret a+25° g+ 25°

Merkitaan kantakulmien vastakkaisia kulmia « :lla.
Tasakylkinen puolisuunnikas on nelikulmio (kulmien summa = (4 —2)-180° = 360°).

Nain saadaan yhtald (a +25°)+ (a + 25°) + & + o = 360°

E
Esim. 3.15. Laske kulman « suuruus, kun monikulmio on A /{\ 5
C

saannollinen viisikulmio.

Ratkaisu:  Kolmio ADE on tasakylkinen kolmio (AE = DE),
koska s&annollisessé viisikulmiossa sivut ovat yhté pitkia.
Tasakylkisessd kolmiossa kantakulmat ovat yhté suuria ja siksi <EDA = <«<DAE =« .

(5-2)-180° 540°
5 5

<AED = =108°

Kolmiossa kulmien summa on 180° ja nain kolmiosta ADE saadaan yhtlo
<EDA +«DAE + <AED =180°
a+a+108° =180°
200 = 72°

a =36°

E
Vast. o =36° /\
A4 36 D

Katso vastaava videoitu ratkaisu ClassPad Il Managerilla tasté.
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M3 Geometria

3.10. Yhdenmuotoisuus

Kuviot ovat yhdenmuotoisia (merkitd&dn symbolilla ~), kun kuvioiden kaikkien
sivujen suhteet

vastinjanan pituus
janan pituus

ovat yhté suuret. Tama suhde on yhdensuuntaisuussuhde eli mittakaava.

Yhdenmuotoisissa kuvioissa toisiaan vastaavat kulmat (vastinkulmat) ovat yhta
suuret. Taten kuviot ovat yhdenmuotoisia, jos kuvioissa vastinkulmat ovat keskenaan
yhta suuria.

2
Esim. nelikulmiot ABCD ~ EFGH , D C G 2 10 =
koska 3 5 4 5
BC_CD DA AB 1 A
FG GH HE EF 2 3 H 6 E
Taten myos B

LA=<«E, «B=«F, «C=«G ja <D =<«H

Kolmioiden yhdenmuotoisuus

Kolmiot ovat yhdenmuotoisia, jos kaksi kulmaparia on keskenaan yhta suuria. Tata
kutsutaan kk-lauseeksi.

Alla on kaksi esimerkkia yhdenmuotoisista kolmioista.

C k I m
D Al
E K T[m
C
A = B
B D
4B =<«E =90°

<ACB =«DCE (ristikulma)

<A on yhteinen

«A=<«D (samankohtaiset kulmat ja k|| m)

kk-lauseen mukaan

aABC ~aADE
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M3 Geometria

C
Esim. 3.16. Laske viereisen kolmion ABH korkeus h.
D,
3 h
Ratkaisu: Koska «B =<E =90° ja <A on yhteinen, A B
niin kk-lauseen mukaan aABC ~aAED . Koska 4 E 2
yhdenmuotoisissa kuvioissa sivun ja vastinsivujen suhde pysyy samana, saadaan

verrantoyhtalo E:ﬂ eli E=§,josta h =§-3=4l
3 4 3 4 4 2

Vast. Kolmion ABC korkeus h=4%

Esim. 3.17. Kartalla, jonka mittakaava on 1 : 200 000, matka Turusta Mynémaelle on 17 cm.
Kuinka pitka vastaava matka on luonnossa?

Ratkaisu:  Merkitddn matkaa luonnossa kirjaimella x, jolloin saadaan

pituus kartalla pituus luonnossa (cm)
1 200 000
17 X

17

X L ostax=27.200000 cm = 3400000 cm =34 km
200000 cm 1 1

Saadaan

Vast. Matka on 34 km.
Yhdenmuotoisten kuvioiden alojen suhde

Yhdenmuotoisten kuvioiden alojen suhde on mittakaavan neli6.
Kuvioiden, jotka ovat yhdenmuotoisia suhteessa m : n, pinta-alojen A; ja A, suhde

A _(mf C
A, n
Esim. 3.18. Laske kolmion ABC ala, kun kolmion DEC pinta-ala on 6
ja kolmioiden kannat AB ja DE ovat yhdensuuntaisia. D E

Ratkaisu: Koska <C on yhteinen ja <B =<E
.. . .. A B
(samankohtaisina kulmina ja AB || DE ), niin kk-lauseen 7

mukaan aABC ~aDEC . Kolmioiden mittakaava on 7:5 (kannan suhde kantaan).
Taten suuremman kolmion ABC pinta-ala A;.

2 2
A _(T =7—2=4—9,josta A2=4—9-6=11g.
6 5 5¢ 25 25 25
. . 19
Vast. Suuremman kolmio ABC pinta-ala A, =11£.
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Esim. 3.19.

Ratkaisu:

Vast.

M3 Geometria

Pisteen potenssi ympyran suhteen
Kun pisteen kautta piirretddn ympyralle sekantti, niin pisteen ja ympyran kehan

vélisten sekantin osien tulo on riippumaton sekantin suunnasta. Taten alla olevissa
kuvissa on voimassa tulo: PA - PB =PA’ - PB’.

AB’
L
A B’ B

P A’

Piste P on ympyran ulkopuolella Piste P on ympyran sisapuolella

Suorakulmaisen kolmion verrantoja

Hypotenuusalle piirretty korkeusjana jakaa suorakulmaisen
kolmion kahdeksi kolmioksi, jotka ovat yhdenmuotoisia
alkuperaisen kolmion kanssa ja siksi myos keskendén
yhdenmuotoisia. Taten kk-lauseen mukaan kolmiosta
saadaan esimerkiksi seuraavat kolme verrantoyhtélo

h
L Poh 2 3
q

h

Ratkaise x
a)

a) Xx-(x+12)=5-(5+9)

x2 +12x—70=0 Ratkaistaan laskimella.
X =4,2956... tai x =-16, 2956... Negatiivinen vastaus ei kelpaa, pituus > 0.
b) > = E josta 5x =9 ja edelleen x = 9
3 X 5
9
a)x=4,3cm b)x:g
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3.11. Yhtenevyys

e Jos kaksi kuviota yhtyvat taysin, kun ne asetetaan paallekkéin, sanotaan kuvioita keskendan
yhteneviksi.

e Yhtenevyys merkitdan =
e Vastinosiksi (vastinkulmat, vastinpisteet, ...) kutsutaan pédllekkéin osuvia kuvioiden osia.

D B’ A
Viisikulmiot ABCDE ja A’B’C’D’E’ ovat £ C
yhtenevat (ABCDE = A’B’C’D’E’). C E’
Vastinosat ovat yhti pitkid. Esim. AB = A’B’
A B D’

Kolmioiden yhtenevyyslauseet

Monet kuviot voidaan jakaa kolmioiksi ja siksi on syyta tarkastella kolmioiden
yhtenevyyslauseita. Kaksi kolmiota voidaan osoittaa yhteneviksi seuraavien
yhtenevyyslauseiden avulla.

Jos kahdessa eri kolmiossa

vastinsivut ovat keskenaan yhta
. . 585 pitkia, niin kolmiot ovat

yhtenevat.

Jos kahdessa eri kolmiossa
kaksi kulmaa on kesken&an yhta

/\t\\ /\’\\ sks Jos kahdessa eri kolmiossa
; ; kaksi vastinsivua on kesken&én
yhté pitkia ja niiden véliset
kulmat yhta suuria, niin kolmiot
ovat yhtenevat.
/(\\ /(\\ ksk
suuria ja niiden vélinen sivu
yhtd pitkd, niin kolmiot ovat
K\\ K\\ Kks yhtenevit.
Jos kahdessa eri kolmiossa
kaksi kulmaa on keskenéan yhta

suuria ja toisen kulman
ssk vastainen sivu yhta pitka, niin
kolmiot ovat yhtenevét.

Jos kahdessa eri kolmiossa
kaksi sivua on keskenaan yhté
pitki& ja toisen sivun vastainen
kulma yht& suuri ja saman
tyyppinen (terdvi, tylppa,...),
niin kolmiot ovat yhtenevat.
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M3 Geometria

Yhtenevyyden soveltaminen geometrian tehtavissa

Kolmioiden yhtenevyyslauseita k&ytetd&n hyvaksi paljon todistustehtévissé ja jonkin
verran sovellustehtavissa.

Tehtavéssa pitdd ensin osoittaa kuviot yhteneviksi edella esitettyjen
yhtenevyyslauseiden avulla ja sen jalkeen voidaan todeta, ettd yhtenevissa kolmioissa
vastinosat ovat keskendén yhta suuria.

Esim. 3.20. Todista, ettd janan AB

P
keskinormaalin jokainen A
piste P on yhta etaalla janan <
paatepisteista A ja B. ) .
Vaite: AP =BP A C B

Todistus: AC=BC (PC onjanan AB keskinormaali)
sivu PC on yhteinen
%BCP = <PCA(=90°)
sks-lauseen mukaan kolmio BCP = ACP

Yhtenevissd kolmiossa vastinosat ovat yhta suuria ja ndin ollen vastinosina AP = BP.
mot.

3.12. Monitahokkaat

Monitahokas on kappale, jonka pinta muodostuu monikulmioista. Naitd monikulmioita nimitetaan
tahkoiksi. Monikulmion sivut ovat sdrmia ja niiden paatepisteet ovat monitahokkaan karkia.
Monitahokkaan avaruuslavistdja on sellainen yhdysjana, joka ei sisally mihinkaan tahkoon.

tahko
avaruus-

kérki —
sarma

nelitahokas kuusitahokas
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M3 Geometria

Saannollinen monitahokas

Saannollisen monitahokkaan tahkot ovat yhtenevig, sdannollisida monikulmioita ja sen
jokaisessa karjessa kohtaa yht4 monta tahkoa. S&&nndllisia kuperia monitahokkaita on
vain viitt4 eri muotoa ja ne tunnetaan nimella Platonin kappaleet.

tetraedri heksaedri oktaedri dodekaedri ikosaedri

(kuutio) (8-tahokas) (12-tahokas)
(4-tahokas) (20-tahokas)

Esim. 3.21. Kuution sd&rmén pituus on 2. Laske kuution a) avaruuslavistajan BH pituus

b) sé&rmén AB ja avaruuslavistdjan BH valinen kulma x. o
E F
Ratkaisu: a) Pythagoraan lauseen mukaan
DY C
BH2 =BD?+DH? ja BD? = AB? + AD?.
A B

Téaten BH2 = AB? + AD? + DH?, josta

BH? =22 +22 +22 jaedelleen BH =12 =2./3

b) Lavistija AH2 = AD?+DH?2, josta AH =y AD? + DH2 =+/22 + 2% = 2.2

Kosinilauseen mukaan ~ AH? =BH?+ AB2—2.BH - AB-cos x

(2«/5)2 =(2\/§)2 1+ 22 —2-(2\/5)-2-cosx , josta x =54,735..°

Vast. a) Avaruuslavistaja BH = 2+/3

b) Sdrman AB ja lavistdjan BH vélinen kulma on 54,7 astetta.
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M3 Geometria

3.13. Lierio

Peruskasitteet

Lieri6 muodostuu pohjasta ja vaipasta. Suora lierid Vino lierid

h=g Sivujana
\ korkeus
Ympyralierio

:
Pohjat ovat ympyroita. @ ] g
=s
2
Viierio = Apohja -h=7r"h

suora ympyralierio vino ympyralierio

Pohjat ovat yhtenevié kuvioita.

Lierion tilavuus V = Apgpia -h sivujana

A\/aippa =2nrh

h Avaippa = 27Th

2nr

Esim. 3.22. Suoran ympyralierion pohjan sade on 1,05 dm ja korkeus 63,4 cm. Laske lierion
a) tilavuus litroina b) vaipan ala neliometreiné.

Ratkaisu: a) Suoran ympyralierion tilavuus
V =Ay-h=zr?-h=7(1,05dm)*-63,4cm = z-(10,5cm)? -63,4cm

— 21 959,26141cm? = 21,959, 26141dm?° ~ 22,01

b) Vaipan ala
Avaippa = 277h = 277-10,5 cm-63,4 cm = 4 182, 7164... cm?

—0,4182... m? ~ 0,42 m?

Vast. a) Tilavuus on 22,0 litraa. b) Vaipan ala on 0,42 m®.
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M3 Geometria

Esim. 3.23. Voidaanko nosturilla, joka voi nostaa enintdén 200 tonnin
kuorman, siirtdd rakennustyémaalla vinoja ympyrapohjaisen
lierion muotoisia betonista valmistettuja paaluja? Paalun
sivujanan pituus 10,0 m, sivujanan ja pohjan vélinen kulma
on 40° ja pohjaympyran halkaisija on 4,0 m. Betonin tiheys

10,0 m

on 2,25 kg / dm?®.
Ratkaisu: Tiheys p = g josta m=pV,jossaV = Ap -h = paalun tilavuus. c
Ratkaistaan paalun korkeus h suorakulmaisesta kolmiosta ABC. 100m h
Sin 400 - )
10,0 A 8% Oy

h=10,0 m-sin40° =6,4278... m
Taten paalun tilavuus
V =A,-h=rr’h=7x-(2,0m)? 6,4278...m =80,7750... m>
Paalun massa
m= pV = 2,25 kg/dm®-80,77507... m*

= 2,25 kg/dm® -80 775,07... dm®
=181743,91... kg
~182't

Nosturilla voidaan siirtaa paaluja, koska paalun massa on 182 tonnia.

Vast. Voidaan siirtaa.
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M3 Geometria

3.14. Sarmio

Jos lieridn pohjat ovat monikulmioita, lierittd sanotaan sarmioksi (prismaksi).

tahko 3
/// I ..\ \g‘
sarma 3
< ‘ / \ '
“ karki S

e Sarmiodn vaippa muodostuu suunnikkaista, jotka ovat sdrmion sivutahkoja

e Sarmidta kutsutaan suuntaissarmioksi, jos myds pohjat ovat suunnikkaita.

e Suorassa sarmigssa sivusdrma on kohtisuorassa pohjaa vastaan.

e Sarmio on séanndllinen, jos se on suora ja sen pohjat ovat sdéédnndllisia monikulmioita.

Suorakulmainen sarmio leikattuna ja levitettyna tasoon

pohja
sarma—_,
M <+}— pohja
karki
/ <«—1—vaippa
Suuntaissarmio Saannoéllinen sarmio
Suorakulmainen vino Saannollinen Saannoéllinen viisi-
sarmio on suora suuntaissarmi kolmi-sivuinen sivuinen sarmio

Koska s&rmi0 on lierio, niin sarmion tilavuus V ja pinta-ala A lasketaan kuten lieridlla.
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Esim. 3.24.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 3.25.

Ratkaisu:

Vast.

M3 Geometria

Laske montako prosenttia kasvaa suorakulmaisen sarmion tilavuus, kun sen korkeus
kasvaa 15 prosenttia ja leveys pienenee 10 prosenttia.

Olkoon suorakulmaisen sarmién pohjan pituus a ja leveys b seka korkeus c.

Téten tilavuus V, = abc

Uusi korkeus on 1,15¢c

Uusi leveys on 0,9b

Téten uusi tilavuus V, =a-0,9b-1,15c =1,035abc

Tilavuus tuli 1,035 — kertaiseksi eli se kasvoi 3,5 prosenttia.

Kasvoi 3,5 prosenttia.

Saannollisen kolmisivuisen sarmién pohjan sivun pituus on 4 ja korkeus 53.
Laske sarmion tarkka tilavuus ilman laskinta.

Saannollisen kolmisivuisen sarmién pohja on

tasasivuinen kolmio eli sen kaikki sivut ovat yhta

pitki& ja kulmat ovat kaikki yhta suuria.

Sarmion tilavuus saadaan kaavasta V = AIO -h

Pohjan pinta-ala A,

C
L 4.4.sin60° = £ 16.33 AN
A,=—:4-4.5iIn60" =—-16-— =4+/3
) 2 2 V3 A4 B

Sarmion tilavuus

Y :Ap-h=4J§-5J§=4-5-J§-J§=20-6=120

Tilavuus on 120.
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M3 Geometria

3.15. Kartio _
huippu
Peruskasitteet Sivujana
\ korkeus

= pohja

e Kartio on kappale, jota rajoittaa vaippa ja pohja.
e Suorassa kartiossa korkeusjanan toinen paatepiste on pohjan keskipiste.
e Vinossa kartiossa toinen paatepiste ei ole pohjan keskipiste.

Suora ympyrakartio

1 1 >
Viartio = 3 Apohja -h = g”r h

A/aippa =7rs

2
Acartio = Apohja + Avaippa = 2T~ + TS

Esim. 3.26. Suoran ympyrékartion korkeus on 1,50
metri& ja tilavuus on 212 litraa. Laske kartion pinta — ala.

Ratkaisu: Kartion tilavuus V = %nrzh = %nrz -15m.

Toisaalta V =212 litraa = 212 dm® =0,212 m®.

Ratkaistaan r yhtalosta %nrz 1,5m=0,212 m®

Avaippa
b =2nar

r=0,36737... mtai r =-0,36737... m (ei kelpaa, r >0 m)

Sivujanana pituus s s?2=h%+r?, jostas = +h? +r? (pituus on positiivinen)

s=/(L5m)2 +(0,36737... m)? =1,5443... m

Kartion pinta-ala Aartio = Apohja + Avaippa = 712+ s

= -(0,36737... m)? + 7-0,36737... m-1,5443... m

—2,2063... m? ~2,2 m?

Vast. Kartion pinta-ala on 2,2 m?.

ofu.kion. matematiikka c AS I o
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M3 Geometria

Pyramidi

e Pyramidiksi sanotaan kartiota, jonka pohja on monikulmio.
e Pyramidi on s&anndllinen, kun se on suora ja sen pohja on sd&nnéllinen monikulmio.

Asartio = Apohja + Avaippa
1
Vkartio = g Apohja h

pohja

Esim. 3.27. Saanndllisen kuusisivuisen pyramidin pohjasédrmien pituus on 10,0 cm ja sivusarmien
pituus 30,0 cm. Kuinka suuri pyramidin vaipan pinta-ala on?

G
Ratkaisu: Pyramidin vaippa muodostuu
kuudesta yhtenevasta tasakylkisesta 30.0cm
kolmiosta.
Ratkaistaan kolmion korkeus h A ‘_’ D A ]
Pythagoraan lauseella. sem N

52 +h? =302, josta h = /30> =52 = /875 =+/25-35 = /25./35 =5./35
Vaipan ala = 6-kolmion ala = 6-%-10-5\@ =150/35 =887, 4119675 ~ 890

Vast. Vaipan ala on noin 890 cm?.

Huomautus: Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien V1 ja V, suhde on mittakaavan kuutio.
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3.16. Pallo

Pinta-ala A= 47rr2

Tilavuus Vv =§7rr3

Esim. 3.28. Kuparipallon massa on 10,3 kg ja halkaisija 14,48 cm. Onko pallo ontto sisalta?
Kuparin tiheys p =8,96-10% kg/m®.

Ratkaisu: Lasketaan kyseessa olevan pallon massa olettamalla, ettd pallo on umpinainen. Jos
saatu massa on yhta suuri kuin 10,3 kg, niin pallo on umpinainen. Jos taas pallon
massa on suurempi kuin 10,3 kg, niin silloin pallo on ontto sisalta.

Halkaisija on 14,48 cm, jolloin pallon séde on 7,24 cm. Talldin kuparipallon tilavuus
V= %nr3 = gnv, 243 =1589,660225 (cm°)

Muutetaan vield yksikot vastaamaan toisiaan. Koska tiheyden yksikkd on annettu
kg/m?3, niin muutetaan pallon tilavuus kuutiometreihin.

V =1589,660225 cm3 = 0,0015896... m? =1.5896...-10 > m°
. m .
Tih =M iost
iheys P=y josta

m= pV

=8,96-10% kg/m®-1,589660225-10~° m®
=14, 24335562 kg ~14,2 kg

Umpinaisen pallon massa olisi n. 14,2 kg. Pallon on siis pakko olla keskelta ontto.

Vast. Pallo on ontto keskelta.

Pallon osat
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Pallopinnan kalotin ja vyohykkeen pinta-ala
A=2zrrh, jossa r = pallon sade ja h = kalotin tai vyohykkeen korkeus

Pallosegmentin tilavuus
2 h, . o .
V =zh“(r _E) , Jossa r = pallon sade ja h = pallosegmentin korkeus
Pallosektorin tilavuus

V= %nrzh , Jossa r = pallon séde ja h = pallosektorin korkeus

3.17. Paikkakunnan sijainnin ilmoittaminen

Paikan sijainti ilmoitetaan pohjoisen tai eteldisen leveyden ja lantisen tai itdisen pituuden avulla.
Esimerkiksi Ruoveden sijainti on 62 astetta pohjoista leveytta ja 24 astetta itdista pituutta ja ndin
ollen Ruoveden koordinaatit ovat: 62°N, 24°E. Ruovesi sijaitsee 62 astetta pohjoiseen

paivantasaajasta ja 24 astetta itdan nollapituuspiirista.
l. Oslo
Esim. 3.29. Oslon sijainti on noin 60° pohjoista leveytta ja 12° _
itaista pituutta ja Pisan sijainti Italiassa on noin Pisa

44° pohjoista leveyttd ja 12° itdista pituutta. e

a) Laske Oslon ja Pisan valinen etéisyys?
b) Kuinka monta kilometria suora tunneli lyhentaisi
matkaa Oslosta Pisaan? Maapallon sade on 6 370 km.

Ratkaisu: a) Kulman « suuruus o =60° —44° =16°

Oslon ja Pisan valinen etéisyys kaaren b pituus R Qslo
0 b
b=—%.27R="2_ . 57.6370 km =1778,8395... km bisa
360° 360°

b) Tunnelin pituus X saadaan kosinilauseella

x> =R%?+R?-2.R-R-cosa , jossa R=6370 km ja o =16°

Laskimella saadaan x =1772,006957

Matka lyhenisi 1778,8395... km—1772,0069... km = 6,8326... km

Vast. a) 1780 km b) Matka lyhenisi 6,8 km.
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M3, alkuosan tehtavat

Poikkeuksellisesti myods tehtavissa 3.1 — 3.4
saa kayttaa laskinta ja taulukkokirjaa.

3.1. Ratkaise kulmien «, 3 ja y suuruudet.
Perustelut nakyviin.

a) o
2a +£g/{
(24

k|l

afu.kion. matematiikka

CASIO

3.2. Ratkaise x.

a) : b)
X+ 3x-1
c)
1 d)
‘1 11
x-1 4 ; >
8
2
&) L)
6,7 & ‘g
e N

3.3. Laske kolmion ABC pinta-alan tarkka
arvo.

C
a) C b)
5

\//7\

A B
A 4 B D

E
AB || DE

3.4. Laske kappaleiden tilavuudet a- ja b-
kohdissa 0,1 litran tarkkuudella ja c-kohdassa
tarkkana arvona.

a) b) | .
=1,82 dm N
a b
— a=12cm,b=5cm

d=30cm

c=3cm

A=161 m?
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M3, loppuosan tehtavat

Teht&vissa 3.5 — 3.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

3.5. Suoran ympyréapohjaisen lieridn pohjan
pinta-ala on 1730 mm? ja vaipan

ala 39,1 cm?. Laske lierion tilavuus.
(tiedosto, video)

3.6. Laske saannollisen 8-kulmion
a) kulmien summa
b) yhden kulman suuruus

c) pinta-ala, kun sivun pituus on J2-1.
(tiedosto, video)

3.7. Kolmion muotoisen tontin pinta-ala on 0,8
hehtaaria. Tontin sivut ovat 150 m ja 110 m.
Laske tontin kolmannen sivun pituus ja
lyhimmaén sivun vastaisen kulman suuruus
asteen tarkkuudella.

(tiedosto, video)

3.8. Rannalta katsottuna saaressa olevan
majakan valo nékyy 25 asteen kulmassa. Kun
rannalta siirrytdan 150 metria sisamaahan pain,
niin majakan valo naky 15 asteen kulmassa.

a) Kuinka kaukana majakka on rannasta?

b) Kuinka korkea majakka on?

¢) Kuinka kaukana kauimmillaan on merelld
uiva henkil®, jonka majakasta voi kiikareilla
néhda? Maapallon sade on 6370 km.

(tiedosto, video)

3.9. Laske véritetyn kolmion pinta-alan tarkka
arvo, kun BE = CE.

a
A D
a F
B < —— C

(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka

CASIO

3.10. Kuinka monta prosenttia alla olevan
kolmion sisélle piirretyn mahdollisimman
suuren ympyrén pinta-ala on koko kolmion
pinta-alasta?

242 2
30°

(tiedosto, video)

3.11. Sadevesimittarina kaytettiin karjellaan
seisovaa ympyrékartiota, jonka korkeus oli 15
cm ja pohjan séde 3 cm. Sateen jalkeen
mittarin vedenpinta oli 7 cm:n korkeudella.
Kuinka monta millimetrid oli sademé&éara?
(tiedosto, video)

3.12. Ovi on auki 52 astetta. Laske kuinka
pitka matka oven kahvanpuoleisesta
ylanurkasta on oviaukon keskipisteeseen, kun
oven mitat ovat 82 cm x 206 cm.

(tiedosto, video)

3.13. Osoita oikeaksi lause ”Kehikulma on
puolet vastaavasta keskuskulmasta”, kun
kehdkulman kyljet ovat eri puolella ympyran
keskipistettd. (tiedosto, video)

3.14. Paikkakunnat A ja B sijaitsevat
pohjoisella pallonpuoliskolla siten, etta
kummankin leveysaste on 49 mutta
pituusasteiden ero on 38. Laske paikkakuntien
valimatka leveyspiiria pitkin mitattuna. Laske
myos paikkakuntien valinen lyhin valimatka
maan pintaa pitkin mitattuna. (Maanpinnan
epatasaisuutta ei oteta huomioon.) Maapallon
isoympyran pituudeksi oletetaan 40 000 km.
Anna vastaus kolmen merkitsevan numeron
tarkkuudella. (S99/8a) (tiedosto, video)

3.15. Laske pallopyramidin korkeus, kun
kerroksia on kolme niin, ettd alimmassa
kerroksessa on kuusi palloa, seuraavassa on
kolme palloa ja ylimmassé on yksi pallo.
(tiedosto, video)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLAQjbewcWSZuz37KhqnJHTinvsYp-v7F8
https://www.dropbox.com/s/60nqb0jaa57hqdt/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_5.vcp?dl=0
https://youtu.be/ubrLnf62oCE
https://www.dropbox.com/s/03xf4c0lm8yg8le/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_6.vcp?dl=0
https://youtu.be/aXUqcR0kLEo
https://www.dropbox.com/s/mqypdjp3p96hzbx/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_7.vcp?dl=0
https://youtu.be/MB0fy2G_yzc
https://www.dropbox.com/s/lw14ftb9iva117g/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_8.vcp?dl=0
https://youtu.be/Cc9IT2qk37o
https://www.dropbox.com/s/i99278k5eb6b708/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_9.vcp?dl=0
https://youtu.be/oQmjrR6NrAE
https://www.dropbox.com/s/01uuiciefg6ej9w/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_10.vcp?dl=0
https://youtu.be/1Sa_0ebFmrI
https://www.dropbox.com/s/6lxhe4rjhvjan81/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_11.vcp?dl=0
https://youtu.be/kFDJgF2d2fs
https://www.dropbox.com/s/sg16bv2ikf8wpm6/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_12.vcp?dl=0
https://youtu.be/7goMQTugTD0
https://www.dropbox.com/s/4abvnmzhuggi6zn/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_13.vcp?dl=0
https://youtu.be/tpULRXjXsNE
https://www.dropbox.com/s/q2vq2qzc2nn7m8l/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_14.vcp?dl=0
https://youtu.be/niBLYpELZqo
https://www.dropbox.com/s/5lv6e5t8t2d96a4/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_15.vcp?dl=0
https://youtu.be/0DFfx-FPjGc

M4 Analyyttinen geometria

M4 Analyyttinen geometria

4.1. Piste

Piste on jonkin funktion kuvaajan tai geometrisen kuvion piste vain, jos pisteen koordinaatit
toteuttavat sen yhtalon. Néin analyyttisen geometrian ongelmia voidaan ratkaista algebrallisesti.

Esim. 1.1.  Tutki kulkeeko kayra a) X2+ y2 =9 b)y= X% —3x+1 pisteen (1,-1) kautta?

Ratkaisu: a) Sijoitetaan pisteen (1,—1) koordinaatit yhtalotn x° +y? =9 ja tarkistetaan
toteuttaako ko. pisteen koordinaatit yhtalon.

12+ (—1)2 =1+1=2+#9 Ei kulje, koska yht&l6 on epétosi.

b) Sijoitetaan pisteen (1, —1) koordinaatit yhtaloon y = X% —3x+1.

~1=12-3.1+1
—1=-1 Kulkee, koska yhtél6 on tosi.
Vast. a) Ei kulje (ei toteudu) b) Kulkee (toteutuu)

Alla olevista kuvaajista on helppo huomata graafisesti edelld saatu tulos.

4 k4 al¥
o y=x*-3x+1

x

x
ey B R 1 5 & —3—2—10\‘1_72345579
-1} - _1_... 5
T T, A D
—2-// -2t
_3_

EIE3 e

Esim. 4.1. Laske laskimen avulla, mill& vakion a arvoilla pisteen (-2a,3a) koordinaatit

2

toteuttavat yhtalén x“ -x+y-9=07?

2

Ratkaisu:  Sijoitetaan pisteen (-2a,3a) koordinaatit yhtaléon X“—x+Yy—-9=0 ja ratkaistaan

saadusta uudesta yhtalosté vakio a.

X2 —X+y-9=0 |x=-2a,y=3a
4a% +5a-9=0 Ratkaistaan laskimella.
a=1taia= —g
4
. 9
Vast. a=1ta|a=—z
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Esim. 4.2.

Ratkaisu:

Vast.

4.2.Suora

M4 Analyyttinen geometria

Kahden pisteen vélinen etisyys Janan keskipiste

Pisteiden (X, X,) ja (Y, Ys) Olkoon janan paatepisteiden koordinaatit
(%1, %) Ja (yy, Yo) . Tallgin janan keski-
pisteen M koordinaatit ovat

d =06 )2+ (y, ~ 12)° M{XﬁXzﬂﬁYzj
2 2 '

valinen etdisyys

a) Laske pisteiden (2,-7) ja (5,—3) valinen etéisyys.
b) Janan péatepisteet ovat (0,-3) ja (4,5) . Laske janan keskipisteen koordinaatit.

a) Pisteiden valinen etaisyys d = \/(5— 2)% +(-3-(-7))° =+/32+42 =25 =5

b) Janan keskipisteen koordinaatit x = 0+4_4_ 2jay= —8+5_2 =1
2 2 2 2
a) Etéisyys on 5. b) Janan keskipiste M =(2,1).
Suoran yhtalo: ratkaistu muoto |  normaalimuoto
y =kx+Db, jossa ax+by+c=0, jossa
k = suoran kulmakerroin a=0taib=0

b = kohta, jossa suora leikkaa y-akselin

Suoran suuntakulma o on suoran ja x-akselin positiivisen suunnan vélinen teréva tai

suora kulma. Taten —90° < o <90°.

Suoran, joka kulkee pisteiden (¥, %,) ja (yy,Y,) kautta, kulmakerroin k = M_ Jos

Xp — X
suoran k >0, niin suora on nouseva. Jos k <0, niin suora on laskeva.
A A
y y
/& \
/ . \< N . .
nouseva suora, laskeva suora, vaakasuora, pystysuora,
a>0%jak>0 a<0%jak<0 a=0%jak=0 a =902, eik:ta

Huomautus: Suoran kulmakerroin k voidaan laskea myos suoran suuntakulman « avulla

seuraavasti k=tana .
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M4 Analyyttinen geometria

Esim. 4.3. Milld vakion a arvoilla suora ax+ay —2x+y—3a—3=0 on laskeva?

Ratkaisu: Kirjoitetaan suoran yhtélo ratkaistuun muotoon.

ax+ay—-2x+y-3a-3=0 Erotetaan x jay yht. tekijaksi
(a-2)x+(a+1)y-3a-3=0 Ratkaistaan y : n suhteen
(a+1)y=—(a-2)x+3a+3 |:(a+1)
_—(@-2), 3a+3 Poistetaan sulkeet ja erot. yht. tekija
a+l a+1
_a+2  3(a+ly

y= X+
a+1 asl

y= -a+2 43
a+l

. . 2 ..
Suora on laskeva, kun suoran kulmakerroin x < o ja koska k = , niin saadaan

a+1
—a+2 <0
a+l
Ratkaistaan osoittajan ja nimittajan nollakohta
-a+2=0 a+1=0
a=2 a=-1
Tehdaan merkkikaavio
-1 2 y=a+1
: > —
—a+2 + E + - a -1 a
a+1 - i + -|— _|_ —
0samaara - E + - 2 a
' y=—a+2
nimittajan
nollakohta

Merkkikaaviosta ndhdaan, ettdk <0, kun a< -1 tai a> 2.

Vast. Suora on laskeva, kun a< -1 tai a> 2.
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M4 Analyyttinen geometria

Suoran, joka kulkee pisteiden (x;, X,) ja (y;, Y,) kautta, yhtalon johtaminen:

K=Yz
X=X

2. Sijoitetaan toinen suoran pisteisté (valitse helpompi) ja edella laskettu
kulmakerroin k yhtaloon y -y, =k(x—xp).

1. Lasketaan suoran kulmakerroin k kaavalla

Huomautus: Jos suora kulkee pisteen (a,b) kautta ja se on
x-akselin suuntainen, niin sen yhtald on y=»b
y-akselin suuntainen, niin sen yhtélé on x=a..

Suorien yhdensuuntaisuusehto s 11sy &k =k,

Suorat ovat yhdensuuntaisia, jos
e niiden kulmakertoimet ovat yhté suuria

e suorat ovat y-akselin suuntaisia

e suorien vilinen kulma on 0°

e Huomaa, etté jos kahden suoran kulmakertoimet ovat yhta suuria, niin suorat
ovat yhdensuuntaisia.

yn y“SlSZ 1 Sy

AN

> R 123 (o
\ \ X X / / X
s, o .
Pystysuorat ja siksi Suorien
ki =k kulmakerrointa ei suuntakulmat ovat
ole olemassa yhtd suuria.

Suorien kohtisuoruusehto S Ls, <k -ky=-1

Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan (toistensa normaaleja), jos

e niiden kulmakertoimien tulo on -1
e toinen on x-akselin ja toinen y-akselin suuntainen

e suorien valinen kulma on 90°

e Huomaa, etta jos kahden suoran kulmakertoimien tulo on —1, niin suorat ovat
toistensa normaaleja (kohtisuorassa toisiaan vastaan).
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M4 Analyyttinen geometria
Esim. 4.4. Muodosta suoran yhtalo, kun suora kulkee

a) pisteiden (-2,5) ja (0,-1) kautta
b) pisteen (2,4) kautta ja on suoran 4x+2y—10=0 normaali.

Kk=J2"% _ —1-5 _ -6
Xo=% 0-(-2) 2

Ratkaisu: a) Suoran kulmakerroin

Suoran yhtalo Y—Yo =K(Xx—X%p)
y—(=1)=-3(x-0)
y+1=-3x
y=-3x-1

Josta saadaan normaalimuoto 3x+y+1=0.

b) Suoran 4x+2y—10=0 ratkaistu muoto y=-2x+5 eli k; =-2.

Kulmakertoimien tulo k; -k, =-1 eli -2k, =-1, josta k, =%.

Suoran yhtalo Y—Yo =K(X=Xp)
1
—4=—(x-2
y 5, (x=2)
1
=—x-1+4
y 2
1
==—X+3
y 2
Josta saadaan normaalimuoto seuraavasti: y= % x+3  |-2.
2y =X+6 Siirretdan termi 2y
X—2y+6=0
Vast. a) y=-3x-1 (ratkaistu muoto), 3x+y+1=0 (normaalimuoto)

b) y= % x +3 (ratkaistu muoto), x—2y+6 =0 (normaalimuoto)

Huomautus: Tehtévassa ei ole tarkoitus antaa vastausta kahdella eri tavalla. Ole tarkkana yo-
kokeessa ja anna vastaus pyydetyssa muodossa. Jos tehtdvanannossa ei mainita
mitadn, niin silloin voit antaa vastauksen haluamassasi muodossa.
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Esim. 4.5.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 4.6.

Ratkaisu:

Vast.

M4 Analyyttinen geometria

Pisteen P(Xg,Yy) etéisyys d suorasta ax+by+c=0,a=0taib=0 on

do |axg +byg + |
VaZ +b?
Laske pisteen (4,-3) etdisyys suorasta y =-2x+6.
Suoran y =-2x+6 yhtalon normaalimuoto 2x+y—-6=0.

Taten xy =4, yp=-3,a=2,b=1jac=-6.

Pisteen etdisyys d = [2% +byo +| |2'4+1'(_3)+(_6)|:£)i:§
J5 5

\/a +b? \/22 +1°

NG

Pisteen etdisyys suorasta on R

Kahden suoran valiselld kulmalla o tarkoitetaan vieruskulmista pienempaa. Jos
suorat yhtyvit tai ovat yhdensuuntaisia, niin « = 0°. Téaten aina 0° <o <90°.

><7Q\

0° < a <90° a =90° a=0

ky — ks

Kahden suoran vélinen kulma o saadaan yhtalostd tan o = .
1+k; -k,

Laske suorien y=-3x+9 ja x—y—2=0 valinen kulma.

Suoran x—y—2=0 ratkaistu muoto on y=x—2. Taten k; =-3 ja ky, =1.

o =tan"12 = 63,43494882°

Suorien y=-3x+9 ja x—y—2=0 vélinen kulma on 63,4 astetta.
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M4 Analyyttinen geometria

4.3. Yhtdlopari ja kolmen tuntemattoman yhtiloryhma

Kahden suoran a;x+bjy =¢; ja a,x+b,y =c, leikkauspiste saadaan ratkaisemalla

yX+hy=c¢

joko eliminointimenetelmall tai sijoitusmenetelmalla.
axX+by=c,

yhtalopari {

Suorien leikkauspisteiden lukumaara voi olla nolla, yksi tai aarettéman monta.

Ei yhtaan Yksi leikkauspiste Aéarettoman monta
leikkauspistetta

¥ ¥ ¥
3 3 3|
2|

P SR

= T 5 /2 T ) /2

2X-y+1=0 X—y+2=0 X—y+2=0

—6x+3y=0 X+3y-2=0 X-y+2=0
Suorat yhdensuuntai- Suorat ovat Suorat yhtyvat
sia, eivat yhdy erisuuntaisia

Esim. 4.7. Ratkaise suorien x—2y =4 ja 2x—y =17 leikkauspiste.

Ratkaisu: Eliminointimenetelma Sijoitusmenetelma
x-2y=4  |-(-2) x-2y=4
2x—y=17 2x—y =17, jostay = 2x—-17
{—2x+4y -_8 Sijoitetaan y =2x—17 ylempéaan yhtaloon.
2x—y =17 X—2(2x-17) =4
3y=9|:3 X—4x+34=4
y=3 -3x=-30
x =10
Sijoitetaan y =3 alempaan
yhtaloon 2x —y =17. Sijoitetaan X =10 yhtaloon y =2x—17
2x—-3=17 y=2-10-17
2x=20 |2 y=20-17
x =10 y=3
Vast. Suorien x—2y =4 ja 2x—y =17 leikkauspiste on (10,3).
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M4 Analyyttinen geometria

Yhtéaloparin erikoistapaukset

Yhtaloita on yksi vahemman
kuin muuttujia

Yhtélgité on yksi enemman
kuin muuttujia

e ratkaisuja adrettdman monta
e vastauksessa joku muuttujista
ilmoitetaan toisen muuttujan avulla

X—y—-2=0,jostay=x-z
2Xx+3y+z=1

Sijoitetaan Y = X—Z yhtaloon
2X+ 3y +z =1 ja ratkaistaan z

2X+3(x-2)+z=1

5x—2z =1, josta z :Ex_l
2 2

Sijoitetaan z =gx —% yhtaléon Yy =X—-12

afu.kion. matematiikka

CASIO

Ratkaiseminen
1. Ratkaise yhtalOpari, josta yksi
yhtéloista on jatetty pois

2. Sijoita vastaukset yhtaloon, jonka jatit
pois. Jos yhtélo toteutuu, niin se on
yhtaléryhman ratkaisu.

2X—y=4
X+2y=2
—X+2y=-2

2x-y=4 |2
X+2y=2

4x—-2y =8
{ X+2y=2
5x =10
X=2

Sijoitetaan X =2 ylempaan yhtaloon.
4.2-2y=8,josta y=0

Sijoitetaan x =2 jay =0 yhtaloon
—X+2y=-2, jolloin saadaan
—2+2-0=-2

—-2=-2 Tosi
Vast. x=2jay=0
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M4 Analyyttinen geometria

Kolmen tuntemattoman yhtaléryhma ratkaisu

=

Muodosta kaksi yhtaloparia ja eliminoi molemmista sama muuttuja.

Muodosta saaduista kahdesta yhtélosta yhtélopari ja ratkaise se.

3. Sijoita saadut kaksi muuttujan arvoa yhteen alkuperéisista yhtélgista ja ratkaise
kolmas muuttuja.

4. Anna vastaus

N

—2X—2y—-272=-12
Esim. 4.8. Ratkaise yhtaloryhmé 2X+3y—1z=5
2x—-2y+4z=10

Ratkaisu:  Muodostetaan ensin kaksi yhtaloparia ja eliminoidaan kummastakin muuttuja x

—2X—-2y—-27=-12 —2X—-2y—-27=-12
2x+3y—1z=5 2x—2y+4z=10
y-3z=-7 —-4y+2z=-2

Saatiin kaksi uutta yhtaloa, joissa molemmissa muuttujina on y ja z. Muodostetaan
naista yhtalopari, joka ratkaistaan.

y-3z=-7 -4
{—4y+ 27 =-2
4y-127 =-28
{—4y+ 27 =-2
—-10z =-30
z=3

Sijoitetaan z =3 yht&loon y -3z =-7, jolloin saadaan y—3-3=-7, jostay=2.
Sijoitetaan saadut arvot y =2 ja z =3 esimerkiksi yhtaloon 2x+3y—z=5.

2X+3-2-3=5
X=2

Vast. Yhtéloryhmaén ratkaisu x=2,y=2jaz=3.
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M4 Analyyttinen geometria

4.4, Paraabeli y y= 12,0y
P S :

Paraabelin muodostavat ne tason pisteet, ?

jotka ovat yhta etaalla johtosuorasta ja \ 3 /yp

polttopisteestd. Esimerkiksi paraabelin \ )

y= %Xz +2x yleinen piste P(x,y) on

etdélla paraabelin johtosuorasta y = - polttopiste

. ) 3
polttopisteesta (-2, _E) : johtosuora

Ylospain tai alaspdin aukeava paraabeli

perusmuoto  y=ax? +bx+c, a=0

huippumuoto Y—Yo :a(X—XO)Z, a#0, jossa

(Xg, Yo) on paraabelin huippu

Jos a > 0, niin paraabeli aukeaa ylospain
Jos a < 0, niin paraabeli aukeaa alaspain

Huipun x-koordinaatti X, = ;—b , Joka on
a

my0s paraabelin symmetria-akseli.

Esim. 4.9. Mik& on paraabelin X= y2 +4y -2 huippu?
Ratkaisu:  Huipun y-koordinaatti

_—b_ 4 _
Y=o 21"

Huipun x-koordinaatti

x=y2+4y—2=(-2)*+4-(-2)-2=—-6

Vast. Huippu on (-2,-6)

otakion. matematiikka CAS I o

5 N3 -2/ 1| 2 X ja
¢ /.
Z ml y:_g
3 2

Oikealle tai vasemmalle aukeava paraabeli

x=ay’+by+c, a=0

2 .
X=Xy =a(y—Yp)", a#0, jossa (X, Yp)
on paraabelin huippu

Jos @ > 0, niin paraabeli aukeaa oikealle
Jos a <0, niin paraabeli aukeaa vasemmalle

Huipun y-koordinaatti y, = ;—b , Joka on
a

mya0s paraabelin symmetria-akseli.

Toisin  Kirjoitetaan huippumuotoon
x=y2+4y-2
X+2= y2 +4y
x+2+4:y2+4y+4
x+6:(y+2)2
x—(-6)=(y-(-2)°

Huippu on (—2,-6)
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M4 Analyyttinen geometria

Esim. 4.10. Pesapalloilija ly6 pesépalloa metrin korkeudesta. Pesapallo kdy korkeimmillaan 15
metrin korkeudessa, kun se on ly6jasta 20 metrin paassa. Pallon lentorata on paraabeli.
Kuinka pitkélle pallo lentd4 ilmassa?

Ratkaisu: Paraabelin huipun koordinaatit ovat (20,15) ja liséksi tiedetadn, ettd toisen pisteen

koordinaatit ovat (0,1) . Sijoitetaan paraabelin huippumuotoon y -y, =a(x— X0)2
huipun koordinaatit x; = 20 jay, =15 ja ratkaistaan a.

Y=Y = a(X—Xo)2
y—15=a(x—20)?

a= y——21052 Sijoitetaan x =0 jay =1, koska paraabeli
X —
( ) kulkee myos pisteen (0,1) kautta.
1-15
a=——-
(0-20)
___T
200

Paraabelin yhtéloksi saadaan

Y= Yo =a(x—xp)° Sijoitetaan xq = 20, y, :15jaa:_$,
! 2
~15=———(x-20
y 200 %29

y:—Lx2+Zx+1

200 5

Pallo osuu maahan, kun y =0. Merkitédan paraabelin lauseke nollaksi ja ratkaistaan
saatu yhtalo

__ 2 +£x+1:0 Laskimella.

x = 40,70196678 tai x = 0, 70196678 (ei kelpaa)

Vast. Pallo osuu maahan noin 40,7 metrin paéssa lyojasta.
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M4 Analyyttinen geometria

4.5. Ympyra

Ympyran muodostavat ne tason pisteet, jotka ovat yhta etdalld ympyréan keskipisteesté.

Ympyrén yhtalo voidaan esittad keskipistemuodossa tai normaalimuodossa.

Keskipistemuoto (x—Xg )2 +(y- y0)2 =r?, (X0, Yo ) = ympyran keskipiste
r = ympyrén séde

Normaalimuoto x? +y% +ax+by+c=0, jossaa,b,ceR

Esim.4.11. Tutki, mitd yhtalo X2+ y2 —6x—2ay+a—3=0 esittad eri parametrin a arvoilla.

Ratkaisu: Kirjoitetetaan yhtalo keskipistemuotoon
X2 + y2 —6x—2ay+a—-3=0

X2 —6X +y2 —2ay =—-a+3

(X)2+2-%-(=3) + (=3)% + (y)? +2- y-(-a) + (-a)® =—a+ 3+ (-3)% + (-a)?

(x—3)2+(y—a)2 —a’-a+6

2

Yhtalo (x—3)2 +(y—a)2 =a“—a+6 esittaa 1) ympyrad, jos a>—a+6>0

2) pistettd, jos a> —a+6=0

2

3) ei esitd mitaan, jos a-—-a+6<0

Ratkaistaan epayhtalo a>—a+6>0

a2—a+6>0

a’-a+6=0

C144(-)?-4-1.6  1+25 1+5

2:1 2 2 y=a’-a+6
a=-2taia=3

a

+\—/+
Vast. Esittdd ympyrad, kun a <-2 tai a > 3. —2
Esittaa pistettd, kun a=-2taia=3.

Ei esitd mitdan, kun -2<a<3.

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 80




M4 Analyyttinen geometria

4.6. Ympyra ja suora
Suora on ympyran ulkopuolella
e Suoralla ja ympyrélla ei ole yhteisi& pisteita.

e Ympyran etdisyys d suorasta on
suurempi kuin ympyran séde r.

d>r

Suora on ympyran tangentti .

e Suoralla ja ympyralla on yksi yhteinen piste.

e Ympyran etdisyys d suorasta on yhta suuri kuin ympyran sade r.

Suora on ympyran sekantti

e Suoralla ja ympyralla on kaksi yhteista pistetta.

e Ympyran etdisyys d suorasta on
pienempi kuin ympyrén sade r.

d<r

Esim. 4.12. Onkosuora y = g X +% ympyran x2+y? —4x+2y+1=0 tangentti?

Ratkaisu:  Ympyran keskipistemuoto Toisin  Ratkaistaan yhtélopari
X2 +y? —4x+2y+1=0 x2+y2—4x+2y+1:0
X2 —4X+4+y? +2y+1=4 y—3x+1
(x=2)+(y+2)"=2"  (r=2) 2" 2
Suoran normaalimuoto 3x—2y+1=0 Ratkaistaan laskimella.
Keskipisteen (2,-1) etdisyys d suorasta. Ei ratkaisua ja siksi
suoralla ja ympyralla
|3.2+(_2).(_1)+]4 11 ei ole yhteisia
d= > > U3 ~ 3,05 leikkauspisteita. Taten
V3 +(=2) suora on ympyran
Suora on ympyran ulkopuolella, koska d > r ulkopuolella.
Vast. Suora ei ole ympyran tangentti.
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M4, alkuosan tehtavat

Tehtavissa 4.1 — 4.6 ei saa kayttaa laskinta.

4.1. Kirjoita pelkké& vastaus. Ei tarvitse
perustella mitenkaan.

a) Miké on suoran 10x+2y—-4=0
kulmakerroin?

X=-2+4t
b) Kulkeeko suora pisteen
y=10-2t

(-6,12) kautta?

c) Mika on paraabelin y—2= 3(x+5)2
huippu?

d) Miké on paraabelin x = —y2 +3

aukeamissuunta?

e) Mika on ympyran (X+ 2)2 +(y —4)2 =5
keskipiste ja sade?

f) Miké on suoran x—+/3y+4=0
suuntakulma asteina?

g) Mik& on suoran X =-3 suuntakulma
asteina?

h) Missa pisteessé suora 8x+3y = 24 leikkaa

x —akselin?

4.2. Yhdisté yhtalot ja kuvaajat toisiinsa.
Kaikkiin yhtél6ihin ei valttamatt 16ydy paria.

a) y=-2x+12 b) y=x+5
C) y:—x2—4x d) x2+y2:4
y (=t f) x=—y? +9
e =—

y =3+6t y

afu.kion. matematiikka

CASIO

4.3. Ratkaise yhtalot / epayhtalot

a) ‘2x2—3x‘=5 b) |2x+4|<8
C) VX+5=1-x

4.4. Ratkaise ympyran
a) X2 + y2 —4x+2y+1=0

b) X2 + y2 +6x-10y+25=0
keskipiste ja sade.

Ratkaise paraabelin

¢) y=x2+12x+40 d) x=4y>-16y-5
huippu nelidksi taydentamalla.

4.5. Maarit4 sen ympyran yhtalo, jonka
keskipiste on (2,3) ja joka sivuaa suoraa
y=2x+2.(S80/2)

4.6. Mill& vakion a arvoilla yhtélo

X2 + y2 +2ax—-10y—-a+31=0 esittda
ympyréd? Mika on ympyran suurin pinta-ala?
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M4, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 4.7 — 4.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

4.7. Muodosta suoran yhtéld, kun suora kulkee
pisteen (—1,5) kautta ja on suoran

a) 3x—2y+4 =0 suuntainen
b) 2x+4y =12 normaali.
(tiedosto, video)

4.8. a) Laske pisteen (—2,5) tarkka etaisyys

suorasta y = % X+ 4. (tiedosto, video)

b) Suora m kulkee pisteiden

A=(13) jaB=(5-2) jaSuora n kulkee
pisteiden C =(4,3) jaD = (1,-2) kautta.
Laske suorien m jan tarkka leikkauspiste.
(tiedosto, video)

4.9. a) Lukion jazzyhtyeen konsertin tuotto
192 euroa (€) on jaettava tasan yhtyeen
jasenille. Jos jasenia olisi 2 enemman,
jokainen saisi 8 € vihemmaén. Montako jésentd
yhtyeessa on ? (K00/2) (tiedosto, video)

b) Pekka osti 10 muovitaskua, 4 vihkoa ja 3
lyijykynaa, jolloin hdnen ostokset maksoivat
11,55 euroa. Matti osti 5 lyijykynaa,
muovitaskun ja 2 vihkoa, jolloin hanen
ostokset maksoivat 7,15 euroa. Liisa osti 6
vihkoa, 2 lyijykyna ja 20 muovitaskua, jolloin
hé&nen ostoksensa maksoivat 17,20 euroa.
Laske muovitaskun hinta.

(tiedosto, video)

4.10. Laske suorien | jam valinen kulma
asteen kymmenesosan tarkkuudella, kun suora
| kulkee pisteiden (2,-3) ja (-1,6) kautta ja
suora m kulkee pisteiden (1,-3) ja (0,-2).
(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka
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4.11. Ympyran keskipiste on (2,1) . Muodosta
yhtalo ympyrén sille tangentille, joka sivuaa
ympyraa pisteessa (5,3) .

(tiedosto, video)

4.12. Keihas irtoaa heittdjan kadestéa 2,502
metrin korkeudesta. Keihés kay
korkeimmillaan 60 metrin korkeudessa, kun
keihéds on 37 metrin padssé heittdjastd. Kuinka
kauas keihds lentad, kun sen lentorata
noudattaa paraabelin kaarta?

(tiedosto, video)

4.13. Kuinka pitkan patkéan paraabeli, joka
kulkee pisteiden (-3,1) ja (5,5) kautta ja jonka
symmetria-akseli on y =2, leikkaa ympyran
kehéstd, jonka sade on 4 ja keskipiste on

(14,-2) ? llmoita vastaus kahden desimaalin

tarkkuudella.
(tiedosto, video)

4.14. Etsi yhtéalo ympyralle, jonka keskipiste

1 .. . ..
onsuoralla y = 5 x ja joka sivuaa x-akselia ja

suoraa 4x+3y—24=0. Maarita kaikki

tehtavan ratkaisut. (K06/7)
(tiedosto, video)

4.15. a) Osoita, ettd jokainen parven
X2+ y2 —2ax =0 ympyra leikkaa parven
X2+ y2 —2by =0 jokaisen ympyran

kohtisuorasti. (K88/9a)
(tiedosto, video)

b) Missa Xy —tason osissa on voimassa
epayhtalo xy —x—y+1<07? (S94/4b)
(tiedosto, video)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLAQjbewcWSZtxCJ1cnfyCz9tFEpAdGOHH
https://www.dropbox.com/s/n10icmuej87ft0t/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_7.vcp?dl=0
https://youtu.be/h2rcD5JqHds
https://www.dropbox.com/s/4rt7rlei3t8y0hl/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_8_a.vcp?dl=0
https://youtu.be/SkkNx7CiL8s
https://www.dropbox.com/s/s6bvqewygda4mpl/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_8_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/ZCwyST_AGHk
https://www.dropbox.com/s/ohu2t8bl005994k/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_9_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/Sp_g0RIh3HE
https://www.dropbox.com/s/g5vgzlo8pss5m5g/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_9_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/TdnLJTwD25Y
https://www.dropbox.com/s/l8rdcsf8bows3q3/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_10.vcp?dl=0
https://youtu.be/FxLVwuUD7AU
https://www.dropbox.com/s/b9mgb6rec0l98z6/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_11.vcp?dl=0
https://youtu.be/nv_5UBOl0q0
https://www.dropbox.com/s/46zhpi3veja3x9y/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_12.vcp?dl=0
https://youtu.be/O7gR1Zs0CL8
https://www.dropbox.com/s/we8e1wf1v89vl0v/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_13.vcp?dl=0
https://youtu.be/OfT9YdcjkYA
https://www.dropbox.com/s/noh9bgvm2h3919e/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_14.vcp?dl=0
https://youtu.be/8qV1Ndh8GMw
https://www.dropbox.com/s/88azump83y3lfq5/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_15_a.vcp?dl=0
https://youtu.be/A-QE_nOPC7M
https://www.dropbox.com/s/khlrvczc0lgp3ij/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_15_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/CpDN2jhUjYc
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M5 Vektorit

5.1. Vektoreiden nimitykset ja merkinnat

Janan AB maéaraavat kaksi pistettd A ja B.Janaa, joka alkaa pisteestd A ja paattyy pisteeseen B,

kutsutaan suuntajanaksi AB . Vektorilla tarkoitetaan kaikkia niita suuntajanoja, jotka ovat
keskendan samanpituisia ja samansuuntaisia. Suuntajanalla on aina paikka (alkupiste ja loppupiste),
suunta ja pituus. Vektorilla on suunta ja pituus, mutta ei mitéan tiettya paikkaa. Yleensa kuitenkin

puhutaan esimerkiksi vektorista AB, vaikka AB on vain yksi vektoria edustava suuntajana.
e Vektorit voidaan merkita seuraavasti
_ AR A D —
N 7 N8
B C
e Vektorin a pituus merkitaan ‘f_i‘ tai lyhyesti a

e Vektorin AB pituus merkitin ‘ﬁ‘ tai lyhyesti AB

e Vektorit voivat olla erisuuntaiset

G
— — F
AB~* X o y .
GH
N :
B
H
A8 Jl CD EF f GH

e Vektorit voivat olla yhdensuuntaiset, jolloin ne ovat samansuuntaisia tai
vastakkaissuuntaisia

Samansuuntaiset Vastakkaissuuntaiset

K H X

13 ™ KL MN T{ OP
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e Vektoriin liittyy vain pituus ja suunta, mutta ei mitéan tiettya paikkaa.
e Kun vektorit @ ja b ovat

yhdensuuntaiset, merkitaan allb
erisuuntaiset, merkitaan a y[ b
samansuuntaiset, merkitaan at™b
vastakkaissuuntaiset, merkitdan a Nob

e Sama vektori = vektoreilla on sama suunta ja pituus

Siis vektori @ ja b on sama vektori (a= B), kun a™b ja ‘5‘ = ‘5‘
a7
/’/ /’/ b
e

e Vastavektori = vektorit ovat vastakkaissuuntaiset ja yhté pitkia

Siis vektori a ja b ovat vastavektoreita (5 :—6), kun at™b ja ‘5‘ = ‘5‘

AR

d

\
T | \

\\nl

Vektorin a vastavektoria merkitian —a. Siis aT™l -a ja \5\:\—5\

a

v

A

—a
@

¢ Nollavektori = vektori, jonka pituus on nolla ja jolla ei ole maaréattya suuntaa

Nollavektori merkitaan O

a_
e Yksikkovektori = vektori, jonka pituus on yksi g
_ a
.= . o . -0 a -
Vektorin @ suuntainen yksikkovektori a ==
g
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5.2. Vektoreiden laskutoimitukset kerrottaessa reaaliluvulla

Vektorit noudattavat vaihdanta-, liitanta- ja osittelulakia.

Esim. 5.1.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 5.2.

Ratkaisu:

Vast.

a+b=b+a vaihdantalaki
(5+5)+6:5+(5+5):5+5+5 liitdntalaki
t(sa) = (ts)a liitantzlaki
(t+s)a=ta+sa jat(a+bja=ta+th osittelulait

Ratkaise vektori u yhtalosta —(G —5) + 2(—25 + 35) = —3(5 + ZG)

—(G—35)+2(—55+35) =—3(—5+ zﬁ)+6
—u+3a-10a+6b=3a—6u-+b
—u+6u=3a—-3a+10a—6b+b
5u =10a—5b
u=2a-b

u=2a-b

Milla vakioiden r jas arvoilla u = 2r(4a+2b)—s(2a—b) ja v=4a+6b ovat sama
vektori?

Vektorit aja\_/ ovat sama vektori (identtiset vektorit), kun

U=v ‘G:Zr(45+25)—s(25—5) jav=4a+6b
2r(45+25)—s(25—5):45+65 | poistetaan sulkeet
8ra+4rb—2sa+sh=4a+6b | jarjestetadn termit uudelleen
8ra—2sa+4rb+sh=4a+6b | erotetaan yhteinen tekija
(8r—2s)a+(4r+s)b=4a+6b | kertoimien pit&4 olla samat
8r-2s=4 ] .
|ratka|staan yhtalopari kertomalla
4r+s=6 |-2
8r-2s=4
8r+2s=12
16r=16  |:16

r =1 ja sijoittamalla yhtal66n 4r + s =6 saadaan 4-1+s =6, jostas=2

Vektorit ovat samat (identtiset), kun r =1 ja s=2.
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5.3.Janan jakosuhde

Olkoon janalla AB piste P

AP:PB=m:n
ap="pg
n
AP=—""_aB
m+n
ag="""pp
m

On hyvé huomata, etta

Esimerkiksi piste P

AB suhteessa 2:5
BA suhteessa 5:2

M5 Vektorit

niin, ettd AP :PB =m:n. T&ll6in osajanat toteuttavat ehdot:

i AP m
eli — =—
PB n (n)
n B
PB=—AB
m
P
PB=—" AB (m)
m+n
AB=M*Npp
n

suhdeluvut merkitdén sulkeisiin
osien suhde ilmaistaan samassa jarjestyksessa, jossa janan paatepisteet on mainittu

jakaa janan

(5) B

A

(2) P

Esim.5.3. Piste P jakaa janan AB suhteessa 2:3 Méarita

vektori OP vektoreiden OA=a ja OB =b avulla.
Ratkaisu:  OP =OA+ AP “ﬁ:éjaﬁzéﬁ

@:E%E |AB=-a+b

OP=a +§(—5+5) | poistetaan sulkeet

OP=a-2a+2b=2a+2b

5 5 5 5
Vast. OF=>a+2b
5 5

Huomautus: Koska piste jakaa janan AB suhteessa 2:3, niin siksi AP:PB=2:3

afakion. matematiikka
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M5 Vektorit

Esim.5.4. Janan AB jatkeella on piste P niin, ettd PA:PB =8:5. Lausu vektori OP
vektoreiden OA=a ja OB =D avulla.

Ratkaisu:  OP =OA+ AP Ha’\:ajaﬁﬁﬁ
3
OF —a+ AB |AB=-a+b
oP =5+2(—5+5) | poistetaan sulkeet

oP-a-2a+8p--22+8p
3 3 3 3

Vast. OP=-"a+-b
3 3
5.4. Vektoreiden yhdensuuntaisuuslause

Vektoreiden yhdensuuntaisuuslause: 5||5 tdsmalleen silloin, kun a:tﬁ, missa te R,t#0

Huomautus:  Vektorin kertominen positiivisella luvulla tuottaa aina tata, jost>0
alkuperdisen vektorin kanssa samansuuntaisen vektorin

Vektorin kertominen negatiivisella luvulla tuottaa aina tatl a, jost<0
alkuperdisen vektorin kanssa vastakkaissuuntaisen vektorin

Esim.5.5. Ovatko vektorit U ja v yhdensuuntaisia, kun u==8a+4b ja v=2a+b

Ratkaisu: Vektoreiden yhdensuuntaisuuslauseen perusteella vektorit ovat yhdensuuntaisia, jos
vektorista V saadaan vektori U kertomalla se jollakin luvulla t =0

u=tv ‘sijoitetaan u=8a+4b ja v=2a+b
8a+4b=t(2a+h) |poistetaan sulkeet
8a+4b=2ta+tb |vektorien kertoimien pité4 olla samat
8=2t ratkaistaan molemmista t, jos saadaan sama vakion t
{4 =t arvo, niin silloin vektorit u ja v ovat yhdensuuntaisia
4=t
oo
Vast. Koska molemmista yhtéaloisté saatiin sama vakion t arvo, niin vektorit u ja v ovat

yhdensuuntaisia. Tarkalleen ottaen samansuuntaisia, koska t > 0.
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Esim. 5.6.

Ratkaisu:

Vast.

M5 Vektorit

Milla vakion k arvolla vektorit u = 37,5a +5kb ja v=3ka+10b ovat samansuuntaiset,
kun u#0 ja u#0 seka affb.

Vektorit U =37,5a+5kb jav=3ka+10b ovat yhdensuuntaisuuslauseen perusteella
samansuuntaisia, jos on olemassa luku t >0 niin, etta

u=tv \G=37,55+5k5ja\7=3k5+106
37,55+5k5:t(3k5+105) | poistetaan sulkeet

37,5a +5kb = 3kta +10tb

Koska a ff b, niin vektorit a jab ovat tason kantavektoreita ja koska
kantavektoriesitys on yksikasitteinen, niin saadaan yhtalopari

3kt =37,5 _ N
| ratkaistaan yhtélépari jakamalla luvulla 10
10t =5k |:10
3kt =37,5
Ly | sijoitetaan ylempaan yhtaloon
2

3k %k =37,5 josta saadaan k? =25 jaedelleen k =45

5

Jos k=5, niinsilloint==-5= 5

N |-

Jos k=-5, niinsilloin t :%-(—5) = —g (ei kay, silla t piti olla positiivinen)

k=5
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5.5. Vektorin jakaminen komponentteihin

Tason kantavektorit

Tason kantavektoreiksi voidaan valita mitk& tahansa kaksi vektoria (tai
summavektoria), jos ne ovat erisuuntaisia vektoreita ja ne eivét ole nollavektoreita

Vektorin komponenttiesitys

Tason kantavektoreiden a ja b avulla voidaan kirjoittaa kaikki muut tason vektorit

vektoreiden 5ja5 lineaarikombinaationa.

Esim. tason vektori ¢ =sa-+tb, missds,tcRsekda }f bettda, b=0

Esim.5.7. Vektorit a jab ovat tason kantavektorit. Jaa vektori u vektoreiden a+b ja a—b
suuntaisiin komponentteihin, kun u=4a-2b.

Ratkaisu:  Kirjoitetaan vektori u komponenttien a+b ja a—b lineaarikombinaationa.

u=s(a+h)+t(a—b)
4a-2b=s(a+b)+t(a-h)
4a-2b=sa+sb+ta—th
4a-2b=sa+ta+sb—tb
4a-2b=(s+t)a+(s—t)b
{s+t=4
s—-t=-2
25=2 |2
s=1

1+t=4
t=4-1=3

Vast. G:l(5+5)+3(5—5):5+5+3(5—B)

otakion. matematiikka CAS I o

lu=4a-2b

|poistetaan sulkeet

|jarjestellaan termit oikealla puolella
lerotetaan yhteinen tekija

|kertoimien pitad olla samat, saad. yhtélGpari

sijoitetaan s =1 yhtaloon s +t = 4
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5.6. KantavektoritZ, jjak

e Vektori i on positiivisen X— akselin suuntainen yksikkovektori (pituus on yksi).
e Vektori j on positiivisen Y — akselin suuntainen yksikkdvektori (pituus on yksi).

e Vektori k on positiivisen Z— akselin suuntainen yksikkovektori (pituus on yksi).

e Jokainen tason vektori voidaan esittaé yksikésitteisesti vektoreiden ija ]
lineaarikombinaationa ja jokainen avaruuden vektori voidaan esittaé yksikasitteisesti

vektoreiden i, ]ja k avulla.

Vektorin muodostaminen

Vektori AB =(xp —x)i+(yo—y1)J+(zo—21)k,kun A=(x,¥1,2) ja B=(Xp,Y2,2,)
Vektorin pituus

Vektorin a=xi+Yyj+zk pituus ‘5‘ saadaan laskettua kaavalla ‘5‘ = X% +y% 472

Vektorin suuntainen yksikkdvektori

T . I .—0 a
Vektorin a suuntainen yksikkdvektori a :ﬁ
a

Esim.5.8. Olkoon A=(-2,3,7) jaB =(4,3,—1) a) Muodosta vektori a= AB b) Laske vektorin
a pituus. ¢) Muodosta vektorin a kanssa vastakkaissuuntainen vektori B,jonka

pituus on 20.

Ratkaisu: a) Vektori a=AB=(4—(-2))i+(3-3)j+(-1-7)k = 6i—8k
b) Vektorin pituus \5\ = /6% +(~8)? =100 =10
c) Vektori b b=—20a°

Vektorin a suuntainen yksikkovektori ~ a° _a_6i-8j & 8k_3; 4
‘a‘ 10 10 10 5 5

Taten vektori b b=-20a0 = —20[%—%@ — _4i +16k
Vast. a) a=6i—8k b) [a|=10 ) b=-4i+16k
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Paikkavektorin muodostaminen
Paikkavektori alkaa aina origosta O. Jos A= (x, Y, z) , Niin paikkavektori OA=xi+ y]+ zk .
Esim.5.9. Maarita vektorin a=—2i+3] loppupiste, kun vektorin alkupiste on A(4,2).

Ratkaisu:  Olkoon vektorin a=-2i+3j loppupiste B(xY),

jolloin sen paikkavektori OB on

o<

/,B;{,)
/

/

OB=0A+AB o
~OA+a ‘OA:4i+2jjaa:—2i+3j
=4i+2j+(-2i+3j)

N

o
7|

w

N
>
~

o 2)
=4i+2]-2i+3] /
=2i+5]

=

i~
< ¥

- - - - . -0 1 2 3
Koska paikkavektori OB =2i+5 ], niin vektorin a =-2i + 3 j-togpupsiccrr-b

koordinaatit ovat (2,5)

Vast. Loppupisteen B koordinaatit ovat (2,5).

Vektoreiden pistetulo eli skalaaritulo

Vektoreiden a ja b valinen pistetulo merkitaan a-b . Pistetulon merkki nayttaa
kertomerkiltd, mutta vektoreita ei voi kertoa keskendan kuten lukuja kerrotaan.

Pistetulo maaritellaan kahdella eri tavalla
Tapa 1: ash = XX + V1Yo + 2125 , jOSSA a= x1i+ yli + 21R jab= x2i+ y2]+ ZZE

Tapa 2: asb = ‘EHB‘ cos(a,b), jossa cos(a,b) = vektoreiden a ja b valinen kulma

Vektoreiden valinen kulma

a
Jos vektorit 5ja b siirretddn alkamaan samasta pisteests, /
syntyy kaksi kulmaa. Vektoreiden vélinen kulma on ndista 5\‘

kulmista pienempi ja siksi kulma on valilla [00,18O°J .

Vektoreiden 5ja5 valinen kulma saadaan pistetulon

, josta <(a, b) = cos ™t ab

kaavasta cos(a,b) = ‘_HB‘
a

alfo
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Esim. 5.10.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 5.11.

Ratkaisu:

Vast.
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Laske pistetulo a-b, kuna) a=2i—4j+k ja b=-5i+3j+20k.
b) Vektoreiden a ja b valinen kulma on 45° ja pituudet ovat ‘5‘ =2ja ‘5‘ =32

a) asb =X X + Y1y + 212y =2-(-5)+(—4)-3+1.20=-10-12+20= -2
b) a-b =|al[b|cos(a,b) = 2-3v/2 cos 45° = 2-3&-% -6

a) asb=-22 b) asb =6

Laske vektoreiden a jab valinen kulmaon, kun a=i+2j ja b=—i+3]j

Pistetulon kaavasta asb = ‘EHB‘ cos(a,b) saadaan cos(a,b) = g‘—"a , josta vektoreiden
a
. - 1 asb
a ja b valinen kulma «(a,b) = cos ‘_ 5‘ .
a

Lasketaan ensin vektoreiden a ja b pituudet ‘5‘ ja ‘5‘ ja pistetulo.
Vektoreiden pituudet: ‘5‘ = \/12+722 =5 ja ‘5‘ = \/(—1)2 +3% =410
Pistetulo: ash=x X +y ¥y =1-(-1)+2-3=-1+6=5
Vektoreiden valinen kulma saadaan ratkaistua kaavasta a-b = ‘5“5‘ 003(5,5)

ash = ‘EHB‘ cos(a,b)

_ _ b
cos(a,b):w

- 5
cos(a,b):\g.\/TO
«(a,b)=cos! > _45°

SN T

Vektoreiden valinen kulma on 45°
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Pistetulon laskulait

asb=hea vaihdantalaki
5-(5+E) —ash+a-c osittelulaki
Eo(tE) —t (5-5) skalaarin siirtosaanto

Esim.5.12. Laske (5+3E)-(25+ 55) , kun <«(a,b) =60° ja H =4 ja ‘5‘ =10.
Ratkaisu : (a+3b)+(2a+5b)=(a):(2a)+(a)«(5b)+(3b)«(2a)+(3b)+(5b)
= 2(5-5)+5(5-6)+3- 2(5-5)+3-5(6-5)
=2 ‘5‘ ‘5‘ cos0° + 5‘5‘ ‘5‘ c0s60° + 6‘5‘ ‘5‘ cos60° +15‘5‘ ‘5‘ cos0°

:2-4‘4-1+5-4.10-%+6.10.4%+15-10.10-1=1752

Vektorin pituus pistetulon avulla

Vektorin a pituus ‘5‘ —\Ja+a, koska pistetulon méaritelmésti 5-5=‘5H5‘ cos(a,b) seuraa,

- -2 . — —
ettdasa = ‘aHa‘cos(a a)= ‘aHa‘cosOo aHa‘:‘a‘ , josta edelleen saadaan ‘a‘a/a-a.

Pistetulolle asa kaytetadn myos merkintad a 2, jolloin saadaan a _‘a‘

Esim. 5.13. Laske pituus ‘25+35‘, kun ‘5‘ =3 ja ‘6‘ - 5 seka vektoreiden valinen kulma on 60°.
Ratkaisu:  |2a+3b|= \/(25+35).(25+36) = \/(25)-(25)+ (2a)+(3b)+(2a)+(30) +(30)+(3b)
= \/(25)-(25) +(2a)+(3b)+(2a)+(30)+(3b)«(3b) |ba=ab

= \/(25)2 +12(5-5) +(35)2 = \/45 2+12-‘5H5‘ c0s60° +9b 2 H C0s60° =

=\/4-32+12.35 2+9 .52 — /351 =+/9.39 =/9-4/39 = 3./39

Vast. \25 + 36\ - 339
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Vektoreiden kohtisuoruusehto

Vektorin pistetulon mééritelmastd a-b = ‘5“5‘(:05(5,5) saadaan suoraan vektoreiden

kohtisuoruusehto, silla cos(a,b) =0, jos <r(e_1,5) =90°

alb tasmalleen silloin, kun asb=0

Esim. 5.14. Mill t:n arvolla vektorit a = 3i+ 2] ja b=-4+ 5ti ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan?

Ratkaisu: Vektorit a=3i+ 2] ja b = —4i + 5t] ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos ah=0.

Pistetulon asb =3-(—4)+2-5t = —12+10t pit4a olla nolla, jolloin saadaan yhtalo

-12+10t=0
10t =12 |:10
(126 .1
10 5 5
Vast. Vektorit ovat kohtisuorassa, kun t:g
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ClassPad Il Manager kasittelee vektoreita vaaka- tai pystymatriiseina. Esimerkiksi

1. Avaa virtuaalindppdaimisto ja valilehti Mat.2

Lasketaan vektorin pituus.

vaakamatriisi [3 —4] tarkoittaa vektoria 3i—4j

vaakamatriisi [-2 7] tarkoittaa vektoria —2i+7j

2. Kirjoita vektori [3 —4] ja maalaa se.
Interakt. valikko => Vektori => norm

# Muok Toiminto [interakt|
Keyboard = %11 e | | S Muunnos 4
Lisdtoim ]
Mat.1 || Line 2| VE | = > [3 —4] Laskenta v
Mat.2 = o | In i o Eszgleks :
Mat.3 O o : Matriis ’
Trig L] %D dLIID fu- lll-r)ll% Vektori ¥ augment
= = Yhtalé/Epéiyhtéls ¥ fill
var [B0] [E [EE ED ED Avustaja ¥ dim
sin | cos | tan 8 + Jakauma/k&dnt. jakauma | unity
abc Talous ¥ angle
B eL Define norm
v | - ans | EXE crossP
dotP
toRect
. . - toPol
Vastaavasti saadaan muutkin vektoreihin tﬁs.‘,’h
liittyvét laskutoimitukset. Vektoreilla las- L2
kemista helpottaa niiden nimedminen.
norm([3 —41) norm = normi, pituus
5 unitVv = yksikkdvektori
] crossP = ristitulo
unitV{[3 —-41) dotP = pistetulo
[g _i] angle = vektorien valinen kulma
5 5
OA:=[3 —41] Nopein tapa nimeta vektori on Kir-
[3 —4] joittaa vektorin nimen perdén :=
OB:i=[2 11
[2 1] Voit kayttaa kahden vektorin lasku-
crossP (OA, OB) toimituksissa suoraan Interaktiivista
[00 11] valikkoa ilman valintoja. Kokeile!
dotP (OA, OB)
2 o
le(OA. OB) Kéyta vektorien valisessa kulmassa
angle »

79.69515353

likiarvoja (desim.) ja asteita.
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Esim. 5.15. Laske laskimella mihin pisteeseen p&adyt&én, kun pisteestd A= (3,—1) siirrytéan
vektorin a =—3i+4]j suuntaan 10 pituusyksikk6a?

£ Muck Tolminto Interakt

Ratkaisu: . oi| & [Ha]sme [ | v [ G- v]l
[3 —11+10unitV([-3 41)
-3 71

Vast. Paadytadn pisteeseen (-3,7).

Huomautus: Jos klikkaat merkkia kahdesti, niin lisd& ulottuvuuksia ja voit Kkirjoittaa
esimerkiksi avaruusvektorin a=2i+5j+k.

5.7. Pallo

Pallon, kuten ympyrénkin, yhtald voidaan esittda joko keskipistemuodossa tai normaalimuodossa.

e Pallon yhtél6 keskipistemuodossa

(x— x0)2 +(y- y0)2 +(z- zo)2 =r?, jossa (X0, Yo Ja Zg) on pallon keskipiste
ja r on sade.
e Pallon yhtal6 normaalimuodossa
x2+y2+22+ax+by+cz+d:0, jossa a,b,c,d eR

Esim. 5.15. Mika on pallon X2 + y2 +2% —Ax+ 2y —8z+12 =0 keskipiste ja sade?
Ratkaisu: Jarjestddn termit niin, ettd samat muuttujat ovat vierekkain

G +y2 +2° —4x+2y-8z+12=0

X2 —4x+ y2 +2y+ 2% -87=-12

Taydennetaan nelioksi

X2 _4x +y2 +2y + 72 -8z =-12
()% +2-X-(=2) + (=2)% + ()% +2-y 1+ D)2 + (2)2 +2- 7-(-4) + (-4)? = —12+ (-2)? + () + (-4)?
(x-2)> + (y+1)° + (z—4)? =-12+4+1+16

(x=2)2 +(y+1)° +(z-4)% =9.

Vast. Keskipiste on (2,-1,4) jasade r = J9=3
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5.8. Avaruussuoran yhtalot

Suoran suuntavektori

Suoran | suuntavektoriksi s = ai + bi+cE kay mika tahansa vektori, joka on muodostettu kyseisen
suoran | kahden pisteen avulla.

Suoran suuntavektori s = (X —X))i+ (Yo — Y1) j +(zo —77)k , kun A=(x,¥1,2) ja B=(X,¥5,25).

esim. Suoran, joka kulkee pisteiden A(4,3,-2) ja B(5,—6,1) kautta, erés
suuntavektori on

s=(-4)i+(-6-3)j+(1-(-2))k=i-9]j+3k

Suuntavektorin s ja suoran kulmakertoimen k valinen riippuvuus tasossa
Olkoon suoran | suuntavektorina s = sxi+sy] (sy #0).

S
Té&lloin suoran | kulmakerroin k saadaan yhtalosta k =
SX

Esim. 5.16. Marita suoran kulmakerroin, kun suoran suuntavektori on s =-3i +12] .

Ratkaisu: Koska suuntavektorina on s =—3i+12 ], niin silloin Sy =-3 ja sy =12

o Sy 12
Nain kulmakertoimeksi saadaan k=2 ="—=

—=-4
Sy —3

Vast. Suoran kulmakerroin k =—4.

Esim. 5.17. Maarita suoran suuntavektori s, kun suoran kulmakerroin k =2.

Ratkaisu: Jos suoran suuntavektori, niin silloin suoran kulmakerroin k = —-.
SX

_— ) . 2. .. S
Tieddmme nyt, ettd suoran kulmakerroin k =2 = 1 jatoisaalta k = =,
SX

Nain ollen suoran suuntavektoriksi kay vektori s=i+2j.

Huomautus: Jos suoran kulmakerroin on k, niin silloin suoran suuntavektoriksi kdy s=i+kj .
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Suoran normaalivektori tasossa

Suoran | normaalivektoriksi n=ai+bj kdy mika tahansa vektori, joka on kohtisuorassa suoraa
| vastaan. Koska suoran | suuntavektori s =sxi+syj on yhdensuuntainen suoran | kanssa,
niin suoran normaalivektori on kohtisuorassa myds suoran suuntavektorin kanssa.

Kohtisuoruusehdon mukaan sen=0. Nain, jos suoran | suuntavektori s =s,i+ Sy J , niinsilloin

suoran | normaalivektoriksi kdy esimerkiksi vektorit n= syi—sX] tai ﬁ:—syi+sxi silla

sen=s, “Sy +Sy - (—Sy) = S¢Sy —SxSy =0

Sen = Sx (=Sy) +Sy - Sy = =SSy +5ySy =0

Esim. 5.18. Ma&éritd suoran 10x—2y +6 =0 suuntavektori s ja normaalivektori n.

Ratkaisu:  Suoran yhtalon ratkaistu muoto 10x—-2y+6=0, josta y =5x+3.

Suoran kulmakerroin k =5 ja ndin suoran suuntavektoriksi kdy vektori s=i+5] .

Taten normaalivektoriksi kédy esimerkiksi vektorit

n=-5i+ j, koska sen=1-(-5)+5-1=-5+5=0
n=>5i— j, koska sen=1-5+5-(-1)=5-5=0
Vast. Normaalivektoreiksi kdyvét vektorit n = -5i +] ja n =5i —] (vastavektoreita

kesken&an).
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Yhteenveto suoran suuntavektorista s ja normaalivektorista n

Suoran yhtalo ax+by+c=0 y=kx+Db :
suuntavektori s=hi-aj s=i+kj

. . - = — : o= - .= S
normaalivektori n=ai+bj n=-ki+ j s=syi+sy j, jolloin k==L

X

_ |
2-VB(X2,Y2,22)
A(x, 1, 7)

s=AB=(x—X)i+(Y2 — V1) J+(za —7)k
Suoran vektorimuotoinen yhtalo

Suoran vektorimuotoinen yht&ldé on muotoa:

vektori = paikkavektori + t- suoran suuntavektori
r=ry+t-s

Suoran parametrimuotoinen esitys

Jos suora kulkee pisteen P(Xg, Yg,Zg) Kautta ja suoran suuntavektori s =ai+h j +ck,
niin suoran yhtalo voidaan esittdd parametrimuodossa seuraavasti:

X = suoran pisteen x — koordinaatti + t-suuntavektorin i:n kerroin = Xp +at
y =suoran pisteen y — koordinaatti + t-suuntavektorin j:n kerroin = Yo + bt

z = suoran pisteen z —koordinaatti + t-suuntavektorin k:n kerroin = z; +ct

Suoran koordinaattimuotoinen esitys

Jos suora kulkee pisteen P(Xg, Yg,Zg) Kautta ja suoran suuntavektori s =ai+h j +ck,
niin suoran yhtald voidaan esittdd koordinaattimuodossa seuraavasti:

X—X _Y—Yo_2-2

a b c
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Esim. 5.19. Suora kulkee pisteiden A(3,-1,2) ja B(-2,3,1) kautta. Muodosta suoran yhtalo
a) vektorimuodossa b) parametrimuodossa c) koordinaattimuodossa.

Ratkaisu:  Suoran suuntavektoriksi kay s =(-2-3)i+(3-(-1)j+(1-2)k =-5i+4j—k

Paikkavektoriksi voidaan valita joko OA tai @, missa O on origo. Valitaan
paikkavektoriksi OA

OA=T1, = (3-0)i+(-1-0) j+ (2—0)k =3i— j+ 2k (Lasku on turhaan nakyvissa!)

a) Suoran yhtalo vektorimuodossa r=ryg+t-s=3i— j+ 2k +t(-5i+4j—k)
S s
Xx=3-5t
b) Suoran yhtél6é parametrimuodossa y=-1+4t,teR
z2=2-t

c) Suoran yhtalé koordinaattimuodossa X_53 = y—i—l) _ L _12

Esim. 5.20. Tutki leikkaavatko suorat | ja m, kun suora | kulkee pisteiden A(1,0,3) ja B(-2,4,5) ja
suora m pisteiden C(-2,-1,4) ja D(-1,—4,3) kautta. Jos suorat leikkaavat, niin
ilmoita myos suorien leikkauspisteen koordinaatit.

Ratkaisu:  Muodostetaan ensin suorien | ja m suuntavektorit, joiden avulla voidaan kirjoitta
suorien parametriesitykset.

Suoral:  suuntavektori 5, = AB=(-2—1)i+(4—0)j+(5-3)k =-3i+4j+2k
Suora m: suuntavektori % -CD= (-1- (—2))i +(-4- (—1))] + (3—4)R =i —3] —k

Taten suorien parametriesitykset

Xx=1-3t X=—2+S
I: <y=4t m: <y=-1-3s
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Suorien mahdollisessa leikkauspisteessa koordinaatit ovat yhté suuria, jolloin saadaan
edellé oleva yhtaloryhmaélla. Jos yhtéloryhmaélléd on ratkaisu, niin suorat leikkaavat

toisensa.
1-3t=-2+s
4t =-1-3s, josta laskimella saadaan s =-3 jat=2
3+2t=4-5

Koska yhtéaloryhmalle saatiin ratkaisu, niin suorat leikkaavat toisensa.

Leikkauspiste saadaan selville joko sijoittamalla s =—-3 suoran m parametriesitykseen
tai t =2 suoran | parametriesitykseen.

Sijoitetaan t =2 suoran | parametriesitykseen. Talloin saadaan leikkauspisteen
koordinaateiksi:

x=1-3t=1-3.2=-5
l: {y=4t=4.2=8
7=3+2t=342.2=7

Vast. Suorat leikkaavat pisteessé (-5,8,7)
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5.9. Avaruustason yhtalot

Tason vektorimuotoinen yhtal6

Olkoon U ja V tason T suuntavektoreita. Nyt tason T vektorimuotoinen yht&lo on
=1+t +sv
Tason koordinaattimuotoinen yhtalo

Olkoon tason normaalivektori n=ai+b j+ck, jolloin tason koordinaattimuotoinen
yhtélo on

ax+by+cz+d =0

Tason yhtéalo parametrimuodossa

Olkoon tason T yksi piste P(xg, Y, 2o) ja tason suuntavektorit u=uyi-+uy j+u,k

ja v=vyi+vy j+v,k, niinsilloin tason T yhtalo parametrimuodossa on

X = Xg +UyS+Vyt
y=Yo+UxS+Vyt, jossa s,teR

Z=170+ZyS+1Zyt

Esim. 5.21. Taso kulkee pisteiden A(0,3,-2), B(2,-1,1) ja C(1,2,-3) kautta. Esit4 tason yhtalo
a) vektorimuodossa b) parametrimuodossa.

Ratkaisu:  Tason suuntavektoreiksi kayvat esimerkit vektorit
U=AB=(2-0)i+(-1-3)j+(@—(-2))k =2i—4j+3k
Vv=AC=(1-0)i+(2-3)j+(-3-(-2))k=i—j—k

Tason paikkavektoriksi kay esimerkiksi vektori p=OA=3j-2k
a) Tason yht&lo vektorimuodossa r=3j-2k+t (25— 4]+3E)+ s(i—]— R)

X=2S+t
b) Tason yhtél6 parametrimuodossa y=3-4s-t , jossa s,teR
z2=-2+3s5-t
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Esim. 5.22.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 5.23

Ratkaisu:

Vast.

M5 Vektorit

Taso kulkee pisteen A(3,—1,—4) kautta. Esité tason yhtélo koordinaattimuodossa, kun
tason normaalivektori n = —2i + 5] —7k vektorimuodossa.

Koska tason normaalivektori n = —2i + 5]— 7k , niin silloin a=-2, b=5 jac=-7.
Tason koordinaattimuotoinen yht&lo on

—2X+5y—-7z+d =0

Ratkaistaan vield d sijoittamalla yhtdl66n —2x+5y—7z+d =0 tason
piste A(3,—1,-4), jolloin saadaan

—2-3+5-(-1)-7-(-4)+d =0
—-6-5+28+d=0
d=-17

Tason yhtéld koordinaattimuodossa —2x+5y—-7z-17=0

Missd pisteessd suora x=3-t, y=-2+4t jaz=10+2t leikkaa xy — tason?

Suora leikkaa xy — tason, kun z=0.
Merkit&é&n suoran yhtalosséd z =0 ja ratkaistaan t.

z=10+2t=0, josta t=-5

Sijoitetaan t =—5 suoran yhtaloon, jolloin saadaan leikkauspisteen
X jay —koordinaatit. joka kulkee pisteen kautta tai jotain sellaista soveltavaa...

Xx=x=3-t=3-(-5)=8

y=-2+4t=-2+4-(-5)=-22

Suora leikkaa xy — tason pisteessa (8,—22,0).
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5.10. Ristitulo eli vektoritulo

Ristitulo tarkoittaa vektoria axb = ‘EHB‘sin(é, be.

axb
lé -

L

=)
|%9

e Merkinta axb luetaan “aristi b”
Vektori e yksikkdvektori, joka on vektoreita a ja b vastaan kohtisuorassa.

e Vektorit a,b ja e muodostavat tass4 jarjestyksessa niin sanotun oikean kaden
jarjestelman, josta seuraa

EXB:—(BXE)

e Vektorin axb pituus ‘axﬁ‘: suunnikkaan pinta-ala.

v

o Ristitulo axb, jossa a=ayi+ay j+a,k ja b=byi+b,j+b,k saadaan
helposti kolmirivisen determinantin (taulukkokirja s. 19) avulla seuraavasti

k , josta esim.

]+

b, b,

ay 8
by b,

by Dby

axb=la, ay, a,|=
by by b,

y

ay a
=ay b, —a, by

kaksirivinen determinantti b y
Yy YA
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Esim. 5.24. Muodosta vektori axb, kun a=3i—j+2k ja b=—4i+5]+6k

i G k| [P j k
_ - - -1 2. (3 2~ |3 -1-
Ratkaisu: axb=lay ay, a,|=|3 -1 2|= - j+ k
5 6/ |4 6" |4 5
by by, b, -4 5 6

=(~1-6-2-5)i—(3-6-2-(-4)) j+(3-5-(-1)- (-4))k
=-16i—26j—11k

Vast. axb=-16i-26j+11k

ClassPadilla:

1. Talleta muistiin 2. Valitse Interakt, 3. Tayta kuten 4. Vastaus
vektorit (my0s a:=) Vektori ja crossP alla ja valitse OK 3 xb=-16i-26]+11k

£ Muok Tolminto Interakt £ Muok Tolminto crossP 2 Muok Toiminto Interskt

%51 | 4w |14 Muunnos Vektori: a ] B2 e b sie | e | v | AL | ¥
Lisdtoim Toinen: /]

[3 -1 21%a [3 =1 21% | askenta
0K | Peru I

[3 -1 21

Kompleks
e =L, e [-4 5 6]sluett
[-4 5 Gl*B Matriis
_ sugment || Vektori "
(55 © fill Yhtaélo/Epayhtalo r
dim Avustaja b
unity Jekauma/kgant. jaksuma »
angle Talous 3
ol Define

dotH

[-4 5 6]1*b

[-4 5 6]
crossP (a, b)

3 -1 212a

[-16 =26 11]

Esim. 5.25. Laske kolmion ABC pinta-ala, kun A(1,-2,4), B(2,-1,3) jaC(8,0,-2).

Ratkaisu: Lasketaan ensin vektoreiden AB ja AC muodostaman suunnikkaan pinta-ala, joka on
kaksinkertainen kysytyn kolmion pinta-alaan verrattuna.

Vektori AB=(2-1)i+(-1-(-2))j+(3-4)k =i+ j—k

AC =(B8-2)i+(0—(-2)j+(—2-Mk =T7i+2j—6k

i j Kk
Ristitulo ABxAC=1 1 -1=-4i—-j—k
7 2 -6

Suunnikkaan pinta-ala ‘Exﬁ‘ = ‘—4i—]—ﬂ =42

Vast. Kolmion pinta-ala on %«/@
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5.11. Skalaarikolmitulo

Skalaarikolmitulo axbec =‘5.><5H(_3‘C05a , jossa a on vektoreiden axb jac

valinen kulma.

e Kun vektorit a,b ja ¢ alkavat samasta
pisteestd, niin niiden maardaman
suuntaissarmion tilavuus V

V= ‘ax bec

e Jos axbec=0, niin silloin vektoreiden méa&raaman suuntaissarmion tilavuus
on myos 0 ja siksi vektorit a,b ja ¢ ovat samassa tasossa.

e Skalaarikolmitulo axbec =0 saadaan helposti kolmirivisen determinantin
avulla seuraavasti

Olkoon E:axi+ay]+azi, B:bxi+by]+bzi ja c_::cxi+cy]+czk.

Talloin axbec=|by by b,
Cx Cy G

Esim. 5.26. Laske skalaarikolmitulo axbsc, kun a=2i+ j+3k,b=4j+5k jac=8i+5].

2 1 3
. 4 5 0 5 0 4
Ratkaisu: |0 4 5/=| |-2—=| 14| |-3=-25.2—(-40)-1+(~32)-3=-106
50 8 0 5
8 5 0
Vast. axbec=-106
ClassPadilla:
1. Kirjoita 3x 3 - matriisi 2. Maalaa ja valitse Interakt,  3.Vastaus axbec =-106
Matriis, Laskenta ja det
£ Muck Toiminto Interakt nzg I”ﬁ"“ﬁ?‘,l"ﬂ‘n‘;o ' ? L Tilmlm.o Inbersit
T T o [ : 4 e 1
R B
5 det(|0 4 5[
sseits > 850
~106
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Esim. 5.27. Laske pisteen A(2,6,—4) etdisyys tasosta 4x—8y—z—-3=0.

Ratkaisu:  Esimerkiksi pisteet B(3,1,1), C(-2,0,—11) ja D(10,5,—-3) ovat ko. tasolla, koska ne
toteuttavat tason yhtalon (esim. piste B: 4-3-8-1-1-3=0)

Muodostetaan vektorit BA, BC ja BD ja siirretadn ne

alkamaan samasta pisteestd, jolloin ne méaaradvat
suuntaissarmion. Lasketaan suuntaissarmion korkeus h, joka
on sama kuin pisteen A(2,6,-4) etdisyys pisteiden

B(3,1,1), C(-2,0,—-11) ja D(10,5,-3) maaraamasta tasosta

BA=(2-3)i+(6-1)j+(-4-1)k =—i+5j—5k

BC =-5i— j—12k

BD=7i+4]—4k
Suuntaissarmion tilavuus V =Aph, josta h= N
p
Toisaalta suuntaissarmion tilavuus V= ‘ﬁx@ . ﬁ‘

ja suuntaissarmion pohjan pinta-ala A = ‘Ex@‘ Ap = ‘%xﬁ‘

5 -1 -12
BCxBDeBA=|7 4 -4|=-507,jostatilavuus V =|-507|=507
-1 5 -5
i j ok
BCxBD=|-5 -1 -12/=52i-104]j-13k , josta pohjan pinta-ala A
7 4 -4

A, =|BCxBD|= [52i ~104] ~13k| =117
Talléin suuntaissdrmion korkeus eli pisteen etaisyys tasosta

V807 18,1,V

Ap_ﬁ_3 3 Ap_ﬁ_s 3

v _507_13_,1

Vast. Etéisyys tasosta on %
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M5, alkuosan tehtavat

Tehtévissa 5.1 — 5.6 ei saa kayttaa laskinta.

5.1. Olkoon A=(-11), B=(3,-2),
C=(2-1,-5) ja D=(2,3,-2)

a) Muodosta vektori AB

b) Laske vektorin AB pituus

¢) Muodosta paikkavektori OC .
d) Muodosta vektori, joka on 10

pituusyksikkod pitka ja vastakkaissuuntainen

vektorin DC kanssa.

5.2. a) Mika on suoran

r= 25—?+3E+t(—5§+]+§)
suuntavektori s?

b) Miké on suoran

2X—Yy+4=0 normaalivektori n?

X=4+3t
c) Kulkeeko suora 1 y=1—-t  pisteen
z=-3+2t

A(7,0,1) kautta?

d) Mik& on tason 5x—y+2z+4=0
normaalivektori?

e) Onko piste A(-1,3,2)

tasolla —x+2y—-3z-1=07?

f) Ovatko vektorit a=8i—4j + 2k ja

b=-4i+2j—k yhdensuuntaisia?

afu.kion. matematiikka

CASIO

5.3. a) Laske a-b, kun

\5\ =3, \6\ =6 ja «(a,b) =30°

b) Milla vakion t arvoilla vektorit
a=ti+3tj+k jab=2ti— j+k ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan?

¢) Tason normaalivektori n = 2i—5j+3k jase
kulkee pisteen A(1,0,-2) kautta. Kulkeeko
taso pisteen B(2,—-1,5) kautta?

5.4. Jaa vektori 3a+8b vektoreiden

3a+b ja a—2b suuntaisiin komponentteihin,

kun 5/]1{5.

5.5. Olkoon kolmiossa ABC sivu AB=a
ja BC =b. llmoita jana ED vektoreiden

ajab avulla, kun piste D jakaa sivun AB

suhteessa 2:5 japiste E jakaa sivun BC

suhteessa 1:3.

5.6. Mika on pallon
X2+ y2 +2% —6x+ 2y—-10z2-5=0 keskipiste

ja séade?
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M5, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 5.7 — 5.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

5.7. a) Laske pisteen A(2,0,-3) etdisyys
tasosta 3x—y—-5z-2=0. (2p)
(tiedosto, video)

b) Laske pisteen A(3,-6) etéisyys
X+2 y-4

suorasta ——=>——. (4
=, @)

(tiedosto, video)

5.8. Vektorit a jab ovat vastakkaissuuntaiset.
Olkoon a = gi —2j jaolkoon vektorin b

pituus 5. Maarita b .
(tiedosto, video)

5.9. Origosta O alkava vektori OP on
vektorin 3i+ j suuntainen, ja sen karki P on
pisteiden A=(1,2) jaB=(7,1) yhdysjanalla.
Missd suhteessa piste jakaa janan AB ?
(S04/4) (tiedosto, video)

5.10. a) Laske pisteen A=(4,8,1) etéisyys
suorasta BC, kun B=(3,2,2) jaC =(6,0,3).

(tiedosto, video)

b) Ovatko pisteet
A(0,2,1), B(2,1,5),C(4,-1,0) ja D(2,3,—4)
samassa tasossa?

(tiedosto, video)

5.11. Laske kolmion ABC painopiste, kun
A(-1,0,2), B(2,3,5) jaC(4,6,8).
(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka

CASIO

5.12. Taso x+2y+3z =6 leikkaa positiiviset
koordinaattiakselit pisteissd A,B ja C.

a) Méarita sen tetraedrin tilavuus,
jonka karjet ovat origossa O seké
pisteissd A,BjaC.

b) Méérita kolmion ABC pinta-ala.
(K14 /9) (tiedosto, video)

5.13. Méaritd normaalivektori tasolle, joka
siséltda pisteen (1,1,1) jasuoran x =1+t,
y=2+2t jaz=3+3t,teR. (K02/11)
(tiedosto, video)

5.14. Todista lause Puoliympyrin sisdltima
kehidkulma on suora”.
(tiedosto, video)

5.15. Kappaleet K, ja K, . liikkkuvat

avaruudessa suoraa rataa pitkin tasaisella
nopeudella.

Hetkelld t =0s kappale K; on pisteessa

AL 2,3) ja kappale K, on pisteessa

B(3,4,0) jahetkelld t =1s kappale K; on
pisteessd C(3,2,4) ja kappale K, on pisteessa
D(5,3,3).

Leikkaavatko kappaleiden K; ja K, radat
toisensa ja jos leikkaavat, niin maarita tama
leikkauspiste?

(tiedosto, video)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLAQjbewcWSZsI90591sY9vOEVwJ-d5S5A
https://www.dropbox.com/s/l2qa14xzzh1mzjs/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_7_a.vcp?dl=0
https://youtu.be/zAYNWK-48eU
https://www.dropbox.com/s/sigut2mt7dxcra5/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_7_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/Y4yas1f79i8
https://www.dropbox.com/s/bcol9qvinqeovgq/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_8.vcp?dl=0
https://youtu.be/R4It-QASeqU
https://www.dropbox.com/s/4w8n6uayzn72p0s/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_9.vcp?dl=0
https://youtu.be/nWDwYZ5zM60
https://www.dropbox.com/s/nuuoipk4it9n3x3/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_10.vcp?dl=0
https://youtu.be/ylvBUkekxtU
https://www.dropbox.com/s/39r8ydb40rs8n20/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_10_b.vcp?dl=0
https://youtu.be/0RC4rssi8Io
https://www.dropbox.com/s/b95fekj3frxkcxx/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_11.vcp?dl=0
https://youtu.be/EsQkF-gTFEU
https://www.dropbox.com/s/lx2cg2sh8a4m5tv/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_12.vcp?dl=0
https://youtu.be/PQ6fCiKuVZw
https://www.dropbox.com/s/epdtitspol9w2hh/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_13.vcp?dl=0
https://youtu.be/HIi4ai0UQ4s
https://www.dropbox.com/s/6j9yxks13paskhs/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_14.vcp?dl=0
https://youtu.be/aH012jFyH9w
https://www.dropbox.com/s/jcphgrzhasl9ulq/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_15.vcp?dl=0
https://youtu.be/dFW9p2j4amw
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M6 Todennakoisyys ja tilastot

6.1. Tilastojen peruskasitteet

Havaintoaineisto koostuu tilastoyksikoista (havaintoyksikdistd), joihin liittyy muuttuja. Esimerkiksi
opetusryhmaén opiskelijoiden arvosanojen tutkimuksessa opiskelija on tilastoyksikko ja arvosana on
muuttuja.

Perusjoukolla (populaatiolla) tarkoitetaan kaikkia tilastoyksikkdja. Esimerkiksi kaikkien
lukiolaisten aidinkielen paattdarvosanaa vuonna 2017. Talloin kaytdssé olisi kokonaisaineisto.
Yleensé perusjoukon tutkiminen tulee liian kalliiksi ja siksi perusjoukosta tutkitaan vain otosta
(saatu satunnaisesti jollakin otantamenetelmélld) tai ndytettd (valittuna tietyn lukion opiskelijat).

Muuttujat voidaan jakaa diskreetteihin eli epéjatkuviin ja jatkuviin muuttujiin.
Diskreetti muuttuja voi saada vain tiettyjd arvoja (matematiikan kurssiarvosana tai kengannumero).

Jatkuva muuttuja voi saada mité arvoja tahansa tietyll& valilla (ihmisen pituus tai elinika).

Muuttujat voidaan luokitella neljaén luokkaan niin, ettd kukin mitta-asteikko siséaltaa kaikki
edellisten asteikkojen ominaisuudet.

Luokittelu- eli nominaaliasteikko:
e Alkeellisin mitta-asteikko
e Kuvaa havaintojen vélista erilaisuutta tai samankaltaisuutta ts. kuuluvatko samaan
luokkaan vai eivét.
e Esimerkkeja luokitteluasteikon muuttujista: ammatti, kansalaisuus.
e Muuttujille voidaan antaa numeroarvo, jolla ei kuitenkaan ole mitaan aritmeettista
merkitysta ja muuttujia ei mydskaan voida laittaa paremmuusjarjestykseen.

Jarjestys- eli ordinaaliasteikko:

o Esimerkkeja jarjestysasteikon muuttujista: sotilasarvo, hakijan patevyys.

e Muuttujille voidaan madrittéa jarjestys, jota ei voida kuitenkaan mitata millaan
mittaluvulla ja siksi vain jarjestys merkitsee. Esimerkiksi ylivaapeli on
sotilasarvoltaan ylempéna kuin vaapeli, mutta ei voida tarkalleen ilmoittaa kuinka
paljon ylempéana.

Valimatka- eli intervalliasteikko:
o Esimerkkeja valimatka-asteikon muuttujista: kengannumero, lampétila (°C).
o Ilmaisee jarjestyksen liséksi myds mittausten vélisen keskindisen etdisyyden mutta
nollapiste on sopimuksenvarainen (esim. lampétilan celsiusasteikko).
e Ensimmadinen mitta-asteikko, jossa aritmeettisten laskutoimitusten suorittaminen
on mieleké&sté.

Suhdeasteikko:

e Suhdeasteikko on mitta-asteikoista kaikkein taydellisin.

e Suhdeasteikolla on luonnollinen nollapiste (absoluuttinen nollapiste) ja sen vuoksi
suhdelukuasteikko tekee mahdolliseksi suhdelukuvertailut eri muuttujien valilla.

e Esimerkkeja suhdeasteikon muuttujista: lasten lukumaarg, lampétila (K).

Jfukion matematiikka CASIO Siva | 117




6.2. Tilastojen esittiminen

M6 Todennakdisyys ja tilastot

Tilasto esitetdan yleensa frekvenssijakauman tai diagrammin avulla.
Frekvenssijakauma on taulukko, jossa esitetddn muuttujan arvot ja niihin liittyvat frekvenssit.

Freksvenssijakaumassa kéaytetdan seuraavia merkintdja: sulkeisiin on merkitty toinen merkintétapa

x = muuttuja, esimerkiksi arvosana

f = frekvenssi tai absoluuttinen frekvenssi, ilmoittaa muuttujan lukumaéran

f % = suhteellinen frekvenssi, ilmoittaa prosentuaalisen osuuden ( p)

F = summafrekvenssi, kumulatiivinen frekvenssi, kertyméafrekvenssi, (sf )

F % = suhteellinen summafrekvenssi, suhteellinen kertymafrekvenssi (sf % tai P)

Diskreetin muuttujan frekvenssijakauma
Esim.6.1. Arvosanatovat 7,5, 10,6,6,8,7,8,5,4,9,8,6,6,7,5,6,7,9,7, 7, 8. Laadi niista

frekvenssijakauma.

Ratkaisu: X f f % (p) F (sf) F % (sf % tai P)
0,
4 1 %-100% ~ 4,5% 1 45%
5 3 13,6 % 1+3=4 45%+13,6% =18,1%
6 5 22,7 % 1+3+5=9 40,9 %
7 6 27,3 % 15 68,2 %
8 4 18,2 % 19 86,4 %
9 2 9,1 % 21 95,5 %
10 1 4,5 % 22 100 %
Xf =22

Frekvenssijakaumasta huomataan esimerkiksi, ettd 75 % opiskelijoista sai korkeintaan arvosanan 8.

Yleensé jakaumista piirretdan kuvaajia kuten pylvéaskuvioita, ympyrékuvioita tai viivakuviota.

Pylvasdiagrammi

O B N W B~ U1 O

4

5

6 7
Pylvasdiagrammilla kuvataan frekvenssia.

ozukion. matematiikka

8

9 10

Sektoridiagrammi

10
45

Sektoridiagrammilla kuvataan suhteellisia

frekvensseja.

CASIO.
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Jatkuvan muuttujan frekvenssijakauma

Esim. 6.2. Alla on erééssa lukiossa opiskelivien koulumatka taysina kilometreina.

60, 84, 14, 62, 55, 99, 91, 83, 82, 61, 87, 16, 25, 16, 19, 86, 23, 47, 80, 66,
27,64, 38, 40, 48, 60, 61, 77, 30, 19, 56, 39, 29, 21, 14, 12, 50, 93, 18, 65

Luokittele ja taulukoi aineisto.

Ratkaisu: Valitaan luokan pituudeksi 11, jolloin se alkaa aineiston pienimmasté arvosta 12 ja
loppuu suurimpaan arvoon 99. Tall6in luokat ovat 12 — 22, 23 — 33, 34 — 44, 45 — 55,
56 — 66, 67 — 77, 78 — 88 ja 89 — 99. Lasketaan seuraavaksi miten monta
havaintoarvoa kuhunkin luokkaan tulee ja kirjoitetaan frekvenssijakauma.

koulumatka | todelliset luokkarajat | luokkakeskus flf% F |F%
12 - 22 [11,5; 22,5] 11,5+22,5 _17 91225% | 9 |225%
2
23-33 [22,5; 33,5] 22,5+335 08 51125% | 14| 350%
2
34— 44 [33,5; 44,5] 33,5+44,5 39 31 75% | 17]425%
2
45 — 55 [44,5; 55,5] 44,5+55,5 50 4110,0% |21 | 52,5%
2
56 — 66 [55,5; 66,5[ 55,5+66,5 61 91225% 30| 75%
2
67 77 [66,5; 77,5] 66,5+77,5 77 1125% |31|775%
2
78 — 88 [77,5;88,5] 77,5+88,5 83 6]150% |37|925%
2
89-99 [88,5;99,5] 88,5+99,5 04 3| 7,5% |40 | 100 %
— =
Histogrammi Frekvenssimonikulmio (viivadiagrammi)
f 10
9
! (10 T T
7 8 '\\ N
g NEiEEEEE
: 4 , : ,=/ \ /\\
/
2 2 Ty \‘/ .\
1 °
0 0 :I \on
17 28 39 50 61 72 83 94 6 17 28 39 50 61 72 83 94 105
Matka Matka
Pylvaét piirretddn yhteen ja pylvéaéan Viivadiagrammi alkaa ja pééattyy nollatasolle.
keskikohdalle merkitdin luokkakeskus. Luokkakeskuksen kohdalle merkitaan frek-

venssi ja pisteet yhdistetdan viivalla.
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M6 Todennakadisyys ja tilastot

6.3. Keskiluvut

Eri henkil6ille voi muodostua erilainen késitys tilastoaineiston graafisesta esityksesta. Siksi
tilastomenetelmissa frekvenssijakaumaan siséltyvéa informaatio pyritdan keskittdméan muutamaan
harvaan koko tilastoaineistoa kuvaavaan lukuun, tunnuslukuun (keskiluvut ja hajontaluvut).

Moodi

Moodi on aineistossa useimmin esiintyva muuttujan arvo.Tunnuslukuna moodi ei ole
paras mahdollinen, koska niita voi olla useitakin tai sitd ei ole edes olemassa (jokaisen

muuttujan frekvenssi on sama).

Jos matematiikan kurssiarvosanat ovat: 7, 9, 10, 8, 7, 10, 8,5, 7, 6, 9,
moodi on arvosanat 7 ja 8 (molempia on nelja kappaletta)

8, 7ja 8, niin

Jos muuttuja on luokiteltu, niin tasavélisessa frekvenssijakaumassa suurinta
frekvenssid vastaavaa luokkaa sanotaan moodiluokaksi. Moodin lukuarvo talléin on

moodiluokan luokkakeskus.

Esim. 6.3. Alla on eréén oppilasryhman pituuksien frekvenssijakauma. Laske pituuden moodi.

pituus frekvenssi
1‘51'1 : 128 2 +—|uokkakeskus = 150,5+160,5 =155,5
161 -170 5
171180 6 <+— |uokkakeskus = M =175,5
181 -190 2

Ratkaisu:  Suurin frekvenssi (6 kpl) on luokissa 151 — 160 ja 171 — 180, jotka néin ovat aineiston

moodiluokat. Moodin lukuarvot ovat luokkien luokkakeskukset.

Vast. Mo = 155,5 cm ja Mo = 175,5 cm

ofu.kion. matematiikka c AS I o
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Esim. 6.4.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 6.5.

Ratkaisu:

Vast.

M6 Todennakdisyys ja tilastot

Mediaani

Mediaani on suuruusjarjestyksessa olevista muuttujan arvoista keskimmaéinen, jos
havaintojen lukumaaré n on pariton. Jos n on parillinen, mediaaniksi voidaan valita
jarjestysasteikolla mitatusta muuttujasta toinen kahdesta keskimmaisesta
havaintoarvosta ja véalimatka- ja suhdelukuasteikolla mitatusta muuttujasta kahden
keskimmadisen keskiarvo.

Laske arvosanojen a) 6, 5, 9, 7, 10, 6, 8 b) 10, 5, 8, 7, 9, 6, 6, 9 mediaani

a) Jarjestetddn arvosanat suuruusjarjestykseen 5,6,6,7,8,9,10
Jaetaan havaintojen lukumaéara kahdella % =3,5~4 (neljas arvosana on
keskimmainen)

51 61 61 7; 8, 9, 10
P O
L 20 345 6 T

b) Jérjestetddn arvosanat suuruusjérjestykseen 56,6,7,8,9,9, 10

Jaetaan havaintojen lukumé&éra kahdella %: 4 (neljas ja viides arvosana

on keskimmadisia)
51 6$ 61 7) 81 9, ,10
o P P o
1 2 314 56 7. 8.
L . . _7+8
Mediaani on néiden arvosanojen keskiarvo Md = = 75

aMd=7 b)Md=75

Jos tarkasteltava jatkuva muuttuja on mitattu vahintaan valimatka-asteikolla,
madritellddn mediaani mediaanin sisaltdvan mediaaniluokan luokkakeskuksena.
Mediaaniluokaksi sanotaan luokkaa, jossa kumulatiivinen prosenttijakauma
ensimmadisen kerran saavuttaa 50%:n rajan tai vastaavasti kumulatiivinen frekvenssi
saavuttaa ensimmaisen kerran havaintoarvoista puolet.

Alla on erdan oppilasryhmén pituuksien frekvenssijakauma. Laske pituuden mediaani.

pituus tod. luokkarajat | luokkakeskus | f f % F F %
141 -150 | [140,5; 150,5[ 145,5 3| 136% | 3| 136%
151-160 | [150,5;160,5[ 155,5 6 273% | 9| 409% mediaani-
161-170 | [160,5; 170,5[ 165,5 5|1227% | 14| 636% 4—
171-180 | [170,5;180,5[ 175,5 6| 27,3% | 20| 90,9 % luokka
181-190 | [180,5;190,5[ 185,5 2| 91% 22| 100 %

Mediaaniluokka on 161 — 170 ja siksi mediaani on 165,5 cm (luokkakeskus).

Md = 165,5 cm
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Fraktiili

Mediaanin verrattavia tunnuslukuja ovat fraktiilit, jotka eivét ole keskilukuja.
Fraktiili on luku, jota pienemmaksi jaa tietyn suuruinen osa jarjestetysté aineistosta.
Frekvenssijakauman p%:n fraktiili on sellainen muuttujan arvo, jonka kohdalla
havaintoarvojen suhteellinen summafrekvenssi saavuttaa arvon p (0 < p < 100).

Fraktiilit voidaan méaarittaa jarjestysasteikon muuttujalle.

Fraktiileista kvartiilit ovat eniten kaytettyja. Kvartiilit jakavat mediaanin kanssa
havaintoaineiston neljain yhta suureen osaan. Fraktiilileilla on olemassa omat
vakiintuneet nimitykset:

25%:n fraktiili on alakvartiili (Q1)
50%:n fraktiili on mediaani (Md = Q)
75%:n fraktiili on ylakvartiili (Q3)

Fraktiileja, jotka jakavat aineiston viiteen yhta suureen osaan, kutsutaan kvintiileiksi.

Fraktiileja, jotka jakavat aineiston kymmeneen yhtd suureen osaan, kutsutaan
desiileiksi.

Jos on kéytdssé laaja frekvenssitaulukko, p %:n fraktiiliksi voidaan valita se arvo,
jossa suhteellinen summafrekvenssi F% ensimmaisen kerran saavuttaa p%:n rajan.
Esimerkiksi alakvartiili saadaan méérittamalla suhteellisen summafrekvenssin F%
kohtaa 25 % ja kuudes desiili Dg saadaan maarittaméalla summafrekvenssin kohtaa
60% vastaava muuttujan arvo.

Esim. 6.6. Kaytd alla olevaa frekvenssitaulukkoa hyvaksi ja méérita muuttujan
a) alakvartiili Q1 b) ylakvartiili Qs ¢) kuudes desiili Dg d) yhdeksas desiili Dg

X|f] f% |F| F%

1 (1] 33% | 1] 33%
2 12167% | 3] 10%

3 14[133% | 7 |233%
4 15116,7% 12| 40%

5 [7]1233%]19[633%
6 |4]133% |23 |76,7%
7 (3] 10% |26(86,7%
8 12| 6,7% |28 |93,3%
9 11]33% |29]96,7%
1011| 3,3% | 30| 100 %

Ratkaisu: a) Alakvartiili Q; on se, jossa suhteellinen summafrekvenssi saavuttaa ensimmaisen
kerran 25 % rajan. Néin ollen alakvartiili Q; = 4.

b) ylakvartiili Qs = 6 (ensimmaisen kerran F% ylittda 75 %).
¢) kuudes desiili Dg = 5 (ensimmadisen kerran F% ylitt4a 60 %).

d) yhdeksés desiili Dg = 8 (ensimmaisen kerran F% ylittaa 90 %).
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Aritmeettinen keskiarvo

Minimiasteikkovaatimus on véalimatka- eli intervalliasteikko.

Muuttujien X;, Xo, X3,..., X

aritmeettinen keskiarvo

n

Jos aineistosta on kaytettavissa
frekvenssitaulukko,
niin aritmeettinen keskiarvo

n
2%

. X+ X+t X, 3

n n
Kurssiarvosanojen
8,7,5,8,9,10,8,6,9 ja 7.
aritmeettinen keskiarvo
< 8+7+5+8+9+10+8+6+9+7

10
x=1_77
10

g - fx, + £, +--+ f X, =
n n
pistemaara frekvenssi
2 5
3 12
4 8
X = 5.2+12-3+8-4
25
x=18 _31
25

Esim. 6.7.

Ratkaisu:

Vast.

Huomautus:

Esim. 6.8.

Ratkaisu:

Vast.

afu.kion. matematiikka

Matin englannin kurssiarvosanat olivat seuraavat: 8, 9, 8, 6 ja 10. Mink& arvosanan
Matti pitéisi saada viimeisestd englannin kurssista, jotta loppuarvosanaksi tulisi 9?

Loppuarvosana on 9, jos arvosanojen keskiarvo on 8,5. Talloin kuuden kurssin
yhteenlaskettu summa on Z X; =6-8,5=51
Viiden ensimmaisen kurssin summaon8+9+8+6+10=41

Néin ollen Matin pitéa saada viimeisesta englannin kurssista arvosanaksi 51 — 41 = 10

Matin pitad saada arvosana 10

Jos aineisto on luokiteltu, niin silloin keskiarvoa laskettaessa kaytetadan
luokkakeskuksia.

Laske keskiarvo alla olevasta luokitellusta tilastoaineistosta.

massa | tod. luokkarajat | luokkakeskus | f | f% | F F %
55 -59 [54,5 ; 59,5] 57 3 125 | 3 125
60 — 64 [59,5; 64,5] 62 5 1208 | 8 33,3
65 — 69 [64,5; 69,5] 67 4 | 16,7 | 12 50

70-74 [69,5; 74,5] 72 6 25 | 18 75

75-79 [74,5; 79,5] 77 6 25 | 24 100
X 3-57+5-62+4-67+6-72+6-77 21643 _ 68,458333 ~ 68,5

24 4
Keskiarvo on noin 68,5 Kkg.
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Painotettu keskiarvo

Jos muuttujien arvot Xq, X,, X3, ..., X, eivat ole yhta merkityksellisia, niin silloin
voidaan laskea painotettu keskiarvo, jossa muuttujien arvot kerrotaan kunkin
muuttujan X; omalla painollaan w; . Painotettu keskiarvo xw on

D WX,
WX, +WoX, +-+ W X, &
w = = n .

W, +W, +---W
1 2 n zwi

i=1

Jos painot ovat suhdelukuja > w;x; =1 niin tallgin:x, =>" w,x; .
i=1

i=1

Esim. 6.9. Laske a) aritmeettinen b) painotettu keskiarvo vaihto-oppilaan arvosanoista.

aine kurssien maara arvosana

matematiikka 3 7

englanti 5 9

fysiikka 1 9

kemia 1 7

ranska 3 10
Ratkaisu:  a) X 7+9+9+7+10 _84 b)g _ 3-7+5-9+1-9+1-7+3-10 _8,615...~8,6

5 13
Vast. a) aritmeettinen keskiarvo x = 8,4 b) painotettu keskiarvo  x,, =~ 8,6

6.4. Hajontaluvut

Keskiluvut yksistaan eivat anna riittavasti tietoa aineistosta. Esimerkiksi alla on Liisan ja Maijan
matematiikan kurssiarvosanat. Molemmilla on sama keskiarvo 7, vaikka pylvasdiagrammit
nayttavat hyvin erilaisilta.

Kurssi Liisa Maija Keskiarvo Pylvasdiagrammi
M1 8 6
M2 7 7 £ B+7+6+10+10+6+9+5+5+4 2 ﬁ" I
.. B 10 1
M3 6 7 Liisa s 0
M4 10 8 4 6 810
M5 10 6
M6 6 7
M7 9 7 10 3, 6 ,
M8 5 7 1 0
M9 5 7 Maiia Y=6+7+7+8+6+7+7+7+7+8 0
! - 10 6 7 8
M10 4 8 X=7

Keskilukujen lisdksi on tunnettava myos hajontaluvut, jotta havaintoarvojen jakautuminen
tiedettéisiin paremmin ja voitaisiin analysoida aineistoa yksityiskohtaisemmin.
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Keskihajonta

Tarkein ja eniten kaytetty hajontaluku on keskihajonta eli standardipoikkeama s,

2 (% =x)
= kun tunnetaan koko aineisto ja
n

kaavalla , kun aineistosta on kaytdssé otos (tutkimuksen koko aineistoa ei tunneta,
kutsutaan otoskeskihajonnaksi).Kaytanndssa tulosten ero on merkitykseton, kun
havaintoarvojen méérd n on riittdvén suuri (n > 30)

joka saadaan laskettua kaavalla s, =

Mita pienempi keskihajonta s on, niin sitd paremmin havaintoaineisto on jakautunut
keskiarvon ympadrille. Kun havaintoyksikko on vahintdan kahden keskihajonnan
paéassé keskiarvosta, on sen poikkeama keskiarvosta merkittava.

Varianssi s

Keskihajonnan neliota s® kutsutaan varianssiksi, joka saadaan nain

n

> (% —x) Z X, —X)°

il tai kaavalla s> = =+
n n-1

kaavallas? =

Vaihteluvali

Havaintoarvojen pienimman ja suurimman arvon muodostama vali [Xmin, Xmax]-

Vaihteluvalin leveys (tai pituus) R

Vaihteluvélin leveyttékin sanotaan usein vaihteluvaliksi. Vaihteluvélin leveys
saadaan seuraavasti: R = Xmax — Xmin

Kvartiilivéli
Kvartiilivali on ala- ja ylékvartiilin muodostama vali (Qq, Q3 ).

Kvartiilipoikkeama

Valimatka- ja suhdeasteikolla maéritellaan kvartiilipoikkeama Q = %

Keskipoikkeama

>h - > 1A
i=1

n n

Havaintoarvojen xq, X, Xs,..., X, keskipoikkeama d =
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Esim. 6.10. Alla on lueteltu Liisan ja Maijan pitkdn matematiikan pakolliset arvosanat.

Kurssi 1. | 2. | 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10.
Liisa 8 7 6 10| 10 | 6 9 5 5 4
Maija | 6 7 7 8 6 7 7 7 7 8

Laske a) vaihteluvili b) vaihteluvalin leveys (pituus) c) kvartiilivali
d) kvartiilipoikkeama e) keskipoikkeama

Ratkaisu: Kirjoitetaan molemmista frekvenssitaulukot, silld tarvitsemme ala- ja ylakvartiileja.

Lisa|x |[f| f% |F| F% Maija |[x | f| f% | F | F%
4 [1]10%| 1| 10% 6(2/20% | 2 | 20%
5 [2[20%| 3 | 30% 7/6[60% | 8 | 80%
6 [2]{20% | 5 | 50% 8[2]20% | 10 | 100 %
7 [1/10%]| 6 | 60%
8 |1/10%| 7 | 70%
9 [1/10%| 8 | 80%
10 | 2| 20% | 10 | 100 %
Liisa Maija
a) vaihteluvéli [4,10] [6,8]
b) vaihteluvalin pituus R R=10-4=6 R=8-6=2
¢) kvartiilivali (5,9) (7,7
d) kvartiilipoikkeama Q =2 =0
e) keskipoikkeama di i = 1-14-7|+2:|5-7|+2:|6—-7|+1:|7—-7|+1-|8-7|+1:|9—-7|+2:|10-7]| _ 18
p Liisa — 10 -4
dyiaja = 216-71+6:17-71+2:18-7] _ 0.4

10
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ClassPadilla: Laske keskiarvo ja moodi, kun arvosanat olivat 6, 9, 7, 4, 10,9, 5,7, 8,7 ja9

Ratkaisu: 1. Siirry - ohjelmaan

Vast.

Selitykset:

ozukion. matematiikka

£ Muock Laske Asetagraafi #

list]  [list2  [list8
I

=

L0 O =) OO0 £ LD M

E Yksi muuttuja

= AKE| muutiu)jaa
I:st. Regressiot v

Testi
Luottamusy
Jakauma
Kéént, jakauma
Néyts tilastot

r ‘

7

r—y
=4 L0 00 =~ 0N O £ O S =4

—
ra
I“—"’

5. Liukupalkista saat nakyviin lisaa infoa.

Tilastolaskenta

Yksi muuttuja

—

X =T, 3636364
54 =81

=yt =631

Ox =1.7721444
Sy =], 8586408
minX =4

QI =G

Med =7

vl

|H|

| 0K |

(I

2. Sy0td arvosanat listaan 1

& Muok Laske Asetagraafl ¢

list] _ [list2  [list3 (4]
| 3 o
2 9
3 7
4 4
§ 10
[ 9
7 5
8 7
9 g
10 7
1 9
12 |
4. Valitse OK

Aseta laskents

Yksi muuttuja

R

Free [1 [¥]

”
6. Valitse lopuksi OK

Tilastolaskenta

Yksi muuttuja

TITITLA =1 [a ]

Moodina ovat arvosanat 7 ja 9 (kaksi kappaletta) ja arvosanoja 7 ja 9 on 3 kappaletta.

Keskiarvo 7,4 ja moodina arvosanat 7 ja 9.

X = keskiarvo ZX = havaintoarvojen summa

sz = havaintoarvojen nelididen summa oy = keskihajonta
s, = otoskeksihajonta (ei tunneta koko populaatiota) n = arvosanojen lukumaéara
min X = pienin havaintoarvo Qq = alakvartiili

Med = mediaani Q3 =ylakvartiili
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6.5. Korrelaatio

M6 Todennakadisyys ja tilastot

Korrelaatiolla tarkoitetaan kahden muuttujan valista riippuvuutta. Jotta saisi oikean kasityksen
millaisesta riippuvuudesta on kyse, niin kannattaa piirtda hajontakuvio eli korrelaatildiagrammi,
jonka avulla on helpointa 10ytaa sopivin regressiofunktio. Korrelaatio voi noudattaa esimerkiksi
lineaarista mallia, polynomimallia tai eksponentiaalista mallia. Jos muuttujia on kaksi, niin silloin
toista muuttujaa kutsutaan selittdvaksi muuttujaksi ja toista selitettdvaksi muuttujaksi. Yleensa
selittavad muuttujaa merkitadn X :113 ja selitettdvad muuttujaa Y :11a. Jos hajontakuviossa ei ilmene

minké&anlaista sédnnoénmukaisuutta, niin aineiston matemaattista tarkastelua ei kannata jatkaa

pidemmialle.
yA

A

o

X

Lineaarinen malli

y=kx+b

Lineaarinen malli

yu

\« A

yn

»

Polynomimalli

y=ax® +bx+c

>
X

X

Eksponentiaalimalli

y =ab”

Lineaarisessa mallissa havaintoaineisto voidaan mallintaa suoran y = kx+b avulla.

Suoraa kutsutaan tall6in regressiosuoraksi, joka kulkee aina keskiarvopisteen (x, y)

kautta. Korrelaatio on positiivista, jos regressiosuora on nouseva ja negatiivista, jos
regressiosuora on laskeva.

yA

»

\ 4

negatiivinen
korrelaatio

afu.kion. matematiikka

yA

yA

positiivinen
korrelaatio

CASIO

\ 4

ei
korrelaatiota
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M6 Todennakdisyys ja tilastot

Korrelaatiokerroin r

Yhden tilastomuuttujan tarkastelussa kéytettiin apuna keskilukuja ja hajontalukuja.
Kahden muuttujan vélista riippuvuutta voidaan myds tarkastella tunnuslukujen avulla.
Tarkein ja eniten kaytetty tunnusluku on Pearsonin korrelaatiokerroin

Z(Xi _)_()(yi_y)

r= > ~ joka mittaa lineaarista yhteytta ja sen arvo on
2057 {2057

—-1<r <1. Korrelaatio on herkka poikkeaville arvoille ja se on taydellistd, jos r =+1.
Y4 V4 Y 4

»

v

X X

r=-1 r=1 r~-0,3

Korrelaatiokertoimen arvo on hyvin harvoin nolla, vaan yleensa sen arvo poikkeaa
nollasta. Yleisesti tulkitaan, etta kahden muuttujan lineaarinen korrelaatio on

voimakasta, jos Ir|>0,8

huomattava, jos 0,6<|r|<0,8

kohtalainen, jos 0,3<|r|<0,6

merkitykseton, jos Ir|<0,3
Huomautus: Kahden muuttujan vélinen riippuvuus voi olla hyvinkin Yt

voimakasta, vaikka Pearsonin korrelaatiokerroin r = 0.
Muuttujien vélinen yhteys ei ole silloin lineaarista vaan
epalineaarista (katso vieressé olevaa korrelaatiodiagrammia).
Jos korrelaatio ei ole lineaarista, niin silloin selityskerroin

><"

eli selitysaste r? kertoo, miten luotettavasti kaytetty

matemaattinen malli kuvaa kahden muuttujan vélista riippuvuutta. r~0

Regressiosuoran yhtalo

Regressionsuoran y = kx +b parametrit k =

(> xvi) - (%) (2v) ja
n(inz)—(ZXi)Z

= y—kX . Kdytdnnossa parametrien arvot

o2V k(x) Yvi k()

n
lasketaan aina laskimella tai tietokoneella.
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Regressiosuoran yhtalén johtaminen ClassPadilla

Laske korrelaatiokerroin ja muodosta regressiosuoran yhtald, kun havaintopisteet

ovat (-2,-5),(@,-4),(2,0) ja (3,1).

1. Siirry , - ohjelmaan

£ Muck Laske Asetagrasfi &

e il Nl el e ]SS

| listz [list3 [listd [list5
.

£F o £ RO =4
0~ G
O o G0 5

3. Valitse Asetus
£ Muck Laske *
ok

- Wi Tilastograafi 1
list2 Jlig Tilastograafi 2 [+
[ITilastograafi 3 B
[ ITilastograafi 4
[ ITilastograafi &
[ITilastograsfi 6
[ ITilastograafi 7

0 == O N e £ P =L
e ez

=t

5. Valitse Lineaarinen regr

# Muck |Laske| Aseta oraafi ¢
H::! Yksi muuttuja
— Kaksi muuttuj
Lineaarinen regr
Testi |MedMed suora
Luottan| 2. asteen regr
Jakaums 3. asteen regr
Kaént, | 4. asteen regr
Nyt ti Logaritminen regr
Eksponent. regr
ab-Eksponent. regr
Potenssif. regr

=D 0 00 ~J O O] £ €0 R =4

-

7. Valitse OK

Tilastolaskenta

Lineaarinen regr

y=a+i+h v

ofukion. matematiikka

2. Kirjoita listaan 4 pisteen X — koordinaatit
listaan 5 pisteen y — koordinaatit
# Muok Laske Asetagraafi ¢

[ Bl N el vl [ S

list2z Jlist3 [listd [lists | B§
1 2| -5

2 i .
3 2l o
4 3l 1
3

100 =] O N
P

4. Vaihda graafiasetukset ja valitse Aseta

As. tilastograafit

ananooaool RS
Plirré: @on Ooff

1
|
Dxse — [iiste v , ot i
1| vist: 1,71 YList: list5
1 P T l
Merkki: lnE]iﬁ—m

Pad
C
@

[y
3
N

Aseta m | Peru I

6. Vaihda asetukset ja valitse OK

Aseta laskenta
Lineaarinen regr

Xist  [sw v
YList: list5 v
e (1 |7
Kopiol kaava: vl v

Kopiol ja&nnos! v

S

8. Siirrd liukupalkilla listaa oikealle

Jaannostermit listassa 6.
L

Vast.

Korrelaatiokerroin
r~0,89 ja

regressiosuoran yhtal6
y~1,21x—-3,21

Ast  Auto  Tarkka ]

CASIO.

Sivu | 124




M6 Todennakdisyys ja tilastot

Esim. 6.11. Ritva tarkkaili autonsa polttoaineenkulutusta eri nopeuksilla.
a) Tee hajontakuvio eli korrelaatiodiagrammi.
b) Piirrd silmamaaréaisesti regressiosuora (kulkee keskiarvopisteen kautta).
c) Laske laskimen avulla korrelaatiokerroin ja regressiosuoran yhtalo.
d) Mika on polttoaineenkulutus nopeudella 85 km / h? Ent& nopeudella 180 km/h?
e) Laske milla nopeudella polttoaineenkulutus on 7,5 litraa / 100 km.

Nopeus (km / h) Polttoaineen kulutus (I / 100 km)
40 51
60 5,6
70 6,0
90 6,3
100 7,1
120 8,2

Ratkaisu: a) ja b) Keskiarvopiste (80 km/ h, 6,4 1/100 km) on merkitty tdhdelld.

polttoaineen

kulutus (1 / 100 km) 4
8,0
7,0 G
[ ]

6,0

5,0 - °

1F >
40 60 80 10 12 nopeus (km/ h)

c) Korrelaatiokerroin r =0,97070906 ~ 0,97 (korrelaatio on voimakasta).
Regressiosuoran yhtéld y =0,03738095x +3,39285714

d) Kulutus nopeudella 85 km / h saadaan sijoittamalla regressiosuoran
yhtéloon X =85, josta y =0,03738095-85+ 3,39285714 = 6,570238...~ 6,6.

Nopeus 180 km / h poikkeaa liiaksi havaituista arvoista ja siksi kulutusta ei voida
ennustaa annetun aineiston perusteella.

e) Ratkaistaan yhtalé 0,03738095x +3,39285714 = 7,5, josta saadaan
X =109,8726185=110

Vast. ¢) r=0,97 ja y=0,03738095x +3,39285714 d) 6,6 1 /100 km e) 110 km / h
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6.6. Joukko-oppi

Joukko voidaan esittdd mm. Venn-diagrammin, aaltosulkeiden, lukusuoran avulla tai laajemman
joukon osana. Esimerkiksi alla on esitetty eri tavalla joukko A, johon kuuluvat alkiot 1, 2 ja 3.

A={1,2,3} ———o—o——> A:{neZ|l£n£3}
0 1 2 3 4 X

Venn- Aaltosulkeiden Lukusuoran Laajemman
diagrammi avulla avulla joukon osana
Joukko on aarellinen, jos joukon alkiot voidaan laskea.

Joukko on aareton, jos joukko ei ole &é&rellinen.
Tyhjassa joukossa & ei ole yhtdan alkiota.

Joukko B on joukon A osajoukko, jos jokainen joukon B alkio kuuluu myos
joukkoon A. Tall6in merkitadn B — A ( ”joukko B sisaltyy joukkoon A™).

Jos A={1,2,3,4,56} ja B={2,4,6}, niinsilloin BC A.

Joukkojen A jaB yhdiste AU B on joukko, joka koostuu joukkojen A ja B
alkioista.

Jos A={10,20} ja B={0,17,25}, niinsilloin AUB ={0,10,17,20,25} .
Joukkojen A jaB leikkaus An B koostuu joukkojen A ja B yhteisista alkioista.
Jos A=1{10,15,20} ja B ={10,17,20}, niinsilloin A~ B ={10,20}.

Joukot A ja B ovat erillisia eli toistensa poissulkevia, kun AnNB =9

Jos A={2,4,6} ja B={13,5}, niinsilloin AnB=J.

Joukkojen A jaB erotus A\B on joukko, joka saadaan kun joukon A alkioista
véahennetaan joukon B alkiot.

Jos A={2,3,4,5} ja B={1,3,5}, niinsilloin A\B={2,4}.

Esim. 6.12. Olkoon joukko A:{4,5,6,7,8,9,10} jaB :{0,2,4,6,8,10,12,14,16}.
Maaritd a) yhdiste AU B b) leikkaus AN B c) erotus A\B d) erotus B\ A

Ratkaisu: a) AUB={0,2,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16} b) AnB={4,6,8,10}
c) A\B ={5,7,9} d) B\A ={0,2,12,14,16}
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6.7. Kombinatoriikka

Esim. 6.13.

Ratkaisu:

Esim. 6.14.

Ratkaisu:

Vast.

Tuloperiaate
Jos kokonaisuus valitaan vaiheittain ja

1. vaiheessa on ny vaihtoehtoa
2. vaiheessa on n, vaihtoehtoa
3. vaiheessa on ng vaihtoehtoa

k. vaiheessa on ny vaihtoehtoa

niin kokonaisuus voidaan valita ry -ny -ngz-...-n eri tavalla.

Kuinka monta erilaista vaihtoehtoa auton ostajalla on valittavana autoliikkeessa, jossa
autoon voidaan valita 6 eri vérid, 2 eri korimallia ja 5 eri moottorivaihtoehtoa.

Tuloperiaatteen mukaan “erilaisia autoja” voidaan valita 6-2-5=60 kappaletta.

Permutaatio

Joukon A permutaatio on miké tahansa jono, jossa joukon A jokainen alkio esiintyy
tdsmalleen yhden kerran. Olkoon A joukko, jossa on n alkiota. Tall6in

permutaatioiden lukumé&ara on n!

n!
(n-k)!"

k - permutaation lukumaara on

Merkinta 5! tarkoittaa 5!'=5-4-3-2-1. On sovittu 0!=11=1,

Kuinka monta erilaista heittojarjestystd voidaan laatia 4-jaseniselle tikkaporukalle, jos
a) kaikki saavat heitta4 kerran tikkaa b) vain 3 saa heitta4 tikkaa?

a) Erilaisten heittojérjestysten eli permutaatioiden lukumaaraon  4!1=4.3-2.1=24

41
@ 2 2

b) 3-permutaatioiden lukuméaéara on

a) 24 heittojarjestysta b) 12 heittojarjestysta.
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Esim. 6.15.

Ratkaisu:

Esim. 6.16.

Ratkaisu:

azakion. matematiikka

M6 Todennakdisyys ja tilastot

Kombinaatio

Kombinaatio on joukon osajoukko, jossa alkioiden jarjestyksella ei ole valia.
Osajoukkoja pidetdén samoina, kun niissé on tdsmalleen samat alkiot.

Kuinka monta erilaista kolmen hengen ryhmaé voidaan valita viiden henkildn
joukosta.

5
Viiden hengen joukosta voidaan valita kolmen hengen ryhmié [3] kappaletta.

5/ 5.4.3271 5.4 5.2

i L =10 kappaletta
3)7315-3)1 3121 32T 24 21 11 PP

a) Kuinka monessa eri jarjestyksessé voidaan valita kaksi henkila viidest4?
b) Kuinka monta erilaista kahden hengen ryhmaa voidaan laatia viiden hengen
joukosta?

a-kohdassa ei kiinnitetd huomiota ryhman kokoonpanoon ja b-kohdassa kiinnitetaan.

ClassPadilla nPr (5, 3)

a) 2-permutaatioiden maaré on

nl 5 51 54.321 _
(n—k)! (5-2)! 3t 3271 =o4=20

b) 2-kombinaatioiden maara on ClassPadilla nCr (5, 3)

2
5 51 51 5 '3’2'/1—5'2—10
2) 21(5-2)1 2131 R1.3.21 1

Laskimella a — kohta

1. Kosketa 2. Avaa HIS88. _ valilehti

(Mt [ine| = [y | x | » Luett, [a]e]clolE]F]~]
| Mat.2 | pm em | In |loggd| YOI 1 | w| Lomak
( d Kaikk| v
| Mat.3 W | 2 | % |logg()|salvel 'Numero as [ ’
™9 ga0 ooms| (= | €7 | O AbExpRe
b L ol = d pheg
| var — 1 ] abs( KAYTA
¢ sin | cos | tan absExpand
| abc — -  ||aCoef
[,l.— B [ G [os[ee 2T |lacSea e
3. Valitse T . 4. Kirjoita kuten alla ja kosketa EXE
Luett. | Line | int | 1 || oPr | ncr | £ Muok Tolminto Interakt
\ Lis&.. an | bn | cn |rSlv
' Numero . 2
=Tr=Tr=[ el T8 nPr (5, 3)
0 | om0 | HE 60
nNEEREEEE f
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6.8. Todennakoisyyslaskennan peruskisitteet

[Imidtd, jonka tuloksen médrii sattuma (nopanheitto, lotto, ...), kutsutaan satunnaisilmioksi.
Satunnaisilmion tuloksia kutsutaan alkeistapauksiksi (esimerkiksi nopan silméluvut 1, 2, ... , 6 sekd
kaikki erilaiset lottorivit). Alkeistapauksien muodostamaa joukkoa kutsutaan perusjoukoksi eli
otosavaruudeksi. Joukko-opillisesti esimerkiksi nopanheittoa kuvaa joukko E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Satunnaisilmion tuloksista eli alkeistapauksista voidaan muodostaa laajempia tapahtumia.
Alkeistapausten todennékdisyyksia sanotaan pistetodennakdisyyksiksi.

Klassinen todennakoisyys

Jos kaikki alkeistapaukset ovat yhtd mahdollisia, tapahtuman todennakdisyys on

P (tapahtuma) = tapahtumalle suotuisten alkeistapausten lukumaara _ k
P kaikkien alkeistapausten lukumaara n’

Tapahtuman A klassinen todennékdisyys on aina 0<P(A)<1.

Esim. 6.17. Heitetd4n kahta noppaa. Milla todenndkoisyydella silmalukujen summa on
a) tasan 8 b) vahintaan 9?

Ratkaisu: Tehd&an taulukko, jossa vaakarivit edustavat ensimmaisen nopan silmélukuja ja
pystyrivit toisen nopan silmélukuja ja merkitaan ruutuihin pistelukujen summa..

a) 6/7|8|9]10|11 |12 Suotuisia alkeistapauksia on 5 ja kaikkien
5/6|7(8]9 (10|11 alkeistapausten lukumaara on 36.
415(6|7]|8 |9 |10
3/4|5/6|7 |8 |9 Néin ollen
213/4/5/6 |7 |8
112131415 |6 |7 P (silmalukujen summaon 8) =5/36 =13,888...%
1234 5 6
by 6789|1011 |12 Suotuisia alkeistapauksia on 10 ja kaikkien
5/6|7(8]9 [10]11 alkeistapausten lukumé&ara on 36.
415/6[7|8 [9 |10
32157617 |8 l9 Néin ollen
21314|5|6 |7 |8 P (silmalukujen summa on véhintédan 9) = 10/36 =
112131415 |6 |7 27,777... %
1234 5 6
Vast. a) 13,9 % todennakoisyydell b) 27,8 % todennéakoisyydella
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Esim. 6.18.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 6.19.

Ratkaisu:

Vast.

M6 Todennakadisyys ja tilastot

Tilastollinen todennakaisyys

Useasti todennakoisyyksia joutuu laskemaan kokeellisten havaintojen pohjalta
(syntyvyys, kolarialttius). Tilastoja hyvéksi kayttéden arvio tapahtuman A
todennakdisyydelle saadaan

tapahtuman A esiintymiskertojen lukumaara

P(A) = —— p—
kokeen toistojen lukumaaré
Auton maahantuoja tutki, kuinka monen ajomatka (km) autoja
ajokilometrin jalkeen eréd&n automallin
1000 autoon ilmaantui ensimmainen 0-10 000 100
merkittdva korjausta vaativa vika. Mill& 10 000 — 20 000 150
todennékoisyydelld auto, joka on toiminut 20 000 — 30 000 200
moitteetta ensimmaiset 10 000 km, toimii 30 000 —40 000 300
moitteetta seuraavat 10 000 km? 20 000 - 550
200+300+250 7

P (toimii moitteetta seuraavat 10000km)~= 32—83,3333...%283,3%

150+200+300+250 9

83,3 %

Geometrinen todennakaoisyys

Jos satunnaiskokeessa alkeistapaukset ovat yhtd mahdollisia ja kokeen tulosta voidaan
havainnollistaa geometrisella kuviolla (jana, tasoalue, ...), niin tapahtuman
todennakdisyys voidaan laskea kuvion geometrisia mittoja kayttaen.

Tapahtuman A geometrinen todennakdisyys on

tapahtumalle A suotuisten alkeistapausten geometrinen mitta
koko kuvion geometrinen mitta

P(A) =

Bussit ldhtevat paatepysakiltd viidentoista minuutin valein. Milla todennakdisyydella
turisti, joka ei tiedd bussin aikatauluista mitéan, joutuu odottamaan bussia enintaan 10
minuuttia?

Piirretd&n vaaka-akseli, joka on jaettu 15 minuutin péatkiin.

15 min
— — | —
\ﬁ(—J t
10 min
. L . 10min 2
P(turisti joutuu odottamaan bussia enintd&n 10 min.) = 5min = 3 =0,6666...~66,7%

Turisti joutuu odottamaan enintddn 10 minuuttia 66,7 % todennékoéisyydella.
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6.9. Todennakoisyyden laskusdaannot

Erilliset tapahtumat eli toistensa poissulkevat tapahtumat

Kun tapahtumalla A ja B ei ole yhteisid suotuisia

alkeistapauksia, niin silloin tapahtumat ovat erillisia A

eli toistensa poissulkevia.Esimerkiksi heitettdessa O Cj
noppaa kerran, tapahtumat A = ’saadaan silméluku 2”

ja B = ’saadaan silméaluku 5 ovat toisensa poissulkevia.

A={2} jaB={5} eli AnB=Y (leikkaus on tyhja joukko)

Tapahtumat eivat ole riippumattomia

Tapahtumat A ja B eivét ole riippumattomia, jos toisen tapahtuman todennékoisyys
riippuu siitd, ettd onko toinen tapahtunut vai ei. Esimerkiksi korttipakasta vedetaan
kaksi korttia, Tapahtumat A = ”ensimmaéinen nostettu Kortti on jitkd” ja B = "toinen
nostettu kortti on pata” eivit ole riippumattomia tapahtumia. Jos ensimmaéinen kortti
on patajatké, niin silloin korttipakassa on 51 Korttia, joista patoja on endé 12. Mutta
jos ensimmainen kortti on herttajatka, niin silloin korttipakassa on vielé 13 pataa. N&in
tapahtuman B = "tulee pata” todenndkdisyys riippuu tapahtumasta A = tulee jatka”

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto

Jos tapahtumat A ja B ovat erillisia, niin todennédkoisyys sille, ettd jompikumpi
tapahtumista tapahtuu, on tapahtuman A ja tapahtuman B todennédkdisyyksien summa.

P(A tai B) = P(A) + P(B)

missd A tai B” tarkoittaa tapahtumaa jompikumpi tapahtumista A tai B tapahtuu”

Yleinen yhteenlaskusaanto

Jos tapahtumat A ja B eivét ole toistensa poissulkevia,
niin silloin tapahtuman ”A tai B” todennédkoisyys

saadaan laskemalla yhteen tapahtumien todennakdisyydet
ja vahentdmailld tuloksesta yhteisen osuuden A ja B” todennékdisyydet.

A B

P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B)

missd A tai B” tarkoittaa tapahtumaa A ja B molemmat tapahtuvat”

Huomautus: Edella esitetty yleinen yhteenlaskuséanto toimii myos silloin, kun tapahtumat A ja B
ovat erillisia. Silloin niill& ei ole yhteisi& alkeistapauksia ja siksi P(A jaB)=0.
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M6 Todennakadisyys ja tilastot

Esim. 6.20. Eetu valitsee umpiméhké&an kokonaisluvun vililta [1, 30]. Milla todennakdoisyydella
luku on jaollinen kolmella tai viidell&?

Ratkaisu:  Tapahtumat ”luku on jaollinen kolmella” ja ’luku on jaollinen viidelld” eivét ole
erillisid. Yhteisia ovat ne luvut, jotka ovat jaollisia sekd kolmella etta viidell& eli
kaikki luvut, jotka ovat jaollisia lukujen 3 ja 5 tulolla eli luvulla 15.

Lukuja on kaikkiaan 30 kpl.

Kolmella jaollisia ovat luvut 3,6,9,12,15,18, 21, 24,27 ja 30
Viidelld jaollisia ovat luvut 5, 10, 15, 20, 25 ja 30
Yhteiset luvut ovat 15ja 30

P(luku on jaollinen kolmella tai viidell&)
= P(jaollinen kolmella) + P(jaollinen viidelld) — P(jaollinen kolmella ja viidelld)
10 6 2 14 7

T30 30 30 30 15

Vast. P(Luku on jaollinen kolmella tai viidelld) = %
Toisin: Olisi voitu myos laskea suotuisat alkeistapaukset, jotka ovat 3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18,
20, 21, 24, 25, 27 ja 30 (yhteensa 14 ja kaikkiaan alkeistapauksia on 30). Tallin

P(luku on jaollinen kolmella tai viidelld) = % = % =0,4666...~ 46,7%

Ehdollinen todennakaisyys

Jos tapahtumat A ja B eivét ole riippumattomia tapahtumia, niin tapahtuman B
ehdollinen todennékaisyys on todennakoisyys tapahtumalle B silld ehdolla, etta
tapahtuma A on jo tapahtunut ja se merkitéan P(B|A) (lue” tapahtuman B

todennikoisyys ehdolla A”)
P(AjaB)
P(A)

Jos laatikosta, jossa on 4 valkoista ja 6 mustaa palloa, nostetaan kaksi palloa ja
tapahtuma A = “ensimmdinen pallo on valkoinen” ja B = "toinen pallo on valkoinen”.

Talldin P(A):%=§=O,4:40% ja P(B|A)=§=%z33,3% tai suoraan

Ehdollinen todenné&koisyys P(B|A) = , P(A) =0 (nollalla ei voi jakaa)

43
P(AjaB) _P(A)-P(B) 109 _

P(A) P(A) 4
10

1
P(B|A) = 3
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Tapahtumien riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomia, jos toisen tapahtuman
todennakdisyys pysyy samana silld ehdolla, etté toinen tapahtuma tapahtuu.

MadritelIman mukaan tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomia, kun
P(A)=P(A[B); P(A)>0jaP(B)>0

tai

P(A) =0 tai P(B) =0

Merkintd P(A) = P(A|B) tarkoittaa, ettd tapahtuman A todennékdisyys on yhta suuri
kuin tapahtuman A todennakdisyys, kun tapahtuma B on tapahtunut.

Esim. 6.21. Heitetdédn valkoista ja punaista noppaa. Olkoon A = "valkoisella nopalla saadaan
véhint&an silmaluku 3” ja B = silmédlukujen summa on 10” Ovatko tapahtumat A ja
B toisistaan riippumattomia?

Ratkaisu: Lasketaan tapahtumien P(A) ja P(A|B) todennékoisyydet. Tehdaan taulukko, johon

merkitadan vaakariville valkoisen nopan silmaluvut ja pystyriville punaisen nopan
silméluvut.

_____________ punaisen nopan

’ silmaluku N

-
3

PN WS OO <

PN WwWwk oo
09)

1 23 45 geValkoenmopan_, 7 9 3 4 5 6

silmaluku

24 2 3
P(A)="=% P(AB)=>=1
(A) 363 (AB) 3
Vast. Tapahtumat eivat ole toisistaan riippumattomia, koska P(A) # P(A|B)
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Esim. 6.22.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 6.23.

Ratkaisu:

Vast.

M6 Todennakadisyys ja tilastot

Erillisten tapahtumien kertolaskusaanto

Jos tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomat, niin todennakaoisyys sille, etta
molemmat tapahtuvat, on tapahtuman A ja tapahtuman B todennakdisyyksien tulo.

P(AjaB)=P(A)-P(B)

missd ”A ja B” tarkoittaa tapahtumaa “’sekd A ettd B tapahtuvat”

Korissa A on 3 punaista ja 2 vihreda palloa. Korissa B on 4 punaista ja 5 sinisté
palloa. Nostetaan kummastakin yksi pallo. Milla todennakéisyydelld molemmat pallot
ovat punaisia?

P(saadaan korista A ja B punainen pallo)

= P( korista A punainen pallo) - P(korista B punainen pallo) =

ol w

O

SRS
w\c9\|-l>

&l

Todennékoisyys, ettd saadaan punainen pallo korista A ja B, on %

Yleinen kertolaskusaanto

Jos tapahtumat A ja B eivét ole riippumattomia, niin silloin toisen tapahtuman
todennékoisyyteen vaikuttaa se, ettd onko toinen tapahtunut aikaisemmin vai ei.

P(AjaB)=P(A)-P(B|A)

Laatikosta, jossa on 3 punaista ja 7 vihreda palloa, nostetaan 2 palloa. Milla toden-
nakoisyydelld a) molemmat ovat punaisia b) ensimmainen on punainen ja toinen
vihred?

a) Merkitidén A =" Ensimmaéinen pallo on punainen.” ja B =" Toinen pallo on

1
15

punainen.”. Téllgin P(AjaB)=P(A)-P(B|A) = %

S| w

w\c9\|po/|—\

:
5
b) Merkitdédn A = Ensimmadinen pallo on punainen.” ja B =" Toinen pallo on

3

vihred.”. Talloin P(AjaB)=P(A)- P(B|A) = 0

1
B1_1
10 3

|~
o

w\c9\|

a) P(molemmat pallot punaisia) = % b) P(ensin pun. ja sitten vihred pallo) = %
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Esim. 6.24. Laatikosta, jossa oli 3 punaista, 5 sinistd, 4 vihreéa ja 6 keltaista palloa, nostetaan
umpiméhkaan 3 palloa. Laske milla todennakoisyydelld saadaan
a) kolme sinisté palloa b) ensin punainen, sitten vihrea ja lopuksi keltainen pallo
C) 2 punaista ja yksi sininen pallo?

Ratkaisu: a) P(kolme sinisté palloa) = P(1. pallo ja 2. pallo ja 3. pallo on sininen)

=5 4. 3_ 5 _401225~12%
18 17 16 408

b) P(1. pallo on punainen ja 2. on vihred ja 3. pallo on sininen)

=3 45 05 501225 ~12%
1817 16 408

c) P(1. ja 2. pallo on punainen ja 3. pallo on sininen tai 1. pallo on punainen ja
2. pallo on sininen ja 3. pallo on punainen tai 1. pallo on sininen ja 2. ja 3. pallo on
punainen)

3 2 5 3 5 2 5 3 2 3 2 5 5

——————————————— =3 2. 2.2 -2 -0,01838 ~1,8%
T18'17'16 18'17 16 1817 16 18 17 16 272

Vast. a) 1,2% b)1,2% c) 1,8%

Huomautus: Edellisen esimerkin c-kohdan tyyppisessé tehtédvassa on syyta olla tarkkana, ettei
oleta véarin, ettd pallot pitda nostaa mainitussa jarjestyksessa. Tehtavén
hahmottamista auttaa esimerkiksi se, etta merkitsee eri vaihtoehdot, jossa on 2
punaista ja yksi sininen pallo paperille seuraavasti:

PPS, PSP, SPP, jossa P = punainen pallo ja S = sininen pallo
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Esim. 6.25.

Ratkaisu:

Vast.

Vast.

M6 Todennakadisyys ja tilastot

Komplementtitapahtuma eli vastatapahtuma

Jokaiselle tapahtumalle A on vastatapahtuma eli komplementtitapahtuma A ei
tapahdu”. Vastatapahtuma merkitiin A.

Tapahtuma A ja sen vastatapahtuma A sisaltavat yhdessa kaikki alkeistapaukset,
jolloin tapahtuman A tapahtuu tai sen vastatapahtuma A tapahtuu” on varma
tapahtuma eli sen todennakdisyys on 1. Néin ollen saamme

P(A) + P(4) = 1, josta saadaan P(A) = 1- P(A)

Joskus varsinaisen tapahtuman todennékdisyyden laskeminen on ty6l&sta tai jopa
mahdotonta rajallisessa ajassa ja silloin kannattaa kokeilla ratkaista tehtava
vastatapahtuman avulla.

Vastatapahtumaa kannattaa kokeilla tapauksissa, jossa kdytetddn sanoja enintaan,
korkeintaan, vahintaan ja ainakin.

Enintdan ja korkeintaan ovat synonyymeja seka vahintaén ja ainakin ovat
synonyymejé keskenéan.

enintédédn 3 (korkeintaan 3) tarkoittaa 0, 1, 2 tai 3

vahintdan 2 (ainakin 2) tarkoittaa 2,3,4, ..

Kirjoita vastatapahtuma tapahtumalle.
a) A =Saadaan vihintdén 2 viitosta kuudella nopan heitolla”
€) A ="Viisilapsisessa perheessa korkeintaan 3 lasta on tytt6ja.”

a) Viitosten lukumaara voi olla 0,1,2,3,4,5,6.

Saadaan véahintaan 2 viitosta tarkoittaa, etta viitosia tulee 2, 3, 4, 5 tai 6.

Talloin 0, 1)|2 3, 4, 5 6

Vastatapahtuma: A = Saadaan enintaan (korkeintaan) yksi viitonen.

b) Tyttdjen lukuméara voi olla 0,1,23,4,5

Korkeintaan kolme tytt64 tarkoittaa, etta tyttéja on 0, 1, 2 tai 3.

Tallsin 0, 1, 2, 3]||4 5
A A

A= "Saadaan ainakin (vahintaan) 4 tytt6a”
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Toistokoe

Toistokokeessa tapahtuman A todennakdisyys pysyy kullakin toistolla samana.
Esimerkki toistokokeesta on nopanheitto, jossa noppaa heitetddn monta kertaa.
Mutta esimerkiksi pallojen nostaminen laatikosta, kun palloa ei palauteta laatikkoon
takaisin, ei ole toistokoe, sill& tapahtuman A todennadkoisyys riippuu edellisesté
tapahtumasta ja néin ollen todenn&kdisyys ei pysy samana.

Jos kokeessa, joka toistetaan n kertaa, tapahtuman A todenndkdisyys on p, niin
silloin komplementtitapahtuman A todennakdisyys q=1-p.

n _
P(tapahtuma A esiintyy tdsmalleen k kertaa) = [k] pkqn K

Esim. 6.26. Seitsemén vuorokauden séddennusteen mukaan todennakagisyys, ettd jonakin tiettyna
paivana sataa, on 40 %. Laske milla todenné&kdisyydella viikon aikana sataa
a) kolmena péivana b) viitend pdivana c) enintdén yhtena paivana d) korkeintaan
viitend péivana?

Ratkaisu: P(sataa) = 0,4 ja P(ei sada) = 0,6

.
a) P(sataa tasan kolmena paivana) = (3) .0,4°.0,6" =0,290304 ~ 29,0%

.
b) P(sataa tasan viitend paivana)= (5)0’ 4°.0,6° =0,0774144 ~ 7,7%

c) P(sataa enintdan yhtend péivana)
= P (el sada yhten péivanakaan tai sataa tasan yhtend paivanéd)

7 0 7 7 1 6
=| o |/0:4°-0.6"+| | |:0.4"-0,6° ~0,1586304 ~15,9%

d) P(sataa korkeintaan viitend paivand) = 1 — P (sataa ainakin kuutena paivana)

= 1 — P(sataa kuutena tai seitsemand péivan)

7 6 1 7 7 0
=1-|| |-0.4°-0,6'+| _ |:0.47-0,6" | =0,9811584 ~ 98,1%

Vast. a) 29 % b)7,7% ¢ 159% d) 98,1%
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M6 Todennakdisyys ja tilastot

Esim. 6.27. a) Kolmen vuorokauden sd&ennusteen mukaan sateen todennékoisyys on 23% joka
paiva. Milld todennakdisyydellé vettd sataa tasan kahtena péivana?

b) Seitseman vuorokauden sd&ennusteen mukaan todenndkoisyys, etta jonakin tiettyna
péivana sataa, on 40 %. Laske milla todennékdisyydella viikon aikana sataa tasan
kolmena péivana

Ratkaisu: a)

1. Valitse Interakt,

2. Valitse binomialPDf

Jakauma/kaant.jakauma,

Diskreetti
& Muok T-::Imlnte

05

£ Muok Toiminto [Interakt]

3. Tayta valintaikkuna kuten
alla on tehty ja valitse OK.

hinomialPDf

1 » | 44 Muunnos » 051 | 0w | J4 Muunnos
= b - Lisdtoim » Musﬁmim
0 Laskenta 3 o Laskenta
Kompleks » Kompleks
Luett ¥ Luett
Matriis ’ Matriis
Vektori » Vektori
Yhtalé/Epsyhtals » Yhtalo/Epayhtalo
Avustaja » Ll -
|Jakauma ksl Jatkuva » = _ i
. . inomial
;“]‘.’"s @ ’ binomialCDf
efine K&ént. jak * .
= poissonPDf
4.Vast. 12,2% todennékdisyys

£ Muck Tolminto Interakt

Ea o s [ T+

k

» Ta—
: Tolstolkm [3

b pos [0. 23 |
: onnistumistodenngkdis. (0= p = 1)

k

L3

5. b) —kohta kuten a-kohta paitsi eri arvot

binomialPDf (2, 3, 0. 23) 4]
0.122199

i

6. Vast.  29,0% todennakdisyydella

£ Muck Tolminto Interakt

'3 | b |1 sime | 125

vl'u;l—;'—

binomialPDf (2, 3, 0. 23)

]
0.122199

binomialPDf (3, 7, 0. 4)

0. 230304

ozukion. matematiikka

T

CASIO.

hinomialPDf

x
Toistolkm |7
pos ||I]. 40 |
onnistumistodenngkdls. (0=p=1)
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6.10. Diskreetti todennakoisyysjakauma

Todennékoisyysjakauman muuttuja voi olla diskreetti tai jatkuva. Diskreetti muuttuja
voi saada vain tiettyja erillisid arvoja (nopan silmaluvut). Jatkuva muuttuja voi saada
kaikki arvot tietylta vélilt (ihmisen pituus). Muuttujan tyypin mukaan puhutaan joko
diskreetistd tai jatkuvasta jakaumasta.

Satunnaismuuttuja x (merkitaan myos X)

Satunnaismuuttuja on funktio, joka liittdd johonkin tiettyyn tapahtumaan jonkun tietyn
lukuarvon. Funktiosta kéytetddn satunnaismuuttujaa nimitysta historiallisista syista.

Satunnaismuuttujaa merkitaan kirjaimella X tai X . Jotta satunnaiskokeen tuloksia

voidaan kasitelld matemaattisesti, niin satunnaiskokeen alkeistapauksille taytyy sopia
joku reaaliluku.

Rahanheitossa voidaan sopia esimerkiksi, ettd satunnaismuuttuja X
kuvaa kruunan luvuksi 1 ja klaavan luvuksi 2.

Nopanheitossa voidaan taas sopia, ettd satunnaismuuttuja X kuvaa
nopan silmaluvut vastaaviksi kokonaisluvuiksi 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

Otosavaruus eli perusjoukko = mahdollisten alkeistapauksien muodostama joukko.
Rahanheitossa otoavaruus eli perusjoukko E = {kruuna, klaava}.

Nopanheitossa otosavaruus eli perusjoukko E = {1, 2,3,4,5, 6}

Satunnaismuuttuja X on funktio otosavaruudesta E reaalilukujen joukkoon R

X:E->R

Pistetodennakaisyysfunktio

Satunnaismuuttuja on diskreetti, jos se voi saada vain erillisig, tiettyja arvoja X;.
Jokaiseen erilliseen arvoon x; voidaan liittda vastaavan alkeistapauksen

todennakoisyys p; eli f(x;) = pj, jolloin saadaan pistetodennéakdisyysfunktioksi p
p:R—[0,1], p(x) =P(x=x)
Koska kaikkien tapahtumien todenndkdisyys on véahintdédn 0 (mahdoton tapahtuma) ja

enintaan 1 (varma tapahtuma), niin siksi pistetodennakdisyysfunktion saamat arvot
ovat valilla [0,1] ja >  p, =1.
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Alla on havainnollistettu mika ero on satunnaismuuttujalla ja
pistetodennékdisyysfunktiolla.

Satunnais- Pistetodennakai-
muuttuja syysfunktio

kruuna /_\ /_\
klaava

Alkeistapaukset Reaaliluvut Todennakoisyydet

Satunnaismuuttujan x jakauma muodostuu satunnaismuuttujan saamista arvoista ja
niiden pistetodennakdisyyksista.

Kertymafunktio

Kertymafunktion arvo kertoo sen todennakdisyyden, milld satunnaismuuttujan
arvo on enintadn X . Kertymafunktio F maaraa taysin jakauman.

F:R—[01], F(x)=P(x<X)
Diskreetin kertyméfunktion arvo F(x) saadaan laskemalla yhteen ne

pistetodennékdisyydet pj, joita vastaavat satunnaismuuttujan arvot x; eivét
ylita lukua X.

i
FOG)=P(X<X)=Py+Pa+P3+...pj= D, Pj
k=1

Diskreetin kertymafunktion maaritelmésta seuraa esimerkiksi
P(x <10) = F(10)
P(x<7)=P(x<6)=F(6)
P(x>8)=1-P(x<8)=1-F(8)

PL<x<7)=P(x<7)-P(x<)=F(7)-F@Q
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Esim. 6.28. Noppaa heitetddn kaksi kertaa. Olkoon satunnaismuuttuja X kuutosten méaara.
a) Laske pistetodennakoisyydet pg, p; jap,. b) Laske yhteen pistetodennékoisyydet.
c) Maarité pistetodennakoisyysfunktio. d) Méaérita kertyméafunktio.

Ratkaisu: a) Satunnaismuuttujan X eli kuutosten lukuma&éara voi olla 0, 1 tai 2. Lasketaan
satunnaismuuttujan arvoja vastaavat pistetodennakoisyydet p;

2
5 25
po = P(x )(GJ 26

mP(X”[ﬂ@@%

2
1 1
=Px=2)=|=| =—
Py =P(x=2) (6] 36
. . . 25 10 1
b) Pistetodennakdisyyksien summa i =pPp+tPt+tpPr=—Ft—+—=
é, kunx=0
36
E kunx=1
c) Pistetodennakoisyysfunktio p(x)=P(x=X)=<36" -
i, kunx=2
36
0, muulloin
0, kunx<0
+§=§, kun0<x<1
36 36
d) Kertymafunktio F(x) =P(x<x)=<25 10 35
—+—=—, kunl<x<2
36 36 36
§+i=1, kunx>2
36 36
25 10 . 25
Vast. a =—,pp=—japr=— b =1
) Po = PL=5p JaPa = ) Db

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 147




M6 Todennakadisyys ja tilastot

Esim. 6.29. Tilastojen mukaan tuote on viallinen 20 % todennadkdisyydella. Liikkeesta ostetaan
kolme tuotetta. Viallisten tuotteiden lukumé&aré on satunnaismuuttuja.
a) Muodosta satunnaismuuttujan jakauma ja havainnollista sitd janadiagrammilla.
b) Maarita satunnaismuuttujan pistetodennakoisyysfunktio ja piirra sen kuvaaja.
c) Maarita satunnaismuuttujan kertyméafunktio ja piirra sen kuvaaja
d) Laske todennakoisyydet P(x<2), P(x>2) ja P(L<x<3)

Ratkaisu: a) Satunnaismuuttujan X eli viallisten tuotteiden lukuma&éara voi olla 0, 1, 2 tai 3.
Lasketaan satunnaismuuttujan arvoja vastaavat pistetodenndkoisyydet

Po =P(x=0)=0,8=0,512=51,2%

3
PL= P(§=1)=(1j-0,21-0,82 =0,384 =38,4%

3 2 ol
pp=P(x=2)= ) .0,24-.0,8"=0,096 = 9, 6%

p3=P(x=3)=0,2%=0,008=0,8%

plk
satunnaismuuttujan X jakauma X P
0 ]0/512
1 0,384
2 0,096 I T
3 0,008 = >
janadiagrammi
0,512; kunx=0
0,384, kun x =1
b) Pistetodennékoisyysfunktio p(x)=P(x =Xx) =10,096; kun x =2
0,008; kun x =3
0; muulloin

Pistetodennakaisyysfunktion
kuvaaja
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c¢) Kertyméafunktio on

0, kunx <0
0+0,512=0,512; kun0<x<1

F(x)=P(x<x)=40,512+0,384 =0,896; kunl<x<2
0,896+ 0,096=0,992; kun2<x<3
0,992+0,008 =1, kun x >3

F(x)a
—t
[ )]

Diskreetti satunnaismuuttuja voi saada vain
| erillisia arvoja ja siksi myos diskreetin
jakauman kertymaéfunktion kuvaaja kasvaa
o -~ hyppéayksittain ja ndin kuvaaja muistuttaa
I 1 2 3 X portaita, joka paattyy arvoon 1.

Kertyméafunktion kuvaaja

d) P(x<2)=F(2)=0,992
P(x>2) =1-P(x < 2) =1- F(2) =1-0,992 = 0,008

Pl<x<3)=P(x<3)-P(x<1) = F(3)- F(1) =1-0,896 = 0,104

Huomautus: Edelld kysytyt todennakdisyydet laskettiin kertyméafunktiota hyvaksi kayttaen.
Todennékoisyydet voidaan laskea myos pistetodennakdisyysfunktion avulla

P(x<2)=pg+ py+ pp =0,512+0,384+0,096 = 0,992
P(x>2) = p3=0,008

P(1<Xx<3)= p,+ pg =0,096+0,008 = 0,104
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Diskreetin satunnaismuuttujan tunnusluvut

Satunnaismuuttujan X keskiarvo eli odotusarvo E(X) eli i

E(X) == P X+ Py X oot Py Xy = D P

i=1

Satunnaismuuttujan X keskihajonta D(X) eli o

D() =0 - JZ Pu(x ~E(0)* = \/Z Py — )

Satunnaismuuttujan X varianssi D()_()2 eli o2

D(x)* =0 = p, (% = 4)"+ P, (g = )"+ Py (X, — 1) =Zn:pi-(xi—ﬂ)2

i=1

Esim. 6.30. Pelissd 5 euron panoksella voi voittaa 20 €, 10 € tai 5 € seuraavilla
todennékoisyyksilla 2 %, 3 % ja 5 %. Laske voiton
a) odotusarvo b) varianssi ja ¢) keskihajonta.

Ratkaisu: Koska pelaaja joutuu sijoittamaan peliin 5 euroa, niin todelliset voitot ja niiden
todennakdisyydet ovat seuraavat.

todellinen voitto | 15€ | 5€ |0€ | —5€
todennakdisyys | 0,02 | 0,03 | 0,05 | 0,90

Huomaa, ettd 20 euron voitto on todellisuudessa vain 15 euroa, silla pelaaja menettaa
peliin sijoittamansa 5 euroa. Todennakoisyys, etté pelaaja haviéa sijoittamansa 5
euroa, on 100 % - 2 % - 3 % - 5 % = 90 %, jolloin todellinen voitto on — 5 euroa

a) Voiton odotusarvo E(x) = = py- X+ P2 Xp +...+ Pp - Xn = D PiXi

i=1
=0,02-15€+0,03-5€+0,05-0€ +0,9-(-5€) = 4,05€
Negatiivinen voiton odotusarvo merkitsee, etta pitkissa pelisarjoissa pelaaja hévida

noin 4,05 euroa peli& kohti, joka on taysin ymmarrettavaa. Eihan kukaan jérjestéisi
peleja omaksi tappiokseen.

n
b) Varianssi D(x)* =0 = py- (x4 = 1)* + Pp - (g = #)* +.o Py (% = 12)7 = D py - (% — 1)
i=1
= 0,02 (15€ — (—4,05€))? +0,03 - (5€ — (4, 05€))? +0,05 - (0€ — (—4,05€))? + 0,9 - (—5€ — (—4, 05€))?
=84,2475€
c) Kéytetddn keskihajonnan laskemiseen hyvaksi edella laskettua varianssin arvoa

D(x) = Vo =./84,2475 =9,178643691~ 9, 2

Keskihajonta kertoo, miten laajalle alueelle satunnaismuuttujan arvot ovat jakautuneet
odotusarvon ympaérille.
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Binomijakauma
Binomijakaumassa toistetaan N kertaa samaa koetta, jonka todenn&kdisyys on p ja
komplementtitapahtuman todennakdisyys on q .

Binomijakautuneen satunnaismuuttujan x ~ Bin(n, p)

odotusarvo E(X)=u=np
varianssi (D(X))? = o =npq
keskihajonta D(x) = o =+/npq

Esim. 6.31. Ruotsin kokeessa luetun ymmartdmiskokeessa on 25 kysymystd, jossa jokaisessa on 3
vaihtoehtoa ja vain yksi niista on oikein. Japanilainen vaihto-oppilas osallistuu
kokeeseen ja arvaa kaikki vastaukset.

Laske a) odotusarvo b) varianssi ja c) keskihajonta.

Ratkaisu: Olkoon satunnaismuuttuja X oikeiden vastausten lukuméaéara. Kyseessa on toistokoe,

jossan=25jap :% seka x ~ Bin(ZS,%).

a) Odotusarvo E(X) = u = 25-% = % =8,33333~8

Todenné&k6isimmin vaihto-oppilas kieltd osaamattomana saa 8 kysymysta 25:sta
oikein!

= % =5,555555

- 12 [50 B0 52
¢) Keskihajonta D(x) = o = /npq =,/25-=- = =, | = = X2 = 2Y< _ 2 3570226
) J () =0 =Npa =125-3-3 =4 Jo 3

b) Varianssi (D(X))> = =npq = 25-

w |
w N

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 145




M6 Todennakadisyys ja tilastot

6.11. Jatkuva todennikoéisyysjakauma

Jatkuvan satunnaismuuttujan arvojoukossa on darettéméan monta lukua ja siksi
jokaisen yksittaisen arvon todennékoisyys voidaan tulkita nollaksi. Siksi
pistetodennékdisyysfunktion tilalle otetaan kéayttoon tiheysfunktio f(x).

Tiheysfunktio

Tiheysfunktion f(x) on toteutettava seuraavat kaksi ehtoa:

1. f(x)>0 (funktion kuvaaja on aina X— akselilla tai
sen ylapuolella)

2. J' f(x)dx =1 (funktion kuvaajan ja X — akselin valiin

jadvan alueen pinta-ala on 1)

2Xx+a, kun0<x<1

kay tiheysfunktioksi.
0, muulloin ay tiheysfunktioksi

Esim. 6.32. Maarita vakio a niin, etta funktio f(x)={

Ratkaisu: Ehto 1: Kun x <0 tai x>1, niin f(x)=0

Kun 0<x <1, niin f(x)=2x+a on nousevasuora (k=2>0), joka
leikkaa y— akselin pisteessa (0,a) jasiksi a=0.

© 0 1 0 1
Ehto 2: j f (x)dx = j f(x)dx+jf(x)dx+jf(x)dx:0+j(2x+a)dx+o
—00 —0 0 1 0
1 1
=I(2x+a)dx:(/)(x2+ax):(1+a)—(0+0):a+1
0

Néin saadaan yhtdl6 a+1=1, josta a =0 (kelpaa, koska ehdosta 1
saatiin a=>0)

Vast. a=0
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Jatkuvan satunnaismuuttujan todennakadisyys tiheysfunktion avulla

Todennakoisyys P(x <a) saadaan laskemalla tiheysfunktion, suoran X=a ja
X —akselin véliin jadvan alueen pinta — ala ja siksi P(x=a)=0.

Alla olevat kuvat havainnollistavat tiheysfunktion ja X —akselin valiin jadvén pinta-
alan ja todennékoisyyden valisté riippuvuutta.

y a y y 3 y S
y=1() N ) N )
a X a X a b X
a s} b
P(x<a)= [ f(x)dx P(x>a)= [ f(x)dx P(a>x<b)=[ f(x)dx
—0 a a
. . o ) -0,5x+15; kunl<x<3
Esim. 6.33. Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio on f(x) =

muulloin
Laske a) P(x<15) b) P(x>2) c) P(1,75<x<2,5) d)P(0<x<2) e) P(x=15)

15 1 15 15
Ratkaisu: a) P(x<1,5)= j f (x)dx = j f (X)dx +

j f(x)dx =0+ j (—0,5X +1,5)dx = s
—oo —o 1 1

o 3 00 3
b) P(>_<zz)=j f(x)dx:jf(x)dx+j f(x)dx='[(—0,5x+1,5)dx+0= L
2

2 3 2
2,5
21
) P(L75<x<2,5)= j (-0,5x +1,5)dx = ==
1,75

1 2 2
d) P(0<>_<<2)=j f(x)dx+jf(x)dx=0+'[(—0,5x+1,5)dx=3
0 1

1
15
e) P(x=15)= j (-0,5x+1,5)dx =0
15
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Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan kertyméafunktio

Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on funktio

F:R—[0,1], F(X)=P(x<x)

afu.kion. matematiikka

Kertymafunktio F(x) on kasvava, jatkuva ja sen arvojoukko on [0,1].

Kertyméfunktiolle F(x) on voimassa seuraavat raja-arvot:

lim F(x)=0ja lim F(x)=1

X—>—00 X—0

Esimerkiksi alla olevat kaksi funktiota F (x) ja F,(x) kayvat jatkuvan

satunnaismuuttujan kertyméfunktioksi.

0, kun Xx<0
0, kunx <1 1
2
F (x) = Fo(x)=<—=x“+x,kun 0<x<2
1(x) 1—l,kunx>1 2(%) 4
X 1, kun X>2

el

=2 o] 1L 23 4568 7 8 510

F(x) on kasvava

Arvojoukko on [0,1]

F,(x) on kasvava

Arvojoukko on [0,1]

lim F(x)=0 lim F,(x)=0
X—>—00 X—>—0
lim F(x)=1 lim F(x) =1
X—00 X—>00

0;

kun x<1

Mutta esimerkiksi funktio F3(x) =<0,5x; kun1<x <3 ei kdy jatkuvan

L
satunnaismuuttujan kertymé&funktioksi.

kun X>3
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Jos tunnetaan jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan X kertyméfunktio F(x),
niin todennékoisyydet on helppo laskea (katso seuraava esimerkki).

Jatkuvan kertyméafunktion maaritelmésté seuraa esimerkiksi
P(x <10) = F(10)
P(x<7)=P(x<7)=F(7)
P(x>8)=1-P(x<8)=1-F(8)

Pl<x<7)=P(x<7)-P(x<1)=F(7)-F()

Esim. 6.34. Olkoon erdén jatkuvan satunnaismuuttujan X kertymafunktio F(x)
0, kunx<0
F(x)= ix2, kun0<x<5
25
1, kunx>5

Laske a) P(x<1) b) P(x<3) c) P(x>2) d) P(1<x<4) e) P(2<x<5)

. 1 - 1
atkaisu: &) P(x<1)=F(@)=--1" =~
1 -, 9
) P(x<3)=P(x=<3)=F(3) = o
1 ., 21
P(x>2)=1-P(x<2)=1-F(2)=1-—-2° ===
c) P(x>2) (x<2) (2)=1-- o
d) PA<x<d)=F(4)-FO)=— .42+ .12-3

25 25 5

1 » 1 » 20 4
e) P2<x<b)=P(2<x<5=F05)-F(2)=—-5"-—-2=—=—
)(_)(_)()()25 o e E
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Huomautus: ClassPadilla voidaan myds helposti ratkaista milla ylarajan arvolla funktio
kelpaisi tiheysfunktioksi.

1. Paésovellus-ohjelmassa 2. Maalaa ja valitse solve- komento
£ Muok Toiminto Interakt & Muok Toiminto jItFSE

K

E3 | o [ siwe | | [ 4[| sove] |
T 3 [ ] dSolve
fgb-zotes [ il
3. Vaihda muuttuja a :ksi ja valitse OK 4. Negatiivista arvoa ei voida hyvéksya
solve
© Ratk. £ Muok Tolminto Interakt
") Ratkaise numeerisesti 05 [7I P T E
Yhtdls: [{0.25:x~(3) *"’?][“7' !"“:I['qlmpl'—‘? 1"l_ll';l"l_ M
[Muuttuia: |ex B

a 3
suh?BUuI]. 25-x¥dx=1, a]

ta=—2,a=21
@m ) 0

£ Muok Tolminto Interakt
B | b | 153 sime |72 | v [ 45| v |

3
: . 0,25x%; kun 0<x<2
Tallgin funktio f(x)= . 0, \ x<o [0
0: muulloin Define f(x)={0,25.x9, 0<x<?2
0, %>0
sopisi satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi. done

o
[ £(x)dx
—an
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Esim. 6.35. Olkoon satunnaismuuttujan x tiheysfunktio f (x) = T Xta kun 0<x=<3

0, muulloin

a) Madritd vakio a . b) Muodosta kertymafunktio F(x) c) Laske P(1<x<2)

Ratkaisu: a) Aloitetaan tehtavén ratkaisu poikkeuksellisesti endosta 2, jonka mukaan

T[—§X+ajdX:l __T [—%x+a)dx:z[—§x+ajdx:0

3 3
I —Ex+a dx =/ —£x2+ax = —1-32+a-3J— —£-02+a-0 =-1+3a=1
9 o\ 9 9 9

0

2
a=—
3

Tutkitaan toteutuuko ehto 1 eli onko aina f(x)>0.

Kun 0<x <3, niin f(x)= —§x+g laskeva suora ja ndin funktio saa pienimman

arvonsa, kun x=3. Talléin f(3)= —§-3+§ =0, jolloin ehto 1 toteutuu kaikkialla,

silla, kun x <0 tai x >3 niin silloin f(x)=0.
b) Kun x <0, niin tiheysfunktio f (x) =0 ja siksi kertymafunktio F(x)=0

Kun 0<x <3, niin

X X
F(x)=_[(—zt+gjdt:/(—ltz+gtj=(—lx2+Exj—[—l~02+g-0j:—£x2+gx
0 9 3 o\ 9 3 9 3 9 9 3

Kun x> 3, niin kertymé&funktio F(x)=1.

0, x<0
Nain saatiin kertymafunktioksi F(x)= —% G +§x, 0<x<3
1, x>3

c) Pl<x<2)=F(2)-F() =(—%-22+§-2J—(—%-12+§-1j=
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ClassPadilla:

Esim. 6.36. Jatkuvan satunnaismuuttujan X kertymafunktio
0, kun x<0

F(x)= —%x2+x, kun0<x<2
1 kun X>2

Laske kertymafunktion avulla todennakoisyydet

a) P(x<1,25) b) P(0,25< x <1,85) c) P(x>0,75)

Ratkaisu:

1. Valitse Paasovelluksessa virtuaali — 2. Maalaa paloittain maaritelty funktio ja
e e e .m0 . .

nappaimiston Mat.3 valilehdesta {85 valitse komento Define

(koske kahdesti) ja kirjoita kuten alla on tehty & Mok Toininto [NESERE

B S s

| Lisdtoim

0, Laskenta

S ERVRE Kompleks
4 Luett

£ Muck Tolminto Interakt

T3] a5 [ [ [T T

v v v w w w w w w w w

o, L2 u 1, Matriis
1 2 Vektori
—1x +x, 0=sx=2 Yht#ls/Epsivhtils
Avustaja
1, x02 Jakaumaskadnt, jakauma
_‘ { Talous
Met.1 |[1fDerine)
S Leee ]
3. Muuta funktion nimi F:ksi. Kéyta 4. Valitse OK
abc-valilehted. Muuten tulee virheilmoitus.
Define
Defke Funk nimi; F |

Funk nimi: Q

Muuttuja/ t
T — 1 z |
lasscke:  [piecewise (<0, | auseke:

[

piecewise (<0,

a 5. Nyt olet mé&aritellyt kertymé&funktion

(Matd [[ine] = '
i Mat.2 hnr:e t: LA K .a £ Muok Toiminto Interakt
s loggll -
(Het3 < | o e YO CE4] b [Hafsme | v [ [V]]
\ x Wl | x® | x [logwiW)| solve( ; “ u
L TMie g0 Teoms) (= | €1 | O | X
| g . B . Define F(x)= —E-x2+x.0£xS:P
@‘ N C0s tan ) '

J - . 3 X

...|+ %[%|ans|£){£ done
Alg Tarkka Real Ast )| n
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6. Voit piirtdd kuvaajan raahaamalla maalatun

F(x) —nimen koordinaatiston paélle.

7. Laske todennékoisyydet suoraan kéytta-

malla funktion nimeéa kuten alla.

2 Muok Toiminto Interakt & Muok Toiminto Interakt
s Tdx : Jitx 1L
Si] b [iba[swe [ [V [ [ ] €] &> [fixa] sime 2 | v | E
U. }{{U : Ull 2 x40
Define [E3E -%'xz+x.ﬂ£}:5:l- Define F(x)=|=y-x“+x, 0=x<]p
1, X»a
1, ®»2
done
COE F(1.25)
. 55
B
F(1.853)=F(0.23)
95 19
Vast. a) P(x<1,25)=— 5
64 19 1-F(0.75)
b) P(0,25<x<1,85) =" 25
25 b4
25 0
c) P(x>0,75) =—
) P(X ) ol
Alg Tarkka Real Ast ]
: : : : . 0,5 kun1<x<3 )
Varoitus:  Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktion f(x)= . kertyma-
0; muulloin
0; kun x<1 0; kun  x<1
funktio ei ole F(x)=40,5x;kun1<x <3, vaan Fy(x)=40,5x-0,5kun1<x<3
L kun X>3 1 kun X>3
2 ak
1t /,_,_ 1 /—
-T o 1 0] 3 -:l -1 o 1 i‘ é -a.
_1. _1_
_2.
_2.
Funktion F(x) kuvaaja Funktion F,(x) kuvaaja
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Jatkuvan satunnaismuttujan tunnusluvut

Alla olevat kaavat 16ytyvat taulukkokirjasta sivulta 51.

e Odotusarvo p= [ xf(x)dx
e Varianssi o = | (x=)® f(x)dx
e Keskihajonta a:\/J' (X—,u)2 f (x)dx

0,5x; kun0<x<2

Esim. 6.37. Eraan jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on f(x) = .
0; muulloin

Laske odotusarvo ja keskihajonta.

o0 0 2 00
Ratkaisu: Odotusarvo u= j x f(x)dx = I xf(x)dx+jxf(x)dx+jx f (x)dx
0 2

—00 —00

2 2 2 4
:0+Ix f(x)dx+O:Ixf(x)dx:jx-O,Sde:—
0 0 0 3

© 2
Keskihajonta a\/j (x— )2 f(x)dx\/j(x—y)ZO,SdegzO,M
—0 0
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6.12. Normaalijakauma

Normaalijakauma on jatkuvista jakaumista tarkein. Normaalijakaumaa kutsutaan
my0s Gaussin jakaumaksi. Esimerkiksi ihmisen pituus noudattaa normaalijakaumaa.

Satunnaismuuttuja noudattaa normaalijakaumaa N (g, o), missa 4 on odotusarvo ja
_1(X—ﬂj2
o on keskihajonta, jos sen tiheysfunktio on f(x) = \/1_e 2\ o (alla kuva).

o227

Tiheysfunktio f(x) taytt4a aina seuraavat

, kaksiehtoa f(x)>0ja | f(x)dx=1.
X

—00

Normaalijakauman kuvaaja

Normaalijakauman kuvaaja on symmetrinen huipun suhteen. Normaalijakauman
huippu on aina odotusarvon u kohdalla. Mitd suurempi normaalijakauman
keskihajonta o on, niin sitd levedmpi tiheysfunktion kuvaaja on ja tietenkin sita
matalampi, silla pinta-ala A=1 (ehto 2). Alla on piirrettyna kolme normaalijakauman
tiheysfunktion kuvaajaa.
u=7jao=0,4

u=0jaoc=1

u=3jaoc=1,25

Normitettu normaalijakauma

Jos odotusarvon =0 ja keskihajonta o =1, niin silloin normaalijakauman

. _1(X—ﬂj2 L e
tiheysfunktio f(x) = e 2L 0 sievenee muotoon f(X)=-—e 2 .
Y ) o~N2r N27

Talldin satunnaismuuttuja noudattaa normitettua normaalijakaumaa, jota merkitdéan
pienella kreikkalaisella kirjaimella @ (”fii”).

XZ

N

1
@(X) = Ee
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Normitetun normaalijakauman kertyméafunktio

Normitetun normaalijakauman tiheysfunktion ¢(x) kertyméafunktiota merkitéan isolla
kreikkalaisella kirjaimella @ (’fii”).

Edelld kappaleessa 9.4.2. kdytettiin jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan X
tiheysfunktion f(x) kertyméfunktiota F(x) todennékdisyyksien laskemiseen.

l(x—yjz
Normaalijakauman tiheysfunktiota f(x)= ¢ / tai normitetun

0\/
1 —EXZ
normaalijakauman tiheysfunktiota ¢(x) =Te 2 ei pystytd integroimaan ja siksi
T

normitetun normaalijakauman kertymafunktion arvot ldytyvét taulukkokirjasta.

Normitettua normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan x todennékdisyyden
P(x < a) laskemisessa pitd4 maarittdd pinta-ala, jota rajoittavat Gaussin kellokayré,
X—akseli jasuora X=a.

Esim. 6.38. Satunnaismuuttuja X noudattaa normitettua normaalijakaumaa eli x ~ N(0,1). Laske
todennakoisyydet a) P(x<1,53) b) P(x>175) c) P(x<-1,56) d) P(x>-170)
e) P(0,62<x<1,76)

Ratkaisu:  a) P(x <1,53) = (L 53) = 0,9370 .
y X

b) P(x>175)=1-P(x <1 75) N
=1-®(1,75) =1-0,9599 = 0,0401 175 X

¢) P(x<-1,56) = P(x >1,56) =1— P(x <1,56) =1 - ®(1,56) =1-0,9406 = 0,0594

/R ymmetrisyys A
1,56

-1,56

d) P(x>-1,70) = P(x <1,70) = d(1, 70) = 0,9554

J(\ symmetrisyys A
1,70

-1,70

e) P(0,62 < x <1,76) = (L, 76) - ®(0,62) = 0,9608 — 0, 7324 = 0, 2284
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Esim. 6.39. Satunnaismuuttuja X noudattaa normitettua normaalijakaumaa. Maarita ClassPadilla

a) P(X <1,53) b) P(-0,2< X <1,99).

a) Ratkaisu:

1. Valitse Interakt, Jakauma/kéant.jakauma, 2. Taydennd taulukko ja valitse OK
Jatkuva ja lopuksi normCDF ROrICDS
% Muok Toiminto |iiterakt] £ Muok Toiminto [iiterakt]

Ua% Jlj,]}:{ Muunnos ¥ %1 (IL],]-H Muunnos L4 Aa
Liséitoim » :  Listitoim » Yia[1.53
0 Laskenta ¥ i Laskenta 4 o |]_ |
Komplek: » Komplek »
i . e : N
Matriis ¥ Matriis 4 yléraja
Vektori L Vektori »
Yhtélo,/Epayhtalo » Yhtalo/Epayhtalo »
Avusta) ¥ 3
e Jatkuva o] . "
Talous Diskreetti » Diskreetti »
Define Kaant.jek  » Kasnt.jek »
[ | [ |
3. Vast. 93,70% todennékoisyydella b) Kuten a-kohta paitsi eri arvot
£ Muok Teiminto Interakt romeot
v - Ala _ﬁ_
S b [iafsme o [ W T
normCDf (=, 1.53, 1, 0) (4] ﬂll_{
S B0
0.9369916355 perusjoukon keskiarvo
0

5. Laskimen nayttd nayttaa seuraavalta

& Muck Toiminto Interakt

ni% l e “::::l]_ﬁmlﬁ_‘“y ¥ l'-d—,L

Huomautus: Laskimella voidaan

1 B

normCDf(—ee, 1. 53, 1,0)

0.9369916355

normCDf(=0.2,1.99,1,0)

0.5559642417

Vinkki:

1. Valitse Perusasetukset

laskea edelld olevat todennédkoisyydet

4 myos normaalijakauman tiheysfunk-
_1.2

2. Valitse Korj 2

& Muck Toiminto Interakt

95 110w Tt fsimo [ 5o [+ [ [ v
1.33 =D |:|
——e 2 da
— uzne
0. 9369916356

1.2
1.99 | -3=x
2% 4a
]—u.zvzﬂe

0.5359642417

Muutetaan asetuksia niin, ettd vastaus saadaan kahden desimaalin tarkkuudella.

3. Tee kuten esimerkissa 9.17.

ja Aseta Lisaa lopuksi x100 saadaksesi
vastauksen prosentteina.
& | Muok Toiminto Interakt Perusasetukset
Muuttujien hallinta ’l'['H’L T]'[ Nykyinen kansio £ Muok Toiminto Interakt
Nakymiikduna ke [v] 05 1] &'Ijlh l.;- | i |
| = L= Jlix-:l awp | P Y ll':.l-"L ¥
O e g = L
Graafin ssetubaet Mot I normCDf (—e, 1. 53,1, 0)x100 [
Geometria-asetukset Norm. 2 0 92.70 |—|
Lis#asetukset Korj 0 :
Talousmat. asetukset ﬁz: ;
Oletusasetukset Yorl 3 (v)
Pagsovellus CTAVISTE]
Nappaim [ Laskeva jérjestys
| Muuttuja reaalinen
104, Qg tiedoissa
o
seta Bru etus
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M6 Todennakadisyys ja tilastot

73%

Esim. 6.40. Ratkaise X taulukkokirjan a) b) 99%
avulla ja kun liséksi tieddmme, /\ /\
ettd satunnaismuuttuja x ~ N(0,1)

Ratkaisu:

Vast.

X X
a) P(x<x)=®(x)=0,73

Taulukkokirjan sivulta 61 olevasta normaalijakauman kertymafunktion taulukosta
saadaan, etta

®(0,61) =0,7291 ja ®(0,62) =0,7324

Koska 0,7291 on lahempéna haettua arvoa 0,73, niin x =0,61.

b) P(x > x) =0,99

Koska taulukkokirjan normaalijakauman kertyméafunktion taulukossa arvo kohdassa
X tarkoittaa todennakoisyytta P(x < x), niin kdytetddn symmetrisyytta hyvaksi

%
A" A

X —X

P(x=>x)=P(x<—-x)=0,99
Taulukosta saadaan ®(2,32) =0,9898 ja ®(2,33) =0,9901

Koska 0,9901 on lahempéna haettua arvoa 0,99, niin —x = 2,33, josta x = —2,33

a) x=0,61 b) x=-2,33

Huomautus: Seuraavalla sivulla sama esimerkki on ratkaistu ClassPadilla.
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M6 Todennakdisyys ja tilastot

ClassPadilla sama esimerkki
73%

Ratkaise X taulukkokirjan a) b) 99%
avulla ja kun liséksi tieddmme, /\
ettd satunnaismuuttuja x ~ N(0,1)
X X
a) Ratkaisu:
1. Valitse Interakt, Jakauma/ké&ant.jakauma, 2. Taydenna taulukko ja valitse OK
Kaant.jak ja lopuksi invnormCDF inNormoDE
£ Muok Tolminto |nterakt| £ Muok Tolminto [[iRerakt]
&3] &[4 Muumos ] 3 Efen : Hantéasetus [ Vasen | v|
(] o [ fy armos e e ,
o Laskenta ’ KL:’;TE“ ] prob (0. 73
Kompleks v Matriis y
o ' i oft |
Matriis v oAl : I—I
Yektori b i datkwa k0
Yo Epdyheal ' | todennikbisyysarvo (0 < Alue £ 1)
Avustaja d
Jatkuva 3 invChiCDf
Talous Diskreetti » :z:g?r?::miamm
Define Kédnt.jak » invPoissonCD{
P o= |

Muista antaa todennakdisyys desimaaleina
jasiksi 0,73 (ei 73 %)

3.Vast. x=61 b) Kuten a-kohta paitsi eri arvot
£ Muok Toiminto Interakt inyNormCDE
057 Jdx g Jitx, i H:
53 | b |fia] siwe S| v [ A5 | v Hentéasetus
invNormCDf(”L"”,0.73,1,00 [ prob (0. 99
n 0. EIH o[1 |

K0

Huomaa, ettéd asetuksia muutettiin aikaisemmin todennékdisyysarvo (0 < Alue < 1)

niin, ettd vastaus saadaan kahden desimaalin

tarkuudella.

5. Vast. x=-2,33
£ Muck Tolminto Interakt
64 | ] sine 1250 | v | AgF *]'[
invNormCDE (L™, 0.73,1,0) [EI
0.61
invMNormCDf("R", 0. 99,1, 0)
-2.33
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Normaalijakauman normittaminen

Edell& kasiteltiin normaalijakaumaa, jonka odotusarvo =0 ja keskihajonta o =1.
Jos satunnaismuuttuja x noudattaa normaalijakaumaa, jossa odotusarvona on g =0

ja keskihajontana o #1, niin silloin muuttujan arvo X pitad ensin normittaa, koska
kertyméfunktion arvot on taulukoitu vain normitetun jakauman tapauksessa.

. . . X—
Normitettu satunnaismuuttuja z = =2
(o2

Esim. 6.41. Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo =8 ja
keskihajonta o = 2 eli lyhyesti merkittyna x ~ N(8,2). Laske P(x<5).

Ratkaisu:  Normitetaan ensin luku 5, jolloin saadaan

o 2

Taulukkokirjaan on taulukoita vain ei-negatiiviset arvot. Kaytetaan siis
symmetrisyytta hyvéksi. Alla olevat pinta-alat ovat yhta suuret.

o(2)4 o(2)4
-1,5 z 1,5 7

Koska kellokéyrén ja X —akselin rajoittaman alueen kokonaispinta-ala on 1, niin
ylapuolisista oikealla olevassa kuvassa oleva pinta-ala saadaan véahentamalla
kokonaispinta-alasta 1 vasemmalla puolella oleva pinta-ala eli taulukon arvo ®(1,5).

P(x<5)=P(z<-15)=P(2>15)=1-P(2<15)=1-®(15)=1-0,9332 = 0,0668
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Esim. 6.42. Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N (12,5) . Laske todennékdisyydet

a) P(x<20,75) b) P(x<7) ¢) P(x>15,25) d) P(14,5< x < 24,5)

Ratkaisu: a) P(x<20,75)=P(z< W

T2 —P<-D-P@z2)-1-P<))

=1-d(1) =0,1587 =15,87%

b) P(x<7)=P(z<

¢) P(x>15,25)=1-P(z < %

)=1-P(2<0,65)

=1-0,7422 =0,2578 =25,78%

d) P(14,5<x<24,5)= P(#s_s#

)=P(0,5<2<2,5)

)=P(z<1,75) = ®(1,75) = 0,9599 = 95,99%

= ®(2,5) - D(0,5) = 0,9938 - 0,6915 = 0,3023 = 30, 23%

Vast. ) 95,99% b)1587% ) 25,78% d) 30,23%

ClassPadilla: Kuten aikaisemmin soveltaen tehtavén lukuarvoja.

£ Muok Toiminto Interakt

"53| o | 123 simp 5355 w [ 44| ¥ | [~

normCDf {—ec, 20. 75,5, 12)x100
95.99

normCDf (=, 7,5, 12)x100

15. 87
normCDf (15. 25,0, 5, 12)x100

25.78
normCDf(14.5,24.5,5,12)x100

30.23
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Esim. 6.43.

Ratkaisu:

Vast.

M6 Todennakadisyys ja tilastot

Margariinipakkauksen paino noudattaa likimain normaalijakaumaa siten, etta
keskipaino on 400 g ja keskihajonta 9 g. Milla todennakoisyydelld kaupasta ostettu
margariinipakkauksen paino on a) alle 420 g b) 390 — 415 g?

Olkoon margariinipakkauksen paino satunnaismuuttuja x , jolloin x ~ N (400, 9)
a) Normitetaan ensin satunnaismuuttujan arvo x = 420

X—u _ 420-400
O

Z= =2,222222...

Pydristetddn normitettu arvo kahden desimaalin tarkkuuteen, koska taulukkokirjassa
arvot on taulukoitu kahden desimaalin tarkkuudella. Tall6in saadaan

P(margariinipakkauksen paino on alle 420 g)
= P(x < 420) = P(z < 2,22) = d(2,22) = 0,9868 = 98,68%
Kaupasta ostettu margariinipakkauksen paino on 98,68 %:n todennakoisyydell&

alle 420 g.

b) Normitetaan ensin satunnaismuuttujan arvot x =390 ja x = 415

L X—p _390-400
o

=-1,111111..~-111

,_ X—u_ 415-400

O

=1,66666...~1,67

P(margariinipakkauksen paino on valilla 390 — 415 grammaa)

= P(390 < x < 415) ~ P(-1,11< 2 <1,67) = ®(L,67) - ®(-1,11)

= O(L67)— (1- DL 11)) = d(L,67) 1+ D(L11) = 0,9525 -1+ 0,8665 = 0,819 = 81, 9%

Kaupasta ostettu margariinipakkauksen paino on 81,9 %:n todennakdoisyydella
vélilla 390 — 415 g.

a) 98,68 %: b) 81,9 %:
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Esim. 6.44. Kokeessa pisteméaarat olivat jakautuneet likimain normaalisti keskiarvona 31,2 pistetta
ja keskihajontana 7,5 pistettd. Mika on asetettava erinomaisen arvosanan
pisteméaararajaksi, kun 4 % parhaiten menestyneista saa arvosanan 10?

Ratkaisu: Kokeen pistemé&é&ra

Normitettu satunnaismuuttuja

x~N(3L2;7,5).
x—312

Z2== — ~N(0,1

2= (0,3)

On médritettava sellainen pistemaara x: P(x>x)=0,04

Talloin

Taulukosta saadaan, etta

P(x<X)=P(x<x)=P(z< x-31,2

)=0,96

(1, 75) = 0,9599

Saadaan yhtalo x=3L2 _ 1,75
Laskimella saadaan X = 44,325
Vast. Pistemé&éararajaksi pitad asettaa 44 pistetta.
ClassPadilla:

1. Valitse komentopalkista komento
£ Muok Toiminto |interakt

05 | In
h% (ﬂj.. J:1l|luunn|::s

F
Lisgtoim r
0 Laskenta k
Kompleks b
Luett b
Matriis k
Vektori b
Yhtalo/Epayhtalo r
Avustaja ¥
J Jatkuya b
5 Diskreetti ¥
invNormCDf Kagnt. jak
iny
inyChicof ‘
Vast. Pisteméaéraraja on 44 pistetta.

ozukion. matematiikka

CASIO

2. Taydenna taulukko kuten alla ja valitse OK

inNormoDE
Hentéasetus
prob (0. 04
0[7.5 |

M(31.2

perusjoukon keskiarvo

o)
N

3. Valitse __ o
@ Muck Toiminto Interakt

e[ [afswe = [T

invNormCDf ("R, 0. 04, 7. 5, 3|

44,33014553

a0
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Huomautus
Tassa valittiin Hantaasetukseksi, Jos esimerkiksi vastaavan tyyppisessa tehtavéssa
Oikea, koska 4% parhaista haluttiin halutaan tietdd mika olisi pisteraja, jos 20% huonoimmista
antaa arvosana 10. hylataan, niin silloin valitaan Hant&asetus Vasen
Y in¥NormCDF £ Muok Toiminto Interakt
o Hantéasetus 05 g - .T:i: Sitnp Iulxﬁ |- v E
4% prob [0, 2 hz]tﬂj I“:Il |_ |H7L .
o[7.5 | invMNormCDf ("R™, 0. 04, 7. 5, 3E|;|
-~ o _ 51,2 44.33014553
Paruajouon keskiaro invNormCDE ("L", 0. 2, 7.5, 31[»
24, 88784075

Todennékoisyyteen liittyvat komennot I6ytyvat laskimesta myos Tilasto-ohjelmasta.

Laske milla todennakdisyydellé edellisessa esimerkissé opiskelija saa 27 — 37 pistetta.

1. Siirry Tilasto-ohjelmaan 2. Valitse Jakauma 3. Valitse Normaal CD ja Seur
£ Muok Aseta graafl * P m
3 i [ 32| Yksi muuttuja A Wl .
- - - — Kaksi muuttujas L
[list 1 stz Jist3 | [ Rearessiot NI [4] . . g
1 ] 9 ] list 1 list 2 list3
g g Testi ]
attamisy 2
: ‘ :
6 6| |Ké#nt. Jakauma 4
; 7| | Néytd tilastot 3
] e B
G _ al
4. Tayta kuten alla ja valitse Seur 5. Saat vastauksen Lo
Tyyp | Jakauma [+
Ala[27 prob|0. 4925977 [ Normali c [v
Y13[37 2ala|-0. 56
off.s | zyl80. 7733333 .
Wsi2 | oS ____
K[31.2
o (Coor) e

Laskin normittaa pistemaarat 27 ja 37
Vast. Opiskelija saa 49,26%:n todenndkdisyydelld 27 — 37 pistetta.

Huomaa, ettd laskin piirtdd kuvaajan, jos kosketat laskimen
vasemmasta ylakulmasta

p=0.492%977" °| T * ¢
Ala=—=0.56  ~°If Yla=0.7733333
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Keskihajonnan vaikutus todennéakoisyyteen

Olkoon x satunnaismuuttuja ja x ~ N(x, o), niin silloin todennakaisyys tietyn
keskihajonnanmitan paasta odotusarvosta on

P(lu—o<x<u+0o)=68,27%
P(u—20<x< u+20)~95,45%

P(u—30<x<u+30)~99,73%

Huomaa, ettd todennédkdisyys on sama kaikille normaalijakaumille riippumatta
odotusarvosta ja keskihajonnasta.

Esim. 6.45. Laske laskimella todenndkoisyydet P(u—oc < x< u+0),P(u—20 <x< u+20) ja
P(u—30 < x< u+30), kun satunnaismuuttuja

a) x~N(0,1) b) x~N(50,10) ¢) x~N(3,2)

Ratkaisu: a) x~ N(0,1) o=1

e IR

normCDf (-1,1,1,0)x100

68.27
normCDf (-2, 2,1, 0)x100
95. 45
normCDf (-3, 3,1, 0)x100
99.73
b) x ~ N(50,10) c) x~N(@3,2)
normCDf (40, 60, 10, 50) %100 normCDf (1, 5, 2, 3)x100
68. 27 68.27
normCDf (30, 70, 10, 50)%100 normCDf (-1, 7, 2, 3)x100
95.45 95. 45
normCDf (20, 80, 10, 50) %100 normCDf (-3, 9, 2, 3)x100
99.73 99.73
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M6, alkuosan tehtavat

Teht&vissa 6.1 — 6.7 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa.

6.1. Alla on kurssin M6 arvosanojen
frekvenssitaulukko. Vastaa ko. taulukon
perusteella seuraaviin kysymyksiin.
Mika on arvosanojen
a) moodi

c) alakvartiili

e) neljas desiili?

f) Kuinka moni opiskelija sai enintaan
arvosanan 7?

b) mediaani
d) ylakvartiili

Arvosana(frekvenssi| % F F%
4 2 4,76 2 4,76
5 9 21.43 11 26.19
6 9 21.43 20 47.62
7 5 11.90 25 59.52
8 7 16.67 32 76.19
9 9 21.43 41 97.62
10 1 2.38 42 100. 00

6.2. a) Kahta noppaa heitetadn. Milla
todennakdisyydella noppien silméluku on
enint&an 5?

Korissa on 3 punaista, 5 sinista ja 2 vihreaa
palloa. Korista nostetaan kaksi palloa, mill&
todennakdisyydelld saadaan

b) kaksi punaista palloa

c) sininen ja vihreé pallo?

6.3. Opiskelija on saanut pitkan

matematiikan kursseista arvosanat
8,7,7,7,10,5,10,5,4 ja6.

Laske arvosanojen

a) keskiarvo b) moodi  c¢) mediaani?

d) Opiskelija k&y korottamassa hyléatyn
arvosanan. Mité hénen pitéisi siiti saada, jos
hé&n haluaa matematiikan loppuarvosanaksi 8?

6.4. Matematiikan ryhméssa oli 20 prosenttia
tyttja enemman kuin poikia. Laske
opiskelijoiden matematiikan arvosanojen
keskiarvo, kun poikien keskiarvo 7,27 ja
tyttéjen 7,51.

afu.kion. matematiikka

CASIO

6.5. Satunnaismuuttuja x ~ N(0,1)

Laske todennakoisyydet
a) P(x<1,75)
b) P(x <-0,79)

Satunnaismuuttuja x ~ N(12,3)
Laske todennakdisyys

) P(16,5 < x <18,75)

d) P(8,55< x <15,65).

Valivaiheet nékyviin.

6.6. Laatikossa on 2 ruskeaa, 6 mustaa ja 8
sinistd kuorta. Laatikosta otetaan
umpimahkéan kaksi kuorta. Milla
todennakdisyydella kuoret ovat samanvariset?
(S05/8)

6.7. Tiedetddn, ettd erdéssa nelilapsisessa
perheessé ainakin yksi lapsista on tyttd. Mika
on talléin todennakdisyys, ettd kaikki lapset
ovat tytt6ja? Jos tiedetdan, ettd ainakin kaksi
lapsista on tyttdja, mika on todennakdisyys,
ettd perheessa on kaksi poikaa? Oletetaan, etta
poikia ja tyttdja syntyy yhta suurella
todennakdisyydelld. Millaiset tulokset
saadaan, jos kaytetaankin tilastojen antamia
todennékoisyyksia: poikien
syntymistodennékdisyys on p=0,51 ja
tyttdjen t = 0,49 ? Sukupuolen maéraytymiset
oletetaan riippumattomiksi tapahtumiksi.
(K06/8)
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M6, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 6.8 — 6.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

6.8. Tutkimuksessa Aiti | Tytar
tutkittiin 12 perheen 170 174
aidin ja taysi-ikaisen }?g }gg
tyttarerl Pltuuk5|a 169 175
keskené&an. 155 153
. 182 184
a) La_skg kOI‘r-eh':latl(?- 151 153
kerroin ja arvioi, miten 154 150
voimakas korrelaatio 172 176
pituuksissa on. 162 160
b) Arvioi miten pitkaksi | 179 | 170
167 160

kasvaa tytdr, jonka diti
on 179 cm.

c) Miten pitkaksi aiti voidaan arvioida, jos
tytdr kasvaa 163 cm pitkéksi.

(tiedosto, video)

6.9. a) Pekka saa tikanheitossa kympin 80 %
todennakdisyydelld. Laske milla
todennakdisyydella Pekka saa ainakin yhden
kympin, kun han heittaa tikkaa 5 kertaa.

b) Noppaa heitetdan 10 kertaa. Laske milla
todennakdisyydelld saadaan enintaan 2
nelosta?

c) Sédennusteen mukaan vesisateen
todenndkdisyys lomakohteessa on joka paiva
65% seuraavan viikon aikana. Kaksi
ensimmaistd lomapéivaa on satanut vetta.
Laske milla todenndkdisyydella loppuloman
aikana sataa viel& vahintaan kolmena péivana?
(tiedosto, video)

6.10. Noppaa heitetddn kolme kertaa. Jos saa
kolme kuutosta, niin voittaa 10 euroa ja jos saa
kaksi kuutosta, niin voittaa 6 euroa. Laske
voiton odotusarvo, keskihajonta ja varianssi,
kun peli maksaa 4 euroa.

(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka
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6.11. Eradssa 30 oppilaan luokassa on
matematiikan arvosanojen summa 219 ja
niiden nelididen summa 1 637. Laske
arvosanojen keskihajonta. (s76/8a)
(tiedosto, video)

6.12. Tuote on viallinen 40 %
todennakdisyydella. Liikkeesta ostetaan 5
tuotetta. Olkoon satunnaismuuttujana viallisten
tuotteiden lukumaéara. Laske todenndkoisyydet
a) P(x<4) b) P(x=2) ¢c) PA<x<4)
(tiedosto, video)

6.13. Todennakdisyys, ettd erdén
tulppaanilajikkeen sipuli itaa, on 0,7. Kuinka
monta sipulia on vahintéén istutettava, jotta
niista ainakin kaksi itaisi yli 99%
todennakdisyydell&? (S00/7)

(tiedosto, video)

6.14. a) Kahvipaketin paino noudattaa
likimain normaalijakaumaa niin, etta
keskipaino on 500 g ja keskihajonta 12 g.
Laske todenndkodisyydet P(x <490) ja

P(490 < x <510) . (tiedosto, video)

b) Suklaapatukan paino noudattaa
normaalijakaumaa, jonka keskihajonta on 7
grammaa. Mika pita4 olla suklaapatukan
keskipaino, kun kaupasta ostetun
suklaapatukan paino on 75 %
todennékoisyydelld enintdén 55 g.
(tiedosto, video)

6.15. HenkilOt A ja B kayvét péivittain
samassa kahvilassa. Kumpikin saapuu
kahvilaan sattumanvaraiseen aikaan klo 9.00 ja
10.00 vélilla ja viipyy sielld 15 minuuttia.
Mika on todennadkdisyys sille, ettd he ovat
kahvilassa tiettyna péivané samalla hetkella?
(K93/9a) (tiedosto, video)
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M7 Derivaatta

7.1. Rationaalifunktio

Rationaalifunktio f (x) =?,Q(x) #0, jossa P(x) jaQ(x) ovat polynomeja. Polynomifunktiot

()
ovat my0s rationaalifunktioita, sill4 rationaalifunktion lausekkeessa nimittdja Q(x) voi olla myos
2 2
vakio kuten funktiossa f(x) = 10X5 >_ 10;( —g = 2x2 —1. Jos rationaalifunktion lauseke ei

sievene polynomiksi, niin funktiota voidaan kutsua murtofunktioksi.

3
. . . X" =2x+1 s D
Esimerkiksi funktio f(X) :ﬁ on médritelty, kun nimittaja x° —4x =0
X~ —4x

Ratkaistaan yhtalé x2 —4x=0.

X2 —4x=0 Erotetaan yhteinen tekija.
X(x—4)=0 Kéytetddn tulon nollasdantoa.
x=0taix—4=0

X=4

Téaten funktio on méaritelty, kun x =0 jax=4.

7.2. Rationaalilausekkeet
Supistaminen

e Yhteen- ja vdhennyslaskussa ei saa supistaa!

(x+2)—x2

12 Ei saa supistaa x:114, ei luvulla 2, eiké lausekkeella x+2 .
_I_

e Kertolaskussa tulon tekijat saa supistaal

y(y+2) Y-+ _y1_y
1

y+2 2 B
e Ole tarkkana osamaaran kanssa
2
N Xy X X XX X
Al supista, sill& ST E ==
y x yy yy vy
Mutta a+3 a+3_a+3 2a :(a+3)-2,3(:M-2:g:2
a 2a a a+3 A(a+3) a¥3 1
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Rationaalilausekkeen sievennys

Rationaalilausekkeen sieventdmisessé kéaytetddn hyvaksi murtolukujen
peruslaskutoimituksia ja polynomien jakamista tekijoihin.

Murtolukujen peruslaskutoimitusten kayttaminen

c OI)a b)c _ad cd _ad*cd
d b d bd bd bd

i a
e Yhteen — ja vahennyslasku: Bir

Lavennetaan samannimisiksi ja lasketaan yhteen tai vahennetdan keskendan osoittajat.

oy x2ix-1 x(x+1) (x +x-1) x2+x—x2—x+1_ 1

x+1 (x+1)? (x+1)? (x+1)2 (x+1)?

_ac

e Kertolasku:

¢
d bd

o | o

Kerrotaan osoittajat ja nimittdjat keskenaan. Jos mahdollista, supistetaan ennen kertolaskua.

4x-2)  3x  4-(x-2)-3x >( x~2)  3X
X 8(x—=2) x-8-(x—2) X }(M
2

e Jakolasku:

Muutetaan kertolaskuksi vaihtamalla kerrottavassa (jalkimmaisessa) osoittajan ja nimittajan
paikkaa, jonka jalkeen murtoluvut kerrotaan keskendan, kuten edell& opetettiin.

X=4 x-4_x-4 6x _(x-4)-6x NK)(
X BX 22X x-4 2.x-(x-4) XXN
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Polynomin jakaminen tekijoihin

Yhteisen tekijan erottaminen ab +ac = a(b +c)

X% —x _ X(x-1)

x-1 x-1

=X

Binomikaavojen kayttod a® +2ab+h% = (a+b)2, a®-2ab+b% = (a—b)2 ja
a2 —b? =(a+b)(a-h)

X2+ax+4 ()2 +2:x-2+(2)%  (x+2)?
X+ 2 X+2 X+2

+2

24 (0%-(2® (x+2)(x-2)
X+2  x+2 X+2 -

Termien ryhmitteleminen a®+a’+da+d= a2(a+1) +4(a+l) = (a+1)(a2 +4)

X3+ 2x% —2x—4 x(x+2 2(x+2) M(XZ—Z) 2

=X"-2
X+2 X+2
e Polynomien nollakohtien kéyttd ax? +bx+c= a(x—x)(X—X5)
2x ~2x-4 200 (x-2) 2(x-2) 2x-4
X2 1 3%+ 2 M(x+2) X+2  X+2
2x% —2x—-4=0 x2 +3x+2=0
x =-1jaollinen (x+1): 114 x =-1jaollinen (x+1): 114
x=2 jaollinen (x—2):lla x =-2 jaollinen (x+2):1la

e Jakokulmassa jakaminen

x2—x+6

3 2
X" —3X +28X_12:X2_X+6 x—2> x5 —3x?% +8x 12
X_

:LxsierZ
—x?% +8x
ix2¢2x
+6x-12
Fox=£12
0
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Esim. 7.1. Sievenn lausekkeet a)

X3—X

X+1

Ratkaisu: a)

B x(x2 -1)
x4l
~X(x+D)(x-1)
- X+1

=Xx(x-1)

=x% =X

X 1

b) -
X2 —2x+1 x-1

x-1) 1
x-1

= X —
(x-1)?

_ X x—-1
(x-D?  (x-1)°

_ X—(x-1)
(x-1)°

_X=x+1

(x-1)°

_ 1
(x-1)?

3

X+1

=x*-X b)

Vast. a)

ozukion matematiikka

X+1
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- X 1

b) -
X2 —2x+1 x-1

Erotetaan osoittajassa yhteinen tekija x

Kaytetadan binomikaavaa a?—p? = (a+b)(a-b)

Supistetaan lauseke x +1

Kirjoitetaan x? —2x+1 binomin neliona

Lavennetaan samannimisiksi

Vaihdetaan etumerkit

X 1 1

x2_2x+1 Xx-1 (x-1)2

Siva | 177
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7.3. Rationaaliyhtalot

Rationaaliyht&l6lla tarkoitetaan sellaista yhtél64, joka voidaan sieventdd muotoon % =0, jossa
X

P(x) ja Q(x) ovat polynomeja. Rationaaliyhtélo voidaan ratkaista monella eri tavalla kuten
useimmat yhtalot. Esitén tdssa kolme erilaista mahdollista ratkaisutapaa.

Tapa 1. Saata yhtalé muotoon % =0, jolloin yht&ld on tosi vain kun P(x) =0 ja Q(x) #0.
X

2
Esim. 7.2. Ratkaise yhtalo L+ X2 =2

x=1 x%_x

=0

Ratkaisu: Lasketaan nimittajien X -1 ja x? —x nollakohdat

2_y_
x—1=0 X" =x=0
x=1 x(x—l)_:0
x=0 tai x=1
Yhtélo on mééritelty, kun x =0 ja x = 1. Saatetaan yhtalé muotoon % =0.
X
2
i+ X® =2 0
x=1 x2_x
)1 x%-2
_+ =
x=1 x(x-1)
X x% -2 B

—+ =
X(x-1) x(x-1)

X2 +x—2 B
X(x—1) -

Murtoyhtél6 on nolla, kun osoittaja on nolla eli kun x2+x-2=0.

. 1412 -4.1.(-2) -1+3

2-1 2

x=-2taix=1 (ei kelpaa, silld x#1)

Vast. Yhtalon toteutuu, kun x =-2.
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Tapa 2.

Esim. 7.3.

Ratkaisu:

Vast.

Tapa 3.

Esim. 7.4.

Ratkaisu:

Vast.

M7 Derivaatta

Tutkitaan ensin madrittelyehto. Taman jalkeen kerrotaan nimittdjat pois ja ratkaistaan
saatu yhtalo. Hyvaksytdan vain maarittelyalueeseen kuuluvat arvot.

. N ¢ 1
Ratkaise yhtalot ——+==0
X—2 X
Maaritelty, kun x—2 =0 jax=0 eli x= 2 ja x = 0. Kerrotaan nimittajat pois.
X 1

—+—=0 (x—=2)-x
X—=2 X ”( )
L.M.)Hi.(x_z).)( ~0
=2 X
x24x-2=0 Ratkaistaan saatu 2. asteen yhtalo
N V12-4.1.(-2) -1%3
- 21 2
x=-2taix=1 Kummatkin vastaukset voidaan hyvéksya

x=-2taix=1

Tutkitaan ensin madrittelyehto, jonka jalkeen saatetaan yhtalé6 muotoon % = %

X X
Kerrotaan ristiin ja ratkaistaan saatu yhtalo. Hyvaksytaan vain maarittelyalueeseen
kuuluvat arvot.

Ratkaise yhtalot o 21 =
x-1 x“-1
Madritelty, kun x = +1.

1 1 Lo .
— =0 Siirretadn lauseke — oikealle.
x=1 x2_1 x2 -1

1 = L Kerrotaan ristiin.

x-1 x2_1
x2 _1=x-1 Siirretddn termit samalle puolelle.
x2 —x=0 Erotetaan yhteinen tekijéa.
X(x-1)=0 Kéaytetdan tulon nollasaantoa.
x=0taix-1=0

x =1 (ei kéy)
x=0
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7.4. Rationaaliepdyhtalot

e Murtoepayhtalon ratkaisussa kéydaan l&pi seuraavat vaiheet.

1. Siirretaan kaikki termit epayhtalomerkin samalle puolelle.

2. Lavennetaan samannimisiksi.

3. Ratkaistaan osoittajan ja nimitt&jan nollakohdat.

4. Merkitaan, ettd nimittaja = 0.

5. Tehdd&n merkkikaavio.

6. Kirjoitetaan vastaus (nimittdjan nollakohtaa ei saa hyvéksyé ratkaisuun).

Esim. 7.5. Ratkaise epéayhtalo Ll <X
X J—
Ratkaisu: Ll <X Siirretaan termit samalle puolelle (1).
X —_
Ll— Dy <0 Lavennetaan samannimisiksi (2).
X_
X _xx=h) Poistetaan sulkeet.
x-1 x-1
2
X X°=X s
—_— <0 Yhdistetéan lausekkeet (varo
x-1 x-1
merkkivirhettal).
2
X=X +X . : .
1 <0 Yhdistetddn samanmuotoiset termit.
—x% +2x T
1 <0 Ratk. osoittajan ja nimittdjan nollakohdat (3).
x-1=0 X2 +2x=0
x=1 X(=x+2)=0 X #1 (Nimittajan nollakohta (4)).
x=0 i —x+2= 2 Tehdaan merkkikaavio (5).
X =
o 1 2 y=x-1
| > - %
O MO P ]
E 3@5
X LT b2\
osamaira  + | — T + | — y=-X"+2x
Vast. Merkkikaaviosta ndhdaan, ettd epayhtalo toteutuu, kun 0 < x <1 tai x>2.
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7.5. Funktion raja-arvo

Funktion raja-arvo on tarked ymmartad matemaattisessa analyysissa. Raja-arvon avulla voidaan
tutkia funktion kayttaytymista jossakin tietyssa xq :n aidossa ymparistossa (avoin véli, josta on

poistettu sisapiste x; ) O O———

X N
%N aito ymparisto

Funktiolla f(x) sanotaan olevan kohdassa x
vasemmanpuoleinen raja-arvo a, jos funktion f (x)
arvot lahestyvat lukua a, kun x lahestyy kohtaa x;

vasemmalta. Tall6in merkitddn lim f(x)=a
X—>Xg—

Funktiolla f(x) sanotaan olevan kohdassa xg
oikeanpuoleinen raja-arvo b, jos funktion f(x)
arvot lahestyvat lukua b, kun x lahestyy kohtaa x,

oikealta. Talloin merkitddn lim f(x)=b
X—>Xg+

Funktiolla f(x) on raja-arvo a kohdassa xq vain,

jos funktion vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen
raja—arvo on a kohdassa x; eli

lim f(x)= lim f(x)=a.
X—=>Xp— X—>Xo+

Talloin merkitddn lim f(x)=a
X—=>Xp

Vieressé on funktion y = f (x) kuvaaja.

Raja-arvo ei ole olemassa kohdassa x =1,
koska lim f(x)=2ja lim f(x)=3.
X—1- X—1+

Raja-arvo on olemassa kohdassa x =3,

koska lim f(x)=-2ja lim f(x)=-2
X—3— X—3+

ofu.kion. matematiikka c AS I o

Iim f(x)=a
X—>Xg—

X—>Xg+

lim f(x)=a
X—=>Xo

N

\/ 2\ / X

1
N
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7.6. Funktion raja-arvon maarittiminen

Funktion raja-arvon maarittamista varten on olemassa seuraavat laskusaannot:

Jos lim f(x)=a ja lim g(x)=b, niinsilloin
X—>Xg X—>Xg

lim c =c kunconvakio
X—)XO

I|m (f(x)+g(x))_ lim f(x)+ lim g(x)=a+b

X—>X0 X—>Xo

lim (f(x) g(x))_ lim f(x)— I|m g(x)=a-b
—X0

X—>X0

Jos lim f(x)g(x)= lim f(x)- lim g(x)=ab

X—=>Xp X—=>Xp X—>Xp
; lim f(x)
Jos im S _x2x - _ay
x>x 9(¢)  lim g(x) b
X—=>Xp

Esim.7.6. Maédritd raja-arvo lim f (x), kun f(x):x2+2x.

X—3

Ratkaisu: Edella esitettyjen laskusaantdjen avulla saadaan

Vast.

lim f(x)= Iim(x2+2x)= lim x2 + lim 2x = lim(x-x)+ lim 2- lim x
X—3 X—3 X—3 X—3 X—3 X—>3 X3

=limx-limx+1lim2-limx=3-3+2-3=9+6=15
X—>3 Xx—-3 X—>3 x—>3

lim f(x) =15

X—3

Huomautus: Edellinen esimerkki on hyvin helppo ratkaista suoraan sijoittamalla-
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Raja-arvon maarittamisessa, kokeile ensin suoraa sijoitusta.

Funktioiden, joiden mé&érittelyjoukkona on reaalilukujen joukko, raja-arvo voidaan
laskea suoraan sijoittamalla ko. muuttujan arvo funktion lausekkeeseen.
Suoraa sijoitusta voi kayttaa siis

e polynomifunktioihin f(x)=a,x" +a, a" *+...+aX+ag

esim. lim (2x° —x-1)=2-(=3)> = (-3)-1=2.9+3-1=20
X——-3
e eksponenttifunktioihin f(x)=a*, a>0

esim. lim 2X =274 _1_1
X—>—4 24 16

e parittomiin juurifunktioihin f(x)=%x, n=3, 5, 7,...

esim. lim 3/x-10=32-10=3-8=-2

X—2

e parillisiin ja parittomiin potenssifunktioihin f(x)=x",n=12,3,...

esim. lim x° =(-2)°=-8
X—>—2

e sini- ja kosinifunktioihin (tulee kurssissa M9)

Murtofunktioissa, parillisissa juurifunktioissa, logaritmifunktioissa (kurssi M8) ja
tangenttifunktioissa (kurssi M9) voi kayttaa suoraa sijoitusta, jos funktio on méaaritelty
siind x :n avoimessa valissd, jota lahestytadn.

Esimerkiksi funktiolla f (x) =+/x—3 ei ole raja — arvoa kohdassa x =3 vaikka suora
sijoitus antaa arvon nolla: lim vx-3=+/3-3=0

Xx—3

Vieressa olevasta funktion f(x)=+/x-3
kuvaajasta huomataan, ettd raja-arvo ei ole

A 2r
olemassa kohdassa x =3, silld vasemman-
puolista raja-arvoa ei ole olemassa, koska |

f (x) =+/x—3 ei ole maaritelty x=3 -1To| 1 2 3 4 & & 7
avoimessa ymparistossd. Funktio on mééritely e

vain kun X >3 (reaalisuusehto).
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7.7. Murtofunktion raja-arvon maarittiminen

Jos suoraan sijoittamisessa saadaan % , hiin silloin osoittaja ja nimitt4j& ovat jaollisia

samalla lausekkeella ja tdlloin timéa “paha” lauseke voidaan supistaa pois. Jos saadaan
E,a # 0, niin silloin raja-arvoa ei ole tai raja-arvo on epéoleellinen eli f (x) — —oo tai
f (x) — oo (katso kurssi M13). Kéytd apuna sievennyksessd seuraavia “tyokaluja”

e yhteisen tekijan erottamista

2_ —_—
||mu: ||mM=

limx=1
x—>1 X—=1 x-1 Xx-1 x—1
e muistikaavoja
2
tim X2 _ i &) i (x—3)=—3-3--6
Xx—>-3 X+3 x—>-3 X+3 X——3

e ryhmittelya

X3 —4x2 —2x+4 _lim x2(x—4) - 2(x—4) 3

— 2_
x—4 X—4 x—4 X—4 x—>4 X—4
=lim(x?-2)=42-2=16-2=14
X—4
e nollakohtia
i X2 _3x+2 2x% +2x—4=0, josta x =—2 tai x =1 ja siksi
=1 x-1 2x% +2X -4 =2(x+2)(x-1)
2 — —
lim 2XF2X =4 iy 202X i o9y 2214 2) = 6
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

e liittolauseella laventamista

) S T ot N
JT4WZXT4(\/;+2)(\/;_2):|'m(\/;+2)=\/z+2:4

X—4

Toisin: )!im4 \/)(;__42 :)!im4 (\/;t/z;)(_\/f_z) = lim (\/;+2)=x/1+2=4

X—4
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Esim. 7.7.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 7.8.

Ratkaisu:

Vast.

M7 Derivaatta

o XX
Laske raja-arvo lim———.
x—1 X-1

- - 0
Suora sijoitus tuottaa osamaaralle muodon — .

Sievennetdadn lauseke poistamalla ensin itseisarvomerkki (voidaan jattda suoraan pois,
koska x — 1 jasiksi x> 0) ja sen jalkeen erotetaan yhteinen tekijé seuraavasti:
2
X< =X X(x-1)

XX . .
lim——— =lim——=1im =limx=1
x>1 X=1 xo1 x=1 x->1 x-1 x—1

X — ||
lim————=1
x—>1 X-1
. . 4x% —4x-a . .
Milla a:n arvolla funktiolla f(x) = 5 . Onraja-arvo kohdassa X =2 ja
2X°+2x-12

mika tdma raja-arvo on?

2 2
o : . AX°—4x— 4.2°-4.2- -
Tehdaan suora sijoitus lim f(x)= lim X2 X-a _ 5 a_8-a
X—>2 X2 2x“+2x-12 2.2°+2.2-12 0

Nimitt4jan yksi nollakohta on x =2 ja siksi nimitt4j& on jaollinen binomilla x-2.

Jotta funktiolla olisi raja-arvo kohdassa x =2, niin osoittajan nollakohta pita4 olla
my0s X =2, jolloin osoittajakin on jaollinen binomilla x —2.T&lldin voidaan supistaa
sekd osoittajasta ettd nimittdjasta binomi x—2 pois.

Osoittajalla 4x? —4x—a on nollakohtana x =2, jos osoittaja saa arvon nolla, kun
osoittajan lausekkeeseen sijoitetaan x :n paikalle 2. Tall6in saadaan

4.22_4.2-a=0

2
. . 4x° —-4x-8
8-a=0 Talloin funktio f(x)=2—.
2X° +2x-12
a=38

Ratkaistaan osoittajan ja nimittajan nollakohdat.
4x% —4x-8=0 2x% +2x-12
X =—1eli jaollinen binomilla x +1 X = -3 eli jaollinen binomilla X +3
X =2 elijaollinen binomilla X —2 X =2 eli jaollinen binomilla x —2

- 4x%* —4x-8 i A =2) L A(x+D) _42+D) 12 6
Xx—22%x2 1 9x-12 x—>22(x+3)(x-2) x—22(x+3) 2(2+3) 10 5

. 6
a =38 jaraja-arvo on s
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7.8. Funktion jatkuvuus

Funktio on jatkuva kohdassa Xy,

jos lim f(x)=f(xy) eli
X—=>Xo

lim f(x)= lim f(x)=f(x)

X—>Xg— X=X+

Ya

/ Xo X

Esim. 7.9  Milla vakion a arvoilla funktio f(x):{

kaikkialla?

M7 Derivaatta

Funktio on jatkuva
vasemmalta X, jos

lim f(x)=f(x)
X—>Xg—

Ya

i

»

X

3x2 + ax,
—X+ 2,

Funktio on jatkuva
oikealta X, jos

lim £ (x) = f(x)
X—>Xg+

Ya

A/

% < x
kun x > 2 .

on jatkuva
kunx<2

Ratkaisu:  Funktio on jatkuva, kun x = 2, koska lausekkeet 3x? +ax ja —x+2 ovat
polynomilausekkeina jatkuvia. Funktio on jatkuva myos kohdassa x =2, kun
lim f(x)= lim f(x)=f(2).
X—>2+

X—>2—

Vasemmanpuolinen raja-arvo  lim f(x) = lim (-x+2) =0.
X—2— X—2—

Oikeanpuolinen raja-arvo

Raja-arvo on olemassa, kun

lim f(x)= lim 3x*+ax)=3-2°+a-2=12+2a

X—>2+ X—>2+

lim f(x)= lim f(x)

X—>2+ X—>2—
12+2a=0
2a=-12
a=-b6
Vast. Funktio on jatkuva kaikkialla, kun a =-6.
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M7 Derivaatta

Funktio on jatkuva valilla 1, jos se on jatkuva valin jokaisessa sisdpisteessa ja toispuolisesti

jatkuva valin mahdollisissa paatepisteissa.

Vieressa oleva funktio on
jatkuva esim. valilla [-2,1],

ja epdjatkuva valilla [-2,1] ja [2,4].

b

N

/

[1L3] ja ]34

/

1
N

X v

Tieto funktion jatkuvuudesta on esimerkiksi differentiaalilaskennassa erittdin tarkea ja siksi on hyva
jo téssé kohtaa muistaa funktioiden jatkuvuudesta:

Kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia méérittelyjoukossaan.

Alkeisfunktioita ovat

1. Polynomifunktiot

2. Rationaalifunktiot

3. Potenssifunktiot

4. Juurifunktiot
5. Eksponenttifunktiot

6. Logaritmifunktiot

7. Trigonometriset funktiot

f(x)=x3—2x+l

2x-1
f(x)= 3
X°—4

f(x)=x%%
F)=Yx%+6
f(x) =3

f(x) =log, (x° - x?)

f (X) =sin(3x+ )

Jatkuvien funktioiden f(x) ja g(x)

e summa f(x)+9(x)
e erotus f(x)—9(x)
e tulo f(x)-g(x)
o f(x)
e 0samaara —
9(x)
e itseisarvo | (¥)| ja |9(x)|
e yhdistetty funktio fog

ovat jatkuvia méaarittelyjoukossaan
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M7 Derivaatta

7.9. Derivaatta

FO)— (%)

Funktion f(x) derivaatalla kohdassa x, tarkoitetaan erotusosamaaran Yy
—%o

raja-arvoa

) =F(x) . s L. o
lim M jasiita kaytaan merkintaa f '(x,) . Geometrisesti erotusosamaaran raja-arvo
X—>Xg X—=Xp

tarkoittaa sit4, etté sekantin kulmakerroin muuttuu tangentin kulmakertoimeksi. Taten funktion
derivaatta kohdassa X, tarkoittaa tangentin kulmakerrointa ja ilmaisee funktion muuttumisen
nopeuden siiné kohtaa. Taten funktio f(x) on derivoituva kohdassa x,, jos funktion f(x)
kuvaajalle kohtaan x, voidaan piirtaa tangentti.

Funktion derivaatta kohdassa x,

ja f'(xg)= r|1im f(xo+h)—f(x)

fi(x) = lim 4= T(X0) 0 K

X—>Xo X— XO

Esim. 7.10. Muodosta derivaatan maaritelman nojalla funktion f (x) = 4x? derivaatta f'(1).

Ratkaisu: Ratkaistaan esimerkki kayttamélla kumpaakin edelld esitetyista tavoista.

At _ i T00=100)

Tapa 1: f! = lim
: (XO) X=Xy AX  x—Xq X—Xp
2 2 2
£ = lim 20 fim 0= T@) _ p =417 474
X1 AX  x—1 Xx-1 x—>1 X-1 x—1 X-1

2 _ A(x+1
_im 208D AT A(x+1) = 4(1+1) =8
x—>1 x-1 x—1 1 x—1

Tapa 2: f'(xg) = lim gz lim f(xg+h)—f(x)
h—0AX h—0 h
- . 2_p.12
f'(l)ZIimgzlimM:"mll(1+h) 4.1
h—0AX h—0 h h—0 h
2 2 )
_jim A @+2h+h%) -4 % +8h+4h">4 i 84N
h—0 h h—0 h h—0

=|nnfﬂ§iﬁ9=|mm8+mn=8+40=8
h—0 J’{ h—0

Vast. f'(1)=8
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M7 Derivaatta

Esim. 7.11. Ratkaise vieressa v 4
olevan funktion f(x) .
muutosnopeus -
L T~
kohdassa x=3. | - \
iy "
pd \‘ R
A 1 2 3 4 X
pe =1

Ratkaisu: Funktion muutosnopeus tarkoittaa
geometrisesti samaa kuin tangentin
kulmakerroin kohdassa x =3. y 4
Piirretadan funktiolle silmamaéaraisesti _ 03
tangentti kohtaan x =3 ja lasketaan :
tangentin kulmakerroin.

2
Piirretty tangentti kulkee iy
pd \\ o
1

pisteiden (0,3) ja (5,1) kautta ja
nain ollen tangentin kulmakertoimeksi
saadaan

,_
N
(€8]
5N
></
A

LAy _1-3_ -2 2

~AX 5-0 5 5

2
Vast. Funktion muutosnopeus on z kohdassa x =3.

Huomautus: Derivaatan mééritelmén perusteella derivaatan arvo kohdassa X =3 on mygs yhta

2
suuri kuin siihen piirretyn tangentin kulmakerroin ja siksi myés f '(3) = R
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7.10. Derivoimissaannot

Derivaatan maaritelméaa tarvitsee kayttaa vain pyydettdessa. Muuten voidaan kayttaa alla esitettyja
derivoimissaantoja, kun muodostetaan funktion derivaattaa.

Olkoon f jag derivoituvia funktioita ja k on vakio.

Saanto Esimerkki
1. Dk =0 D7=0
2. Dx=1
3. D(kf ) = kDf D(3x)=3Dx=3-1=3
4. Dx"=nx"? D5x° =5Dx> =5-3x>* =15x*
5. D(f +g)=Df +Dg D(2x° +3x? —2x+1) =10x* +6x—2
6. Dfg=f'g+fg" D(2x(x® —5x)) = 2(x> —=5x) + 2x(3%x? —5)
f f'g-fg' 4x+1 4-3x—(4x+1)-3
T B

Esim. 7.12. Mill& vakion a arvoilla funktion f(x)= a’x? —2x muutosnopeus on 38
kohdassa x=57?

Ratkaisu:  Funktion muutosnopeus on sama kuin derivaatan arvo. Téaten f '(5) =38.

Derivoidaan funktio f'(x)= 2a%x—2
Sijoitetaan x =5 f'(5)=2a’x—2=2a%-5-2=10a° -2
Saadaan yhtalo 10a%2-2=38 Ratkaistaan yhtalosta a.
10a” = 40
a’=4
a=12
Vast. Kun a=%2.
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7.11. Tangentin ja normaalin yhtalo

Esim. 7.13.

Ratkaisu:

Vast.

Yhtéalon johtaminen, kun annettu piste on funktion kuvaajalla

Tangentti on suora ja suoran yhtélo saadaan kaavasta y —y, =k(X—Xp), jossa
(X0, Yo) on suoran yksi piste ja k on suoran kulmakerroin. Koska tangentin
kulmakerroin k, pisteessa x, on derivaatan arvo eli k; = f '(X,) ja tangentti ja sen

. . . . . 1
normaali ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli k; -k, =—1, josta saadaan k, =——.
t

Téaten funktion kohtaan x, piirretyn tangentin ja normaalin yhtalo:

tangentti  y—y,=f'(X)(X—Xg) ya y = f(x)
; 1
normaali Y—Yo=— f '(X )(X—XO) /v ‘
° 717 % © x

Muodosta tangentin yhtld funktiolle f(x)=2x®—4x kohtaan x =1.

Derivaatta f '(x)=6x>—4 ja nain tangentin kulmakerroin k, = f ‘1) =61 —4.1=2,

Tangentin y-koordinaatti y = f (1) =2-1>—4-1=—2 ( kulkee pisteen (1,—2) Kautta).

Tangentin yhtalo Y —Yo =k (X—=X%g)

y—(=2)=2(x-1)
y+2=2Xx-2
y=2x—-4.

Normaalin kulmakerroin ki -k, =-1

2k, =-1
1
k =—=
"2

Normaalin yhtélod Y—Yo =K (X—X%p)

y-(-2) == (x-1

1
+2=——X+—
y 2
o138
2 2
. - : . - 1 3
Tangentin yhtalé y =2x-4 ja normaalin yhtal6 y = _EX_E .

Yhtélon johtaminen, kun annettu piste ei ole funktion kuvaajalla
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M7 Derivaatta

Ratkaistaan ensin tangentin kulmakerroin k;, jonka avulla saadaan normaalin
kulmakerroin kayttamalla tietoa, etta k; -k, =-1.

Tangentin kulmakerroin saadaan laskettua kahdella eri tavalla

tapa 1: ki = f'(x) Iz y=f(x)
tapa 2: ki = Y=% /%X’ yz
X_XO / 'X
(X0, Yo)

Merkitaan kulmakertoimet yhtasuuriksi,
kéytetdan tietoa, ettd y = f (x) ja ratkaistaan saadusta yht&losta x.

Esim. 7.14. Johda funktiolle f(x)=x?+2x tangentin, joka kulkee pisteen (—1,—5) kautta, yhtalo.

Ratkaisu:  Piste ei ole funktion f(x) kuvaajalla, koska f(-1)=(-1)?+2-(-1)=-1=-5.

Ratkaistaan tangentin kulmakerroin ki = f'(X)=2x+2

Toisaalta kulmakerroin ki = Y=Y _¥-(5) _y+5
X—-% x-(-1) x+1

y+5 X% +2x+5
X+1 X+1

Koska y = f (x) = x? +2x, niin saadaan k; =

Merkitaan yhtasuuriksi ja ratkaistaan x laskimella.

2
2x+2:w,josta x=-3taix=1
X+1

Tangenttien kulmakertoimet Tangenttien yhtalot
kun X =-3, niin y—(-5) =—-4(x—-(-1))
ki=f'(-3)=2-(-3)+2=—4 y=-4x-9

kun X =1, niin y—(-5) =4(x—(-1))

Vast. Tangenttien yhtalot ovat y =-4x—9 jay =4x-1.
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7.12. Kayrien valinen kulma

Kahden kayran valinen kulma leikkauspisteessa

Kahden kéayrén valiselld kulmalla leikkauspisteessa tarkoitetaan kdyrien
leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien vélistd kulmaa « , joka saadaan kuten M4

kl_kZ

1+Kkq-ky

kursissa laskettiin kahden suoran valista kulmaa yhtélostd tan o =

7.13. Funktion kasvaminen ja viheneminen

T CT))] e : f(xp) s 5

f(xq) - |
V. f(x) 1
X X2 X 1 x X2 X
Funktio on kasvava, jos kaikilla X :n Funktio on aidosti kasvava, jos kaikilla
arvoilla on voimassa ehto X :narvoilla on voimassa ehto
f (Xl) <f (Xl), kun X1 <X f (Xl) < f(xl) , kun X <X
YA Ya
N N
f(x) - f(x) 1
f (X))
(X2) f(X)1
X X2 X X X2 X
Funktio on vahenevd, jos kaikilla X :n Funktio on aidosti vdheneva, jos kaikilla
arvoilla on voimassa ehto X :n arvoilla on voimassa ehto
f(x)>f(xq), kun ¥ <X f(x)>f(x), kun X <X

Huomautus: Funktio on monotoninen, jos funktio on kasvava tai vaheneva.
Funktio on aidosti monotoninen, jos funktio on aidosti kasvava tai vdheneva.
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7.14. Funktion tutkiminen derivaatan avulla

Funktion kasvaminen ja véheneminen

Olkoon funktio f(x) jatkuva valilla [a,b] ja derivoituva valilla ]a,bJ .

Jos valilla ]a,b[ toteutuu ehto

1
2
3.
4

o

f'(x)>0, niin f(x) on kasvava valilla [a,b].

f'(x)<0, niin f(x) on vaheneva vélilla [a,b].

f'(x)=0, niin f(x)on vakio valilla [a,b].

f'(x)>0 ja f'(x)=0 korkeintaan yksittdisissa kohdissa, niin f (x) on aidosti
kasvava valilla [a,b].

f'(x) <0 ja f'(x)=0 korkeintaan yksittaisissa kohdissa, niin f (x) on aidosti

vaheneva valilla [a,b].

Esim. 7.15. Milloin funktio f(Xx)= x% —3x2 on aidosti kasvava ja milloin aidosti véheneva?

Ratkaisu:  Funktio on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva kaikkialla.

Derivoidaan funktio f'(x)= 3x% - 6x

Derivaatan nollakohdat 3x%-6x=0 ,josta x=0taix=2

Tehdaén derivaatan merkkikaavio (funktion kulkukaavio)

0 2 f'(x)=3x%>—6
fog +| — |+ ° +\— /+
X
f(x) AT |7 0\/2
Vast. Funktio on aidosti kasvava, kun x<0tai x>2.

Funktio on aidosti vaheneva, kun 0 < x<2.

Huomautus: Derivaatan merkin tutkiminen voidaan tehd& myas testipisteiden avulla.

f'(-1)=9>0
f'1)=-3<0
f'3)=9>0
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Funktion aariarvot, aariarvokohdat ja aariarvopisteet

Adriarvot, aariarvokohdat ja dariarvopisteet voivat olla paikallisia (lokaaleja) tai
absoluuttisia (globaaleja). Adriarvolla tarkoitetaan funktion saamaa paikallista tai
absoluuttista arvoa. Aariarvokohdalla tarkoitetaan sitd x:n arvoa, jossa funktio saa ko.
arvon. Aariarvopisteell4 tarkoitetaan paikallista tai absoluuttista dariarvopistetta.

Paikalliset aariarvot
minimiarvo: f(X3), f(x5) jaf(x;)

maksimiarvo: f (%), f(X4), f(Xg) Jaf(xg)

Absoluuttiset dariarvot

pienin arvo: f(x3)

suurinarvo f(x)

Paikalliset aariarvokohdat Absoluuttiset aariarvokohdat
minimikohta: X3, X5 ja X; minimikohta: X3
maksimikohta: X;, X4, Xg J& Xg maksimikohta: X

Adriarvopisteet: esim. piste (x4, f(x4)) on paikallinen maksimipiste.
Huomautus: Kohdat X, ja xg eivat ole adriarvokohtia.

Esim. 7.16. Kuinka monta nollakohtaa on funktiolla f(x) = x3—6x% -1

Ratkaisu:  Polynomifuntkiona jatkuva ja derivoituva kaikkialla.
Derivoidaan f '(x) =3x%—12x. Taten f'(x)=0, kun x=0taix=4.

0 4 2
f'(x) =3x° —12x

Funktion kulkukaavio f'o)y + | — |+ % _|_\_ /_,_‘
fx) A ™| A7 N

Funktion aariarvo f(0)=-1<0. Funktiolla on vain yksi nollakohta, koska
paikallinen maksimipiste (0,—1) on x-akselin alapuolella.

Vast. Funktiolla f(x) = x3 —6x% —1 on vain yksi nollakohta.
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7.15. Jatkuvan funktion lauseet

Esim. 7.17.

Todistus:

Esim. 7.18.

Ratkaisu:

Vast.

Funktion suurin ja pienin arvo

Olkoon funktio f(x) jatkuva suljetulla vélilla [a,b]. Tall6in funktion saamien

arvojen joukossa on funktion suurin ja pienin arvo seka funktio saa kaikkia arvot
suurimman ja pienimmén arvon véalissa.

Bolzanon lause

Olkoon funktio f(x) jatkuva suljetulla valilla [a,b] ja f(a)- f(b) <O (funktio saa
vélin paatepisteissé erimerkkiset arvot), niin talloin funktiolla on ainaekin yksi
nollakohta valilla ]a, bl .

Todista, ettd funktio f(x)= 3X° +4X+3 saa arvon 1.

Funktio saa arvon 1, jos yhtalolla 3X° +4x+3=1, josta saadaan 3X° +4x+2=0, on
ratkaisu. Merkitaan g(x) =3x° +4x+2. Koska g(-1) =3-(-1)° +4-(-1)+2=-5<0
ja g(0) =2>0 seka polynomifunktiona g(x) on jatkuva valilla [-1,0], niin

Bolzanon lauseen mukaan funktiolla g(x) on ainakin yksi nollakohta vélilla ]—1, O[.

Taten myos yhtalolla 3x° +4x+3=1 on ainakin yksi ratkaisu ko. vélilla ja ndin myos
funktion f(x) =3%° +4x+3 saa arvon 1 vililla ]—1, O[. (Olisi voitu myos todeta

aidosti kasvavaksi funktioksi, koska f ‘(x) >0 jataten f(x) saa kaikki arvot).

Fermat’n lause

Olkoon funktio f(x) jatkuva suljetulla valilla [a,b] ja derivoituva avoimella
valilla]a, b[ . Tallgin funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa valin paatepisteissa

tai niissa derivaatan nollakohdissa, jotka ovat avoimella valilla [a,b].

Laske funktion f(x)= x3 —6x% +9x +3 suurin ja pienin arvo valilla [2,5]

Derivoidaan f'(x) = 3x% —12x+9. Téten f '(x) =0, kun x=3tai x=1 (ei kelpaa).
Lasketaan funktion arvo kohdissa x=2,x=3jax=5 f(2)=5, f(3)=3jaf(5)=23.

Suurin arvo 23 ja pienin arvo 3.
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7.16. Sovellustehtavit

Sovellustehtavissa pitad esin muodostaa funktion lauseke ja maéarittelyjoukko annettujen tietojen
avulla. Taman jalkeen tehtdva ratkaistaan kuten muutkin aériarvotehtavat.

Esim. 7.19. Pakkauslaatikot valmistetaan suorakulmion muotoisista pahveista, joiden leveys on 30
cm ja pituus 50 cm, siten, ettd jokaisesta nurkasta leikataan samankokoinen nelid pois.
Kuinka korkea laatikosta tulisi tehda, jotta laatikon tilavuus olisi mahdollisimman
suuri. Kuinka monta litraa laatikon tilavuus t&llgin on?

Ratkaisu: Leikataan jokaisesta nurkasta nelion, jonka
sivun pituus on X, muotoinen pala pois. 30 — 2x

X ——X
1
J ]

Taitetaan sivut ylos, jolloin syntyy laatikko, L :-Xﬁ
jonka korkeus on x ja pohjan sivunjen pituudet X 50 — 2x
ovat 50—2x ja 30— 2x.
b
Laatikon tilavuus V = A, -h
30 — 2x

Taten laatikon tilavuudeksi tilavuudeksi saadaan 50 — 2x
V (X) = (50— 2x)(30 — 2X)X = 4x° —160x? +1500%, 0 < X <15
Maérittelyjoukko 0<x <15 saatiin siitd, ettd neliota leikatessa sivun pituus ei voi olla

negatiivinen ja lynyemman sivun pituus on 30 cm ja siksi leikattavan nelién pituus ei
voi olla yli 15 cm.

Voidaan kéyttdd Fermat’n lausetta, koska funktio V (x) on polynomifunktiona jatkuva
valilla [0,15] ja derivoituva valilla ]0,15[ .

Derivoidaan V (x) =12x% —320x +1500

Derivaatan nollakohdat ~ 12x° —320x+1500 =0
X =6,0685... tai x =20,5981... (ei kelpaa, 0<x<15)

Lasketaan tilavuudet V(0)=0
V (0) = 4104, 4103...
V(15) =0
Tilavuus V = 4104, 4103... cm® = 4,1044... dm°® ~ 4,1 lirtaa

Vast. Laatikosta tulisi tehda 6,1 cm korkea, jolloin tilavuus on 4,1 litraa.
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Tehtavissa 7.1 — 7.7 ei saa kayttaa laskinta.

7.1. Derivoi funktiot

a) f(x) = 2% —4x% +6x—7
3
b) f(x)=x"*-8x4 +6x 71 +2x

3x+1

) T0=52

d) f(x)=(=2x+x)?
e) f(x)=(x>+2x-1)(4x—2)

5
i—i+x——3x+2

x4 1Ox3

f) f(x)=

7.2. Laske raja-arvot

2 3
2) lim X° +2X by lim 2X° —18x
x>0  2X x—>-3 X+3
4 .3 2 ox=x
o) lim X =8Iy im 1
X—>4 X—4 x—>0 X
3 5,2 2 _
&) lim X —2X°—-3X+6 £ lim X"+ X-2
X—2 X—2 x—=1 X-1
7.3. Ratkaise yhtalot
2
X
a) == —x=0 oy X1
x—1 x—1
7.4. Ratkaise epayhtélot
X
a) —<x b
) 1 )
XL5>X_1
x-1

atakion. matematiikka
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7.5. a) Milld muuttujan x arvoilla polynomin

P(x) = x* —x3 +x derivaatta saa arvon 17

b) Milla vakion a arvoilla suora

a2y—2a2—ax+2x—y+2=0 on nouseva?

2 2
7.6. a) Sievenna 2X 9 .2X7+6
4x° +12x+9 X+3
2 B 2
b) Sievenna (2); +2X2)(X 1):ZX 2
x°+6x°+9x  X+3
o [x-2+2
c) Médrité raja-arvo |lim *—
-1 x°-1
7.7. Vieressa on al
funktion f (x) 2t P (x)
kuvaaja. Mitka alla N
. _ 0
olevista kuvista 1 — 4 -
pitavat paikkansa? :2
2: 7 (x) f”(X)
1_
RCEY EE A N
_ Kuva 1 _2: Kuva 2
3 1] 2 X
2 f (X) 4\2 : 1 2 3 4I5f|(3 ')7 [
1 2
| 0 ] :;1 Kuva |4
_ Kuva 3 b
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M7, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 7.8 — 7.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

7.8. Alapuolella on piirrettyna funktion
y = f(x) kuvaaja. Vastaa kuvaajan perusteella

alla oleviin kysymyksiin.

a) lim f(x) b) f(3) c) lim f(x)
X—>-1- X—3

Onko funktio f(x) jatkuva
d) kohdassa x =-1

e) vélilla 3<x<4

f) oikealta kohdassa x =—-17?

V“

2.
Z

-2/ 2 M

/
4

(tiedosto, video)

™Y

7.9. a) Maarita funktion f(x)= X% —4x+3 se
tangentti, joka kulkee pisteen (3,—4) kautta.
b) Méarita f(x)=2x° —x+1 kohtaan x =1

piirretyn normaalin yhtalo.
(tiedosto, video)

7.10. a) Miké& on funktion
f(x)=x* —4X3,X€[1,5]

suurin ja pienin arvo?

b) Milloin funktio
F) =L x4~ 13 %2 Ty on aidosti
12 6 6
kasvava ja milloin aidosti vaheneva? Maarita
funktion &ariarvopisteet?
(tiedosto, video)

ofu.kion. matematiikka c AS I O

7.11. a) Laske funktioiden f(x)= X% +2 ja

g(x)= 2x% +2x+3 valinen kulma asteen

kymmenesosan tarkkuudella.
b) Olkoon funktio f (x) = % N +gx2 _x.

Kumpi on suurempi f (0,3333333332) vai
f (0,3333333331) ? (tiedosto, video)

7.12. Kahden metrin korkeudelta heitetty pallo
osuu viiden metrin padssé olevan puun
runkoon viiden metrin korkeudella. Pallon
heittorata on paraabeli, jonka huippu on
heittdjan ja puun valissa kahden metrin
etdisyydelld puusta. Laske heittokulma.
(K91/6) (tiedosto, video)

. . 2x+a% - 3a
7.13. a) Ratkaise yhtdlg ——=a

vakion a kaikilla reaaliarvoilla. (K93 /5).

b) Milla vakion a ja b arvoilla funktio

x2+x+a

f(x)= X—2
ax2+bx—1, X>2

, X<2

on jatkuva kaikkialla? (tiedosto, video)

7.14. Suorakulmaisen sarmién pohjan
pituuden ja leveyden suhde on 2:3. Laske
suurimman sellaisen kannellisen
suorakulmaisen sarmién muotoisen astian
korkeus, jonka kokonaispinta-ala on 300 cm?.
(tiedosto, video)

7.15. Kolmannen asteen polynomista P(x)
tiedet&én, ettd se on jaollinen binomilla x+2.
Liséksi sen derivaatan minimiarvo on -27/2,
kun x=24. Polynomin hetkellinen
muutosnopeus kohdassa x=3 on 24. Jos
polynomi jaetaan binomilla x-4, niin
jakoj&énnos on 36. Laske P(6).

(tiedosto, video)
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

M8 Juuri- ja logaritmifunktiot
8.1. Yhdistetty funktio

Esim. 8.1.

Vast.

Esim. 8.2.

Ratkaisu:

Vast.

Olkoot funktiot f:A— B ja g:B—C. Yhdistetyssa funktiossa g - f sisafunktion
f arvojoukosta f(x) tulee ulkofunktion g madrittelyjoukko. Merkintd (g o f)(x)

luetaan ” g pallo f arvolla x” g f

NI

A B C

Yhdistetylla funktiolla (g- f)(x) (lue "g pallo f ") tarkoitetaan funktiota, jonka
madrittelee yhtald (ge f)(x)=g(f(x)). Funktiota f sanotaan sisafunktioksi ja
funktiota g ulkofunktioksi.

Anna esimerkki siséfunktiosta s(x) ja ulkofunktiosta u(x), jolle f(x)=(u<s)(x),

kuna) f(x)=+/x+1 b) f(x):4x2—12x+9

a) s(X) =x+1ja u(x) =/x b) s(x)=2x-3 ja u(x)=x2

a) Muodosta funktiot (go f)(x), kun f(x)=2x+1 ja g(x)= x2 -1,

b) Miké on funktion (f o g)(x) méarittelyjoukko, kun f (x) :L3 ja g(x) = x2 1.
X_

a) (go F)(X) = g(f (X)) = g(2x+1) = (2x +1)? ~1=4x? + 4x +1-1=4x? + 4x

11
(x2-1)-3 x°-4

b) (f=g)(x)= f(g(x) = F(g(x) = f(x*~1) =

Yhdistetty funktio on méaaritelty kun x = £2.

a) (go f)(X)=4x*+4x  b) Madritelty, kun X # £2.
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

8.2. Kaanteisfunktio

Kéaanteisfunktion maaritelma

Funktiot f:A— B ja g:B — A ovat toistensa k&anteisfunktioita, kun kaikilla x € A
on g(f(x))=x jakaikillayeB on f(g(y))=y.

f

A B

Funktion ja sen kaanteisfunktion maérittelyjoukko ja arvojoukko vaihtuvat toisikseen.

Esim. 8.3.  Osoita, etta funktiot f(x):%x+2 ja f_l(x):3x—6 ovat toistensa

kaanteisfunktioita.

Ratkaisu:  Funktiot ovat toistensa kaanteisfunktioita, jos f_l(f (x)) =X eli (f_1 of)=x.

(f Lo F)) = F(F(x) = f_l(%x+2)=3(%x+2)—6=x+6—6=x

f~1(x)=3x-6
ylk 7
/,’ f(x)=1x+2
_ 7 — 3
1 —
] 1 ///
=+ /
/7
-~ . :
-2 —I_/f 1 2 4 X
Vs “L
S0/
d
y=X
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

Funktion ja sen kaanteisfunktin kuvaajat

Vain aidosti monotonisella funktiolla (aidosti kasvava tai aidosti véheneva funktio)
voi olla k&énteisfunktio olemassa, silla kaanteisfunktion maaritelmén mukaan

muuttujan X kahdella eri arvolla x; ja Xp pitad olla aina erisuuret arvot
f(xq)= f(x).

Funktion f(x) ja sen kaanteisfunktion f_l(x) kuvaajat ovat symmetrisid suoran
Yy = X suhteen, jos funktioilla on sama muuttuja, muuten kuvaajat yhtyvat. Kuvaajat
nayttavat symmetrisiltd vain, jos X- ja Y- akselin yksikot ovat samanpituiset.

Kaanteisfunktion muodostaminen

Muodosta funktion f(x) kaanteisfunktio- tyyppinen tehtévé ratkaistaan seuraavasti:

1. Tutki funktion aito monotonisuus (vain aidosti monotonisella funktiolla on
kaanteisfunktio olemassa).

Tutki funktion maarittelyjoukko M ¢ ja arvojoukko As .

Ratkaise funktion lauseke X:n suhteen.

Vaihda merkinnat (y :n ja x:n paikka).

Kirjoita k&é&nteisfunktion lauseke. Muista, ettd méarittelyjoukko- ja
arvojoukko vaihtuvat toisikseen.

ok~ ow N

Esim. 8.4. Muodosta funktion f(x) kaanteisfunktio, kuna) f(x)=x+2 b) f(X):x2—4

Ratkaisu: a) Funktion f(x)=x+2 on kuvaaja on nouseva suora ja siksi aidosti kasvava funktio
ja taten kaanteisfunktio on olemassa.

Funktion f(x)=x+2 madrittelyjoukko Mt =R ja arvojoukko As =R,

f(X)=x+2
y=X+2 Ratkaistaan x.
X=y-2 Vaihdetaan merkinnét.
y=Xx-2

Taten kaanteisfunktio f_l(x) =X-2.

Vast. LR SR F ) =x-2
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

Esim. 8.5. Muodosta funktion f :[2,00[ >R, f(x)= x2 —2x kaanteisfunktio f_l(x).

\/

»
»

Ratkaisu: 1) Funktion f(x)= X2 —2x kuvaaja on

Yy
KW )
L

yléspdin aukeava paraabeli, jonka huipun

X —koordinaatti on x = —b - —(=2) -1

2a 2-1

e

Nain ollen funktio on aidosti kasvava, kun x>1. -1 L~

[EEN

DD
I

e Y
N

Koska funktion madrittelyjoukko M ¢ =[2,00],

niin funktio on aidosti kasvava ja kaanteisfunktio on olemassa.

2) Funktion f :[2,00[ > R, f(x)= x? —2x maérittelyjoukko M ¢ =[2,%[ ja

arvojoukko A =[0,o0[ . Néin ollen kaanteisfunktion M __; = A¢ =[0,o0] ja

arvojoukko Ai1 =My =[2,00[ .

3) Ratkaistaan X :n suhteen tdydentaméll& ensin nelioksi

x2—2x:y
x2—2x+1:y+1
(x—1)2:y+1 H\/_

F
14

7ﬁﬁa

[x=120, kun x &[2,o0[ jasiksi|x-1=x-1

X= 1+1

4) Vaihdetaan merkinnéat

y=+x+1+1
5) Kaanteisfunktio f_l(x) =vx+1+1

Vast. f71:[0,00[ > [2,00[, F7HX)=x+1+1
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot
Esim. 8.6. Muodosta funktion f(x)= 6—Xl;x [0, 2] kéénteisfunktio.
X +
Ratkaisu: Tutkitaan derivaatan avulla funktion monotonisuutta.

6(x+1)-6x-1 6x+6-6x 6
(x+1) (x+D)?  (x+1)?

f'(x) = >0, kun x€[0,2]

Funktio on aidosti kasvava, kun X €[0,2] ja siksi silla on kaanteisfunktio olemassa.

Funktion pienin arvo f(0) = 5-0_ 0 jasuurinarvo f(2)= 62 _ 4.
0+1 2+1

Nain saadaan M ; = A =[0,2] ja Af =M (-1 =[0,4]

y:% -(x+1)
y(x+1) =6x

yX+ Yy =6X

6X—yx=Yy

(6-y)x=y (6-y)
x=—Y_ | Vaihdetaan merkinnét
6-y
X

y:6—

x

f1(x __x
(x) 5y

Vast. t71:[0,4] > [0,2], (%) =6—XX

Tarkistus: Kaanteisfunktion maaritelman mukaan funktiot f(x) ja f_l(x) ovat toistensa

kaanteisfunktioita, kun f_l(f(x)) =X eli (f_lo f)=x.

o6Xx

FLF )= £y XLy
x+1" o 6Xx
X+1
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

8.3. Kaanteisfunktion derivaatta

Kéaanteisfunktiota ei tarvitse muodostaa, kun lasketaan kaanteisfunktion derivaatan arvoa.
Jos funktio f(x) on aidosti monotoninen, se on derivoituva kohdassa x ja sen derivaatta f ‘(x) =0,

niin silloin k&énteisfunktion derivaatta saadaan kaavasta (f 1) '(Yo) =

1 ),missa Yo = f(Xg)-

Esimerkiksi funktio f(x)= X +X on kaikkialla aidosti kasvava, koska

f'(x)= 3x%+1>0 ja siksi silla on kaanteisfunktio olemassa. Kaanteisfunktion
lauseke on kuitenkin mahdoton muodostaa lukion oppikurssien perusteella.

Esim.8.7. Olkoon f(X)=x+X. Laske (f )'(2).

Ratkaisu:  f'(x)= 3x% +1>0 jasiksi f(x)= X2 +X on aidosti kasvava ja kéaanteisfunktio on
olemassa.

Ratkaistaan ensin x kaavasta (f‘l)(y) =L, missa y = f(X).

f'(x)
y=f(x) Hy:2jaf(x):x3+x
2=x34+x
x3+x-2=0 | Ratkaistaan yhtals laskimella
x=1
(F @) =—— | 100=3: 41
f'(2)
_ 1 1
(f @)= ==
31241 10
_ 1 1
Vast. (f 1) = =
3.12+1 10
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8.4. Yleinen potenssifunktio

M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

e Yleinen potenssifunktio f(x)=x%aeR,x>0.

m

e Rajoitusehto X >0 on valttdmaton, silla esimerkiksi funktiossa f (x) = xn

£(0)=02 =00

0

1

f(-4)=(-4)2 =2

0° eiole maadritelty

ei ole maaritelty

e Yleisen potenssifunktion mééarittelyjoukko ja arvojoukko on IR eli

Mg =As =R,.
e Yleisen potenssifunktion kuvaajan kohtaan X=0 piirretadn avoin ympyra,
koska M =R .
1 _y3l 21
T = v T0=x S f=x 2
2 g~ 2 2
> > —
) 1 X ) 1 X 1 X
Potenssifunktiot }\gﬁzlr(';tely_ }A(;LV&O Jatkuvuus ja derivoituvuus
f(x)=x",n=24,.. R [o,oo[ Jatkuva ja derivoituva kaikkialla.
f(x)=x",n=-2,4,.. R\{0} 10,00] Jatkuva ja derivoituva, kun x =0
f(x)=x",n=35,.. R R Jatkuva ja derivoituva kaikkialla.
f(x)=x",n=-1-3,... R\{0} R\{0} Jatkuva ja derivoituva, kun x =0
m
fo)=x",M50 R R Jatkuva ja derivoituva valilla ]0, .
n
m
fo)=x",M 50 R\ {0} R\ {0} Jatkuva ja derivoituva vélilla ]0, o[ .
n

otukion. matematiikka
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

8.5. Potenssiyhtilot x™ = a

Yhtélon ratkaiseminen, kun eksponentti on kokonaisluku x™ = a,x € R

Jos eksponentti n=2,3,4,...

1. Kirjoita yhtalé muotoon x" =a

2. Ota yht&lon molemmista puolista
n:s juuri. Muista +, kun otat
parillisen juuren.

Esim. a)

axt=48 |3
x* =16 ‘i‘/_
X =12
b) 2x¥-_250 |:2
*=-125 |3
X=-5

Ei reaalista ratkaisua, koska X6 >0

Jos eksponentti n=2,3,4,...

1. Kirjoita yhtalé muotoon x" = a .

X
2. Ota yht&lon molemmista puolista
n:s juuri. Muista +, kun otat
parillisen juuren.

P |
Kéyté saantoa X

2x3=54 |:2
X3 =27
1z
X 1
27x° =1 |:27
3 1 3
X' =—
27 W_
27
h 1
X=—==—
27 3

Huomautus: Potenssiyhtallla X" =a,neZ,n=0 on enintadn kaksi ratkaisua.

Ratkaisujen lukumaara riippuu eksponentin n ja a:n arvosta seuraavasti:

n=2,4,6,8. ... n=-2,-4,-6,-8,...
1
a>0 | kKaksi ratkaisua X=+%a | kaksi ratkaisua X = i%
a=0 | yksiratkaisu X =0 ei yhtaaan ratkaisua
a<o0 ei yhtéén ratkaisua ei yhtdaan ratkaisua
n=1357,... n=-1,-3-5-7,...
. . 1
a>0 yksi ratkaisu x = Ya yksi ratkaisu x = —
Va
a=0 yksi ratkaisu x=0 ei yhtaan ratkaisua
. . 1
a<0 yksi ratkaisu x = Va yksi ratkaisu x = _G
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

Murtopotenssin kertaus

m
Murtopotenssin maaritelma a" =va™,a>0,meZ neZ,.

Kantaluku a > 0, silla muuten tulee seuraavanlaisia ongelmia

0
1. 05=x0° ei ole mahdollinen, koska 0° ei ole maaritelty
3
2. (-2)4 = \4/(—2)3 =4-8 ei ole mikaan reaaliluku, koska parillista
juurta ei

Voi ottaa negatiivisesta luvusta

Yhtalon ratkaiseminen, kun eksponentti on murtopotenssi

n on positiivinen murtopotenssi

m

1. Saata yhtald muotoon X" =a

2. Tutki maarittelyehto
3. Korota yhtalén molemmat puolet potenssiin

n (eksponentin m kaanteisluku)
m n

Esim. 3 2
(x-1)2 =8 ()3,x-1>0, jostax>]

2

x—1 (23)3

3.2

x-1=2 3=4

Xx-1=4
X=5

ozukion. matematiikka
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n on negatiivinen murtopotenssi

m

1. Saata yhtalé muotoon X " =a

2. Tutki maarittelyehto
3. Korota yhtalén molemmat puolet

potenssiin —* (eksponentin —
m n

kaanteisluku)

5
3x 2=96 I:3, x>0
o 2
x 2=32|( )5
2
_5) 5 2
X 2 _(25) 5
x =22
Lt
=77,
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8.6. Juurifunktio

M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

Parillinen juurifunktio f(x)=%x,n=2,4,6, ..

f00=x

A
Xr

/f(x>=%

n

o Madrittelyjoukko M ¢ =[0,00]

e Arvojoukko

At =[0,%]

X

o Jatkuva valilla [0,%0] . Jatkuva toispuolisesti kohdassa x =0

e Derivoituva valilla ]0,00[

e Aidosti kasvava

e Kaénteisfunktio

f1x)=x", x>0

Pariton juurifunktio f(x)=%x,n=3,5,7. .

yl

A

/f(x)=%

»
»

| f(0=3

I X

o Méérittelyjoukko

e Arvojoukko

M =R
A¢ =R

e Jatkuva kaikkialla

e Derivoituva, kun x#0
e Pariton funktio

e Aidosti kasvava

e Kaanteisf

ozukion. matematiikka
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M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

8.7. Neliojuuriyhtalot

Nelidjuuriyhtél6ét voidaan ratkaista kahdella eri tavalla.

Tapa 1:

Tapa 2:

1. Muokkaa yht&loa siten, etté toisella
puolella on nelidjuurilauseke ja toisella
puolella muut termit.

2. Korota nelioon.

3. Tarkista ja anna vastaus.

ESlm ‘IZ—X—XZO
2-X=X ‘( )2
2-x=x?
X2 +x-2=0
X_—li«/12—4~1-(—2)
B 2.1
-1+3
X =
2
X=-2taix=1

Tarkistetaan saadut vastaukset

Jos x = -2, niin \/2—(-2) —(-2) =0
Ja+2=0

4 =0 Epatosi

Josx =1 niin/2-1-1=0
J1-1=0

0=0 Tosi

Vast. X=1

ozukion. matematiikka
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1. Muokkaa yhtaloa siten, etté toisella
puolella on nelidjuurilauseke ja toisella
puolella muut termit.

2. Tutki milloin molemmat puolet ovat ei-
negatiivisia.

3. Korota neliédn, ratkaise yhtélo ja anna
vastaus.

VX-3+x=5
VX—=3=-x+5

x-3>0 ja —x+5>0

X>3 X<5
Taten 3<x<5
2
X—3=-X+5 ‘( )

X—3=x%-10x+25

X% —11x+28=0

. 111\/(—11)2 ~4.1-28
- 2-1

1149 1143
2 2

x=4 tai x=7 (ei kdy, koska 3< x <5)

Sivu | 204




M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

8.8. Juurifunktion derivointi

Ennen derivointia funktion f(x)=Yx" lauseke kirjoitetaan murtopotenssimuotoon
m
f(x)=Vx™ =x" ja derivoinnin jalkeen lauseke kirjoitetaan takaisin juurimuotoon.

2

]

x3 =2
3

=

2

39/x

Wl

2
esim. DYx? = Dx3

w|nN

2
3

X
Wl

Esim. 8.8.  Johda yhtalo kayran f(X)=+2x+1 tangentille, joka kulkee pisteen (4,3) kautta.

Ratkaisu:  Piste (4,3) on funktiolla f(X)=+v2X+1, koska f(4)=+v2-4+1= J9=3.

Tangentin yhtéld y—Yyo =ki(X—Xg), jossa Xg =4 ja yg=3ja k= f'(x)=f'(4).

1
Derivoidaan funktio f(x)=+/2x+1=(2x+1)2 ja lasketaan derivaatan arvo

kohdassa x =4, jolloin saamme tangentin kulmakerroin ratkaistua.

1 L 7 1
! = — 2 . = —
oo 2(2X+1) 2 1 Jox+1

7 -(2x+1)2

Tangentin kulmakerroin kohdassa x =4

k= f'(4)= -

Tangentin yhtaloksi saadaan

Y= Yo =k(x=Xp)
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Vast. Tangentin yhtalo y = % X +1§

Esim. 8.9. Mika on funktion f(x)= suurin arvo?

X“+4

Ratkaisu:  Funktio on maaritelty kaikkialla, silla X2 +4>0 , ja siksi se on jatkuva kaikkialla.

1
L . 1 1 2 D)
erivoidaan funktio f(x) m (X2+4); (x + )
3

f‘(x):—%(x2+4) 2.2x = > >
(X“+4)\Vx“+4

Funktio on derivoituva kaikkialla.

Derivaatta on nolla, kun osoittaja on eli kun x=0

Derivaattafunktion nimittaja (x2 +4)\/x2 +4 >0 jasiksi derivaatan merkKi riippuu

kokonaan derivaatan osoittajan —x merkistd. Nain derivaatan merkkikaavioksi eli
funktion kulkukaavioksi saadaan

0

f'(x) + | = o\

y=—X
0 |\

Kulkukaaviosta huomataan, ettd funktio saa suurimman arvon, kun x=0, jolloin

(ot _t_1
V0% +4 .
Vast. Funktion f(x)= suurin arvo on l, kun x=0
X% +4 2
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8.9. Logaritmifunktio
Logaritmifunktio f(x)=log, x,a,x>0,a=1

e Logaritmifunktio on eksponenttifunktion y =a* kaanteisfunktio

e Logaritmifunktio f(x)=log, x,a>0, a=1 x>0, jossa

a on kantaluku

X on numerus

e Jos kantaluku 0 < a <1, niin logaritmifunktion kuvaaja on aidosti vaheneva.

e Jos kantaluku a>1, niin logaritmifunktion kuvaaja on aidosti kasvava.

y f(x)=logg 5 X y f(x)=log, x
4 ' 44
2 2
> >
- 2 X - 2 X
-2 = -2
Aidosti viheneva Aidosti kasvava

e Madrittelyjoukko M =R,

e Arvojoukko A; =R

e Jatkuva ja derivoituva, kun x>0
o Kuvaaja kulkee pisteen (1,0) kautta

e Aidosti vdheneva, kun O<a<1
e Aidosti kasvava, kun a>1

e Kaanteisfunktio f‘l(x) =a* kun a=1
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8.10. Logaritmin maaritelma

log, x=y < a¥ =x, (a=kantaluku, x=numerus) (a,x>0 ja a=1)

Esim. 8.10.

Esim. 8.11.

Ratkaisu:

a) log,8=3, koska 2° =8

b) logs 25=2, koska 52 =25

c) logz(-9), ei madritelty, koska numerus —9 <0
d) log_416, ei madritelty, koska kantaluku —4 <0
Huomautus:

e Logaritmin kantalukuina esiintyy useimmiten luku 10 ja Neperin luku e
(e~ 2,71828). Neperin luku on irrationaaliluku (p&&ttyméaton, jaksoton

desimaaliluku).

e 10-kantaista logaritmia log;g X kutsutaan Briggsin logaritmiksi ja se
merkitdan lyhyesti Ig x (laskimissa se on merkitty kuitenkin log).

logy100 = Ig100 =2 , koska 102 =100

e e-kantaista logaritmia loge x kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi ja se

merkitdan lyhyesti In x (laskimessa myds).
logel=1Inl= Ine® =0 , koska eo =1
Maéritd a) logs 574 b) Iogzé C) |09216\/372 d) logz 27

a) logs 54=_4

b) |ng % = |Og2 2—]5) = |0g2 2_3 =-3

5 5 13
— A+— -
c) log,16+/32 = log, 2* -\/275: log, 2% 22 =log,2 2 =log, 22 :§: 6l
d) logs 27 =logy 3% =3
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8.11. Logaritmin laskukaavat

Laskukaava Esimerkki
log xy = log x + log y log, 2+log, 8=log,(2-8) = log,16 = log, 4> = 2
Iog5 =logx—logy log, 24 —log, 3=1log, 2—; =log,8=1log, 23=3

y
logx? =alog x 4logs5=1log:5* =4
klng X =X 3 :10|09103 :10|g3
logy 1=0 log;1=0, koska 7° =1
logy k=1 logy 50,5 =1, koska 0,51=0,5
log, x = logy X log,7 = 10ge 7 _In7
log, a loge2 In2

Esim. 8.12. Kumpi luvuista 2008%°* vai 2009%°* on suurempi?

Ratkaisu:

Vast.

Kaytetadn kaavaa X = k1% Laanteisesti ja ilmoitetaan kantaluvut 2008 ja 2009
saman kantaluvun (esimerkiksi luvun 10) avulla, jolloin saadaan

2008 = 10!0910 2008 _ 15lg 2008

2009 = 10!0910 2009 _ 19lg 2009

Lausutaan luvut 2008%°% ja 2009?°% kantaluvun 10 avulla, jolloin suuruus saadaan

selville vertailemalla eksponentteja keskenaan, silla esimerkiksi 102 <10°,

20082009 _ (10|g 2008 )2009 _ 102009-|g 2008 _ 106635,25229
20092008 _ (10|g 2009)2008 _ 102008-Ig 2009 _ 106632,383713
06635,25229 > 106632,383713

Koska 6635,25229 > 632,383713, niin siksi myos 1

20087 on suurempi kuin 20092
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8.12. Logaritmiyhtalot

Yhtélon ratkaiseminen

1. Tutki maarittelyjoukko

2. Saata yhtéld joko muotoon log x; =log x, tai log, x=.

3. Ratkaise yhtalo seuraavasti
Tapaus log ¥ = log x, merkitse X, = X, ja ratkaise yhtalo
Tapaus log, x=y kayta hyvéksesi logaritmin maaritelméaa

log, x=y < a’ =x

Esim. 8.13. Ratkaise yhtélot a) log, x =—1 b) logs X% — logz(x+2)=0

Ratkaisu: a) Yhtald on maaritelty, kun x>0

log, x=-1 Kaytetdan logaritmien madritelmaé log, Xx=y < al =x
27l
1 . T |
X = > Vastaus voidaan hyvéksya, sill& rie 0

b) Yhtalé on méaaritelty, kun x =0 jax+2 >0, josta saadaan x>-2, X #0

logs X% —logz(X+2) =0 Siirretadn —logg(x+2) oikealle
logs X% = logz(x+2) Yhtélo toteutuu, kun numerukset ovat yhta
suuria.
X2 =X+2 Ratkaistaan saatu toisen asteen yhtalo
X% —x—-2=0
. 1412 - 41 (-2)
2-1

N E I £

2 2
x=2taix=-1 Molemmat vastaukset voidaan hyvaksya.

Vast. a)x:%b)x:—ltaix=2
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8.13. Logaritmiepdyhtalot

Logaritmifunktio f(x)=1log, x on joko aidosti kasvava tai aidosti vaheneva riippuen
kantaluvun a arvosta seuraavasti:

- jos 0 <a<1,niin funktio on aidosti vaheneva
- josa>1, niin funktio on aidosti kasvava

Logaritmifunktion monotonisuutta voidaan kayttaa logaritmiepayhtal6issa hyvéksi
samaan tapaan kuin eksponenttiepayhtéldissakin kaytetaan.

Logaritmiepayhtalot ratkaistaan seuraavasti:
1. Tutki méadrittelyehdot. ( log, x, jossa a,x >0,a=1).

2. Kirjoita epayhtalon molemmat puolet samankantaisen logaritmin avulla.

3. Mieti onko kyseessa aidosti kasvava vai aidosti vaheneva funktio (muista laskin).
- aidosti kasvavassa epayhtalomerkki séilyttad suuntansa

- aidosti vahenevéssa epayhtalomerkki kdantad suuntansa

4. Anna vastaus

Esim.8.14. Ratkaise epayhtalot Igx < 2

Ratkaisu:  Merkintd Igx =1og;q X ja siksi luku 2 ilmoitetaan kymmenkantaisen logaritmin

avulla, jolloin saadaan 2=2-1=2-l0g;410 = log; 10% = 10970100 . Nain saadaan

lgx <2 | mééritelty, kun x>0
f (x) =Ig x on aidosti kasvava funktio
lgx <1g100 L
ja siksi suunta sdilyy
x <100 | otetaan huomioon alkuehto x >0
0<x<100
Vast. lgx <2, kun 0<x<100
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Esim. 8.15. Ratkaise epayhtalot Iog5(x2 -4x)<1

Ratkaisu:  llmoitetaan luku 1 viisikantaisen logaritmin avulla, jolloin saadaan 1=1logg5
Maritelty, kun x? —4x >0 Merkitaan yhtasuureksi.
x2 —4x=0 Ratk. nollakohdat erottamalla yht. tekijé x.
X(x-4)=0 Kéytetadédn tulon nollasééntoa.

x=0 tai x—4=0
X=4

Hahmotellaan lausekkeen X2 — 4x kuvaaja, josta +\ — [+
nahdaan maarittelyehdoksi x <0 tai x>4.

N&in saadaan
logs (x2 -4x) <1

: _ 2 —
logs (x? — 4x) < logs 5 Funktio f (x) = logs(x“ —4) on aidosti kasvava

funktio ja siksi epayhtalomerkin suunta séilyy

x2—4x£5

Ratkaistaan epayhtalo x2 —4x <5.

X% —4x <5 Siirretdan kaikki termit samalle puolelle.
x? —4x-5<0 Merkitadn yhtasuureksi ja ratkaistaan nollakohdat.
X% —4x-5=0
2
4+4/(-4)"-4-1-(-5) 4+ 4+6 . .
X= \/( ) ( )= \/%: 6,Jostasaadaanx=—1ta|x=5
2-1 2 2
Hahmotellaan kuvaaja josta ndhd&éan milloin y= %2 _4x—5
x% —4x-5<0. Viereisestd kuvaajasta ndhdaan, 4\ — /4
ettd epayhtélo toteutuu, kun -1<x<5. SIS Y
Ottamalla huomioon
myos maarittelyehto ® 5 ®
x<0 tai x>4 —t
saadaan vastaukseksi 4 3 92 1 0 1 2 3 4 5

-1<x<0 tai 4<x<5

Vast. -1<x<0 tai 4<x<5
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8.14. Logaritmifunktion derivointi

Dlnx:l,x>0
X
DIn|x|=l,x¢O
X
DInf=1'f' esim. DIn(3x2 +5x) = 5 -(6x+5)= 6§+5
f 3x° +5x 3X“ +5x
1
Dlog, x=——,x>0
xIna
Dlog, |X|= ,X#0
9a X xIna
Dlog, f = - esim. Dlog: (2x—3) = 1 2= 2
2" flIna ' > (2x—3)-In5 = (2x-3)-In5

Esim. 8.16. Mika on pisteen (1,2) lyhin etéisyys funktiosta f (x)=Inx? Anna vastaus yhden
desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu:  Olkoon funktion piste (x,y) se piste, joka on I&hinnd pistettd (1,2) . Koska
y = f(x)=Inx, niin funktion piste on (x,Inx).

Kahden pisteen vélinen etéisyys d = \/(xz - x1)2 +(ys— yl)2 )

Taten pisteiden (1,2) ja (x,Inx) valinen etaisyys d :\/(l— x)2 +(2-In x)2 . Tama

etaisyys on lyhin, kun funktio g(x) =(1- x)2 +(2-In x)2 saa pienimman arvonsa.

2% +2Inx—2x—4
X

Derivoidaan g'(x)

Derivaatan nollakohdat  g'(x) =0, kun x=1,7911735

Koska g'(1)=-4<0 ja g'(2)=In2~0,69 >0, niin funktio

9(x) = (1—x)? +(2—-Inx)* saa pienimmén arvonsa kohdassa x =1,7911735 ja taten

myds kysytty etaisyys d = \/(1— x)2 +(2-1In x)2 on pienimmillaan, kun

x=1,7911735. Talloin etéisyys d = |/(1-1,791..)% +(2-In1, 791...)" =0,8944...

Vast. Lyhin etdisyys on 0,9 pituusyksikkoa.
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8.15. Eksponenttifunktio

Eksponenttifunktio f(x)=a*,a>0,a=1

f(x)=(3jx : f(x)=2"
2) Y4 y?t
X X
O<ax<l1 a>1
e Madrittelyjoukko M¢ =R
e Arvojoukko As =10,

e Jatkuva ja derivoituva kaikkialla
e Kuvaaja kulkee pisteen (0,1) kautta

e Aidosti kasvava, kun a>1
e Aidosti vaheneva, kun O<a<l1

e Kaanteisfunktio f_l(x):logax kun a=1

Huomautus: Jos a =1, niin kyseessa on
vakiofunktio.

f(x)=1
Katso viereinen kuva.

v
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Esim. 8.17. Milloin funktio f(x)=3¢%* —6x on vaheneva?

Ratkaisu: Jatkuva ja derivoituva kaikkialla, silla funktiot a(x) = 362 ja b(x) =6x ovat
maadriteltyja kaikkialla ja néin ollen alkeisfunktioina a(x) ja b(x) jatkuvia ja

derivoituvia kaikkialla ja nain ollen myds funktio f(x)= 362X —6x on jatkuva ja
derivoituva kaikkialla jatkuvien funktioiden erotuksena.

Derivoidaan f'(x)=3e>*-2-6=662 -6
Derivaatan nollakohdat 662X —6=0
6(e?X -1)=0
e2X_1=0
e?X =1
er _ e0
2x=0
x=0

Tehdéan derivaatan merkkikaavio eli funktion kulkukaavio.

Tutkitaan derivaatan f'(x)= 662X —6 merkki testipisteiden avulla.

0 Testipisteet:

x V

_|_

fx) -
f(x) a7

f'(-1)=6e%(D _6~-52<0

f'()=6e>1-6~383>0
Kulkukaaviosta huomataan, etta funktio f(x)= 362X —6x on vaheneva, kun x<0.

Vast. Funktio f(x)= 362X —6x on vaheneva, kun x<0.
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8.16. Eksponentiaalinen kasvaminen ja viheneminen

Monet luontoon liittyvéat ilmi6t kuten radioaktiivinen hajoaminen voidaan mallintaa

eksponenttifunktion avulla, jolloin funktio on muotoa f (t) = kal, k R,,a>0,a#1, jossa
k = suureen alkuarvo
t = aika
a = kasvukerroin

e Jos a>1, puhutaan eksponentiaalisesta kasvamisesta.

e Jos 0<a<1, puhutaan eksponentiaalisesta vahenemisesta.

y  f(H)=15-0,5

,,,,,,,,,,, 44

2

n
e
- ? {

2
Eksponentiaalinen Eksponentiaalinen
kasvaminen ajan vaheneminen ajan
funktiona funktiona

Esim. 8.18. Vuoden alussa talletetaan 5 000 € tilille, jolle maksetaan 2 % korkoa. Kuinka paljon
tilill& on rahaan 7 vuoden pa&sta?

Ratkaisu:  Kasvu on eksponentiaalista, jolloin kasvanut padoma voidaan mallintaa funktiolla
f(t)=k-a', jossa

k=5000 alkuperdinen padoma
a=102  korkotekija (1+—> =102)
100
t="7 aika vuosina
Pd&doma 7 vuoden kuluttua f(7)=5000-1, 027 =5743,428...~5743,43
Vast. 7 vuoden kuluttua tililld on 5743,43 €

Esim. 8.19. Erasta radioaktiivista ainetta joutui onnettomuudessa luontoon 3,7 kilogrammaa, josta
puhdistusoperaation jalkeen luontoon jai vield 120 g. Kyseessé olevan radioaktiivisen
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aineen puoliintumisaika on 90 vuotta. Laske paljonko radioaktiivista ainetta oli
luonnossa vield a) 10 vuoden b) 60 vuoden jalkeen onnettomuudesta.

Hajoaminen on eksponentiaalista, koska samassa ajassa hajoaa aina sama osuus
ainetta. N&in radioaktiivisen aineen maara N ajan U funktiona saadaan kaavasta

N(t) = Noat , jossa

N(t) = radioaktiivisen aineen maara { vuoden kuluttua
Ng =1209g radioaktiivisen aineen maaré alussa

t= aika vuosina

Koska puoliintumisaika on 90 vuotta, niin radioaktiivisen aineen mééra 90 vuoden
kuluttua on 60 g eli N(90) =60g (puolet alkuperaisestd maaréstd). Ndin saadaan

yhtalo
60g =120g -a* k1209
120g-a%° =609 k1209
90 _1 90
a® = I

1
o
2 \2

Radioaktiivisen aineen madra N ajan t funktiona

N(t) = Nga' =120g- (%)90 :120g-[%} %0

10

. - . 1
a) Radioaktiivista ainetta on 10 vuoden kuluttua N (10) =120g -(Ejgo =111,10497¢g

60

b) Radioaktiivista ainetta on 60 vuoden kuluttua N (10) =120g (%) %0 _ 75,595263¢

Vast. a)110g b) 76 g.
8.17. Eksponenttiyhtalot

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 2717




M8 Juuri- ja logaritmifunktiot

Yhtaloa k* = a, jossa tuntematon on eksponentissa, sanotaan eksponenttiyhtaloksi.

Eksponenttiyhtalon ratkaiseminen

1. Kirjoita yhtalon molemmat puolet
saman kantaluvun potensseina.

2. Merkitse eksponentit yhta suuriksi.
3. Ratkaise yht&lo ja anna vastaus.

Esim. 3.8°=6 |3
go-2 [8=2°
(23)x—5 _9 ‘ (am)n _gmn
23X—15 — 21
3x-15=1
16
X="=
3
Vast. x:E
3

8.18. Eksponenttiepayhtalot

Eksponenttiepayhtaldn ratkaiseminen

1. Kirjoita yhtalén molemmat puolet
saman kantaluvun potensseina.

Aidosti kasvavassa epayhtaldmerkki
sdilyttaa suuntansa.

Esim. 6-4<24 |6
4 <4
4* <4t 4% on aid. kasvava
x<1

Vast. x<1

Joskus tarvitaan logaritmeja, jotta
molemmilla puolilla olisi sama kantaluku.

4-10=20 |4

10X =5 ‘5 ~10'09105 195

10* =10'9°
x=1g5
x=0,698...
X=0,7

2. Mieti onko kyseessa aidosti kasvava
tai aidosti véheneva funktio.

Aidosti vahenevassa epayhtalomerkki

kaantaa suuntansa.
3.0,5" < § |:3
2
0,5% < 1
2

05X <0,5! ‘0,5X on aid. vaheneva
x>1

Xx>1

Esim. 8.20. Ratkaise epayhtalota) 4-2°1>12 b) 7.0,3*? <14.
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Ratkaisu: a) 4.2%1512
4.2 512
2*1>3
lg2*t>1g3
(x-1lg2>1Ig3

x—1>|g—3
lg2

x>|g—3+1
g2

X>2,584...
b) 7.0,32 <14
0,32 <2
In0,3**2 <In2

(x+2)In0,3<1In2

In2
In0,3

X+22>

In2
X2 —

> 2
In0,3

X>-2,575...

|:4(>0, suunta ei kdanny)
|:4

19

‘Iogxr =rlogx

[lg2(>0, suunta ei kéd&nny)

|:7(>0, suunta ei kaanny)
In
‘Iogxr =rlogx

|In0,3(< 0, suunta kaantyy)

Vast. ax>26 b) x>-2,6 b)

8.19. Eksponenttifunktion derivointi

De* =ge*
Def —ef . ¢ esim. De* =¢°% .5 =5
Da*=a*Ina esim. D3*=3%In3
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Tehtévissa 8.1 — 8.7 ei saa kayttaa laskinta.

8.1. Derivoi funktiot

a) f(x) :(x2 —5x)8 b) f(X)= 23X2+4X

) f<x>=% d) f(x)= :ﬁx
X

e) f(x)=In(3x+2) f) f(x)=x>*

8.2. Olkoon funktio f(X)= \/—X2 +4-3X ja

g(x) = 4x3 -5x.
a) Muodosta funktio (g o f)(x).
b) Miké& on funktion (go f)(x)

maarittelyjoukko?

8.3. Sievenna.
a) e2In3 b) logs 325
c) log, 0,25 d) Ig50-1Ig5

e) logz 4+1logz 4,5-1og3 2

| 34 10g. 1
005 a +ogaa—2

f)

3log, a

8.4. Ratkaise yhtalot

1x2+1
a) 3-42 =24
b) Vx—4 =-x+10

¢) logs(x? + x—2) —loga(—x% +3x) =1
d) log, x=2
e) 2xe?* =8xe* —6x

1 |x+5]

8.5. Ratkaise epayhtalot

a) 2.3 2<_18

b) 0,2%1-0,2°>0

C) Iogg(x2 —X—2)—logz(—x—-4)<3
d) logg 5(x* ~1) ~logg 5 (x+1) > 2

e) xe?X —4xe* >0

8.6. a) Milla seuraavista funktioista on
kaanteisfunktio olemassa

f(x):x2+2x,x30
g(x)=x5+3x

h(x) = (x? +1)e3

Onko véite tosi?
b) Funktion f(x)=4x-8 jasen
kaanteisfunktion f ~(x) = % X+ 2 kuvaajat

yhtyvat.

X
¢) Funktion f(x) =e2

f(x)=2Inx+6.

3
kaanteisfunktio on

8.7. Muodosta funktion

4x
X=>-1
2X+5

b) f:[-L3]>R, f (x) = X° +8x

kaanteisfunktio.

a) f(x)=
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Tehtavissa 8.8 — 8.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Ratkaise kaikki tehtavét)

8.8. a) Méarita lausekkeen 2x—\1-x% suurin
ja pienin arvo. (K92/7)
(tiedosto, video)

b) Maarita (f 1)'(0), kun
Inx
f(x):g,XE]O,e].

(tiedosto, video)

8.9. a) Derivoi funktio f(x) =622 +x°-1

b) Maarita kayran y=e2*"2 +x3-1

pisteeseen (1, 1) piirretyn tangentin yhtalo.
c) Madrité sen janan pituus, jonka
koordinaattiakselit erottavat edellisen kohdan
tangentista.

(tiedosto, video)

8.10. Olkoon funktio
f(x) :%(x+11) —2/X+6

a) Milloin funktio on aidosti vaheneva?
b) Mitké ovat funktion aariarvopisteet?
(tiedosto, video)

8.11. Kolmion kaksi kérked ovat pisteissé
(1, 3) ja (2,5). Kolmas kérki on kayralla

y =In(1+ x) Mitk& ovat kérjen koordinaatit,
kun kolmion ala on mahdollisimman pieni?
(S99/8b) (tiedosto, video)

8.12. Erésta radioaktiivista ainetta joutui
onnettomuudessa luontoon 3,7 kilogrammaa,
josta puhdistusoperaation jalkeen luontoon jéi
radioaktiivista ainetta vield 150 g. Kyseessa
olevan radioaktiivisen aineen puoliintumisaika
on 35 vuotta. Laske paljonko radioaktiivista
ainetta oli luonnossa vield a) 10 vuoden b) 60
vuoden kuluttua? (tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka
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8.13. Médritd kdyrdn y = 41— x pisteeseen
(-1,+/2) piirretyn tangentin yhtal ja osoita,
ettd kayra koko méaaritysjoukossaan
(sivuamispistetta lukuun ottamatta) on tdmén

tangentin alapuolella. (S89/8)
(tiedosto, video)

8.14. Piirra funktion f (x) =|In|x 2| kuvaaja.

Milla véleilla funktio kasvaa ja milla se
véhenee? Esité funktio kullakin vélilla siten,
ettd lausekkeissa ei esiinny itseisarvoja. Milla
x :n arvoilla funktio saa pienimman arvonsa?
(S03/10) (tiedosto, video)

8.15. Maapallon vékiluvun on arvioitu olevan
300 miljoonaa vuonna 1000 ja 460 miljoonaa
vuonna 1500. a) Ennusta milloin maapallon
vékiluku olisi ylittanyt viiden miljardin rajan,
jos maapallon vakiluku olisi kasvanut

1° lineaarisesti 2° eksponentiaalisesti.

b) YK:n arvion mukaan maapallon véakiluku
ylitti viiden miljardin rajan vuonna 1987.
Ennusta a-kohtaa hyvaksi kayttaen, mika olisi
ollut maapallon asukasluku vuonna 1987 ja
laske kuinka monta prosenttia tulosten
perusteella maapallon vékiluku poikkeaisi
vuonna 1987 YK:n arviosta.

(tiedosto, video)
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M9 Trigonometriset funktiot ja
lukujonot

9.1. Sinifunktio

iy / f(x)=sinx

e Madrittelyjoukko M =R
e Arvojoukko As =[-11]

e Jaksollinen, perusjakso 27

e Jatkuva ja derivoituva kaikkialla

y
e Pariton funktio, koska A
f(—x)=-"1(x) eli sin(-x)=-sinx. 1
Nain ollen sinifunktion kuvaaja on = >
, : 0° % 360° X
symmetrinen origon suhteen. v Y
1

e Funktio f {—%%} —[-11]; f(x) =sinx
on aidosti kasvava ja siksi silld on kdanteisfunktio
f1 11— {—% , %} f ~1(x) = arcsin x (arkussini, paahaara) olemassa.

e Funktion f :[%,37”}—)[—1,1]; f (x) =sin x kééanteisfunktiota

f1i 11— {%%ﬂ} f ~1(x) = arcsin x_kutsutaan arkussinin sivuhaaraksi.

Aikaisemmin matemaattisessa kirjallisuudessa f(X)=arcsin X tarkoitti
kaikkia haaroja ja f(x)=arcsinx tarkoitti vain paahaaraa.
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9.2. Kosinifunktio

ANNYA\NEVA

e Madrittelyjoukko Mf =R
o Arvojoukko As =[-11]

e Jaksollinen, perusjakso 27

e Jatkuva ja derivoituva kaikkialla

P <

e Parillinen funktio, koska
f(—x)=f(x) eli cos(—x)=cosx. ANV \NEEVAY

Néin ollen kosinifunktion kuvaaja on >
2

U
&
o
w
D

symmetrinen Y —akselin suhteen.

[HEN

e Funktio f:[0,7]—[-11]; f(x)=cosx
on aidosti vaheneva ja siksi silla on kaanteisfunktio

fL [-11] > [0, 7z]; f “L(x) =arccos x (arkuskosini, paahaara) olemassa.

Esim. 9.1.  Tutki laskimen avulla, mika on funktion f(x) =cos2x perusjakso.

Ratkaisu:  Piirretddn laskimella funktion f(x)=cos2x kuvaaja y
. 29
Kuvaajasta huomataan, ettd f (x) =cos2x arvot N
toistuvat aina 180° vélein. NS X
2 180 T 360

Vast. Funktion f(x)=cos2x perusjakso on 180° eli =
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9.3. Tangenttifunktio

y =tanx y
: ! ! AT ; ; 3
I | I N Y |
L U Y
i | | Sy S i
Cam ¢+ f3n 0 Sfom 1 om0 L1 iz ; o 1 fino 1 fim X
F Y A T R IR Y AN B
i : E o130 : : i
.-_4! 1 1
e Madrittelyjoukko M ¢ ={X€R X¢E+n~7r,neZ}
e Arvojoukko A; =R

e Jaksollinen, perusjakso

e Jatkuva ja derivoituva madrittelyjoukossaan

y
e Pariton funktio, koska / [ L8
f(—x)=—1(x) eli tan(-x)=—tanx. ARV VY
Nain ollen tangenttifunktion kuvaaja on 9R0° T X
symmetrinen origon suhteen. ’] I/ é ’[ 17 /

e Funktio f :}—%,%{—HR; f (x) =tan x

on aidosti kasvava ja siksi silla on kaanteisfunktio

f:R— }—% : %{ f (x) = arctan x (arkustangentti, pdahaara) olemassa.

Jfukion matematiikka CASIO Sivu | 224




M9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot

9.4. Muistikolmiot

asteina radiaaneina
d n 4
N2/ 2/ 0B V2 1
T
45° ] 3 _
1 1 1
Esim. 9.2. Ratkaise muistikolmioita hyvaksi kayttaen lausekkeiden
a)sin60°  b)cos45° ¢) tan% d) cotg tarkka arvo.
J2)
Ratkaisu:  a) sin60° :ﬁ b) cos45° = =3 :Q
2 J2 2
c) tanZ =11 d) cosZ-1
4 1 3 2
9.5. Peruskaavat y
Yksikkdympyrén sisalla olevan suorakulmaisen kolmion
kateetit ovat a ja b ja hypotenuusa 1 ja kulma x. a, b)
1
Téten saadaan . b
sinx = ? =b (kehé&pisteen y-koordinaatti) T
COS X = % = a (kehé&pisteen x-koordinaatti)

b sinx
tanx=—=——
a CcosX
a CosX 1 1
sinx SINX  tanX

COS X

Suorakulmaisessa kolmiossa Pythagoraan lauseen mukaan b%+a? =1, jolloin saadaan

sin? x+cos? x =1, josta edelleen sinx = +y1-cos? X ja cosx =+y1-sin’x
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Esim. 9.3.

Ratkaisu:

Vast.

atakion. matematiikka

M9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot

: . 4
Ratkaise a) cosa b) tana tarkka arvo, kun sina = s ja90° <a<270°.

Koska sina:n arvo on positiivinen 1. ja 2. neljinneksessi ja koska 90° < o < 270°,
niin Kysytty kulma on 2. neljanneksessé, missé sekd cosa < 0 etté tana < 0.

a) Kaytetaan taulukkokirjan kaavaa 12

2. neljannes (cosa <0), + merkki ei kay

cosa =+y1-sina

, 4
Sina = —

2
cosa =—/1-sina =— 1—(%)

:_\/zml_E:_ §_E:_\/25—16
25 \25 25 25

__ﬁ__ﬂ__ﬁ
- \2s J25 5

b) Kaytetaan taulukkokirjan kaavaa 9

Sing =

sina
tang =——
coso 3
cow:—g

4
sina 5 4 3 5 4
tan(Z: == l—-—|=— —-——|=——
cose 3 5 5) 5 3 3

5

3 . 4
cosa=-— ja tana=-—
5 3

CASIO
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9.6. Palautuskaavat

$in X = —sin(=x) = cos(%—xj = sin(z — X) = sin(x+n- 27) (15)
€OS X = €os(—x) =sin (% - Xj =—cos(7 —x) = cos(x+n-27) (16)
tan x = —tan(~x) = cot (% - xj = —tan(z - x) = tan(x+n- z) (17)
cot X = — cot(—X) = tan (% - xj — —COt(x — X) = Cot(x+n- ) (18)

Esim.9.4.  Sievenna a) sin(—x)+cos(%—x}+sin(x—47z) b) cos(x+360°)+cos(180°—x)

Ratkaisu: a) Kaavasta 15 saadaan

sin(—x) =-sin x kulma ja vastakulma
cos(E— x]+sm X kosinin ja sinin vaihe-ero on 5
sin(x—4x) =sin(x—2-2x) =sin x sinin jakso on 27 :n monikerta

Nain saadaan

. T . . . . .
sin(—x) +cos(5— x}+sm(x—4;r) = —Sin X +Sin X +sin X =sin X

b) Kaavasta 16 saadaan (taulukkokirjan kaavoissa kulmat ovat radiaaneissa)

cos(x +360°) = cos(x +1-360°) = cos x kosinin jakso on 360° :n
monikerta
cos(l80° -~ x) = —COS X kulma ja suplementtikulma

Nain saadaan

cos(x +360°) +cos (1800 —~ x) =C0SX—C0SX =0

Vast. a) sin x b) 0
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9.7. Trigonometristen funktioiden derivoimiskaavat

Dsin x =cos x Dcos x =-sin x
Dtan x = 5 =1+tan2x Dcotx=-— 5 :—1—cot2x
CO0S“ X sin“ x
Esim. 9.5. Derivoi a) Sin5x b) cos®x  c) sin8xcosx d) tan2x

Ratkaisu: a) Dsin5x =cos5x-5=5c0s5x

b) cos® x =3cos? X (=sin x) = —3sin X COS? X

c) sin8xcos X =c0s8x-8-os X +Sin8x - (—sin x) =8cos xcos8x —sin xsin8x

d) tan2x= 2 2= i
COS“ 2X COoS“ 2X

Toisin d) tan 2x:(1+tan2 2x)-2=2(1+tan22x)

9.8. Trigonometriset yhtilot
Siniyhtalén ratkaiseminen
1. Saata yhtalo muotoon sina =sin 3, jossa « ja 8 ovat lausekkeita, jotka sisaltavéat

muuttujia.

2. Merkitse kulmat yht& suureksi « = # ja merkitse toiseen (yleensa jalkimmaiseen)

jakso n-360° ja ratkaise yhtdld. Muista, ettd kulman ja suplementtikulman sini ovat
yhta suuria.

3. Tarkista voidaanko vastaukset yhdistaa.

4. Anna vastaus.
Esim. 9.6. Ratkaise yhtalot sin(2x+90°) =sin(x—30°)

Ratkaisu:  sin(2x+90°) =sin(x—30°)

2X+90° = x—30° +n-360° tai  2x+90° =180° — (x—30°) +n-360°
2x—x=-30"°-90°+n-360° tai 2x+90°=180°—x+30°+n-360°
x=-120° +n-360° tai  2x+x=180°+30°-90° +n-360°
tai 3x=120°+n-360°  |:3

x=40°+n-120°
Vastauksia ei voi yhdistaa.

Vast. X=-120°+n-360° tai x=40°+n-120°
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Kosiniyhtalon ratkaiseminen

1. Saata yhtdl6 muotoon cosa = cos 3, jossa « ja S ovat lausekkeita, jotka sisaltavat
muuttujia.

2. Merkitse kulmat yhté suureksi « = B ja merkitse toiseen (yleensa jalkimmaiseen)
jakso n-360° ja ratkaise yhtdlo. Muista, ettd kulman ja vastakulman kosinin arvot ovat
yhtd suuria.

3. Tarkista voidaanko vastaukset yhdistaa.

4. Anna vastaus.

Esim. 9.10. Ratkaise yhtald cos3x—cos(120° —x) =0

Ratkaisu:  cos3x—c0s(120° —x) =0

c0s3x —c0s(120° —x) =0 Siirretadn termi cos(120° — x) oikealle puolelle
cos3x = c0s(120° — x)
3x=120° —x+n-360° tai 3x=—(120° — x)+n-360°
3x+x=120° +n-360° tai 3x=-120° + x+n-360°
4x=120°+n-360° |4 tai  3x—x=-120°+n-360°
x=30°+n-90° tai 2x=-120°+n-360° |2

tai X =—-60° +n-180°

Vastaukset voidaan yhdistaa, silla vastaus x =30° +n-90° sisaltad kaikki vastaukset.

Vast. X =30° +n-90°
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Tangenttiyhtalon ratkaiseminen

1. Tutki milloin yhtalo on maaritelty ( tan a on méritelty, kun o = 90° +n-180°).

2. Saata yhtalo muotoon tan« =tan £, jossa « ja 8 ovat lausekkeita, jotka siséltavat
muuttujia.

3. Merkitse kulmat yhté suureksi (a = ) ja merkitse toiseen (yleensé jalkimmaiseen)
jakso n-180° ja ratkaise yhtalo.

4. Tutki toteuttaako vastaus maarittelyehdon ja anna vastaus.

Esim. 9.11. Ratkaise yhtald tan(x+45°) +tanx=0.

Ratkaisu:  tan(x+45°)+tanx =0
tan(x +45°) +tanx =0 Maaritelty, kun x+45° #90° +n-180°
x#90°-45°+n-180° ja x=90°+n-180°
x # 45° +n-180°
tan(x +45°) +tan x =0
tan(x +45°) = —tan x ‘tan X = —tan(180° — x)
tan(x + 45°) = —(—tan(180° — x)) ‘tan X = —tan(180° — x)
tan(x +45°) = tan(180° — x)
X +45° =180° — x+n-180°
X+ X =180° —45° +n-180°
2x =135° +n-180° 12
x=67,5° +n-90°
Tutkitaan toteuttaako

vastaus maarittelyehdot. y 67,5°(n=0)
90°(n=0)

Kaikki vastaukset 157,5°(n=1) 45°(n=0)
voidaan hyvaksya.
X
337,5°(n=3)
225°(n=1)
270°(n=1
Vast.  x=67,5°+n.90° / (=)
247,5°(n=2)
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Esim. 9.12. Mika on funktion f(X)=sinX+CoSX suurin ja pienin arvo?

Ratkaisu:  Funktion f(X)=sinXx+c0sXx perusjakso on 27 jolloin se saa kaikki arvonsa esim.
vélilla [0, 27] ja siksi tarkastelu voidaan rajata ko. vélille. Funktio on jatkuva valilla

[0,27] ja derivoituva vélilla ]0,27[ . Voidaan kdyttiaa Fermat'n lausetta.
Derivoidaan f '(x) =cosx—sinx

Derivaatan nollakohdat cosx—sinx =0, josta saadaan sin x = cos X

sin X :sin(%—x] Koska cos x :sin[%—xj, maol s. 37 kaava 16
x=2_x+n-2x tai x=7r—(£—x)+n-27z
2 2
2x:%+n-27r |:2 \x:;z—%+\x+n-2;z
(el ratkaisua)
X :%+ n-z Tutkitaan funktioiden leikkauskohdat eri n:n arvoilla
jos N=-1, niin x=Z 4 (1) z=2-9 - F_ A% _T4% _ 37 1007]
4 4 4 4 4 4

jos n=0, niin X=%+0-7Z'=%€[0,27Z’]

josn=1niin x—%+1 ”_Z+)ﬂ_z+47ﬂ_ﬂtl4ﬂ > e[0,27]
josn=2, niinx="+42.2="192x ”+8ﬂ_ﬂ+8ﬂ S 2[0,2r]
4 4 4 4 4 4

Tutkitulla valilla [0,27] derivaatalla on leikkauspisteet Z ja 57”

Lasketaan funktion arvot vélin paatepisteissa ja niissa derivaatan nollakohdissa, jotka
ovat annetulla vélilla

f(0)=sin0+cos0=0+1=1

f() smz+cos%=£+£ 2 (max)
or o \/E \/E .
f— Sin—+C0S— =————=—/2
)= 4 4 2 2 V2 (min)
f(27)=sin2zr+cos2r=0+1=1
Vast. Funktion f(X)=sinX+C0SX suurin arvo on J2, kun %+ n-2z,neZ

Funktion f(X)=sinX+C0SX pienin arvo on ~J2 , kun 57”+ n-2z,ne”
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9.9. Lukujono

Lukujonossa (a,) =&,ay,8s,...,a,
a, = lukujonon (a,) toinen jasen

a, = lukujonon (a,) yleinen jasen

Lukujonon s&ént6 voidaan antaa
rekursiivisesti a; =3,a, =-5jaa, =2a, ,—a,4,a,=3,4,5,...

esim. 3. jasen ag =283 , —a3 1 =23 —a, =2-3-(-5)=6+5=11

analyyttisesti a, =2n-1

esim. 3. jasen a3 =2-3-1=6-1=5

Esim.9.13  Kirjoita lukujonon a) & =-5jaa,; =3a,—-2,n=12,3,... kolmas jasen

b) a, = (-1)"*-n 10. ja 15. jasen.

Ratkaisu: a) Lasketaan ensin toinen jasen (n=1) a, =3a-2=3:(-5)-2=-15-2=-17

Kolmas jasen (n = 2) ag=3a,-2=3-(-17)-2=-51-2=-53
b) Kymmenes jasen (n =10) 3y = (—1)9 10=-1-10=-10
Viidestoista jasen (n =15) as = (-1 -15=1.15=15

Vast. a) a3=-53 b) a9=-10jags=15

Lukujonon tasmaéllinen maaritelma

Lukujono &, on funktio f:Z, —> R, f(n)=a,

Lukujonon monotonisuus

Lukujono a, on kasvava, jos a, <an g
aidosti kasvava, jos a, <an g
vahenevé, jos a, =ap
aidosti véheneva, jos a, > a,

Lukujono on aidosti monotoninen, jos se on aidosti kasvava tai aidosti vdheneva.
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Esim. 9.14. Osoita, etta lukujono a,, = n®+2n on aidosti kasvava.

Ratkaisu:  Lukujono on aidosti kasvava, jos a, < a,,;, josta saadaan a, —a,,1 <0.

Taten saadaan a, —ap,1 <0 a, = n®+2n

(n? +2n)—((n +1)2+2(n +1)) <0
(n2 +2n)—(n2 +2n +1+2n+2)< 0

n2+2n-n-4n-3<0

-2n-3<0
Koska neZ, ={1,2,3,...}, niin —2n <0 ja taten my6s —2n-3<0.

Koska erotus a, —a,,; <0, niin my6s a, <a,,; ja siksi lukujono on aidosti kasvava.

Toisin: Tutkitaan lukujonon a,, = n®+2n asemasta vastaavaa funktiota f (X) =X +2x,x >1.

Polynomifunktiona jatkuva, kun x >1 ja derivoituva, kun x>1.

Derivoidaan funktio f'(x)=2x+2

Koska f'(x)>0, kun x>1, niin silloin funktio f(x)= X2 +2x, X >1 on aidosti

kasvava. Taten my0s vastaava lukujono a,, = n% +2n on aidosti kasvava.
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9.10. Aritmeettinen lukujono

Perdkkaisen jasenten a, ja a,_; erotus d pysyy vakionaeli d =a, —a,_; = vakio.

esim. lukujono 5,7,9,11,... on aritmeettinen lukujono, jossa a; =5jad =2.

Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen a,, =a; +(n—1)d

Esim. 9.15. Kirjoita lukujonon 2, 5, 8, 11,... a) yleinen jasen b) 50. jasen
¢) Onko luku 68 lukujonon jasen?

Ratkaisu: a) d=a;—-a,=8-5=3 ja d =a, —a =5-2=3. Koska perdkkéisten jasenten erotus

pysyy vakiona, niin kyseessa on aritmeettinen lukujono.

Yleinen jasen a, =& +(n-1)d =2+(n-1)-3=2+3n-3=3n-1

Tarkistus: @& =3-1-1=2 (oikein) jaa; =3-3-1=8 (oikein) )

b) Viideskymmenes jasen asy =3-50-1=150-1=149

¢) Luku 68 on lukujonon jésen, jos yhtalon 3n—1=68 ratkaisu on positiivinen

kokonaisluku.

3n-1=68
3n=69 |3
n=23 On, 23. jasen.
Vast. a) a, =3n-1b) agy =149 c) On, 23. jasen.

Esim. 9.16. Aritmeettisen lukujonon 10. jasen on 46 ja 25. jasen on 121. Muodosta lukujonon

yleinen jasen.

Ratkaisu: 8.25 = alo +15d | 8.25 = 121]61 a.lo = 46
121=46+15d
15d =75 |:15
d=5

ag=a+9d |ay=46jad=5
46:a1+9'5
a=46-45=1
Yleinen jasen a, =g +(n-1)d =1+(n-1)-5=1+5n-5=5n-4

Vast. Yleinen jasen a, =5n-4.
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9.11. Aritmeettinen summa

Summaa & +a, + a3 +...+a, kutsutaan aritmeettiseksi summaksi, jos d = a, —a,_; = vakio.

- a +a
Tallgin summa S, =n—+—1

Esim. 9.17. a) Laske summa 5+11+17+...+107.
b) Montako ko. lukujonon jasentd on laskettava, jotta summa ylittaisi 10 000?

Ratkaisu: a) Muodostetaan ensin yleinen jasen a,, jonka avulla ratkaistaan yhteenlaskettavien
maara.

Koska d =ag—a, =17-11=6 ja d =a, —a =11-5=6, niin kyseessa on
aritmeettinen summa.

Yleinen jasen a, =3 +(n-1)d =5+(n-1)-6=6n-1
Yhteenlaskettavien lukuméaara 6n-1=107
6n =108 |:6
n=18
Summa 318=18~5+107=18.%=18~66=1188

b) Sn:n% |a; =5jaa, =6n-1
_n5+6n-1
1 2
2
L L Y P
Saadaan epayhtlo 3n2 —2n >10000

3n% —2n-10000 >0
3n° —2n-10000 =0
n=-57,40... tai n=58,06...

Koska neZ_ , niin n>59.

Vast. a) Summa on 1188. b) Pit&4 laskea véhintadn 59 ensimmaisté jasenté yhteen.
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9.12. Geometrinen lukujono

o : — : : a :
Perdkkaisen jasenten a, jaa,_; osamaara q pysyy vakiona eli q=—"-=vakio.
an-1
esim. lukujono 2,6,18,54,... on geometrinen lukujono, jossa & =2 jaq=3.

Yleinen jésen a, = a,q" "

Esim. 9.18. Muodosta lukujonon %,%,1,10... a) yleinen jasen b) 10. jasen. ¢) Onko luku 1000

lukujonon jasen?
Ratkaisu: a) Koska q= & _ 10 =10 jaq= s _1 =10, niin lukujono on geometrinen.
a; 1 a, 1
10
Yleinen jasen a, =a,q" " = L ogorto L oqomii102.q0mt 2102t Zqon3
100 10°

b) Kymmenes jasen g = 10'%-3 =107 =10000000

¢) Luku 1 000 on lukujonon jasen, jos yhtalon 10" =1000 ratkaisu on positiivinen
kokonaisluku.

10"3 =1000
10" 3 =10°
n-3=3
n==6

Luku 1000 on lukujonon kuudes jasen.

Vast. a) a, =10"3 b) 10" =10000000 c) On, kuudes jasen.
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M9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot

9.13. Geometrinen summa

o - a .
Summaa a; +a, +ag +...+a, kutsutaan geometriseksi summaksi, jos g =—" = vakio.
an-1
I a(l-q"
Tallin summa S, _ad-a)
1-q"

Esim. 9.19. Lé&&kett4 piti ottaa ensimmaisend péivana 67,5 ml, toisena péivana 45 ml, kolmantena
paivané 30 ml jne. Kuinka monta millilitraa laaketta piti ottaa yhteensd kymmenen
paivan kuurin aikana?

Ratkaisu:  Péivittaisista ladkeannoksista muodostuu summa 67,7 +45+30+...

Summa on geometrinen, koska q = 8 _30_2 jaq= B _ B _2 :

a, 45 3 & 67,5 3

10

oss-(3)']

Laakettd pitaa ottaa yhteenséd S, = m =198,9883402 ~199
H(3)
3
Vast. Ladketta piti ottaa yhteensd 199 ml.
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M9, alkuosan tehtavat

Tehtavissa 9.1 — 9.8 ei saa kayttaa laskinta.

9.1. Laske tarkka arvo

a) cos450° cos450°  b) sin(-585°)

C) tanlc%ﬁtan d) cosZOT”

9.2. Derivoi funktiot

a) f(x)=cos4x b) f(x)=14sin7x

¢) f(x)=sin?x+cos’x d) f(x)= X
sin x
e) f(X)=e3X+lc038x f) f(X):sln 2X
C0S 2X

9.3. Ratkaise yhtalot

a) sin(x+60°%) +cos(2x—240%) =0

b) 2cos? x =2—3cosx (ratkaise radiaaneissa)
c) tan(x+45%)+tan(2x—90°) =0

9.4. Sievenna

a) 2sin(2x+ ) —2sin xcos x

2

b) 4cos(x—7r)+25in(x+3—ﬂ) —M
2 sin x

9.5. Kirjoita lukujonon
a) =3, a,=2a,1+10; n>2

1"
8-(2J ()"t (n+3)

b) a, =

2n+1 . 1
4
viisi ensimmaista jasenta.

afu.kion. matematiikka
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9.6. Miké on lukujonon 2, 6, 10, ... a) yleinen
jasen b) 1000. jasen? c) Mika on summa, kun
lukujonon 100 ensimmaisté jasentd lasketaan

yhteen?

9.7. Laske sin2x:n ja tan3x: n tarkka arvo,

kun cosx:1 ja T <x<orx.
37 2

9.8. Olkoon annettuna trigonometrian kaavat

sin2a+cos? a =1, sin2a =2sinacosa,

2 . sina
a jatana =
cosa
Osoita pelkastaan nédiden perusteella oikeiksi
seuraavat kaavat:

2

COS2¢ = CO0S“ a —Sin

2tan§ 1—tan25
sinx:—zx,cosx: X
1+tan2— 1+tan2—

2 2

IImoita, mita kaavaa olet missakin laskun
vaiheessa kayttanyt. (S04/8)
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M9, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 9.9 — 9.15 saa kayttaa laskinta ja
taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

9.9. a) Osoita, ettd yhtalolla Stan x —3=10x
- 7[ ﬂ. - . -
on valilla }EE[ tasmaélleen yksi juuri.

Madrita tdméan juuren arvo yhden desimaalin
tarkkuudella. (S98/8a)
(tiedosto, video)

b) Ratkaise yhtal6 cos? x —sin? x =sin 2x.
Valivaiheet nakyviin.
(tiedosto, video)

9.10. Geometrisen lukujonon kolmas jésen on
18 ja kahdeksas jasen on 4374. Mika on
lukujonon a) yleinen termi b) 10. jasen?

c) Laske summa, kun 15 ensimmaisté jonon
jasenté lasketaan yhteen. Vilivaiheet nakyviin.
(tiedosto, video)

9.11. Olkoon lukujono
a, :%n"’ —3n3+3n? +56n—%,n =1,2,3,...

a) Milloin lukujono on aidosti kasvava ja
milloin aidosti vaheneva?

b) Miké on lukujonon suurin ja pienin arvo?
(tiedosto, video)

9.12. Kuinka monta jonon 3, 12, 48, 192, ...
alkupéan jasenté on laskettava yhteen, jotta
summa ylittaisi 2 900 000?

(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka
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2

9.13. Madrita funktion f(x)=cos“ x+sinx

suurin ja pienin arvo. (S06/6).
(tiedosto, video)

9.14. On kaytdssa 5000 identtisen kokoista
palloa, joista tehdaan pyramidi niin, etta
ylimpaén kerrokseen tulee 1 pallo, toiseksi
ylimpaéan tulee 4 palloa, kolmanneksi
ylimpaan tulee 9 palloa jne... Kuinka monta
kerrosta pallopyramidissa kaikkiaan on?
Kuinka monta palloa on alimmassa
kerroksessa? Montako palloa j&a yli?
(tiedosto, video)

9.15. Kolmion kulmille «, B ja y pétee
sinasin B =cosy . Osita, ettd kolmio on

suorakulmainen. (K03/6)
(tiedosto, video)
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M10 Integraalilaskenta

M10 Integraalilaskenta

Olkoon funktio f(x) méaéritelty tietyll& valilla. Jos on olemassa sellainen funktio F(x), ettd valin
kaikissa pisteissé F'(x) = f(x), niin funktiota F (x) sanotaan f (x):n integraalifunktioksi. Tallgin

j f (x)dx = F(x)+C, jossa F'(x) = f(X)

10.1. Integroimiskaavoja

Laskukaava Esimerkki

Ide:C

jkdx=kx+C j3dx=3x+c ja j(-?)dx=—7x+c

Ix”dx ! — x"lic ij3dx:SIx3dx:5-1x4+C=§x4+C
n+1 4 4

jldx=ln|x|+C jfdx:4_|.£dx:4ln|x|+c

X X X

j frifdx= 1 M, c [7(x* +2)ax :7-%J'4z('3(x4f+2)_6dx:—

n+1

%(x4 +2)_7 +C

f 3x X dx=§ln‘xz—4+C
Jax=tn]t|+C I >
[ sinxdx = —cosx+C [ sin(3x)dx =% [ 3sin(3x)dx =—%cos(3x) +C
Icos xdx =sinx+C Icos(Sx)dx = 5j5cos(5x)dx =5sin(5x) +C
jtanxdx=—|n|cosx|+C jtanxdx J sinX 4 :—J_Slnxdx=—ln|cosx|+C

COS X COS X
[frefax=el+cC j2x2exs+1dx = 2-—j3x2eX3+1dx _Z2gn
3 3
1

Esim. 10.1. a) j(4x —3x+6)dx 4?x7 3%x2+6x+0:3x7—gx2+6x+c

1 1 1 2
b) I[ 3 jdx J.(— 42X de:gln|x|+2-_—3-x 3+C:§In|x|—3—3 +C

c)J-Zx 4dx = 2. 1X_3+C——2X +C
-3 3
2 3 5 3 3 2 3
d) R/xizdx:fx3dx:gx3+C:gx3-x3+C:gx§/x7+C

otakion. matematiikka CAS I o
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Esim. 10.2.

Ratkaisu:

Vast.

Esim. 10.3.

Ratkaisu:

Vast.

M10 Integraalilaskenta

Ratkaise yhtalo g '(x) — 2x3 = F(x), kun funktio f(x)= 3x% +12x+31 ja

g(x) = x* —15x2 +200x. Lisaksi tiedamme, ettd F(0)=-10.
Muodostetaan integraalifunktio F(x)

F(x):x3+6x2+31x+C
Koska F(0)=—10, niin C =-10 ja nain ollen F(x)=x° +6x? +31x—10

Derivoidaan funktio g(x) = x* —15x% +200x

g'(x) = 4x% —30x + 200

Téten saadaan yhtalo g'(x)- 2x3 = F(x)

4x3 —30x +200— 2x° = x3 + 6x% +31x - 10, josta

X=-7,x=31tai x=10

Xx=-7,x=3taix=10
Muodosta funktion f(Xx) = 20x* —6x—6 se integraalifunktio, joka kulkee pisteen
1,-3) kautta.

Muodostetaan integraalifunktio F(x)

F(x):ZO-%x5—6%x2—6x+C=4x5—3x2—6x+C

Funktio F(x) kulkee pisteen (1,-3) kautta, kun F(1) =-3. Talldin saadaan

4.1°-3.1-6-1+C=-3
C=2

F(x):4x5—3x2—6x+2
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M10 Integraalilaskenta

10.2. Murtofunktion integrointi

Murtofunktion lauseketta pitad yleensé ensin muokata ennen integrointia kayttamalla
seuraavia “konsteja”.

1. yhteisen tekijan erottamista

2
I3X ~6x° dx _J'BX MdX:j3X2dX:X3+C

2. binomikaavoja kaanteisesti

_[XZ_4X+4 j %dx _[(X 2)dx—5x2—2x+c

2
1100x 1 | (10X +1)(0x-1) . _

0%+ 1 Toxr1 j(le—l)dx =5x° —x+C
X+ X+

3. termien ryhmittelemista

3 6x%—8x— 4x+3 =2
Bx” +bx” ~8x 6dx:j( * )ng/)dx:j(4x+3)dx:2x2+3x+c

2x% -2 22

4. polynomien jaollisuutta

I3x2+3x—6 J‘3(X+2)(X Dy 3x% +3x-6=0 |:3

X+2 X2 +x-2=0

~14412-4.1.(-2)
=jwdx=.[3(x—l)dx 21
X
C-1£49  -1#£3
2 2
=I(3x—3)dx:§x2 _3x+C X =-2 (jaollinen binomilla x + 2)
2

x=1 (jaollinen binomilla x —1)

5. termien lisddminen

X+7— 8 X+7
—d — A9
X+7 -[ X+7 -[(x+7 x+7)

=j(1——)dx=x—8|n|x+7|+c
X+7
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M10 Integraalilaskenta

10.3. Pinta-alan laskeminen

Alasumma

Ei negatiivisen jatkuvan funktion f(x) pinta-alan alarajaa voidaan arvioida jakamalla

n

véli n:aan yhté pitkaan osavéliin Ax ja laskeamalla summa s, = Z f (X)AX, jossa X;
i=1

on se x:n arvo, jossa funktio saa pienimman arvonsa ko. valissé.

Ylasumma

Ei negatiivisen jatkuvan funktion f(x) pinta-alan yldrajaa voidaan arvioida jakamalla
n
véli n:aan yhta pitkaan osavaliin Ax ja laskemalla summa S, = Z f(X)AX, jossa X

i=1
on se x:n arvo, jossa funktio saa suurimman arvonsa ko. valissa.

Valisumma

Ei negatiivisen jatkuvan funktion f(x) pinta-alaa voidaan arvioida jakamalla véli
n
n:aén yhta pitk&an osavéliin Ax ja laskemalla summa S = Z f(x)AX, jossa X; on

i=1
ko. vélin yksi x:n arvo.
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M10 Integraalilaskenta

Esim. 10.4 Arvioi jatkuvan funktion f (x) =2x+1 kuvaajan, x-akselin sek& suorien x=0jax =2
rajaaman alueen pinta-alaa jakamalla vali neljaan osaan ja laskemalla a) alasumma
b) ylasumma c) valisumma, kun laskentakohtana pidetaan jokaisen osavalin
keskikohtaa.

Ratkaisu:  Valin leveys Ax —<max—Xmin _ 2-0_1
n 4 2
A
a) Funktio on nouseva suora ja siksi laskentakohtana
on kunkin vélin vasen péatepiste. 4
2
1 1)1 1 3)1
S,=Ff00)-=+f|=|-=+f@Q)-=+f|=|-==5 - >
4= 103 (2)2 @3 (2)2 5
A
b) Funktio on nouseva suora ja siksi laskentakohtana .
on kunkin vélin oikea paatepiste. -
2
1)1 1 3) 1 1 >
Sy=f|=]=+fQ-=+f| = |- =+1(2)-==7 1 >
4 (2]2 @3 (2)2 @3 : i
A
c) Valisumma
4
2

4)27 \4) 27 \a) 27 \4)2

\ 4

Analyysin peruslause

Olkoon jatkuvan funktion f(x) erds integraalifunktio F(x), niin talldin

b
jf(x)dx:ZF(x): F(b) - f(a)

a
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Maaratyn integraalin ominaisuuksia
b b
. j k f (x)dx =k j f (x)dx (vakion k siirtosaanto)
a a

b b b
o [(F+g()dx=]f(x)dx+[g(x)dx
a a a

b c b
. jf(x)dx:jf(x)dx+[f(x)dx a<c<b

b a
o [fOodx=—[f(x)dx
a b

2
Esim. 105 Laske [[x-1/dx.
-2

Ratkaisu: Poistetaan ensin itseisarvomerkit. Itseisarvomerkit voi jattaa pois suoraan, kun
itseisarvomerkin sisélld olevan lausekkeen arvo on ei-negatiivinen. Jos
itseisarvomerkin sisélla olevan lausekkeen arvo on negatiivinen, niin Kirjoitetaan
vastalauseke.

y=x-1

Lausekkeen x — 1 arvo on nolla, kun x = 1. Koska /
kyseessa on nouseva suora, niin x —1 >0, kun x > 1.

x=1 kunx=>1

Nain ollen |X—]J={_X+1 kun x <1

2 1 2 1 1 ) 2 1 )
J2|x—ﬂdx:_J'Z(—x+1)dx+{(x—1)dx:_/2(—Ex +x)+{(§x ~X)
[ (ol o) o]
2

Vast. [ [x=1dx=5.
-2

1
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M10 Integraalilaskenta

Pinta-alan laskeminen maaratyn integraalin avulla

Funktion y = f (x), x-akselin ja suorien x =a jax=b rajaaman alueen pinta-ala tai
funktioiden y = f(x) jay = g(x) rajaaman adrellisen alueen pinta-ala.

yu yn

f

9(x)

SN T b x
b b
A:j f (x)dx A:J.(f(x)—g(x))dx
yu yu
£(%) f(x)
VAR Y
\J/ X LA X
X 9(x)
A:-jf(x)dx A= j (g(x)— f(x))dx
yu yu g(X)
f(x) f (x)
F1 o\ [a '
b c
A= | f(x)dx—| f(x)dx b
£ { A=[(90)-F(x) dx+j (F()-g())dx

ofu.kion. matematiikka c AS I o
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M10 Integraalilaskenta
Esim. 10.6. Laske suljettu pinta ala, jonka f(x)=sinx ja g(x)=cosx rajaavat vélilta [03771

Ratkaisu: Ratkaistaan ensin funktioiden leikkauspisteet yhtalosta sin x = cos X

sSin X = COS X | maol s. 37 kaava 16 cosx=sin(%—xj
sinx:sin(%—xj,jostasaadaan x=%—x+n~27z tai X=7Z'—(%—X)+n~2ﬂ'
x:%—x+n-27z | siirretéan x x=1—(Z-x)+n-2z
2x:%+n~27r |:2 \)(=7Z'—%+\)(+n-272'
(el ratkaisua)

X = %+ n-z Tutkitaan funktioiden leikkauskohdat eri n:n arvoilla
jos n=—1, niin x="4(-N).r=2- 9 F M _ZZAT_ 3% .o —]

4 4 4 4 4 4

jos n=0, niin X=Z+O~ﬂ=z€[0,3—7r]
4 4 2

jos n=1, niin x=Z4lz=4d g B A _AHAT 57[ [0, _]
4 4 4 4 4
josn=2, niinx="4+2.72="1492z _7 8r_7m+8r 9;; [0_]
4 4 4 4
A 3z .. v
Annetulla valilla [0,7] funktioiden

oS
leikkauspisteet ovat = Ja i ><\ ) J—
Viereisesta kuvasta nahdaan, ettd s z P x
funktio f(x)=sinx on ylempana. 2 2 ) =sinx

57/4 57/4
A= J (sinx—cosx)dx= / (—cosx—sinx)
/4 7/4
=(- cos%—sm—) (cos —sin ) (\/25) (%):\/5)%:M 22
Vast. A=2\2
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M10 Integraalilaskenta

Funktion x = f (y), y-akselin ja suorien y =a jay=b rajaaman alueen pinta-ala tai
funktioiden x = f (y) jax = g(y) rajaaman &arellisen alueen pinta-ala.

f(y)

v

v

X ¥
x

f(y)

b C
A=—[ f(y)dy A=-[T(y)dy+] f(y)dy
a b

a

b c
A=[(f(-gdy+[(F(y)-g(y)dy
a b

y 4 f(y) f(y)

aA=------2
1 X X
b b

A=[(a(y) - F(y)dy A=[(f(-a(y)dy
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M10 Integraalilaskenta

Esim. 10.7. Laske funktioiden x = f (y)=y?—4y ja y=g(x) =—x rajaama alue.

¥
Ratkaisu:  Hahmotellaan funktioiden kuvaajat. 5
— ()
Kuvaajasta huomataan, etta integrointi R
kannattaa tehda y:n suhteen. :
IImoitetaan funktio y = g(x) =—x 1
x:n suhteen, jolloin saadaan x=g(y)=-y 54329, [

. o g(®
Ratkaistaan seuraavaksi funktioiden
leikkauspisteiden y-koordinaatit yht&losta y2 —4y=-y,
josta saadaan yhtélo y2 -3y=0.
y2 -3y=0
y(y—3) =0 . Ratkaisunaovat y=0taiy=3.
y=0taiy=3
3 3 5 3 5
A=[(g(y)-F()dy = [(~y—(y*—4y))dy = [ (-y~ +3y)dy
0 0 0
3
713,83, :[_1.33+§.32}_[_1.03+§.02}:9_0:9:4;
o 3 2 3 2 3 2 2 2 2
Vast. Funktioiden x = f(y) = y?> —4y ja y =g(x) = —x rajaama alue on 4% pay.
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M10 Integraalilaskenta

10.4. Tilavuuden laskeminen

foo
Olkoon funktio y = f (x) jatkuva valilla[a, b]. \_//-

T
Kun funktion y = f (x) kuvaaja pyorahtaa
x-akselin ympari, niin syntyy pyorahdyskappale. 5

Leikataan syntynyt pyorahdyskappale x-akselia
vastaan kohtisuorasti (kuva 3).

Tallgin syntyy ohuita ympyralierion
muotoisia viipaleita

Yhden viipaleen paksuus (ympyrélierion korkeus)
on Ax ja ympyramuotoisen pohjan pinta-ala
A(x) =mr? jossar =y = f(x)

AX

Ajatellaan, ettd pyorahdyskappale on leikattu aarettdomén moneen viipaleeseen, jolloin yhden
viipaleen paksuutta voidaan merkité dx:Ila. Syntyneen kappaleen tilavuus saadaan néiden
tilavuusalkioiden dV = A(x)dx darettbmana summana eli maarattyna integraalina.
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Suljetulla valilla [a, b] jatkuvan funktion y = f(x) pyOréhtéesséa x-akselin ympari syntyneen
pyorahdyskappaleen tilavuus V saadaan

b b b b b
V =[dv = [Ax)dx= [ 7rPdx= [z y?dx= [ 7 f (x)dx
a a a a a

Esim. 10.8. Funktio f(x)=+/x ; x € [0,4] kuvaaja pyorahtaa x-akselin
ympari. Laske syntyneen pydrédhdyskappaleen tilavuus.

Ratkaisu: Koska kuvaaja pyorahtaa x-akselin ympdri,niin syntyneen
kappaleen “siivuttamisessa” syntyy ddrettdméan ohuita
viipaleita (suoria ympyrapohjaisia lieri6ita), joiden tilavuus
saadaan laskemalla pohjan ala - korkeus.

Kunkin viipaleen ympyramuotoisen pohjan
pinta-ala A(x) = mr?, jossar = y = f(x)

Yhden viipaleen korkeus on sama kuin sen paksuus eli Ax.
Koska syntynyt kappale siivutettiin &arettbmaan moneen
siivuun, niin yhden siivun korkeus (paksuus) on aarettdman
pieni dx.

Kun summataan yhteen kaikki &arettdméan ohuet viipaleet
(tilavuusalkiot dV) O:sta 4:44n, niin saadaan laskettua
syntyneen pyorahdyskappaleen tilavuus.

4 4 4 4 4
V= [dv = [AX)dx=[zrdx = [z y?dx=[7 f(x)%dx
0 0 0 0 0

—j‘ (Jx)%dx = }xdx—n/lxz—ﬁ[(1-42)—(3-02)]—87z
_0” _”0 AP T

Vast. Tilavuus on 8xn
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Suljetulla valilla [a, b] jatkuvan funktion x = f (y) pyoréhtéessa y-akselin ympadri syntyneen
pyorahdyskappaleen tilavuus V saadaan

b b b b b
Vv =IdV =JA(y)dy=Iﬂr2dy:Jﬂx2dy:jﬂ f(y)2dy
a a a a a

Esim. 10.9. Funktion f(x)= X2 +2X, X € [O, 2] kuvaaja pyorahtéa y -akselin ympéri. Laske ndin
syntyneen kappaleen tilavuus.

Ratkaisu: Lasketaan funktion saama arvo eli y:n arvo kohdassa x=2 on f(2) = 221+2.2=8.

Koska funktio pyorahtad y-akselin ympéri, niin ratkaistaan x lausekkeesta y = X2 +2X
y= X2 + 2X
y+1l= X2 +2x+1
y+1=(x+1)>
X+1l==%y+1
x=-1+,y+1
X=-1+,y+1 Koska x €[0, 2]

f(y)=-1+y+1

Talloin tilavuus V

Vast. Kappaleen tilavuus V = 407”
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M10, alkuosan tehtavat

Tehtavissa 10.1 — 10.5 ei saa kayttaa
10.5. Vastaa alla oleviin kysymyksiin a — f

laskinta.
funktion y = f (x) kuvaajan avulla, kun
10.1. Maarita tieddmme, etté
C
a
5X2 f C
) [ 50 2l i [ F00dx=70 ja [ £ (x)dx =20
X“+3 (2x° +5) . ’

e)fx%/xizdx f) v A Ac
[ (2x+1e”Pax A17(\ /f\ /-B( ‘
0 L

2 2
10.2. Laske a) '[(% x2 - x)dx b) J ‘_xz + x‘ dx &
0 -1

d
10.3. Laske milla x:n arvoilla 2) { F O
‘ d
a) [ (2t+5)dt>2,x>-3 o) [ 000
-3 "
X
b) [ (24t* +12t-8)dt = 6

b
. c) J; f(x)dx

e
d) | f(x)dx
10.4. Muodosta funktion ) .G[ (x)
3x2—x+1, x<1

e
f(x)=7 3 o integraalifunktio. e) J'f(x)dx
—§X+E, x>1 c

f) Laske pinta-alat A;, A4 ja Ag
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M10, loppuosan tehtavat

Tehtavissa 10.6 — 10.15 saa kayttaa laskinta
ja taulukkokirjaa. (Katso kaikki ratkaisut)

10.6. a) Laske funktion f(x)= X2 — 4% ja x-

akselin rajaaman alueen pinta-ala.
(tiedosto, video)

b) Laske funktioiden f(X) = XS —2x+1 ja
g(x) =2x+1 rajaaman &éarellisen alueen pinta-
ala. (tiedosto, video)

10.7. Oikealle aukeavan paraabelin huippu on
pisteessa (—4,2) ja se kulkee pisteen (0, 4)
kautta. Ylospdin aukeava paraabeli kulkee
pisteiden (—4,5),(4,3) ja (8,14) kautta. Nama
paraabelit rajaavat kaksi &éarellisté aluetta.
Laske ndista alueista suuremman pinta-ala.
(tiedosto, video)

10.8. Laske méaératyn integraalin avulla
kolmion ABC tarkka pinta-ala, kun
A=(-10), B=(35) jaC=(4,1)
(tiedosto, video)

10.9. Laske méaérattya integraalia kayttéen
syntyneen pyorahdyskappaleen tilavuus, kun
alla oleva alue pyorahtaa

a) x— akselin ympdri (kuva a)

b) y- akselin ympari (kuva b)

3) f(X)=x+2

b)

g(x) = x>

f(x) =2x

(tiedosto, video)

afu.kion. matematiikka

CASIO

10.10. Olkoon f (x) :%x3 —%xz —2X+5.

Muodosta valiin [-2,2] liittyva

a) alasumma

b) ylasumma, kun vali on jaettu kahdeksaan
yhta levedan osaan.

c) Kumpi edell& asketuista arvoista antaa
paremman arvion pinta-alasta?

(tiedosto, video)

10.11. Laske funktioiden f (x) = sin(ZX—%)
ja g(x) =cos(x+ ) rajaaman &arellisen
alueen tarkka pinta-ala vlilla [0, 2 ].
(tiedosto, video)

10.12. Kayra y =|sin2x| jasuora y =1

rajoittavat tasoalueen, kun % <x< 37”

Madrité sen pinta-ala. (S07/10)
(tiedosto, video)

10.14. Kayran y? = x(x+1)(x—=1)(2— )
pyoOréhtéessd x— akselin ympéri syntyy kaksi
aarellista kappaletta. Kumpi niistd on
suurempi? (K96/7a)

(tiedosto, video)

10.15. Valilla [-1,1] jatkuvien funktioiden

f jag skalaaritulo f *g madritelldan kaavalla

1
fxg= I f(x)g(x)dx.

-1
Funktiot ovat ortogonaaliset, jos f =g =0.

a) Mééritellaan

fo(x) =1, f1(X) =X ja o (x) = x2, kun
e[-11]. Niiden avulla maaritellaan funktiot
gk :[-11] > R, k=0,1,2, kayttamalla

kaavoja
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M10, loppuosan tehtavat

* f .
do = fo(x), 91(X) = f1(x) - 221 g(x) ja
0o *Jo

* f * f
gp = fo () -2 gy~ L2 g (.
do *9o 01*01

Sievenna funktioiden g, ja g, lausekkeet. (4p)

b) Osoita, etté funktiot g; ja g ovat
ortogonaaliset kaikilla eri indekseilla
0<j<k<2.(2p)

¢) Olkoon h(x) = X +ax? +bx+c. Madrita
vakioille a,b ja c sellaiset arvot, ettd funktiot
h ja g, ovat ortogonaaliset jokaisella
k=0,1,2 (3p) (K14/15)

(tiedosto, video)
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Vastaukset

Vastaukset

M1 Funktiot ja yhtalot

5
Lla)>  b)3
1
d) 5 &
12.a)a® b)-a
d)sl e) -1
13.a)6  b) 4045
d2 e)+3

1.4.a) 7—-3 b) 10+3y2
d) a%|a e) x ¥x
15.a)1,55€ b)25%

1.6. a) On

b) ¥/9, V3 ja 327

—
N’

N o
>|%5)

C) 25x5 y_2
f) 62500

c) 22
f) V2

3Ja|
2|bl

f) x°

c) 38,5€

c)E

1.7. a) Kaikki x:n arvot toteuttavat yhtalon.

b) Ei ratkaisua.
¢) Possuja on 150.

1.8.a) [-3,4]
b) ]-2,5]

c)0
d) x=-1,x=2,x=4

e) x~0,3 x~14; x=3

f) Ei ole méaritelty.

1.9. Ei riita.

1.10. a) Laski 16% b) Pitaa lisata % 0saa 20-

prosenttisen liuoksen méaaréasta.

atakion. matematiikka

1.11. Putoaminen kestaa n. 6,0 sekuntia.

1.12. Kuukausipalkka on 2100 €.

1.13. Lyhenee 6,7%.
1.14. Poikkeaa 1%.

1.15.a) 8,949

M2 Polynomifunktiot

2.1.3) 16x> -1

c) —=3x’ +6x°

e) 3v/2-3
2.2.a) X(x+2)(x—2)

b) (2x—3)?
C) x(x+2)(x—3)
d) (x+2)(x—2)(x+1)

) ZX(3-4
y y
f) x> (x+5)°
2.3.3) 2X
c) x-3
e) X

2.4.a) x=0taix=7
b) X =+1tai x=+2

b) 0,6 ¢

b) 2x? -5x-3
d) X2 —4X+4
f) —4/6 +12

b) Xx—6

2
d
) X% —2x

f) V2 -2

) x=-1,x=0taix=2

d) x=13taix==1

25.a) x#2
b) -1<x<0taix>2
C) X<—-2tail<x<?2

CASIO
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Vastaukset

26.3) 1(-2)=3 o3 )-2 ) x=v2+1 d) x~129,8°
2) 8 e) Xx~7,2 f) x~6,1
c)x=—2taix=% -
33.a)3 b) —
4
2.7.a) [-3, b) On
c)a=2jab=-6 3.4. a) 4,3 litraa b) 0,2 litraa c) 32200 7 litraa
b o 3
2.8.3) 2 b) c)2 3.5. Lierion tilavuus on n. 45,9 cm”.
2.9. Tontin ala on 480 m. 3.6. a) 1080° b) 135°¢c) 2+/2 -2
2.10. Toinen juurista kasvaa kahdella. 3.7. Kolmas sivu on n. 163m tai n. 207m,
jolloin lyhimman sivun vastainen kulma on
_ o 0 s 0 .
2.11. Kun a=2 jab=16. Tallsin sievenee 41" tal 31" vastaavasti.
muotoon 2Xx.
3.8. a)n. 203 mb) n. 94 mc) n. 34,7 km.
2.12. a2 +%b2 > ab )

a
3.9. — pay.
3on

2.13. Kun t=-1, niinx=1.

Kun t =3, niin x =-1. 3.10. n. 45,4%.

214, Kun axl ax2. 3.11. Sademaara oli n. 5 mm.

3.12.n.122 cm.
2.15. Pinta-ala on suurimmillaaan 651 m?.

3.13. Ks. eActivity-sovelluksessa tiedosto.

3.14. Valimatka pitkin leveyspiiri&d on n. 2770

M3 Geometria km. Lyhin vélimatka on n. 2740 km.

3.1.a) a =40° - 4er
b) a =10° o
¢) a=63° ja f=130°
d) o =39° ja g5 =78°
e) a=252°, =126°y =36°

+2r

M4 Analyyttinen geometria

4.1.a)-5 b) kulkee  c) (-5,2)

= 243 d) vasen e) kp(-2,4),r =+/5
e L H30°  9°  h)(30)
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https://www.dropbox.com/s/4abvnmzhuggi6zn/M3%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%203_13.vcp?dl=0

Vastaukset

4.2.a)3 b) - C) -
d) 2 e)- f)5

4.3.a)x:—1vx=g b) -6<x<2

c) x=-1
4.4.a) kp(2,-1),r=2 b) kp(-3,5),r=3

C) Y =(x+6)*+4, huippu(-6,4)
d) x=4(y-2)*-21, huippu(-21,2)

45. (x—2)2+(y—3)2=%
46. a<—/6taia>+/6
4.7. a) y:§x+E b) y=2x+7
2 2
4.8. a) i b) (EE)
77

4.9. a) Yhtyeessa on 6 jasentda. b) 40 snt.

4.10. 26,6°.

411 y=-Sx+ 2
27 2

4.12. 74,80 m.

4.13. Kaaren pituus on n. 8,70.

4.14. (x—8) +(y-4) =4 tai

oo (-3 3

4.15. a) Ks. eActivity-sovelluksessa tiedosto.

b) Ks. eAcitivity-sovelluksessa tiedosto.

afu.kion. matematiikka
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M5 Vektorit

5.1.a) 4i—3j b) 5
c) 2i— j—5k d) 8j+6k

5.2.a)-5i+ j+k b) esim. n=2i— j
¢) Ei kulje. d) n=5i—j+2k
e) On. f) Ovat.

5.3.a) SYO ‘/_ b)t=1vt=% ¢) Ei kulje.

5.4. 2(3a+b)—3(a-2h)

55 ED=->a- b
7 4

5.6. kp(3,-1,5),r = 2/10

5.7.

a) 1955_ b) {,)1_3

5.8. —3i+4j
5.9. P jakaa janan AB suhteessa 5:4.

6\/_

5.10. a) b) Eivét.

5.11. Painopiste on (%33)

5.12.a) 6 ty. b) 314 pay.

5.13. —i+2j—k taii—-2j+k

5.14. Ks. eActivity-sovelluksessa tiedosto.

5.15. Suorat leikkaavat pisteessa (—L 0,6).
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https://www.dropbox.com/s/88azump83y3lfq5/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_15_a.vcp?dl=0
https://www.dropbox.com/s/khlrvczc0lgp3ij/M4%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%204_15_b.vcp?dl=0
https://www.dropbox.com/s/6j9yxks13paskhs/M5%20Kurssi%20Teht%C3%A4v%C3%A4%205_14.vcp?dl=0

Vastaukset

M6 Todennakdisyys ja tilastot

7.6.
6.1.

1.1.
6.2.

7.8.
6.3.

7.9.
6.4.

7.10.
6.5.

7.11.
6.6.

7.12.
6.7.

7.13.
6.8.

7.14.
6.9.

7.15.
6.10.
6.11. M8 Juuri- ja logaritmifunktiot
6.12. 8.1.
6.13. 8.2.
6.14. 8.3.
6.15. 8.4.

8.5.
M7 Derivaatta

8.6.
7.1

8.7.
7.2.

8.8.
7.3.

8.9.
1.4,

8.10.
7.5.
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Vastaukset

8.11.
8.12.
8.13.
8.14.

8.15.

M9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot
9.1.
9.2.
9.3.
9.4.
9.5.
9.6.
9.7.
9.8.
9.9.
9.10.
9.11.
9.12.
9.13.
9.14.

9.15.

M10 Integraalilaskenta
10.1.
10.2.
10.3.
10.4.
10.5.
10.6.
10.7.
10.8.
10.9.
10.10.
10.11.
10.12.
10.13.
10.14.

10.15.
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