MAA4 ratkaisut kevat 2024

2.1 Ratkaise yhtélo |5 — 7x| = 4 4p.

5—Te=4 Vbh—Tr=—4
—Tr=—-1vV—-T2=-9

3|z| =1
ol = &
1
T=4=
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2.3 Ratkaise yhtalo |x + 3| = |z — 3| (4 p.

Korotetaan puolittain toiseen potenssiin

(z+3)* = (z—3)"

22+ 624+9=2>—6z+9

6r=—6r < 12z=0 < =0

3. Ympyran tangentti 12 p.

Maarita ympyran
22 -2+ —4y+3=0
pisteeseen (2,1) piirretyn tangentin yhtals.

Taydennetdan ensin ympyran yhtald keskipistemuotoon

22 =22 4+12 4+ —dy+ 22 == —3+1+4

(=1 +(y—2)7° =2
Ympyran keskipiste on siis (1,2), piste (2,1) toteuttaa ympyran yhtaldn joten se on ympyran kehalla.
Lasketaan ympyran sateen kulmakerroin

_pe-y 12

k = =
" Ty — &1 2—1

—1 koska tangentti on kohtisuorassa sadetta vasten niin

k. -k =—1 = k; =1 muodostetaan tangentin yhtalé y—yy=Fk(z —zp)

y—1=1(z—-2) & y=2\1



41 6p.

Milla vakion t arvolla vektorit @ = ti — 5j ja b = 2i 4 6] ovat kohtisuorassa keskenaan?

Vektorit ovat kohtisuorassa kun niiden pistetulo on 0

@-b=2t—30 ,ratkaistaan yhtalo

2t-30=0 < 2t =30 < t=15

4.2 6p.

Maarita vektorien @ = 4i 4+ 5] ja b = 3i — 6] valinen kulma. Anna vastaus yhden desimaalin
tarkkuudella.

Vektoreiden valinen kulma voidaan laskea

a-0=12-30=—18 [a|=v@+5 =v@ [o|=4/3"+(-6)" =35

_ —18
Cos(a,b) =
NZVERVZLS
- —18
< (@,b) = arccos | ——— | = 114,775° ~ 114,8°
VA1 - /35

arccos((-18/(sqrt(41)*sqrt(45
= 114,77514056883192004442

5. Tasasivuisia kolmioita 12 p.

M3&arita ne tasasivuiset kolmiot, joiden yksi karki on origossa, toinen karki suoralla y = 4x — 3 ja kolmas karki
suorallay = x + 3 . Anna vastauksena kyseisten kolmioiden karkipisteiden koordinaattien tarkat arvot.

n
Olkoon kolmion pisteet O = (0,0), A = (a,da—3), B=(bb+3) .Apistesuoralta y=4z—3 jaB ¥

piste suoralta y=x+3 .Muodostetaan janojen OA, OB ja AB pituudet ja tehdaa yhtal6pari jossa
|OA| = |OB| = |AB|

|OA| = \/a® + (4a — 3), |OB| = 1/b* + (b+3)?, |AB| = \/(a—b)Q + (4a—3—b—3)

Kun kirjoitetaan yhtaléryhma niin nelidjuuret kumoavat toisensa.



la2+(4a—3)2=b2+(b+3)2
a?+(4a-3)2=(a-b) 2+ (4a-b-6) 2|5, },
H _—3:(V3+27) | _-27V3 69} {_3-(—»f§+27)
“T11.(5V3+3) " 22 227" 11-(5+V3-3)"
|a2+(4a—3)2=b2+(b+3)2
a2+(4a-3) 2=(a-b) 2+ (4a-b-6) 2 |5 1,
{{a=—0.6720277132, b=-5. 2620623553, {a=1. 217482259, b=—1. 010664918} }

b=

p=27-Y3 69 }}

22 22

Saadaan siis kummaltakin suoralta kaksi pistetta eli kaksi kolmiota. Lasketaan viela pisteiden y-
koordinaattien arvot.

-3-(v¥3+27)
fa-3|a=—> ¥ eTElL
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—12»(\E+27)_3
11+(5+vV3+3)
-3-(v¥3+27) /
fa-3|a=—> ot ll
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b3 b= 00 d
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_27-Y3 59 -
b3 =200 00 B2 =(-0.67, -5.69)
1.989335082 I

6. Erikoiskuljetus tunnelissa 12 p.

Suoran maantietunnelin poikkileikkaus on muodoltaan alaspdin aukeavan paraabelin osa. Tunnelin leveys tien
pinnan tasolla on 12,0 m ja korkeus korkeimmalla kohdalla 10,0 m. Tunnelin lapi pitaisi vieda erikoiskuljetus,
jonka takaprofiili on suorakulmio. Suorakulmion leveys on 4,0 m ja korkeus 6,0 m. Selvita laskemalla,
mahtuuko kuljetus ajamaan tunnelin lapi, jos

a) se saa ajaa keskella tieta?

b) sen pitaa pysya omalla kaistallaan?

Valitaan koordinaatisto siten ettd y-akseli on korkeimman osan kohdalla. Muodostetaan paraabelin "3
yhtald pisteiden (-6,0), (0,10) ja (6,0) avulla. Kaytetaan Geogebraa|

| ——— y = —0.2778 x* + 10



a) Sijoitetaan kuljetus keskelle ja katsotaan tunnelin korkeus 2 m:n paassa keskiviivasta

y = —0.2778 X2 + 10

Tarkka arvo: x= 2| E y= 8.8888888889

Koska tunneli on ko. kohdassa yli 6 m korkea niin kuljetus mahtuu.
b) Lasketaan tunnelin korkeus 4 m:n etaisyydella keskiviivasta.

y = —0.2778 x* + 10

Tarkka arvo: x= 4| B y= 5.5555555556

Koska ko. kohdassa tunnelin korkeus on alle 6 m, niin kuljetus ei mahdu.

7. Siirtymat (12 p.

Pisteesta A = (—2,5) siirrytadn 12 yksikkoa vektorin @ = 4i — 3] suuntaan, jolloin tullaan pisteeseen P . Pisteest
B= (1; = 2) siirrytaan 9 yksikkoa vektorin T = —6i + 8j suuntaan, jolloin tullaan pisteeseen (J . Maaritd pisteiden P ja 9
valinen etdisyys.

F ]
. 47 — 3] 1. 3. ol
Muodostetaan ensin u:n ja v:n yksikkdvektorit % = al ~ 5 5
4+ (-2)
= _6;, 8- 37 45 q itten pisteiden P j ikkavektori
E 0l T 199 =—3it gl . muodostetaan sitten pisteiden P ja Q paikkavektorit.
[ — ~ . 4. 3. 38. 11
OP =0A+12-%° =—2i +5j 12(—'—7‘)=—'7—'
+ [ i+5j+ FRS 515!
[ . = 3. 4. 22 26
= T =1—-2 —_— ey =—— e
0Q=0P+9-T i _]+9( 51-&-5) 51+5.l

L . . . . —11 22 2
Pisteiden P ja Q koordinaatit ovat siis P = (SS_S‘T) , Q= (—?,?6)

Lasketaan lopuksi janan PQ pituus

22 g 2 11\% /4969
|PQ—\/(—?—3—,8) +(?6+?) = Y = 14008~ 141
[+]

8. Pisteen koordinaatit 12 p.

Piste A = (1,2).Vektorin AB pituuson 10 ja se on kohtisuorassa vektoria % = 3% + 47 vastaan. Maarits laskemalla
pisteen B koordinaatit.

Olkoon piste B = (z,y) ,tdlldinvektori AB=(x—1)i+ (y—2)j .muodostetaan vektorin pituus
= /(z—1)*+(y—2)* ,jotta vektori

olisi kohtsuorassa vektoria ¢ vastaan, niin niiden pistetulo pitaa olla 0, maaritetaan

R

sl

= (r—1)-3+(y—2)-4 , muodostetaan pituudesta ja pistetulosta yhtalopari

/ 2 2
(x—1)"+(y—2)° =10 , ratkaistaan laskimella ja saadaan kaksi vastausta

o+ dy =11

A~
@

=(=78) V B=(9,—4)



(x-1)2+(y-2)2=10
3x+dv=11 X,V
{{x=-7,v=81, {x=9, y=—11}

9. Ympyraparvi 12 p.

Tarkastellaan ympyraparvea (x — (a + 1))2 + (y = a2)2 =a?+ 1, jossa parametri g kay lapi kaikki reaalilukuarvot. Mika
kayra ympyrdiden keskipisteistd muodostuu? Maaritd kayran yhtals.

Koska ympyraparven yhtalo on keskipistemuodossa niin siita nahdaan etta keskipisteen x-koordinaattion a+1 ja ®
y-koordinaattion 42 .Annetaan a:lle arvot 0, 1 ja 2, jolloin saadaan kolme pistettd  (1,0), (2,1) ja (3,4)

Muodostetaan Geogebran polynomiregressiolla yhtalo, saadaa y=a? — 22+ 1 . Sijoitetaan x:n paikalle a+1 ja
lasketaany.

y=(a+1’—2(a+1)+1=a’+2a+1—2a—2+1=qa® ,saatiin keskipisteen y-koordinaatti, joten

ympyréparven keskipisteet muodostavat paraabelin  y=a® — 2z +1
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