Marika Toivola ja Tiina Harkonen

AVOIN MATEMATIIKKA
Tilastoja ja todennakdisyyksia

Sisalto on lisensoitu avoimella CC BY 3.0 -lisenssilla.



Tilastoja ja todennédkodisyyksia

1. Kuvaajien tulkintaa............cooeeeeeeiiieiiccceeeveeee e 4.
2. Pylvas- ja viivadiagrammi..........ccccoooumrmimimminniniiineeeeeeeeeeee 15.
3. Sektoridiagrammi.............ooooiiiiiiiiiiii e 23...
4.  Tilastomuuttujan tyypit ja frekvenssi..........ccccceeeeiiiiiennnnn. 28
5. AIneiston [UOKItteIU. ........cooriiiiiiiiiiiii e 32..
6. Keskiarvon laskeminen...........cccuuviiiiiiiiiiiiiiie e 36..
7. Tyyppiarvon ja mediaanin maarittdminen......................... 42
8. Hajontalukujen maarittdminen..............ccccvvvvvvrereerereeeennnnn. 49.
9. Taulukkolaskentaa............ccoveeiiiiiiiiiiiiieee e 56...
10. Tuotetaan ja havainnollistetaan tilastotietqja.................... 63
11, JOUKKO-OPPIAE ...ciiiiiiiieeieeeee e 67...
12. Todennakoisyyden maarittAminen........cccccccvvvviiieeenennennnn. 73
13. Klassinen todenn8KOISYYS.......uuuveureriiieiiiiiiiiiiiiiiaaaeeaeeaeaeenn, 76..
14. Tilastollinen ja geometrinen todennakaiSyys..........ccceee.... 81
15. Malleja alkeistapausten muodostamiseksi...........cc..eeee.... 86
16. Riippumattomien tapahtumien kertosaantox.................... 92
17. Yleinen KertoSAANTOX..........coviiiiiiieiieeeiiiiiiee e 96...
18. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusdantar..................... 100
19. VastatapahtumaX.........ccccooiiiiiiiiiieeiiiiieee e 105
20. KertausteNtavia............ooviiiiiiiiiiiiiiie e 109



Miten tilastot liittyvéat koleraepidemian taltuttamiseen?

Lontoossa oli 1800-luvulla useita koleraepidemioita. Ihmiset olivat kauhuissaan ja yrittivat
paasta pakoon tuota tappavaa suolistosairautta. Suurimmat seuraukset olivat vuoden 1949
epidemialla, joka laantui vasta kun 53 000 ihmisté oli menehtynyt. Koleraan ei ollut paran-
nuskeinoa, eika kukaan tiennyt, mika aiheutti timan sairauden. Koleran uskottiin johtuvan
maaperasta kohoavista hoyryista.

Lontoolainen lagkéari John Snow aavisti, etta tartuntaldhde oli pilaantunut vesi. Vuoden 1854
koleraepidemia tarjosi Snow’lle mahdollisuuden todistaa arvauksensa oikeaksi. Han merkitsi
karttaan kaikki tietoonsa tulleet tautitapaukset. Tama kartta oli tehokkain ase koleraa vastaan,
koska se osoitti, ettd lahes kaikki tartunnan saaneet asuivat saman vesiyhtion, Vauxhall Water
Companyn, toimialueella. Muista vesiyhtidista poiketen, se otti veden Thamesjoen alajuoksu
ta. Vesi ei ollut siis puhdasta vaan ulosteiden ja muiden jatteiden saastuttamaa jokivetta.

Koleran yhteys epéapuhtaaseen veteen vahvistui entisestaan, kun tohtori Snow I8ysi eraan ko-
lerakuoleman kaukaa Broad Streetin pumpusta. Erds nainen oli pitdnyt niin paljon Broad
Streetin vedestd, ettda han maksoi, etta sai sité kotiin toimitettuna. Oli selvaa, etta jokin oli
saastuttanut tAméan pumpun veden ja surmannut tuhansia ihmisia.

Kun saastuneet kaivot suljettiin, leeaepidemia alkoi nopeasti laantua. Snow’n tutkimukset
osoittivat viemargdinnin tarkeyden kaupungeissa. Seuraava suuri edistysaskel juomaveden tu
vallisuudelle oli kloorauksen aloittaminen 1900-luvun alussa. Silloin oltiin jo selvilla &akte
rien yhteydesta tauteihin.

Snow’n tutkimukset osoittivat myds sen, miten hyddyllistd tiedon kerddminen, jarjestamien ja
analysoiminen on. Tilastojen hyddyntaminen pelasti tuhansia ihmishenkia koleralta.

Nykyisin tiedetaan, etta koleran aiheuttaa Vibrio cholerae- bakteeri. Koleraa esiintyy edelleen
monissa Aasian ja Afrikan maissa. Sita on esiintynyt myos Latinalaisessa Amerikassa. Koska
lansimaalaisilta puuttuu suoja koleraa vastaan, suositellaan rokotetta kolera-alueelfe matku
taville henkildille, jotka asuvat siella kauan ja alkeellisissa oloissa. Kolerabakteeri kuolee
normaalisti mahalaukun happamassa ymparistdssa, mutta henkilét, joilla mahahapon maara
on tavallista pienempi, ovat erityisen herkkia tartunnalle. Kolera on ehkaistavissa hgvalla k

si- ja ruokahygieniad.



1. Kuvaajien tulkintaa

Tilastotietoja havainnollistetaan usein graafisesti eli erilaisten kuvaajien avulla. Kuvaajista
kaytetdadn nimitysté diagrammit ja niiden tehtavana on kertoa uutisoitavasta asiasta- tarkei
mat seikat yksinkertaisesti ja selkedsti. Kuvaajia kannattaa kuitenkin tarkastella kriittisesti,
koska joskus ne voivat vaaristaa tietoa.

Esimerkki 1.

Kamelin ruumiinlampd eri vuorokauden aikoina

Ruumiinlampé [*C]
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Kellonaika
Tarkastellaan yllaolevaa kuvaajaa.
a) Mihin kellonaikaan kamelin ruuminlampo oli korkeimmillaan?
b) Paljonko ruumiinlampé oli klo: 20.00?
¢) Milloin ruuminlampé nousi eniten?
d) Paljonko ruumiinlampé oli alimmillaan?

Ratkaisu:

a) 14.00
b) 37°C
c) klo: 6.00-10.00
d) 34°C



Esimerkki 2.
5 km hohdon latuprofuli
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Tarkastellaan yllaolevaa kuvaajaa.

a) Miké& on hiihtoladun korkeusero?

b) Monennenko kilometrin kohdalla tulee jyrkin nousu?
¢) Kuinka pitk& on pisin laskuosuus?

d) Montako nousuosuutta ladulla on?

Ratkaisu:

a) noin 38 m
b) 3,5km

¢) noin 600 m
d) 9



Tehtavia

1.

Vastaa kuvaajan perusteella kysymyksiin.

a) Kuinka paljon tarvitset kuvaajan mukaan unta?
b) Paljonko 20-vuotias tarvitsee unta?

c) Paljonko 90-vuotias tarvitsee unta?

d) Minka ikaisille riittdd kuuden tunnin ydunet?

Keskimairiinen unentarve yuorokaudessa iéin mukaan
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Tarkastellaan koordinaatistoon piirrettyé suoran kuvaajaa.
a) Kunx=0, mika on y-koordinaatti?
b) Kuny =6, mikd on x-koordinaatti?
¢) Kunx=-4, mik& on y-koordinaatti?

Suoran ¥ = x +3 kuvaaja
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Suomessa vuosina 1996-2003 asuneiden Britannian kansalaisten lulkownédivi
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Vastaa kuvaajaa kayttamalla kysymyksiin.

a) Milloin britteja asui vahiten Suomessa?

b) Montako brittia vuonna 2000 asui Suomessa?

¢) Montako brittia enemméan Suomessa asui vuonna 2003 kuin vuonna 19967

4.
Kuvaaja esittda celsius- ja fahrenheitasteiden valista riippuvuutta. limoita fahrenheitasteina
a) lampétila, jossa vesi jaatyy,
b) lampétila, jossa vesi kiehuu,
¢) ihmisen normaali ruumiinlampétila.
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5.

Vastaa kuvaajan perusteella kysymyksiin.

a) Minka ikaisena murrosian kasvupyrahdys on tytéilla huipussaan, enté pojilla?
b) Kuinka monta vuotta murrosian kasvupyrahdys kestaa?

¢) Minka ikaisena tyttdjen pituuskasvu pysahtyy, enta pojilla?

d) Kummatko ovat pidempia kahdeksan vuoden iassa?



Tyttdjen ja poikien keskimédiriiinen vuotuinen pittnskasvu
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6.

Oppilaat tekivat kokeen, jonka maksimipistemaara oli 42 pistettd. Opettaja paatti arvostella
kokeen seuraavasti: kymppiin vaadittiin 42 pistetta ja jos puolet oli oikein, sai arvosanaksi 6
. Opettaja piirsi ndiden kahden pisteen avulla suoran, jolloin muodostui kuvaaja, jasta ma
raytyivat muut arvosanat.
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Arvosatia

a) Mitka arvosanat saa pisteilla 24, 30 ja 38?
b) Paljonko pisteita vaaditaan arvosanoihin 7-, 8 %2 ja 9?
c) Milla pistem&aralla saa arvosanan 5-?

soveltavat tehtavat

7.
Miké kuvaajista sopisi kuvaamaan seuraavia asioita?



A E C

a) Kangas maksaa 10 €/metri.

b) Auton vuokra koostuu 100 € perusmaksusta sekd joka kilometriltd velotettavasta 0,35 €
kilometrikorvauksesta.

c) Mansikat maksavat 3 €/kg, mutta, jos ostat yli 10 kg, on kilohinta 2,5 €.

8.

Taksimaksun hinta madrdytyy seuraavasti: Perusmaksu on 3,87 € ja lisédvelotus on 1,00 € ki-

lometria kohti. Jos taksi jouu pysdhtyméan vililld, on odotusmaksu 28,59 € tunnilta. Aune

menee taksilla pankkiin. Taksi odottaa, kunnes Aune on saanut asiansa hoidettua ja kyyditsee
vanhuksen takaisin kotiin. Mik& seuraavista kuvaajista sopii tilanteen kuvaamiseen?

A matka E  matka C matka v matka

9.

Suomessa on kesi, kun vuorokauden keskildmpétila on pysyvésti +10 °C yldpuolella. Syksyl-

14 keskildmpdtila on pysyvasti +10 °C ja 0 °C vilill4. Talvella keskildmpétila on pysyvésti
alle 0 °C ja kevailld pysyvisti 0 °C ja +10 °C vililld. Termiset vuodenajat maaraytyvat lampo-
tilan tasoitetun vuosikayran avulla.



Turku
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(Lahde: limatieteenlaitos)

a) Mita voit sanoa kesén ja talven pituudesta Turussa ja Sodankylassa?
b) Kummassa kaupungissa on suuremmat lampétilaerot vuodessa? Montako astetta lampétila
voi sielld vaihdella?

10.
Mika kuvaajista sopii tarinoihin?

b T

a) Puoli vuotta sitten aloin kaymaan lenkilla iltaisin. Aluksi kuntoni kohosi huimasti. Nyt
kehitys on hidastunut, mutta juoksen kuitenkin viiden kilometrin lenkkini yha nopeammin.

b) Lenkkeilyn my6ta painoni putosi ilahduttavasti. Jouluna nautiskelin hyvasta ruuasta ja
lenkit jaivat viikoksi valiin, joten lihoin hieman takaisin, mutta sen jalkeen olen pysynyt
hoikassa kunnossa.

11.
Kuvaajassa on esitetty vékivaltaisesti tai tapaturmaisesti kuolleiden miesten ja naisten luku-
maarat eri ikaryhmittain vuonna 1999.
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Viikivaltaisesti tai tapatmrmaisesti kuolleiden miesten
ja naisten lukumdbrit eri ikiryhmittiin vuonna 1999,
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(Lahde: Tilastokeskus)

a) Kirjoita muutama lause siitd, mita kuvaaja kertoo vékivaltaan tai tapaturmaisesti duollei
ta 1999.

b) Mihin ikdén asti vakivaltaan tai tapaturmaisesti kuolleiden miesten ja naisten maaréa oli
suunnilleen sama?

c) Paljonko kuolleista oli 20-24 -vuotiaita naisia? Entd miehia?

d) Paljonko kuolleista oli 45-49 -vuotiaita naisia? Enta miehia?

Huom! Miehet joutuvat maksamaan tapaturmavakuutuksistaan melkein kaksi kartpaljoin kuin naiset va-
taavista vakuutuksista. Keksitko syyta?

12.

Suomessa vakiluku oli 5 181 115 henkilda tilastokeskuksen mukaan 31.12.2000. Véeston j
kautuminen on esitetty seuraavassa pylvasdiagrammin avulla. Mité kaikkea voit vaestosta ku-
vaajan perusteella kertoa?

Véesto ian ja sukupuolten mukaan
250000
200000
o 1 1
% 50000 @ Naiset
Q
Hd
= 100000 { 8 Mehet
50000 +
0.
0-4 10-14 20-24 30-34 40-44 50-54 60-64 70-74 80-84 90-
Ika (vuosina)

(Lahde: Tilastokeskus)
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13.
Pylvasdiagrammin avulla on esitetty EU:n jasenmaissa vuonna 1996 niiden yli 16-vuotiaiden
osuus vaestosta, joilla on toimintakykya haittaava pitkdaikaissairaus.

Tanska
Suomi —
Saksa

Ranska

Portugali ==
Luxemburg

Kreikka @ naiset

ttévalta B miehet

talia

Irlanti
Espanja
Britannia »
Belgia
Alankomaat

0 5 10 15 20 25 30 35
haittaava pitkaaikaissairastavuus [%]

(Lahde: Tilastokeskus)

a) Missa maissa on miehilla enemmén haittaavaa pitkéaikaissairastavuutta, kuin naisilla?
b) Monellako prosentilla naisista on Suomessa haittaava pitkaaikaissairaus enté miehista?
c) Missd maassa naiset ovat keskimaaraisesti terveempia enté miehet?

d) Miten kuvailisit Suomalaisia pylvasdiagrammin perusteella?

vaattvat tehtavat

14.
Iatka [km]
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Ylapuolella on kuvaaja, johon on piirretty Mikon pyoraileméa matka ajan suhteen.
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a) Milla nopeudella Mikko pyorailee?

b) Kuinka pitkdn matkan Mikko on pyoraillyt 7 tunnin kuluttua?

¢) Kuinka pitkdn matkan Mikko on pyoraillyt 10 tunnin kuluttua?

d) Pyoraileekd Mikko tasaisella nopeudella vai vaihteleeko nopeus?

15.
Alla oleva kuvaaja osoittaa, miten kilpa-auton nopeus vaihtelee tasaisella 3 kilometrin
radalla sen toisen ratakierroksen aikana.

Nopeus Kilpa-auton nopeus 3 km radalila
(km/h) {toinen ratakierros)

tél\lbvniva Radan pituus (km)

a) Miten pitka matka on arviolta lahtdviivalta radan pisimman suoran osan alkuun?
b) Missé nopeus oli alhaisimmillaan toisen kierroksen aikana?

c) Mité voit sanoa auton nopeudesta 2,6 km ja 2,8 Kitl &2

d) Milla naista radoista autoa ajettiin, jotta tuloksena oli aiemmin esitetty kuvaaja?

L: Lahtoviiva
(Lahde: Kansainvalinen oppimistulosten arviointiohjelma, Pisa)

16.
”Simpukka"-diagrammi esittd& ajoneuvon teoreettisen pysaytysmatkan hyvissa jarrutusolo-
suhteissa sek&a nopeuden ja pysahtymismatkan riippuvuuden.

13
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(Lahde: Kansainvalinen oppimistulosten arviointiohjelma, Pisa)

Méaarité ajoneuvon etenema matka kuljettajan reaktioaikana, kokonaisuudessaan edetty matka
ennen pyséhtymista, pysahtymiseen kuluva aika ja jarrutuksen aikana edetty matkasseuraavi
sa nopeuksissa:

a) 90 km/h

b) 120 km/h

c) 180 km/h

d) Miten kay jarrutusmatkalle, kun nopeus kaksinkertaistuu?

14



2. Pylvéas- ja viivadiagrammi

Pylvasdiagrammi muodostuu pystypylvaista. Jos pylvaat on piirretty vaakasuoraan,
taan usein palkkidiagrammista.

Pylvasdiagrammilla havainnollistetaan kokonaisuuden jakautumista osiin tai vertaillaan suu-
ruussuhteita.

Diagrarmmin piirtarminen

s MMerkitse kavtetyt mitta-asteikot ja yksikot nakywiin

o Laita kuvaajaan ctsikko.

o Tee graafisesta esttylsestid niin selked, ettd sita tulee ilmi katkki tarpeelliset asiat.
Kuvaajaa pitad pystya tulkitsemaan ilman mouta asiayhteyteen littywad telestia

Esimerkki 1.

Taulukossa on esitetty suosituimmat poikien esimmaiset etunimet vuonna 2007.

nimi lukumaara
Veeti 481
Eetu 475
Aleksi 464
Elias 433
Onni 420

(Lahde: Vaestorekisterikeskus)

Piirretaan tiedoista pylvasdiagrammi, jonka vaaka-akselilla on nimi ja pystyakselilla annettu-
jen nimien lukumaara.

15



Suosituimmat poikien nimet 2007

490
480
470 +—
460 +—
480 +—
440 +—
430 +—
420 +—
410 +— —
400 +— —
390 44— —
380 T T T T

W et Eetu Aleksi Elias Cinni

himli

lukumdara

Miivadiagrammissa havaintoarvot on yhdistetty toisiinsa viivalla.

Viivadiagrammeja kaytetdan samanlaisissa tilanteissa kuin pylvasdiagrammia. afivadi
grammi soveltuu kuitenkin paremmin kuvaamaan kehityssuuntaa.
Esimerkki 2.

Helsingin véakiluku on viime vuosina kasvanut huomattavasti. Piirretddn oheisen taulukon
pohjalta viivadiagrammi vaeston maarasta.

Helsingin vékiluku vuosina 1995 - 2001
vuosi vakiluku
1995 490872
1996 515765
1997 525031
1998 532053
1999 539363
2000 546317
2001 551123

Sijoitetaan vuosiluvut vaaka-akselille ja vaeston maarat pystyakselille. Jos viivadiagrammi
piirretaan kuten pylvasdiagrammi, alkavat pystyakselin arvot nollasta.

16



Helsingin asukasluku
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Viivadiagrammilla halutaan kuitenkin yleensa kuvata muutosta ja talldin muutoksen suuruus
ei ole selvasti nahtavissa. Jotta muutos nahtaisiin selvemmin ja kuvaajasta saataisiin tarkempi,
on pystyakselin asteikko valittava uudestaan. Suurin pystyriville tuleva arvo on 551123, joten
maksimiarvon tulee olla tata vahan suurempi. Pienin arvo on 490872, joten minimin tulee olla
tata vahan pienempi.

Helsingin asukasluku
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vakiluku

vuosi
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Tehtavia

17.
Taulukossa on esitetty suosituimmat tyttdjen esimmaiset etunimet vuonna 2007. Piirra taulu-
kon tiedoista pylvasdiagrammi.

nimi lukumaara
Ella 456
Emma 411
Aino 407
Anni 406
Venla 386

(Lahde: Véaestorekisterikeskus)

18.
Ulla Uimari tarkkaili kesalla jarviveden lampdtilaa ja sai oheiset mittaustulokset

Paivamaara 1.6. | 5.6|10.6.| 15.6.| 20.6.| 25.6.| 30.6.

Lampotila[°C] | 9 |12 17 | 21 | 20 | 22 | 23

Piirra mittaustuloksista viivadiagrammi, joka kuvaa paivamaaran ja veden lampétilan valista
riippuvuutta.

19.
Janne seurasi yhden viikon ajan ulkolamp@tiloja aamuisin ja sai seuraavanlaisia mittaustulok-
sia. Piirra tiedoista viivadiagrammi.

viikonpaiva | lampétila [°C]
maanantai 2
tiistai -3
keskiviikko 0
torstai -6
perjantai -15
lauantai -8
sunnuntai -11
20.

Taulukossa on Suomessa olevien matkapuhelinliittymien lukumaaria. Piirré taulukon tiedoista
pylvasdiagrammi.

vuosi matkapuhelinliittymat
1990 257 872

1991 319 137

1992 386 021

1993 489 174
1994 675 565

1995 1039 126

18



1996 1502 003
1997 2162574
1998 2946 948
1999 3 363 589
2000 3728 625

(Lahde: Tilastokeskus)

21.

Alapuolella on esitetty taulukoituna tutkinnon suorittaneiden osuus prosentteina eri ikaluoki
ta vuonna 1999. Mukaan on otettu lukiossa, ammatillisissa oppilaitoksissa, ammadtikorke
kouluissa tai yliopistoissa tutkinnon suorittaneet. Piirrd pylvasdiagrammi prosentuaalisista
tutkinnon suorittaneista ikaluokittain. Mita voit paatella tutkinnon suorittamisen tarpeesta?

soveltavat tehtavat

Ikéluok ka |Tutkinnon suorittanut ikaluokasta [%]
20-24 83,6
25-29 83,0
30-34 83,1
35-39 83,4
40-44 77,7
45-49 70,3
50-54 60,8
55-59 52,6
60-64 40,5

65- 24,4

(Lahde: Tilastokeskus)

22.

Seuraavassa taulukossa on esitetty Suomessa asuvien henkildiden maara seka keskimaarin
kotitalouksissa asuvien henkildiden lukuméaéara vuosina 1966 - 1999.

a) Piirrd viivadiagrammi vaeston maarasta vuosittain.
b) Piirr& viivadiagrammi kotitalouksien keskikoosta vuosittain.
c) Mita tasta voi paatella?

Vuosi | Véaesto [¢1000 hld] | Kotitalouksien keskikoko [hl6]
1966 4626 3,34
1971 4 476 2,99
1976 4676 2,86
1981 4727 2,46
1985 4833 2,36
1990 4974 2,29
1995 5053 2,21
1998 5086 2,16
1999 5097 2,15

(Lahde: Tilastokeskus)
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23.

Itavaltalaisella Adam Rainerilla on havaittu suurin pituuden muutos maailmassa. Adam oli
21-vuotiaana vain 118 cm mittainen. Nopean kasvun jalkeen hanen pituutensa oli 32-
vuotiaana 218 cm. Tamén ainutlaatuisen kasvun vuoksi han oli niin heikko, etta joutui pysy
teleméaan vuoteessaan loppuikénsa. Kuollessaan 51-vuotiaana v.1950 Rainer oli kasvanut vi
|& 16 cm. Piirra tietojen pohjalta viivadiagrammi Adamin pituudesta.

vaattvat tehtavat
24.

Liikkeesta raportoitiin, ettd myymaléassa oli vuonna 1997 CD-levyjé seuraavan taulukon mu-
kaisesti.

paivamaara | levyja [kpl]
1.1. 1830
15.2. 1271

20.3. 919

10.5. 680

10.7. 2838

23.8. 2419
14.11. 1555
19.12. 1060
31.12. 449

Myymala sai 10.7 lahetyksen, joka sisélsi 2 400 CD-levya. Esita graafisesti CD-levyjen lu-
kumaarat likkeessa vuoden 1997 aikana (kuukaudet vaaka-akselilla ja maarat pystyakselilla).
Kuinka monta CD-levya myytiin keskimaarin yhden kuukauden aikana? (yo syksy 1999)

25.

Luokan oppilaiden pituudet ovat seuraavat:

139 cm, 144 cm, 148 cm, 160 cm, 161 cm, 146 cm, 155 cm, 170 cm, 166 cm, 153 cm, 155
cm, 152 cm, 163 cm, 165 cm, 169 cm, 147 cm, 159 cm, 160 cm, 157 cm, 172 cm.

Luokittele pituudet oheisen taulukon avulla ja piirré pylvasdiagrammi.

pituus [cm] oppilaiden lukumaara

<140

141-145

146-150

151-155

156-160

161-165

166-170

>171

26.
Taulukossa on esitetty miesten vuorokautisen energiatarpeen (MJ) riippuvuus ruunmsinpaino
ta ja iasta. (1 megajoule (MJ) = 239 kilokaloria (kcal))

paino ik

kg 25v | 45v | 65v
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50 9,6 8,8 7,3
55 10,3 9,2 7,8
60 10,9 9,8 8,2
65 115 10,5 8,7
70 12,1 10,9 9,2
75 12,8 115 9,6
80 13,4 12,1 10,3
85 14,0 12,8 10,7

Piirrd samaan kuvaan kolme viivadiagrammia ikien 25 v, 45 v ja 65 v mukaan.

27.
Naisten energiatarpeen arvot ovat 15 % pienemméat kuin miesten. Piirré 25 vuotiaan naisen
energiatarpeesta viivadiagrammi painon mukaan.

28.
Piirra viivadiagrammi, joka kuvaa Helsingin vaestdomaaran muutosta taulukon pohjalta.
kuukausi miehid | naisia | koko véestd
maliskuu.2002 260186 299532 559718
helmikuu.2002 | 260147 | 299605 559752
tammikuu.2002 | 260122 | 299711 559833
joulukuu.2001 260132 299756 559888
marraskuu.2001 | 260000 299823 559823
lokakuu.2001 259828 | 299688 559516
syyskuu.2001 259740 [ 299765 559505
elokuu.2001 259240 299308 558548
heindkuu.2001 258816 298892 557708
kesdkuu.2001 | 258740 | 298919 557659
toukokuu.2001 258592 298703 557295

(Lahde: Vaestorekisterikeskus)

29.

Piirrd edellisen tehtéavén taulukon pohjalta yksi pylvasdiagrammi, josta kay ilmi Helsingissa
asuvien miesten ja naisten méara. Olisiko jokin muu diagrammityyppi sopinut kuvaajaan p
remmin, miksi? Kannattaako mielestasi seka miesten ettd naisten maarat sijoittaa samaan ku-
vaajaan?

30.
Piirrd Suomen valtionvelan maaran kuvaaja ajan suhteen.
Suomen valtionvelka
VUoSiI velan méari [miljardia €]
1990 9,9
1991 15,1
1992 27,9
1993 43
1994 51,7
1995 60,4
1996 66,5
1997 70,3
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1998 70,7
1999 68,1
2000 63,4
2001 61,8

(Lahde: Tilastokeskus)

Mina vuonna velka kasvoi

a) maarallisesti eniten?

b) maarallisesti vahiten?

c) suhteellisesti eniten (velan kasvuprosentti suurin)?

d) suhteellisesti vahiten?

22



3. Sektoridiagrammi

Sektori- eli piirakkakuvio on ympyran muotoinen kaavio, jossa ympyra on jaettu osi
sektoreihin.

Sektoridiagrammia kaytetaan kuvattaessa kokonaisuuden jakautumista osiin, jotka on yleensa
ilmoitettu prosenttilukuna. Jokaista prosenttilukua vastaa ympyrasektori, jonka keskuskulma
on yhtd monta prosenttia koko ympyrén 360 asteesta.

Esimerkki 1.

Piirretaéan sektoridiagrammi siten, etté ettd 70 % kuviosta on oranssia ja 30 % keltaista.

Lasketaan 70 % taysi ympyran 360 asteel%% 360 =252

ja vastaavasti 30 % 01H3(% -360 =108

Esimerkki 2.

Taulukossa on suositukset paivittaisista ruoka-aineista. Piirretdan tiedoista sektoridiagrammi,
jota kutsutaan ruokaympyraksi.

suositeltu osuus
ruoka-aine paivittéisesta ravinnosta [%]
kasvikset, hedelmat, marja 31
viljatuotteet, peruna 26
maitotuotteet 20
kala, liha, kananmuna 18
rasvat 5
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Lasketaan aluksi prosenttilukuja vastaavat keskuskulmat:

Koska 100 % vastaa keskuskulmaa 360°, niin silloin 1 % vastaa keskuskglr%%éa 36°

Tamaéan avulla voidaan laskea muiden keskuskulmien suuruudet.

prosenttiosuus keskuskulma
31 % 313,6°~111,%
26 % 263,6°~ 93,5
20 % 2036 =72
18 % 183,6° ~ 65°
5% 53,6° =18
yhteensé 100 % | yhteensa 360

Piirretaan sitten ympyra ja jaetaan se sektoreihin.

Lisataén sektoridiagrammiin viela otsikko, prosenttiluvut ja niiden selitteet.

Ruokaympyri

5%

18 % 31 %
lcasvilcset,
hedelmait, harjat
maitotuotteet
205 wiljatuottest,

peruna

26 %



Tehtavia

31.

Piirr& sektoridiagrammi, joka on jaettu neljaén osaan siten, etté osioiden koot ovat
111 ja 1 koko ympyrasta

2’4’8 8 '

32.

Piirra sektoridiagrammi, joka on jaettu kolmeen osaan siten, ettd osien koot ovat 50, 20 ja 30
prosenttia koko ympyrasta.

33.

Oheisessa sektoridiagrammissa on esitetty suomalaisten vuonna 2000 tekemien 27,6 miljoo-
nan matkan jakautuminen matkatyypeittdin. Tee taulukko, josta nakyy eri matkakohteisiin
tehtyjen matkojen kappalemaarat.

Ilatkat subulaisten ja
tuttawvien lue 44 %%

Vapaa-ajanmatlat kotimaassa
maksulizessa majotuksessa 14 %
Risteiyt 3 %0

o Tépymzen ulkomailla sisdltaneet
Tyo- ja kokousmathkat matkat ml tyé- jakekousmatkat 12 %

kottnaassa 10 %%

Ifatkat omalle
mékille 11 %

(Lahde: Tilastokeskus)

34.
Maapallon kokonaispinta-ala on 510° km? josta maa-ala on 149° km? ja loput on vetta.
Kuvaa sektoridiagrammilla vesien ja maan osuutta koko maapallon pinta-alasta.

35.
Suomalaisista 31 % kuuluu O-veriryhmaan, A-ryhmaan kuuluu 44 %, B-ryhmaan 17 % ja
AB-ryhméaéan 8 %. Piirra tiedoista sektoridiagrammi.

soveltavat tehtévat

36.

Kuinka suuri osuus ympyrasta on kyseessa prosentteina ilmaistuna, jos sektorin keskusku
man suuruus on

a) 360°

b) 18C°

c) 9

d) 45°
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e) 10°

37.

Mink& diagrammityypin valitsisit kuvaamaan seuraavia asioita?

a) Myytavien elintarvikkeiden méaaran jakautuminen kotimaisiin ja ulkomaisiin tuotteisiin.
b) Oljyn hinnanmuutokset kymmenen vuoden aikana.

c) Kotimaasta ostetun auton hinnanvertailu muualta ostettuihin vastaaviin autoihin.

38.

Energian loppukayttd vuonna 2000 on seuraava: teollisuus kayttaa energiasta 51 %sfrakennu
ten lammitykseen menee 21 %, liikkenteeseen 16 % ja muuhun 11 %. Piirrd energian kayttoa
kuvaava sektoridiagrammi. (Léahde: Tilastokeskus)

39.
Kuvaa taulukon tietoja sektoridiagrammin avulla.

Koulutettu vaestd Suomessa koulutusaloittain 1999
koulutusala yhteensa
Terveys- ja sosiaaliala 301633
Kasvatustieteellinen ja opettajankoulutus 75572
Palvelualat 308609
Humanistinen, taideala 86398
Kaupallinen ja yhteiskuntatieteellinen 455994
Luonnontieteet 40340
Maa- ja metséatalousala 129663
Tekniikka 780530

(Lahde: Tilastokeskus)

vaativat tehtavat

40.
Oheinen diagrammi esittda hiilidioksidipaastojen jakautumista eri alojen kesken Suomessa
vuonna 1994.

Hiilidioksidipéisistit kulutussektoreittain

Eotitaloudet, palvelut,

Teollisuus 28 maatalous ym. 15 %

Likenne 20 %

Larmmtys 27 %4
Montako prosenttia hiilidioksidin kokonaispaasto vahenisi, jos
a) sektori, johon kuuluvat kotitaloudet, palvelut, maatalous ym., véhentaisi paastéjaan 20 %
ja muut pysyisivat ennallaan?
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b) teollisuus ja liikenne kumpikin vahentéisivat paastojaan 20 % ja muut pysyisivdt enna
laan? (yo kevat 1998)
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4. Tilastomuuttujan tyypit ja frekvenssi

Tilastokuvaajan eli diagrammin tyyppi valitaan sen mukaan millainen tilastomuuttujgon k
seessa.

Diskreetti tilastomuuttuja voi saada vain erillisia arvoja.
Jatkuva tilastomuuttuja voi saada kaikkia arvoja joltakin valilta.

Diskreettia muuttujaa kuvataan yleensé pylvasdiagrammin navulla. Jatkuvaa muutta@aa kuv
taan sen sijaan yleensa viivadigrammilla tai histogrammilla. Diskreetin tilastomuuttujan arvot
voidaan laskea. Jatkuvan tilastomuuttujan arvot voidaan mitata.

Histogrammi muodostuu toisissaan kiinni olevista pystypylvaista.

Frekvenssi on tietyn havaintoarvon esiintymiskertojen lukumaara tilastoaineistossa.

Frekvenssi voidaan ilmaista myds prosentteina kokonaismaarasté, jolloin kaytetdan nimitysta
suhteellinen frekvenssi. Suhteellisien frekvenssien havainnollistamiseen sopii hyvin- sektor
diagrammi.

Suhteellinen frekvenssi luku, joka ilmoittaa, kuinka suuri osuus havainnoista saa
arvon. Se voidaan ilmoittaa murto-, desimaali- tai prosenttilukuna.

frekvenssi

suhteelliren frekvenssi= -
frekvenssen summa

Suhteellisten frekvenssien summa on aina 1 tai 100 %, laskuissa summa voi hieman poiketa
johtuen pyoristyksista.

Esimerkki 1.
Luokan oppilaiden sisarusten lukumaaraa kuvaava tilasto on seuraava:
2123010434211322

Tilastomuuttuja on téssé tapauksessa sisarusten lukumaara ja kyseessa on diskreetti muuttuja,
koska sisarusten lukuméaara saadaan selville laskemalla.
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Ryhmitellaéan tiedot sisarusten lukuméaaérasta. Merkitaan taulukkoon kuinka monellaiei ole s
saruksia, kuinka monella on 1 sisarus jne. Néin saadaan selville sisarusten lukumdérien fre
venssit. Suhteellinen frekvenssi puolestaan ilmoittaa, monellako prosentilla koko luokan opp
laista on tietty maara sisaruksia.

sisarusten lkm | frekvenssi,f | suhtedlinen frekvenssi [%]
0 2 2 -100%=12,5%
16
1 4 4 -100% = 25%
16
2 5 31,25
3 3 18,75
4 2 12,5
yhteensd| 16 100

Frekvenssien perusteella voidaan piirtda pylvasdiagrammi.

Luokan oppilaiden sisarusten luloumiidivi

frelvenss
I3

5
4
3
2
1
0

i 1 2 3 4
sisarusten lukumasra

Esimerkissa 1 pylvasdiagrammi sisaltad kaiken alkuperaisen informaation. Se on kuitenkin
paljon havainnollisempi tapa sisarusten lukumaaran kuvaamiseen kuin pelkka taulukointi.
Pylvasdiagrammista nahdaan lisaksi, etta sisaruksien lukumaaran jakauman kuwéaia on
huippuinen ja se laskee lahes symmetrisesti huipun kummallakin puolella. Jakauman kuvaaja
voi olla myds epasymmetrinen tai monihuippuinen.

epéasyrumetninen, tasamen jakauma
kaksthuippunen jakanma
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Tehtavia

41.

Mitk& seuraavista ovat jatkuvia ja mitka diskreetteja muuttujia?
a) lampdétila

b) sukupuoli

c) puoluekanta

d) ihmisen paino

42.
Mité& tilastotietoja sinusta on vuosien aikana keratty? Mitk& néista tiedoista ovat julkisia?

43.
Mita tilastotietoja voit l16ytad sanomalehdista? Mita niissa on tilastomuuttujina? Mika niissa
on perusjoukkona?

44,

Mita tietoja keraisit, jos aikoisit ryhtya pitamaéan kotipaikkakunnallasi
a) kahviota

b) kuntosalia

c) lemmikkielainkauppaa?

45,
Mika ero on histogrammilla ja pylvasdiagrammilla?

46.

Kasvitieteilija tutki erééan lannoitteen vaikutusta herneiden kasvuun. Han piirsi viivadiagra
mit herneiden maarastéa yhdessa herneenpalkossa ja herneiden koosta. Mika vaikutus lannoi
teella oli herneiden

a) maaraan

b) kokoon?

— lannoiteston
— lannoitteellinen

oo/
B i
i 2 Y
Pl
kY
hemeiden hukumadard hemetden kako

47.

Alla on lueteltu erédan 8. luokan matematiikan arvosanat syksyn todistuksissa. Muodosta tieto-
jen pohjalta taulukko, jossa nékyy arvosanojen frekvenssit ja kuvaa arvosanojen jakaumaa
sopivalla diagrammilla.

6 8 8 9 10 7 4 8 9 6
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5 7 10 10 9 9 6 5 7 7
8 7 9 8 8 5 4 10 9 9
8 7 7 10 8 8 7 6 7 7
6 7 7 8 8 5 9 9 8 6
48.

Kolmessa eri luokassa suoritettiin kysely oppilaiden lempihedelmista. Seuraavassa taulukossa

on esitetty kuinka moni oppilas piti mitékin hedelmaa parhaimpana.

banaani omena paaryna appelsiini
luokka 8A 7 9 5 4
luokka 8B 8 12 4 4
luokka 8C 11 7 6 2

a) Kirjoita jokaisen luokan suhteelliset frekvenssit erikseen.
b) Kirjoita suhteelliset frekvenssit siten, ettéd yhdistat kaikkien hedelmamieltymykset.
c) Jos kysely olisi tehty sadalle ihmiselle, niin arvioi moniko olisi valinnut lempihedelméak-

seen appelsiinin.

49.
Tehk&a luokassa pikagallup jokaisen perheessé olevien lasten lukuméaarasta. Laatikaa tietojen

perusteella taulukko, jossa nakyy frekvenssit ja suhteelliset frekvenssit lasten maaésta. H
vainnollistakaa tietoja sopivan diagrammin avulla.
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5. Aineiston luokittelu

Jos muuttujan arvoja on paljon, tilastoaineiston tulkintaa helpottaa muuttujan arvojerduokitt
lu ryhmiin. Luokittelemalla menetetdén osa aineiston informaatiosta, mutta useissa sapauksi
sa silla lisatdan tulosten havainnollisuutta. Jos kyseessa on jatkuva tilastomuuttuja, havainno
listetaan sité histogrammilla, jossa pylvaan keskikohta edustaa luokkakeskusta.

Esimerkki 1.
Koripalloseuraan kuuluvien naisten pituudet senttimetreina ovat:

175 171 161 187 182 177 168 184 187 170
168 175 176 181 177 178 174 171 163 179
179 175 179 169 179 180 178 181 180 181
182 185 190 170 173 178 181 189 169 170
175 169 171 176 167 176 177 182 177 168

Kyseessa on jatkuva muuttuja, koska pituudet on saatu selville mittaamalla. Ne on pydristetty
lahimpaan senttimetriin. Pituudet ovat hajautuneet melko laajalle vélille ja osa niista esiintyy
aineistossa vain muutamia kertoja. Ryhmitelladn pelaajien pituudet seitsem&an luokkaan ja
lasketaan niiden luokkakeskus, frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi.

pituus[cm] | luokkakeskus | frekvenss, f suhteellinen frekvenssi [%]
160-164 162 2 4
165-169 167 7 14
170-174 172 8 16
175-179 177 18 36
180-184 182 10 20
185-189 187 4 8
190-194 192 1 2
yhteenséa 50 100

Koska kyseessé on jatkuva tilastomuuttuja, kuvataan sité histogrammilla.
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Koripalloseuraan kunluvien naisten pitaudet
frekovenss

160-164  165-169  170-174 1754179 180-184  185-189  180-194
pits [cm]

Jos luokitellun aineiston pohjalta piirretdan viivadiagrammi, sijoitetaan frekvenssit kunkin
luokan luokkakeskukseen.
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Tehtavia

50.

Kannattaako seuraavien tilastojen havainnollistamisessa kayttaé tietojen luokittelua?
a) Ohi ajavien autojen kyydissa olevien ihmisten maara.

b) Oppilaiden koulumatkan pituudet.

c) Oppilaiden sisarusten maarat.

d) Oppilaiden serkkujen maarat.

51.
Maaritd seuraavan luokittelun luokkakeskukset.
0-4, 5-9, 10-14, 15-19, 20-24, 25-29

52.

Yleisurheilijat punnittiin ja heidan painoistaan piirrettiin seuraava viivadiagrammi. Kuinka
monen urheilijan paino mitattin? Onko kuvaaja piirretty luokittelemattoman vai luokitellun
taulukon pohjalta?

frelovenssi

12

10 \

35 65 75 85 93 paino [kg)

53.
Taulukossa on esitetty satamassa olevien veneiden pituudet. Piirrd pituuksia kuvaava histo-
grammi ja viivadiagrammi samaan kuvaan. Onko jakauma symmetrinen?

veneen pituus | [m] | frekvenssi
0<l<4 8
4<1<6 19
6<1<8 28
8<1<10 22
10<1<12 9
12<1<14 4

54.

20 oppilaalta mitattiin 200 m juoksuun kuluva aika. Saatiin seuraavat tulokset (sekunteina):
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15,48 14,20 15,32 15,63 16,12 17,75 16,21 14,84 17,11 16,24
15,57 16,21 17,05 15,42 14,81 15,23 17,80 14,90 17,95 16,05

Jaa aineisto viiteen luokkaan, laske frekvenssit ja kuvaa jakaumaa sopivan diagrantmin avu
la.

55.

Liikuntatunnilla jarjestettiin juoksutesti. Juoksumatkan pituus ei ollut tarkalleen tiedossa, jo-
ten opettaja ei voinut kayttda valmiita taulukoita arvosanojen laatimiseen. Matkan juoksi
kaikkiaan 40 oppilasta ja heidan aikansa minuutteina olivat seuraavat:

42 39 23 65 43 51 32 39 34 29
26 29 35 41 a7 28 35 37 40 36
33 36 24 42 40 38 39 30 32 39
45 46 44 37 28 50 34 33 36 30

Ryhmittele tulokset ja maéarité mielestési sopiva taulukko arvosanojen antamiselle.
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6. Keskiarvon laskeminen

Tilastoja voidaan kuvata diagrammien liséksi myds tunnuslukujen avulla. Niiden tarkeituks
na on antaa yhdella silmayksella tietoa kyseessa olevasta tilastosta. Tunnusluvut jagtaan kesk
lukuihin ja hajontalukuihin. Keskiluvut kuvaavat jakauman keskikohtaa.

Muuttajat voivat olla maarallisid, joiden arvoista voidaan laskea esimerkiksi keskiarvo. Sen

sijaan laadullisista muuttujista (kuten sukupuoli ja ammatti) ei voida laskea keskiarvoa, mutta
niitd voidaan kuvataan muilla tunnusluvuilla.

Keskiarvoa merkitad x:ll4 ja se saadaan jakamalla muuttujien summa niiden lukumaérs

Esimerkki 1.

Taulukossa on keskiasteen koulutuksen saaneiden keskimaaraiset kuukausiansiot vuonna
1999 lajiteltuna ian mukaan.

iki | palkka [€/kk]
15-19 1314
20-24 1542
25-29 1752
30-34 1822
35-39 1848
40-44 1859
45-49 1874
50-54 1 891
55-59 1888
60-69 1845

(Lahde: Tilastokeskus)
Lasketaan palkkojen keskiarvo.

1314+1542+1752+1822+1848+1859+1874+1891+1888+1845 17635
10 10

X= ~1764

Vastaus: Keskiasteen koulutuksen saaneen késimén kuukausiansio on 1764 €.

Lue oman laskimesi kayttdohjeista, 10ytyykd laskimestasi erillista tilastotoimintoa. Windows-
laskimela keskiarvon voi laskea seuraavasti:
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Muokkaa Maytd  Ohje
| 13714, |

(O Hes 1 Dec (O 0Oct O EBin (*1DEG Y RAD (O GRAD
Cline [ Hve ’_ ’_ [Takaisin ” C ]

(=] (=)D E zllollie Jli fluc ] )
CIRESIEY [ ()]

1. Valitaan Nayté-valikosta funktiolaskin. (Englanninkielisessa versiossa klikataan View
ja Scientific.)

2. Syo6tetddn ensimmainen luku.

3. Klikataan Sta-painiketta, jolloin nékyviin tulee tilastoruutu (Statistics Box).

I Statistics Box

[FeT | [woeo]| [ co | [cap |

n=0

Klikkataan Dat-painiketta, jolloin luku kirjautuu tilastoruutuun.
Syotetddn muut luvut ja klikataan jokaisen jalkeen Dat-painiketta.
Kaikkien syotettyjen lukujen jalkeen klikataan jalleen Sta-painiketta.
Lukujen keskiarvo saadaan Ave-painikeella.

No ok

Huom! Virheellisesti syotetyt luvut saa poistettua tilastoruudun CD-nappaimesta ja nayton
tyhjennettyd CAD-ndppaimesta.

Laske esimerkin 1 palkkojen keskiarvo omalla - tai Windows-laskimella. Saitko saman tulok-
sen?
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Tehtavia

56.

Laske keskiarvo luvuista
a) 0,1,2,3,4,5,ja6
b) -3,-2,1,2ja3

c) 101, 145,131 ja 2

57.

Luettele viisi

a) maarallistd muuttujaa
b) laadullista muuttujaa.

58.
Talvella mitattiin joka paiva eraan viikon lampétilat, joiksi saatiin’G8-12°C, -3°C, 0°C, -
1°C, +4°C ja +6°C. Mika oli viikon keskilampétila?

59.
Musiikkikappaleiden pituudet ovat 2 min 20 s, 3min 6 s, 2 min 43 s, 1 min 32 s ja4 min 10 s.
Kuinka kauan kappale keskimaarin kestaa?

60.

Miké eurokolikoista edustaa kooltaan keskiarvokolikkoa?
kolikko halkaisija [mm]
2 euroa 25,75

1 euro 23,25

50 senttia 24,25

20 senttia 22,25

10 senttia 19,75

5 senttia 21,75

2 senttia 18,75

1 sentti 16,25
61.

Virtasen perheen sahkdélaskut maksettiin neljannesvuosittain. Vuoden aikana maksetut sahko-
laskut olivat 51,30 €, 54,60 €, 53,20 € ja 48,10 €. Paljonko sdhkostd maksettiin keskimaérin
kuukaudessa?

soveltavat tehtavat

62.

Oppilaan kahden ensimmaisen englannin kokeen avosanojen keskiarvo on 7,75. Mi&é arvos
na hanen on saatava vahintaén viimeisesta kokeesta, jotta kokeiden keskiarvoksi tulisi ainakin
a) 8,5

b) 7,5

c) 55

63.
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Maailman nopein aika, jossa kaikki standardikokoisen biljardipdydéan 15 palloa on pussitettu,
on 26,5 sekuntia. Britti Dave Pearson teki enndtyksen Pepper’s -baarissa Windsorissa (@at
rio, Kanada) 4.4.1997. Paljonko aikaa kului keskimaarin yhta palloa kohden?

64.

Taulukossa on esitetty heindkuun keskilampotilat Helsingissa yli sadan vuoden ajalt celsiu
asteina.

a) Laske kaikkien vuosien heindkuun lampétilojen keskiarvo.

b) Milloin oli kylmin kymmenvuotisjakso?

¢) Milloin oli lampimin kymmenvuotisjakso?

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1870 173175182 16,3| 17,2| 17,3| 15,4 | 143 | 16,4

1880( 16,0| 15,2| 17,1| 159 16,9| 18,6 | 17,1 | 16,4 | 15,6 | 16,0

1890 | 15,4| 17,7| 148|161 | 170 16,1 ] 19,1 | 17,5| 16,3 | 194

1900 | 15,6| 20,0 | 13,9| 16,2 | 14,2 | 16,6 | 18,2| 17,0| 15,5| 15,8

1910 16,7| 156 18,1 189|214 | 176 19,0| 16,8| 17,9 | 19,0

1920 | 18,3| 145| 16,4| 16,8| 17,2 | 20,3 | 17,8| 21,0| 13,4 | 15,3

1930 | 18,6 17,4] 199|179 185 16,8| 18,9| 18,3 | 18,9 | 18,1

1940 | 18,6| 20,5| 159|169 18,7| 195| 188| 17,9| 179 | 17,3

1950 | 15,8| 156 16,3| 17,1 | 17,7 | 18,3 | 16,0| 18,2 | 15,6 | 18,6

1960 | 18,1| 16,2 | 15,2| 16,7 | 17,2 | 148 | 18,0| 16,8 | 15,7 | 16,9

1970 | 16,3| 17,2| 20,4| 20,2 | 16,2 | 18,1 ] 16,1 | 149 | 159 15,2

1980 17,5 170|176 | 186 155 16,3 | 17,3| 155| 204 | 17,9

1990 | 16,3| 18,0| 16,7 | 16,2| 19,8 | 15,8 | 15,0 | 19,2

(Lahde: Karttunen, Koistinen, Saltikoff, Manner, limakeha ja sd&, Ursa 1998)

65.
Miksi heindkuun keskilampotila ei valttamatta kerro oliko saa ihanteellinen?

66.
Monenko luvun summa on 92, kun lukujen keskiarvo on 3,83?

67.
Seuraavien lukujen keskiarvo on 10. Mika on puuttuva luku?

L] Ll

68.

Laske pisteiden keskiarvo, kun tikanheitossa saatiin seuraavat tulokset:
pistest 0-10 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50

frekvenssi 3 6 16 12 4

69.

Laske oppilaiden matematiikan kokeessa saamien pisteiden keskiarvo, kun pisteet jakautuivat
seuraavasti:

39



pistemaara| 0-10 | 11-15 | 16-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40

frekvenssi 1 2 8 12 11 7 3

70.
Laskekaa montako kirjainta jokaisen nimesséa on (etunimi + sukunimi). Muodostakaa tiedoista
luokiteltu taulukko ja laskekaa sen avulla nimesséa olevien kirjainten lukumaaran keskiarvo.

71.
Viiden jalkapalloilijan yhteispaino on 425 kg, ja kymmenen balettitanssijan keskimaarainen
paino on 52 kg. Miké& on kaikkien viidentoista keskimaéarainen paino? (yo kevét 1998)

vaattvat tehtaat

72.
Paneelimikrojen testissé eri ominaisuuksille annettiin arvosanoja valiltd 4-10 ja ominaisuuk-
sille annettiin eri painoarvoja. Laske eri paneelimikrojen saamat kokonaisarvosanat.

painoarvo [%] | Toshiba | Acer Fujitsu- Viewsonic
Siemens
kaytettavyys 25 10 8 7 7
suorituskyky 25 10 8 8 7
akkukesto 20 9 8 8 8
varustelu 20 9 8 7 6
paino 10 6 8 8 7

(Lahde: Tietokone, 1/2003)

73.
Eraassa matematiikan kokeessa arvosanojen jakauma oli seuraava:

4 5 6 7 8 9 10

1,3%] 9,8% | 15,8 %| 20,3 %| 23,3 %| 23,4 %| 6,1 %

Laske arvosanojen keskiarvo. (yo syksy 2001)

74.

Tekniikan maailma testasi neljan eri valmistajan kitkarenkaita eri olosuhteissa ja antbivat nii
le seuraavassa taulukossa olevat arvosanat valiltd 4-10. Huomioi painoarvot ja laske renka
den yleisarvosanat.

olosuhteet painoarvo | Continental | Goodyear | Nokian | Pirelli
[%]

jaa ABS-jarrutus 10 6 5 5 5
kiihdytys 10 6 5 5 6
sivuttaispito 5 6 5 5 6
kasittelyrata 5 6 5 5 6
ajettavuus 10 6 5 5 6
suuntavakavuus 5 9 9 8 9

lumi ABS-jarrutus 10 5 6 5 5
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kiihdytys 5 5 6 5 5

kasittelyrata 5 6 6 5 5

ajettavuus 5 6 6 6 5
sohjo | sohjoliirto 10 9 9 8 10
asfaltti | ABS-jarrutus ma- 10 8 8 8 8

ralla

vaistokoe kuivalla 5 9 10 9 9

melu 5 10 9 9

(Lahde: T™M 2/03)

75.

Koneen, joka maksaa 29 000 mk, laskettu kayttdiké on 19 000 tuntia, minké jélkeen silla on 6
000 mk romuarvo. Viitend ensimmaisena vuotena konetta kaytettiin 1860, 2200, 2510, 2400
ja 2170 tuntia. Laske kayttdtuntien keskiarvo. Esita graafisesti koneen arvo viitena ensimma
senda vuotena. Mikd on koneen arvo viiden vuoden kuluttua? (yo kevéat 1996)

76.
Suorakulmaisen levyn pituus x ja leveys y mitattiin kahdeksan kertaa, ja saatiin seuraavat tu-
lokset:

mittauskerta | x [cm] y [cm]
1. 83,4 54,1
2. 83,6 54,3
3. 82,8 53,6
4. 82,6 53,7
5. 83,1 54,0
6. 83,7 54,4
7. 83,2 54,1
8. 83,3 53,9

Maaritéd mitattujen pituuksien ja leveyksien keskiarvpjaxyo sekd timén perusteella “kes-
kiméardisen” levyn pinta-ala. Esitd mittaukset xy-koordinaatistossa, jonka origo emo)x
Valitse koordinaatiston yksikot niin, ettéd mittaustulokset ovat selvasti erotettavissa. (yo syksy
1997)
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7.  Tyyppiarvon ja mediaanin maarittaminen

Keskiarvon laskeminen ei aina ole mahdollista. Jos muuttuja on sellainen, ettd sen perusteella
havaintoaineisto voidaan jakaa vain tiettyihin luakkei muuttujan arvojen valilla voida suo-
rittaa laskutoimituksia. Tallaiselle muuttujalle sopiva keskiluku on moodi.

Tyyppiarvo eli moodi (Mo) eli tarkoittaa yleisintd, useimmin esiintyvaa muuttujan arv

Moodin arvoja voi olla enemman kuin yksi. Luokitellussa aineistossa moodi on sen luokan
luokkakeskus, jonka frekvenssi on suurin.

Mediaani (Md) tarkoittaa keskimmaista arvoa (tai kahden keskimmaisen arvonrke
voa), kun aineisto on jarjestetty suuruusjarjestykseen.

Mediaani jakaa aineiston kahteen yhta suureen osaan.

Huom! Mediaania voi kaytta& vain jos tilastomuuttujan arvot voidaan jarjestad suurwaisjarje
tykseen.

Esimerkki 1.

Méaaritetdan erdaan luokan matematiikan testin mediaani ja moodi. Testin pistemaarat-suuruu
jarjestyksessa:

mediaar on jarjestetyn aneiston keskimmanen arvo moodin kohdalla on

kotkein pylvas
0,1,3,5,5,7,7,7.47,8,8,8,8,8,9,10,10 |

17kpl

1km
ETCYNIPAIY

ik

7 8 9 n

T

Vastaus: Mediaani on 7 ja moodi 8. Pt
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Tehtavia

77.

Méaarité havaintoarvojen 4, 4, 1, 4, 3, 2, 2
a) moodi

b) mediaani.

78.
Autoliike ilmoittaa myynnin moodin olevan Toyota. Mita silla tarkoitetaan?

79.

Oppilas on saanut ranskan kursseista arvosanat 7, 8, 7, 9, 6. Maarita arvosanojen
a) moodi

b) mediaani

c) keskiarvo.

80.
Laske luokkasi oppilaiden pituuksien keskiarvo, moodi ja mediaani.

81.
Voidaanko laadulliselle muuttujalle maarittdad moodi?

82.
Milloin mediaani pitaa laskea kahden keskimmaisen luvun keskiarvona?

83.
Keksi sellainen havaintojono, jonka mediaani on 3, moodi on 4 ja keskiarvo on 6.

84.

Erdan ammattikorkeakoululuokan oppilaiden iat olivat seuraavat: 24, 21, 20, 21, 23, 24, 27,
30, 52, 21, 21, 25, 31, 30, 21, 20, 23, 20, 24. Maarita

a) keskiarvo

b) moodi

c) mediaani.

soveltavat tehtavat

85.
Méaarité havaintoarvojen 4, 5, 2, 3, 2, 4, 3 moodi, mediaani ja keskiarvo. Miten ne muuttuvat,
jos mukaan lisataan havaintoarvo 5?

86.
Eran kaupan asiakasmaarat vaihtelevat paivittain oheisen taulukon mukaisesti. Maarita kaikki
keskiluvut.

paiva asiakkaiden lukumaara
maanantai 54
tiistai 98
keskiviikko 116
torstai 201

43



Eraan yrityksen tydntekijoiden ikdjakauma on esitetty oheisessa taulukossa. Mika on moodi?

perjantai 195

lauantai 351

87.

Ika [vuosi] Frekvenssi

25-30 5
31-36 11
37-42 13
43-48 15
51-56 8
57-62 9

88.

Miké& on suomalaisten veriryhmien moodi?

veriryhma osuus vaestosta [%0]
A 45
B 17
AB 8
o 30

89.

Eras luokka sain aidinkielen ylioppilaskokeesta seuraavat arvosanat:
I,A,A,A /A BB B B,B,B,C,CC,C, MM, ME,E,E, E, E, L. Maarita arvosanoje
moodi ja mediaani?

90.

Heitd noppaa 15 kertaa, kirjaa ylos saamasi pisteluvut. Maaritd niiden moodi ja mediaani.

Vertaa tuloksia toisten saamiin tuloksiin.

91.

Ossi lottosi viikoittain samalla rivilla. Puolen vuoden aikana hén sai seuraavat osumat.

Tulos

Kertojen Ikm

0 oikein

1 oikein

2 oikein

3 oikein

4 oikein

5 oikein

6 oikein

7 oikein

OO, INwO|olu

Méaarita tulosten keskiarvo, moodi ja mediaani.

92.

Mielipidemittauksessa oli mahdollista vastata vaihtoehdoilla
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1 = taysin samaa mielta

2 = jokseenkin samaa mielta

3 = neutraali mielipide

4 = jokseenkin eri mielta

5 = taysin eri mielta.

Eraan kysymyksen kohdalla saatiin saatiin seuraavat vastaukset: 3, 1, 4,5, 3,2,1, 2,1, 2, 3, 4,
3,5, 3,5, 4, 1, 2. Maarita vastauksien keskiluvut.

93.
Taulukossa on kymmenen Suomen yleisintd sukunimea vuodelta 2001. Piirra aineistosta py
vasdiagrammi ja maaritd moodi.

Sukunimi Maara
Virtanen 24 661
Korhonen 23783
Nieminen 22173
Makinen 22 026
Makela 19 705
Hamaldinen 19 627
Laine 19130
Koskinen 18 154
Heikkinen 17 878
Jarvinen 17 617

(Lahde: Vaestorekisterikeskus)

vaativat tehtavat

94.

Oppilas on saanut matematiikan kursseista arvosanat 9, 8, 6, 4, 5 ja 9. Madritd arvosanojen
keskiarvo ja mediaani. Oppilas osallistuu viela yhteen syventavaan kurssiin. Millaiseksi em.
tunnusluvut talléin enintédan voivat parantua? (yo kevéat 1999)

Seuraavien tehtavien ratkaisemiseksi tarvitset lisatietoa. Selvitd mita tarkoittaa summa-
frekvenssikayra ja miten sen avulla voidaan maarittdd mediaani graafisesti.

95.

Seuraava summafrekvenssikéayra on piirretty palkansaajien kuukausiansioista.
a) Kuinka monen palkansaajan tiedot on keratty?

b) Moniko tienaa enintddn 2500 €/kk?

€) Moniko tienaa vahintdén 2800 €/kk?

d) Mika on kyselyyn vastanneiden keskiansio?
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sutnmafrekvenssi

100
a0 4
a0
70 4
60 4
a0
40
30 4
20 4
10 4
0 T

1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

96.

Seuraavassa taulukossa on esitetty aika minuutteina, jonka pankin asiakkaat kayttavét jono-

3200 34

00 36

00 3800

tukseen. Mika on jonotuksen moodi? Maarita mediaani graafisesti.

odotusaika frekvenss
[min]
1-3 8
4-6 18
7-9 12
10-12 5
13-15 3
16-18 1
97.

Matematiikan kokeen maksimipistemaéara oli 50 ja oppilaiden koemenestyminen on esitetty
seuraavassa luokitellussa taulukossa. Mika on kokeen pistemaaran moodi? Maaritda mediaani

lnkausianzio

]

graafisesti.

pistest 0-5 | 6-10 | 11-15| 16-20| 21-25| 26-30| 31-35| 36-40| 41-45| 46-50
frekvenss 1 1 5 8 13 9 6 3 2 2
98.

Ovatko vaittamat totta?

a) Luokittelemattoman aineiston summafrekvenssi muodostetaan samalla tavalla kitin luok

tellunkin aineiston.
b) Luokitellun aineiston kuvaaja on aina tarkempi kuin luokittelemattoman.
c) Summakayraéan sijoitetaan arvot aina luokan luokkakeskuksesta.
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Lumelaake

Farmakologia on laékeaineiden valmistusta, kayttoa, vaiheita elimistéssa ja vaikutuksia tutk
va ladketieteen ala. Toksikologia puolestaan tutkii myrkkyja ja niiden vaikutuksia seka niiden
aiheuttamien sairauksien hoitoa. Molemmat tieteet kayttavat hyvakseen kemiaa, biokemiaa,
molekyylibiologiaa, epidemiologiaa ja tilastotiedetta. Ladkekehittely on erittdin jarjgstayt
nyttd, tarkoin sdadeltya ja valvottua tutkimustyota. Ladkkeen vaikutusprofiilin tutkiminen on
tarkedd, koska useimmilla aineilla on toivotun vaikutuksen lisédksi myds muita vaikutuksia,
jotka saattavat kohdistua aivan toiseen elimeen tai toimintoon kuin mihin ladkeainetta kehite
téessa on pyritty. Ei riitd, ettd ladkkeen tai esimerkiksi lapsille annettavan rokotteen tehoon
uskotaan, siitd pitdd saada varmuus. Ennen kuin uudet ladkkeet paastetadn apteekkeihin, sita
edeltéda laaja tilastomatematiikkaan pohjautuva kenttatutkimus. Kayttédn lopulta hyvaksytty
ladkeaine on sekin vasta uransa alussa, koska monet harvinaiset ja vakavat sivuvaikutukset
paljastuvat vasta laajemmassa kaytossa.

Ennen kuin laéketta voidaan antaa ihmisille, on takana valtava maaréa laboratoriokakeita. N
ma eivat kuitenkaan yksinaan riitd todistamaan, etta ladkkeen edut ovat sen haittoja suure
mat. Satunnaistettua, valvottua Kliinista kenttatutkimusta pidetéaan tarkeimpéana ja parhaimp

na laakeaineen tehon osoittajana. Silla pyritdan ldytamaan vastaus siihen, tehoaako ladkeaine
oikeasti. Koe perustuu vertailulle. Koehenkildt jaetaan kahteen eri ryhmaan: niihin, @ille 1a
kettéd annetaan ja niihin, jotka ladketta eivat saa. Ryhmaa, joka ainoastaan kuvittelee saavansa
ladkettd, kutsutaan vertailu- tai kontrolliryhméksi ja heille annettavaa ladketta lume-
laakkeeksi. Lumelaéke on tehoton ja silla pyritdén ainoastaan kasvattamaan henkildon uskoa
omaan parantumiseensa. Tilastollisen analyysin kayttd koeryhmien tuloksia analysoitaessa
vaatii, etteivat ryhméat saa olla heterogeenisia. Vertailuryhmén ihmisten téytyy olla Samanla
sia kuin koeryhmankin. Tahan pyritdan valitsemalla ihmiset ryhmiin satunnaisesti. Kumpaan
ryhmaan kukin potilas kuuluu voidaan ratkaista vaikka kolikkoa heittamalla. Sen enempaéa
potilas kuin tutkiva ladkarikaan ei tieda, kaytetdanko hoidossa oikeaa vai lumelaaketta. Ta
lainen satunnaistettu kaksoissokkokoe on johtopaatdsten teon kannalta ihanteellinen. Erity
sesti hoidon tuloksen arvioinnissa on sokkous térke&d, jolloin seka tutkivan lagkarinietta pot
laan odotukset saattavat oleellisesti vaikuttaa kokeen lopputulokseen. Psykologinen merkitys
on varsin suuri. Yleisesti tiedetaan, ettéd yli 30 % leikkauspotilaista ilmoittaa leikkauskipujen
vahentyvan lumekipuladkkeen antamisen jalkeen.

Lumelaakkeen kéayttdon liittyy vaikeita eettisia ongelmia. Potilaiden on hyvéksyttavé-koke
seen osallistuessaan, ettd he sattuman perusteella saattavat saada taysin vaikuttainatonta la
kettd. Tilanteessa, jossa potilaalla on tarve luottaa hoitavan laékarin tietdmykseen ja kykyihin,
voi tutkimuksen tuoma satunnaisuus ja epavarmuus tuntua epaoikeudenmukaiselta. Yleisesti
potilaiden osallistumista laéketieteelliseen tutkimukseen kannatetaan, mutta omalle kohdalle
sattuessa osallistumishalukkuus ei endé olekaan niin selvéa. Halukkuutta usein lis&&vat laék
rin esittama toive osallistumisesta, mahdollisuus paastéa kokeilemaan uutta laékettéiseka tila
suus paasta edistamaan tutkimusta. Yleinen kieltdytymissyy on hoitoon liittyva epavarmuus.
Yksittéisen potilaan hyvinvointi on kuitenkin asetettava yhteiskunnallisten tarpeideroylapu
lelle ja kliinisiin tutkimuksiin osallistuville on taattava paras mahdollinen hoito.

Eras laaketieteen historian merkittavimmisté kenttdkokeista oli poliolaékkeen testaaminen.
USA koki ensimmaisen polioepidemian vuonna 1916 ja 40 vuoden aikana tauti tarttui satoihin
tuhansiin lapsiin. 1950-luvun alussa Tri J. Salkin kehitti rokotteen, joka oli osoittautunut labo-

ratoriokokeissa turvalliseksi vasta-ainetuotannon kaynnistajaksi. USA:n kansanterveyslaitos
organisoi 1954 kenttakokeen Salkin polioladkkeen testaamiselle, jonka kohteina olivat 1., 2.,
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3. luokan oppilaat. Kaikkiaan kokeeseen osallistui 2 miljoonaa lasta, joista 1/2 miljoonaa ro-
kotettiin poliorokotteella ja miljoona osallistui lumeryhméaan. Vertailuryhmén lapsilletanne

tiin rokotteen sijasta ruiskeena suolaliuosta. Lapsista puolta miljoonaa ei saanut rokottaa van-
hempien vaatimuksesta. Eiko olisi ollut riittavaa tarkkailla pelkastéan rokotettuja lapsia ilman
lumeryhman kayttéa? Polio esiintyy aina epidemioina, joten poliotapausten lukumaaran lasku
rokotuksen jalkeen saattaisi johtua epidemian voiman laantumisesta. Jos kaksi vertailuryhméaéa
oltaisiin jaettu ainoastaan niihin lapsiin, joille rokotus saatiin antaa ja niihin, joidenmanhe

mat eivat sita sallineet, olisi menettely sisaltéanyt vakavan virheldhteen. Alimpiin tuloluokkiin
kuuluvat vanhemmat kielsivat lastensa rokottamisen herkemmin kuin ylimpiin tuloluokkiin
kuuluvat vanhemmat. Ylimpien tuloluokkien lapset kuitenkin sairastuivat alimpien tuloluok-
kien lapsia helpommin polioon. Alimpien tuloluokkien lapset saivat varhaislapsuudessaan
epahygieenisissa oloissa helpoimmin leviavan polion, joka oli lahes oireeton. Tama kuitenkin
riitti k&ynnistamaan kehossa vasta-aineiden tuotannon polion vakavampia muotoja vastaan.
Seka koe- etta lumeryhmaan pyrittiin [6ytamaan sosiaaliselta taustaltaan, rodultaan, sukupuo-
leltaan ja muilta fyysisiltd ominaisuuksiltaan samankaltaiset koehenkilot. Koe suoritettiin s
tunnaistettuna kaksoissokkokokeena. Nykyaan kaikki lapset rokotetaan poliota vastaan.
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8. Hajontalukujen maarittaminen

Alla esitetyilla kahdella erityyppiselld jakaumalla on sama mediaani. Pelkat keskiluvut eivat
siis riitd jakaumien kuvailuun, vaan vaaditaan myds hajontalukuja, jotka kuvaavat mgen tila
tomuuttujan arvot jakautuvat tai hajaantuvat arvoasteikolle.

120 120
100 100
g0 g0
B0 1]
40 40
20 20
o o
1 2 3 4 ] 1 2 3 4 3

Vaihteluvalikertoo milla valilla havainnot vaihtelevat.
Vaihteluvalin pituus on muuttujan suurimman ja pienimman arvon £rotu

Hajontaluvut kuvaavat aineiston vaihtelua keskikohdasta mitattuna. Hajontalukuja ovat mm.
vaihteluvali, vaihteluvalin pituus ja keskihajonta. Naista jalkimmainen on yleisin.

Esimerkki 1.
Lukujonon 100, 76, 23, 636, 9, 94, 91, 555
vaihteluvali on (9, 555)

ja vaihteluvalin pituus on 555 - 9 = 546.

Keskihajonta ilmoittaa, kuinka kaukana muuttujan arvot ovat keskiméarin keskiarvo:

Esimerkki 2.

Elisa sai historian kokeesta 25 pistettd. Luokan keskiarvo oli 21 ja keskihajonta 5. Rinnak-
kaisluokalla oleva Petteri sai kokeesta 28 pistetta. Petterin luokan keskiarvo oli 24 jakeskih
jonta 6. Tutkitaan, kumman koetulos oli omaan luokkaansa verrattuna parempi.

Elisan koetulos:
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Elisan luolkan
pistemaara  kesklarve

25-21=4 . o
“~.__ Elizan pistemasran
etaizyys keskiarvosta
Verrataan saatua erotusta nyt keskihajontaan, niin saadaan selville kuinka monta hajontaa
keskiarvon ylapuolella Elisan pistemaara on:

4. 08
5

Vastaavasti Petterin koetulos:

28-24=4
ﬂz 067
6

Vastaus: Elisan tulos on suhteellisesti parempi.

Windows- laskimella saadaan keskihajonta laskettua katevasti. Luvut sydtetdan samoin kuin
keskiarvoakin laskettaessa. Kun kaikki luvut on syodtetty ja klikattu Sta-painiketta, saadaan
keskihajonta klikkaamalla tilastonappainta s.
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Tehtavia

99.
Milloin keskiarvo on kuvaavampi, silloin kun keskihajonta on pieni vai suuri?

100.
Maarita lukujen 4, 12, 11, 10, 4, 11, 6, 8, 12 ja 13 vaihteluvali seka vaihteluvalin pituus.

101.

Laske laskimella lukujen keskihajonnat (kayttaen tilastotoimintoa).
a) 0,1,2,3,4,5

b) 9,7,10,8,8,9,6

c) 15,32, 25,12, 26, -5

102.

Perheen lasten iat ovat 3, 6, 12 ja 19. Laske ikien
a) keskiarvo

b) keskihajonta.

103.

Tanssiryhman tanssijoiden pituudet (cm) ovat 158 165 162 171 168 172 163. limoita pituuk-
sien

a) vaihteluvali

b) vaihteluvalin pituus.

104.

Noppaa heitettiin viisi kertaa ja saatiin silméaluvut 6, 2, 3, 2, 4. Laske pistelukujen
a) keskiarvo

b) keskihajonta.

105.

Eraéan ryhméan Cooperin testissa saatiin seuraavat tulokset: 2100 m, 2200 m, 2400 m, 2500 m,
2600 m, 2650 m, 2700 m, 2800 m ja 3000 m. Laske tulosten

a) vaihteluvali

b) vaihteluvalin pituus

c) keskiarvo

d) keskihajonta.

106.

Laske seuraavien lukujen keskiarvot ja keskihajonnat.
a) -2,-1,0,1,2

b) 2,2,2,2,2

c) 1,2,3

d 1,1,2,23,3

soveltavat tehtavat

107.
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Puutarhuri A ilmoittaa omenoidensa halkaisijan keskiarvoksi 6,5 cm ja hajonnaksi 2,3 cm.
Puutarhurin B omenoiden vastaavat mitat ovat 6,1 cm ja 0,9 cm. Kummalta ostaisit ison kasan
omenoita myyntiin?

108.
Seitseman luvun vaihteluvalin pituus on 38. Mitk& kaksi lukua voivat olla puuttuvan numeron
paikalla?
42 15
=250 P e

109.

Keksi havaintojono, jonka vaihteluvélin pituus on 6.

110.

Kummassa tapauksessa on suurempi keskihajonta?

a) k)

T 5

] 4

5

4 — Ch " .

34 — | 2 I . .

H N r_—— = — — -
o 1}

4 4 i T 8 a 10 4 5 [ T 8 a 10

111.

Kuoroon kuuluu kymmenen laulajaa, joiden keski-ikéd on 23 vuotta ja vaihteluvalin pituus 5
vuotta. Voivatko seuraavat vaittdmat olla totta vai ei?

a) Nuorin laulaja on 17 vuotta.

b) Kaikki laulajat ovat yli 19-vuotiaita.

¢) Vanhin kuorolaisista on 4 vuotta nuorinta vanhempi.

d) Kaikki ovat ialtaan 21-26 -vuotiaita.

112.

Joonas sai biologian kokeesta 38 pistettd. Luokan koepistemaarien keskiarvo oli 30-ja kesk
hajonta 8. Rinnakkaisluokalla oleva Susanne sai kokeesta 30 pistettd. Hanen luok&ansa ke
kiarvo oli 22 ja keskihajonta 6. Kumman koetulos oli omaan luokkaansa verrattuna parempi?

113.
Taulukossa on ilmoitettu kaupassa myytavien paaryndiden koot. Laske paaryndiden kesk
maarainen koko ja keskihajonta.

paino[g] [70 [80 |90 [100[110

frekvenssi | 2 8 12 9 6

114.

Lukujen-3, 0, 4, 6 ja 8 keskiarvo on 3 ja keskihajonta noin 4. Paattele ilman laskimen tilasto-
toimintoja seuraavien lukujen keskiarvot ja hajonnat.

a) 4,-1,3,5,7
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b) -8,-5,-1, 1, 3
c) -9,0,12, 18,24
d) 3,0,-4,-6,-8

115.
Onko keskihajonnan yksikkd sama kuin muuttujan yksikk6? Perustele.

vaattvat tehtavat

116.

Alykkyytta mitataan dlykkyystesteilla, jotka antavat tuloksena alykkyysosamé&aran. Noin 96
% :lla ihmisista alykkyysosamaara on valilla-5248. Into teki kaksi eri alykkyystestia A ja

B. Kaikkien alykkyystesteihin osallistuneiden tulosten keskiarvédhggonta testissa A oli 135

ja 24 seka testissa B vastaavasti 140 ja 15. Into sai molemmista testeista tuloksemt45. Ku
massa alykkyystestissa han menestyi suhteellisesti paremmin?

117.

Carina osallistui samoihin alykkyystesteihin kuin Into ja han sai molemmista alykkyystestei
td saman tuloksen ja liséksi han menestyi molemmissa testeissé suhteellisesti yhtéaihyvin. M
k& oli Carinan tulos?

118.
Abiturientit saivat helmikuussa 1991 pitkassa ranskassa seuraavat maarat kouluarvosanoja:

6 7 8 9 10 Yhteensa
10 30 36 39 29 152

arvosana: 4

5
lukumaara: 0 8

Piirrd pylvasdiagrammi aineistosta sekd laske taulukossa olevien arvosanojen keskiarvo ja
keskihajonta. (yo kevat 1992)
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Hakukoneet

Internetin kayttajan ongelmana ei yleensa ole sieltd 16ytyvan tiedon puute, vaan sen maaran
rajoittaminen hyddyllisimpiin linkkeihin. Tietoa voidaan etsia hakukoneilla tai aihehakemi
toilla. Aiheenmukaiset hakemistot ovat ihmisten lajittelemia. Hakukone on puolestaan mek
nismi, jolla haetaan tietoja hakurobottien indeksoimista tietokannoista.

Hakukoneiden isoditiné voidaan pitd& vuonna 1993 kehitettyd Veronicaa. Graafiser-lapimu
ron jalkeen vuonna 1994 ilmestyi maata pitkin liikkuvan haméahakkilajin mukaan nimetty L
cos. Seuraavana vuonna toimintansa aloitti Altavista, jonka hakuominaisuudet olivat ennen-
nakemattomat. Boolen operaattoreiden lisaksi Altavista osasi hyddyllisen linkkihaun. Silla
voitiin etsid myds news-viesteja seka kuvatiedostoja. Vuonna 2000 ilmestyi Google. Nimi on
peraisin suurta lukua tarkoittavasta googol-sanasta, jossa on ykkosen jalkeen satainollaa. A
emmista poiketen Google tallensi indeksoimansa sivut myos omille palvelimilleen. Tallgin
sivu saatiin nakyviin, vaikka linkki olisi jo vanhentunut tai yhteys katkennut. Google indeksoi
www-sivujen lisaksi myos pdf-, Word-, Excel- ja PowerPdiatlostoja seka rtf-muotoisia
tekstitiedostoja.

Kaikki hakukoneet toimivat samalla periaatteella. Hakurobotti tekee tutkimusty6ta liikkuen
www-sivulta toiselle linkkeja seuraten. Sivujen url-osoitteet ja niilla esiintyvat sanai-poim
taan talteen ja lisataén valtavaan tietokantaan. Tietokannasta laaditaan hakuindeksi; jossa s
nat ovat aakkosjarjestyksessa. Sitd paremmin indeksi pysyy ajan tasalla, mitd useammin haku-
robotti kdy tutkimassa, onko vanhoja sivuja muokattu tai onko palveluun ilmestynyt usia s
vuja. Yleensa laajat kierrokset tehdéén noin kuukauden vélein ja muulloin tiedonhakua varten
tallennettuja tietoja paivitetaédn vain satunnaisesti. Aikaa myéten kaikkien www-sivujen, jo

hin on linkki joltain muulta sivulta, pitaisi paatya automaattisesti hakurobotin kasittelyyn.

Hakukone valittda kyselyn tietokantaan sen perusteella, mita kayttaja kirjoittaa www-sivun
hakukenttéan. Tuloksena saadaan lista kaikista niista sivuista, joilla sydtetyt sanat esiintyvat.
Haun rajaaminen kannattaa tehda huolella, silla kymmenien tuhansien osumien lapikayminen
on taysin mahdotonta. Parhaimman hyddyn hakukoneista saa, kun niiden kayttdohjeisiin tu-
tustuu kunnolla. Boolen operaattorit ovat oiva apu hakulauseen rakentamisessa. Hakusanat
kannattaa kirjoittaa pienilla kirjaimilla, ellei ole ehdottoman varma isojen kirjaimien kaytosta.
Vaikka oletuksena ovat pienet kirjaimet, palauttaa haku my®os isoilla kirjaimilla kirjoitetut
versiot kyseisestd hausta. Sanayhdistelméat on syyta laittaa lainausmerkkien siséédm. Esime
kiksi “Tarja Halonen” ei ota hakuun erikseen mukaan kaikkia Tarjoja ja erikseen kaikkia Ha-

losia. Paivitysaikatauluista ja indeksoinnin laajuusrajoituksista johtuen kannattaa kokeilla
useita eri hakukoneita. Samakaan hakukone ei valttamatta tdndan anna samaa listaa, joka sa
tiin samalla kyselylla eilen. Haku voidaan tehda myds ns. metahakukoneen kautta, joka lahe
taa kyselyn yhté aikaa usealle eri hakukoneelle ja yhdistaa tulokset.

Hakukoneiden paremmuus maaraytyy paljolti sen perusteella, miten hyvin ne osaavat erotella
tarkeat sivut vahemman tarkeista. Tuloslista pitéa rakentaa siten, ettd hyodyllisimmat sivut
ovat sen alussa. Hyodyllisyyden arviointi ei kuitenkaan ole helppoa. Jos hyodyllisyyis maar
tellaédn sanojen esiintymiskertojen perusteella, voivat sivujen tekijat monistaa avainsanoja
useaan kertaan nostaakseen oman sivunsa sijoitusta listalla. Todenmukaisempi tulos saadaan
painottamalla sivun url-osoitteessa seka title- ja meta-kentissé esiintyvia hakusanofa. Ensi
maisille tekstiriveille voidaan my0s asettaa muita suurempi painoarvo. PageRank-
menetelmassa sivujen tarkeys maaraytyy siihen osoittavien linkkien maaran mukaan.
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Hakupalvelut eivat synny ilman kovaa tyoté ja suuria investointeja. Esimerkiksi Goaglen ti
tokannan pydrimiseen vaaditaan erittain nopeat verkkoyhteydet ja noin 10 000 Linux-pc:ta.
Piilaaksossa sijaitsevan Googlen palveluksessa on 400 henkil6a, joista 50 on suorittanut toh-
toritason tutkinnon. Hakukoneet rahoittavat toimintaansa muun muassa verkkomainonnalla
tarjoten siihen aivan uusia mahdollisuuksia. Ne nimittéin tietavat, mista kayttajat ovat kiin-
nostuneita. Esimerkiksi digitelevisioita myyva liike voi ostaa oman ilmoituksensa nakymaan
aina, kun kayttaja on syottanyt hakukenttdan sanan digitelevisio.

Paraskaan hakukone ei kuitenkaan [0yda kuin murto-osan netin siséllosta. Tavallisten haku-
koneiden ulottumattomiin jaavia sivuja kutsutaan syvéksi webiksi (deep web). Koska sivut
eivat ole html-muodossa eika niihin ole linkkeja, hakurobotit eivat paédse niihin kasiksi. Es
merkiksi eduskunnan tai Finlexin laajat tietopalvelut edustavat Suomessa syvaa webbida. Na
den siséltéa paasee lukemaan vain tekemalla kyselyn palvelun oman hakukoneenykautta. S
van webin arvioidaan olevan jopa yli 500 kertaa hakukoneiden nakemaa webbia suurempi.
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9. Taulukkolaskentaa

Erityisia tilastojen kasittelyyn tarkoitettuja tietokoneohjelmia ovat SPSS ja SAS. Myos tau-
lukkolaskentaohjelmalla, kuten Excelilla, voidaan kasitella tilastoja. Taulukkolaskestaohj
lamasta I0ytyy valmiita tilastollisia funktioita ja silla on helppo piirtéa erilaisia diagrammeja.

Esimerkki 1.

Piirretdan taulukon tiedoista sektoridiagrammi Excelin avulla.

1.
A ] B C
1 [Veriryhmii Prosenttiosuus
2| 0 3 % Valitse hiirelld lukuja
3_ A A4 Y—— siséltdvi solualue.
4 B 17 %
5 | AR a9 (Jos painat sen jélkeen F11,
5 Excel tekee pylvaskaavion.)
7
2.

Wapsdytyd tydkalurivilta
ﬂ "Ohjattu kaavion lnominen" -paindiketta.

3. Esiin ilmestyy “Ohjattu kaavion luominen” —ikkuna:

Vakiokaaviot | Mukauttut kasviot |
Kaavin laj: Kaavion vahtoghdok:
ad p"“'é_’ = tadlta woit tarkentaa,
= S:H" || —millaizen kaavion
; uat piirtdd
e W haluat piitt
3
wvalitse thstd <7 | ke E
ensin kaavion [y Alie O Qﬁ @E
i D Rengas { 4
il S3teittainen
pinks
o3 fupla
Pirssi -
= £ téstd woit esikatsella,
sy ez, NEvEaa kunkin anvon rmiltd kaavio ndyitaisi
osuuden kokonaistuloksesta, ey
Kaaviomall (pids painke valittuna)
@ Peruia | =5 | Seuraava > I Yalmis [

népsiytd lopuksi Seuraava-painiketta
ja seuraa Excelin ohjeita
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Myds aineiston lajitteleminen taulukkolaskentaohjelman avulla sujuu nopeasti.

Esimerkki 2.

Taulukossa on oppilaiden koetuloksia sukunimen mukaisessa aakkosjarjestyksessa.

A B
1 | nimi arvesana
2 |Aronen 945
3 |Heimaonen 1a
4 |Inkinen 85
5 Jokinen 5
E | Kaorhonen o]
7 |Lahtinen 75
5 Pitkanen 4
9 | Saari 9
10 Tuaminen 1a
11 Mitanen ]

Lajitellaan aineisto niin, etta oppilaat ovat arvosanojen mukaisessa paremmuusjarjestyksessa:
- Valitaan ensin hiirella tiedot, jotka halutaan lajitella (tdssa tapauksessa nimet ja arvosanat).

- Tiedot- valikosta valitaan kohthajittele...

- Esiin tulee seuraava ikkuna

tasta vathdetaan
lajiteluperusteeks arvosana

Lajittele
1. lajitteluperuste
+ Mouseva
(. Laskeva
2. lajitteluperuste
~| % Mouseva ] B
 Laskeva walttaan laskeva lanttels,
3. lajitteluperuste koska suurin arvosana
[ =] @ housva halutaan enstmméiseks
™ Laskeva
Luettelossa an
% Otsikkorivi " Ei otsikkarivia
Asetukset, .. | OF | Peruuta
lopulesi
paitetaan OF

Taulukko nayttaa uudelleen lajiteltuna talta:
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A B
1 nimi arvosana
2 |Heimonen 10
3 |Tuominen 10
4 | Aronen 95
5 |Saari 3
G |Inkinen [ia]
7 |Kaorhonen &3
8 |Lahtinen 7h
9 |Witanen G
10 |Jokinen 5
11 Pitkénen 4
Esimerkki 3.

Maaritetaéan edella olevan taulukon arvosanojen keskiarvo, moodi, mediaani ja keskihajonta.

A B
1 nimi arvosana
2 |Heimonen 10
3 Tuominen 10
4 | Aronen 95
5 | Saari 3
G |Inkinen 85
7 |Korhonen g Saadaan lasketules
& |Lahtinen 75 ldrjoittamalla solumn
9 %irtanen G
10 Jokinen 5
11 | Pitkanen 4/—KESKIARVO(B2.B11)
12
13 | Keskiarva: 775 ~MOODLEZELL
14 Moodi: 1
15 |Mediaani: §25— =MEDIAAWI(BE2B11)
16 |Keskihajonta:

211
=KESKIHAJONTA(B2B11)

Funktion lisdédminen tapahtuu kirjoittamalla funktio suoraan oikeassa muodossaan tai valik-
kokomennollaLisdéd - Funktio.
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Tehtavia

1109.
Tee kirjan esimerkit 1 ja 2 taulukkolaskentaohjelmalla.

120.

Laske lukujen 42, 37, 38, 41, 39, 41, 36, 44, 38, 38, 40
a) moodi

b) mediaani

c) keskiarvo

d) keskihajonta.

121.

Tee oheinen taulukko taulukkolaskentaohjelmalla ja piirra sen tiedoista pylvasdiagrammi ja
maarité kuvaajasta moodi. Lajittele taulukko sukunimen mukaiseen aakkosjarjestykseen. Ta
lukossa on kymmenen Suomen yleisinta ruotsinkielista sukunimeé vuodelta 2001.

Sukunimi Maara
Johansson 8 701
Nyman 7476
Lindholm 7 466
Karlsson 7 188
Andersson 6 324
Lindstrom 6 273
Eriksson 5963
Lindqvist 4874
Lindroos 4852
Lindberg 4292

(Lahde: Véaestorekisterikeskus)

122.
Laske seuraavien pituuksien (cm) keskiarvo, mediaani ja keskihajonta.
156, 178, 190, 175, 187, 155, 165, 167, 172, 170

123.
Tee edellisen kappaleen esimerkki 1 kayttéaen taulukkolaskentaohjelmaa.

124.

Finnpanel Oy mittaa jatkuvalla tutkimuksella suomalaisten TV:n katselua. 1000 talouteen on
asennettu TV-mittarit television yhteyteen. TV-mittarit rekisteroivat katsotun kanavah ja ke
lonajan.Taulukossa on MTV3:n katsotuimmat tv-ohjelmat viikolla 12 vuonna 2003 ja katso-
jien (yli 10-vuotiaiden) lukumaarat. Piirra taulukon tiedoista pylvasdiagrammi ja madrita ku-
vaajan perusteella moodi.
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Ohjelma Katsojat
Rikospoliisi Maria Kallio 1206 000
Salatut elamét 1165 000
Ylimaaraiset uutiset 1137 000
F1/Malesia/GP 1128 000
Uutiset ja sda 1073 000
'Yhdeksén Uutiset 1017 000
C.S.I. 991 000
BumtsiBum! 976 000
Seitsemén Uutiset 975 000
Kymmenen Uutiset 897 000

(Lahde: Finnpanel)

125.

Kuvaa luokkasi oppilaiden pituusjakaumaa sopivalla kuvaajalla.

126.

Taulukossa on tutkimustuloksia aikuisten itkemisesta. Lukuarvo kuvaa neljan viikonritkuke
tojen keskiarvoa. Piirra tiedoista taulukkolaskentaohjelmalla pylvasdiagrammi.

Maa Naiset Miehet
Australia 2,75 1,44
Intia 2,30 0,94
Italia 3,47 1,89
Kiina 2,92 1,53
Nigeria 1,39 0,89
Ruotsi 3,45 1,35
Suomi 3,13 1,38
Turkki 3,61 1,28
Yhdysvallat 3,565 1,88

(Lahde: Tiede 2002 1/97)

127.

Alla on taulukoituna eri hailajien maksimipituuksia. Havainnollista taulukon tietoja sopivan

diagrammin avulla.

Laji M aksimipituus [m]
Australiansarvihai 1,65
Jattilaishai 15
Sinihai 3,8
Sitruunapartahai 3,4
Tiikerihai 7.4
VValashai 18
Valkoevahai 2,1
Valkohai 8
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128.
Taulukossa on esitetty keskimaaraiset kotitalouksien menot. Esité taulukon tiedot k&hden er
laisen diagrammin avulla.

Kulutusmenot kotitaloutta kohti 1998
Kohde Menot vuodessa [€]
Elintarvikkeet ja alkoholittomat juomal 2990
Alkoholijuomat ja tupakka 624
Vaatteet ja jalkineet 982
Asunto ja energia 5978
Kodin kalusteet, koneet yms. 994
Terveys 788
Liikenne 3561
Tietoliikenne 593
Virkistys ja kulttuuri 2220
Hotellit, ravintolat, kahvilat 869
Muut menot ja koulutus 2335

(Lahde: Tilastokeskus)

129.
Tee viivadiagrammi, joka kuvaa mahdollisimman hyvin Suomen véakiluvun kasvua.

vuosi Suomen vékiluku

1990 4998478

1991 5029002

1992 5054982

1993 5077912

1994 5098754

1995 5116826

1996 5132320

1997 5147349

1998 5159646

1999 5171302
130.
Suomalaisten keskimaarainen sateilyannos vuodessa koostuu seuraavasti:

Kohde Sateilyannos [mSv]

Radon 4
Laaketiede 0,7
Ulkoinen sateily luonnossa 0,5
Luonnon aktiivisuus kehossa 04
Kosminen sateily 0,3
Muut 0,1

Esita taulukon tiedot kuvaajan avulla. Valitsetko kuvaajatyypiksi pylvas- vai sektorigiagra
min? Miksi?
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131.

Etsi esimerkiksi sanomalehdista tai Tilastokeskuksen kotisivuilta aineistoa ja tee tawdukkola
kentaa apuna kayttaen erilaisia graafisia esityksid samoista tilastoista. Mik& diagrammityyppi
on mielestasi havainnollisin?

132.
Suunnittele taulukkolaskentasovellus, jonka avulla voit seurata tulojasi ja menojasi.

133.

Selvita vékiluku eri maanosissa ja kuvaa sitten sopivalla diagrammilla maailman vékilukua
maanosittain.
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10. Tuotetaan ja havainnollistetaan tilastotietoja

Tutkimuskohteita sanotaan tilastoyksikdiksi ja tutkittavaa ominaisuutta tilastomuuttujaksi.

Joukkoa, johon tutkimus kohdistuu, sanotaan perusjouktiksopulaatioksi. Perusjoukko on

usein niin suuri, ettei voida tehda kokonaistutkimusta, vaan on tutkittava osajoukkoa-Jos os
joukko edustaa hyvin perusjoukkoa, sitd sanotaan otokseksi, muussa tapauksessa kyse on
naytteesta. Otos tulee valita siten, ettd jokaisella perusjoukkoon kuuluvalla on mahdollisuus
tulla otokseen. Otannan voi suorittaa esimerkiksi arpomalla.

perugjouldio otos

nRn
AR R —11
MAREY 1%

tilastoyksild:d

Korrelaatiolla tarkoitetaan muuttujien valista tilastollista riippuvuutta. Sita voidaan tutkia ha-
jontakuvioista. Jos hajontakuvioon voidaan asettaa suora, korrelaatio on lineaarista. Jos suora
on nouseva, on korrelaatio positiivista. Jos suora on laskeva, on korrelaatio negatiivista.

x x x
hp; ;;mT rﬁlelgatiivin en ei korrelaatiota epélineaarinen
EAANTEDN korrelaatio
korrelaatio korrelaatio
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Tilastomuuttujien mitta-asteikot

Muuttuja voi olla maaraa mittaava eli kvantitatiivinen tai laatua mittaavivalitatiivinen
Mitta-asteikot jaetaan neljaan luokkaan.

Laatuasteikko

Havainnot luokitellaan kahteen tai useampaan luokkaan samanlaisuutensa tai erilaisuutensa
perusteella. Luokkia ei voi laittaa jarjestykseen mitattavan ominaisuuden suhteen. Esimerkiksi
nainen - mies, kaupunkimaalaiskunta.

Jarjestysasteikko

Mitattavasta kohteesta voidaan ainoastaan sanoa, onko silla mitattavaa ominaismta ene
man, yhté paljon vai vahemman kuin toisella kohteella. Kohteiden valisilla etaisyyksilla ei ole
merkitystd. Esimerkkind tastd ovat asenneskaalat: téysin eri mieltd/jokseenkin eri mieltad/ei
samaa eika eri mielté/jokseenkin samaa mielté/taysin samaa mielté.

Valimatka-asteikko

Jarjestyksen lisaksi mittauspisteiden valiset erot eli valimatkat ovat tulkittavia. Valimatka-
asteikolla yhteen-, vahennys, kerto- ja jakolaskut ovat mielekkaita laskutoimituksia. Lampdo-
mittari on esimerkki valimatka-asteikosta. Véalimatka-asteikolla nollapiste on maariteltavissa,
kuten lampétilassa (celsius- ja fahrenheitasteikko), eri tavoin.

Suhdeasteikko
Suhdeasteikko saadaan lisdamalla védlimatka-asteikkoon absoluuttinen nollapiste s-Suhdea
teikollisia muuttujia ovat esimerkiksi henkilon pituus, tulot seka raha- ja lukumaaramitat.

Muuttujan mitta-asteikosta riippuu minkalaisia tunnuslukuja muuttujan kuvaamiseen voidaan
kayttaa.

Mitta-asteikko Keskiluvut Hajontaluvut

laatuasteikko moodi

jarjestysasteikko | moodi vaihteluvali
mediaani

valimatka-asteikk¢ moodi vaihteluvali
mediaani keskihajonta
keskiarvo

suhdeasteikko moodi vaihteluvali
mediaani keskihajonta
keskiarvo
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Ehdotuksia tutkimusaiheiksi

Suunnittele ja toteuta tutkimus ja kayta tulosten analysoimisen apuna taulukkolaskéntaohje
maa. Ennen aineiston keraamistéa pohdi tarkkaan, mita haluat tutkimuksellasi saada selville.
Sen jalkeen muodosta muuttujat ja tee kysymykset. Muista, etta keraamasi tiedot ovat koko
tutkimuksen perusta. Havainnollista tuloksia tilastokuvaajien ja tunnuslukujen avulla.

Jatko-opiskelupaikka
Kuinka suuri osa koulusi 9. luokkalaisista menee peruskoulun jalkeen ammatilliseem oppila
tokseen, lukioon tai jonnekin muualle. Minne paikkakunnille jatko-opintoihin hakeudutaan?

Lahikaupassa asiointi
Kaykd lahella asuvat siella useammin kuin kauempana ja ostavatko lahella asuvat pienempia
ruokamaaria? Kumpien kaupassakaynti on tuottoisampaa?

Hintavertailu

Tutki jonkin tuotteen tai palvelun hintoja. Paljonko hinnat vaihtelevat eri kaupoissa?tVoit o
taa tutkimukseen mukaan myds nettikauppoja.
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Boolen operaattorit

Boolen operaattorit on nimetty kehittdjansd matemaatikko George Boolen mukaan. Boolen
operaattoreita kaytetddn haettaessa tietoja erityyppisista tietokannoista, kuten kirjastojen ko-
koelmatietokannoista, CD-ROMietokannoista tai Internetin hakukoneista.

Boolen operaattoreita ovat AND, OR ja NOT. Niita tarvitaan, jos hakuaihetta ei pystyta ku-
vaamaan pelkdstdan yhdella sanalla. Hakujoukkoja havainnollistetaan piirtamalla Venn-
diagrammeja.

AND-operaattori rajaa hakua. Se ottaa hakutuloks
vain ne lahteet, jossa esiintyvat kaikki operaattori
yhdistetyt hakusanat.

Hakulauseella "muoti AND Italia” hakutulokseksi saa-
daan lahteet, joissa esiintyy sanat muoti ja Italia.

OR-operaattori laajentaa hakua. Se ottaa mukaan kaikki
lahteet, joissa esiintyy yksi tai useampi hakusanoista. OR-

@' operaattorilla kannattaa yhdistéa toisiinsa merkitykseltaan
lahekkaisia hakutermeja.

Hakulauseella ”snoukkaus OR lumilautaifusaadaan hakutulokseksi ldhteet, joissa esiintyy
ainakin sana snoukkaus tai lumilautailu.

NOT -operaattori rajaa hakujoukosta pois ne hakusa
joita ei haluta hakuun mukaan. NOT-operaattoria kanr
taa kayttaa harkiten, koska silla voi epdhuomiossa sul
pois hyviakin lahteita.

Hakulauseella "Aasia NOT Kiind saadaan hakutulokseksi ldhteet, joissa esiintyy sana Aasia,
mutta ei sanaa Kiina.

Oheisessa taulukossa on operaattoreiden yleisimpia merkitsemistapoja, ne vaihtelevat hak
jarjestelman mukaan.

operaattorin nimi merkki
&
AND +
OR |
|
NOT )
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11. Joukko-oppia*

Joukko muodostuu alkioistdoukkoa merkitddn yleensd isoilla kirjaimilla A, B, C,... ja nii-
den alkioita pienillé kirjaimilla a, b, c,...

Joukkojen valisia suhteita havainnollistetaan usein Venn-diagrammien avulla. Venn-
diagrammi on joukkoa esittédva kuva, jossa suljetun viivan rajoittama alue kuvaa joukon kaik-
kia alkioita. Joukkoja yhdistelemalla saadaan uusia joukkoja. Yhdistelmien perusmuodot
ovat:

Joukkojen A ja B yhdiste. Joukkojen A ja B leikkaus.
Joukkojen A ja B erotus. Joukon A komplementti.
Esimerkki 1.

Joukot ovat A ={1, 2, 3, 4, 5} jaB={4, 5, 6, 7, 8}. Mita alkioita kuuluu joukkojen A ja B
a) yhdisteeseen
b) leikkaukseen
c) erotukseen?

Ratkaisu:

a) Yhdiste tarkoittaa niité alkioita, jotka kuuluvat joukko A

hin A tai B (tai molempiin), joten siihen kuuluvat alkic - B
{1,2,3,4,5,6,7,8}.

b) Leikkaus tarkoittaa joukkojen Aa B yhteisia alkioita,
joten leikkaus on4, 5}.

c) Joukkojen A ja B erotus tarkoittaa niita joukon A aikio
ta, jotka eivat kuulu joukkoon B, joten erotus dn 2, 3}.

Esimerkki 2.

25 oppilasta vastasivat kyselyyn kolmen kouluaineen kiinnostavuudesta seuraavasti:
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10 pitdd matematiikasta

7 pitaa fysiikasta

12 pitaa kemiasta

2 pitdd matematiikasta ja fysiikasta
3 pitdd matematiikasta ja kemiasta
2 pitaa fysiikasta ja kemiasta

1 pitaa kaikista aineista

Moniko oppilas ei pida mistaan?

Ratkaisu:
Pelcastaan matematilasta ja fisilcasta pitdvat
(matematilcasta ja kemiasta pitavat - kadcista pitavat )
Iatematilka
Vhteensd 7
Thteensa 10
pitaa kaildsta
Vhteensa 12 Pellcastaan fysikasta ja ketniasta pitavat

(Frsiileasta ja kerniasta pitavat - laikista pitavit )

Pelkéastaan matematikasta ja kemiasta pitavat
(matematilcasta ja ketniasta pitavat - kadosta pitavat )

Lasketaan niiden oppilaiden maara, jotka pitavat jostakin aineesta:
pitaa kaikista

pitaa pelkastaan fysiikasta ja matematiikastal2 1)

pitaa pelkastaan fysiikasta ja kemiasta (2= 1)

pitaa pelkastadn matematiikasta ja kemiastal(3 2)

pitaa pelkastaan matematiikasta {1D- 1— 2 = 6)

pitaa pelkastaan fysiikasta{71—-1-1=4)

pitaa pelkastaan kemiasta (12—-2-1=38)

ODONRRE R

Yhteensa 23

Joten mistéén aineesta ei tykkda-283 = 2 oppilasta.
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Tehtavia

134.
Tarkoittaako tummennettu alue joukkojen A ja B yhdistetta, leikkausta vai erotusta?

al bl i3]

€D ey &

135.

Joukot ovat A = {a, b, ¢} ja B ={c, d, €}. Luettele ne alkiot, jotka kuuluvat joukkojen A ja B
a) leikkaukseen

b) yhdisteeseen

c) erotukseen.

136.

Joukot ovat A ={1, 2, 3,4}jaB={3, 4,5, 6, 7, 8}. Mitka alkiot esiintyvat joukkojen A ja B
a) yhdisteessa

b) leikkauksessa?

137.
30 oppilaan joukosta ottaa 8 valinnaiseksi kieleksi ranskan, 12 ottaa saksan ja 3 ottaa mo-
lemmat. Moniko oppilaista ei valitse kumpaakaan kielta?

138.
Joukossa A on 25 alkiota ja joukossa B on 30 alkiota. Yhteensé alkioita on 40. Laske montako
alkiota on joukkojen A ja B leikkauksessa.

139.

Joukot ovat A = {1, 2, 3, 4}, B={5, 6, 7} ja C ={7, 8, 9}. Luettele ne alkiot, jotka kuuluvat
joukkojen A, B ja C

a) leikkaukseen

b) yhdisteeseen.

140.

Kuvaa joukkoja Venn-diagrammien avulla. Merkitse joutsenien joukkoa J:ll&, valkoisten
elaimien joukkoa V:lla ja mustien eldaimien joukkoa M:ll&.

a) Kaikki joutsenet ovat valkoisia, mutta kaikki valkoiset eléimet eivét ole joutsenia.

b) Jotkut joutsenet ovat mustia, mutta kaikki mustat eldimet eivét ole joutsenia.

141.
Luokan oppilaista 9:11& on lemmikkina koira, kuudella kissa ja kahdella molemmat. Oppilaista
14 ei omista mitdan lemmikkié. Paljonko luokassa on oppilaita?

142.
limoita tummennettujen joukkojen komplementtijoukot.
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b)

143.

Joukot ovat A = kaikki kahdella jaolliset luonnolliset luvut ja B ={-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}. tuett
le ne alkiot, jotka kuuluvat joukkojen A ja B

a) leikkaukseen

b) yhdisteeseen.

144.

Leipatarjottimella on 17 voileipad. Kymmenessa voileivassa on lohta, yhdeksassa kananmu-
naa ja seitsemassa seka lohta ettd kananmunaa. Monessako leivassa ei ole lohta eika kanan-
munaa?

145.
Luokassa on 22 oppilasta. Kahdeksalla heista on veli, kuudella sisko ja kolmella molemmat.
Kuinka monella ei ole sisaruksia?

146.

Pitseriassa oli tarjolla 15 erilaista pitsaa. Valkosipulia oli kuudessa ja oliiveja viidessa pitsa
sa. Kolmessa pitsassa oli molempia. Jos et tykkaa valkosipulista etké oliiveista, montako pi
savaihtoehtoa jaa valittavaksi?

147.

Lapsille tehtiin kysely heidan lempihedelmista. Kyselysta saatiin seuraavat tulokset:
23 tykk&a banaaneista

19 tykkaa omenoista

26 tykkaa appelsiineista

6 tykkaa seka banaaneista ettd omenoista

8 tykkaa seka banaaneista etta appelsiineista

2 tykkaa kaikista hedelmistéa

3 ei tykkaa mistaan hedelmista

Moniko lapsi vastasi kyselyyn?

148.

Oppilaat kertoivat pitavansa eri vareista seuraavasti:
19 pitéa sinisesta

11 pitda punaisesta

16 pitéaa keltaisesta

7 pitda punaisesta ja keltaisesta

4 pitda sinisesta ja keltaisesta

5 pitaa sinisesta ja punaisesta

4 pitda kaikista vareista
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5 ei pida mistaan vareista.
Kuinka monta oppilasta kertoi varimieltymyksistaan?
149.

Pojilla on yhtd monta siskoa ja veljed, mutta kullakin tytdlla on siskoja vain puolet veljien
maarasta. Montako poikaa ja tyttda perheessa on?
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Murphyn laki

”Jos pudotat voileivén, se putoaa yleensd lattialle voipuoli alaspédin.”, sanoo Myrphyn laki.
Mutta mistéa ihmeesta Myrphyn laki on peraisin?

Vuonna 1949 Edwardsin lentotukikohdassa Kaliforniassa Northrop Aircraft teki eversti Stap-
pin maaraamia tormayskokeita. Kokeiden toimeksianto oli saatu ilmailulaéketieteen laborato-
riolta, jossa suunnitteluinsindorind toimi kapteeni Ed Murphy. Eré8seen laitteeseeri tuli to
mintahairio, joka johtui teknikon johdotusvirheesta. Teknikon virheeseen turhautuneena kap-
teeni Myrphy tokaisi: ”Jos sen voi tehdd védrin, niin hén tekee.” Northropin projektipaéllikk®
Nichols alkoi kutsua kapteenin esittamaa kommenttia Myrphyn laiksi.

Muutamia viikkoa mydhemmin eversti Stapp kertoi lehdistotilaisuudessa, etta vuosia jatku-
neissa tormayskokeissa oli selvitty vahilla onnettomuuksilla, koska projektissa uskottiin
Myrphyn lakiin ja jatkuvasti oli pyritty estamaan kaymasta sité toteen. Myrphyn laki (=
”Kaikki mikd voi menni pieleen myds menee pieleen.”) levisi nopeasti yleiseen tietoisuuteen.

Jokainen on joutunut tekemisiin Myrphyn lain kanssa. Oletko kenties kokenut jotakia-seura
vista?
e Kun avaat radion, lempikappaleesi on juuri loppumassa.
Mitéd kauemmin olet tehnyt jotakin matematiikan tehtavaa, sitd varmemmin se
on vaarin.
Jos satut soittamaan vaaraan numeroon, se ei ole koskaan varattu.
Se joka kuorsaa, nukahtaa ensin.
Mité& helpompi jokin asia on tehda, sita vaikeampi sitd on muuttaa.
Loéydat aina sen mita et etsi.
Laitteet on helppo purkaa, mutta vaikea koota.
Jos on asioita, jotka olisivat voineet menna pieleen, mutta jotka eivat menneet
pieleen, olisi loppujen lopuksi ollut hyva, jos ne olisivatkin menneet pieleen.
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12. Todenn&kdisyyden maarittdminen

Myrphyn laista kiinnostunut tutkija halusi selvittda, putoaako voileipa lattialle toderRnakd
semmin voipuoli alaspain. Han pudotti voileivan lattialle 100 kertaa, joista 57 kertaa leipa
putosi voipuoli alaspain. Nain han sai lasketuksi tapahtuman todennakdisyyden

voipuol alaspiin puts amisia

57
—=057=57%
kaikliaan pudetulsia—" 100

Todennéakoisyyksia voidaan siis selvittdd koejarjestelyjen avulla. Sitéd todenmukaisempi tulos
saadaan, mitd useammin koe suoritetaan. Esimerkiksi leipa saattaa pudota aluksi viisi kertaa
perakkain voipuoli alaspain. Jos koe suoritetaan ainoastaan viisi kertaa, saadaan tulokseksi,
etté voipuoli koskettaa aina lattiaa. Todennakoisyyksissa on kyse sattumista ja tAméan vuoksi
koe taytyy toistaa useita kertoja, jotta tulos olisi luotettava. On mahdollista, ettd seuraavilla
viidella pudotuskerralla ei tarvitse pyyhkia voita lattiasta.

Todennékoisyyksia voidaan tarkastella neljalla eri tavalla. Tavat eivét ole toisiaan missulk
via ja joihinkin tarkasteluihin sopiikin niistd useampi kuin yksi. Mita tavoista on kayteity vo
leipdongelmassa?

(1) Kaytetddn hyvaksi symmetriaa. Todennakdisyys, ettd saadaan nopalla heitettdessa
kuusi on%, silla nopassa on kuusi tahkoa, joista paallimmaiseksi voi jaada aika t

hansa.

(2.) Suoritetaan kokeita tai tarkasteluja tietojen keraamiseksi. Jos halutaan sehii#aa
todennakdisyydelld ohi ajava auto on punainen, pysahdytdan kadunkulmaareja lask
taan kaikkien ohi ajavien autojen lukumaara seka naista punaisten osuus.

(3.) Katsotaan tapahtumia menneisyydestd. Saapuuko juna asemalle todennékéisesti my
héssa? Katsotaan aikaisempia saapumisia, esimerkiksi kahden viime viikon ajalta ja
lasketaan kuinka monesta niisté juna tuli myohassa.

(4.) Tehdaan omakohtainen arvio. Tatad menetelmaa kaytetaan silloin, kun koe ei-ole toi
tettavissa eli mitdan muuta aikaisemmin esitettya tavoista ei voi kayttaa. Milla toden-
nakoisyydella Suomi voittaa kultaa seuraavissa jadkiekon MM-kisoissa? Tarkastellaan
viime vuosien otteluita seka tdmén kauden voittoja, joiden perusteella yritetd&n luoda
realistisen arvio voittomahdollisuudelle.
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Tehtavia

150.

Mitka vaittamista ovat oikeita? Todennakoisyys voidaan ilmoittaa
a) murtolukuna

b) desimaalilukuna

c) prosenttilukuna.

151.

Minka tavoista - 4 otat avuksesi seuraavien todennakdisyyksien arvioinnissa? Todennako
syys, etta

a) korttipakasta nostamasi kortti on assa

b) luokasta satunnaisesti valittu oppilas on vasenkatinen

c) vastaan tulevalla ihmisella on silmalasit

d) hiihtolomalla on riittavasti lunta hiihtamiseen

e) saat tikanheitossa viidella tikalla vahintdan 30.

152.

Minka tavoista - 4 otat avuksesi seuraavien todennakdisyyksien arvioinnissa? Todennako
syys, etta

a) voitat lotossa

b) suomalainen juoksee 100 metrilla ensi kesdna uuden maailmanennéatyksen

c) kaverisi ei myohasty yli viittd minuuttia sovitusta ajasta

d) keskusta saa eniten paikkoja uuteen hallitukseen.

153.

Keksi kaksi esimerkkié, joihin voit laskea todennéakdisyyden tavan
a) 1avulla

b) 2 avulla

c) 3avulla

d) 4 avulla.

154.

Ruletti on onnenpeli, johon kuuluva pyoritettéava rulettilevy on jaettu mustiin ja punaisiin 0

36 numeroituihin ruutuihin. Pelinjohtaja heittda levyn pydrimissuuntaa vastakkaiseen suun-
taan pienen kuulan ja kohta johon kuula pysahtyy, osoittaa voittavan varin ja numemn. Peli
séa voitot vaihtelevat kaksinkertaisesta 36-kertaiseen. Pelista tuli sallittu Suomessa vuonna
1964.

Lassi, Leevi, Tea ja Vilma tutkivat todennakoéisyyttd saada nolla toistamalla heittoja useita
kertoja perékkain. Seuraavassa taulukossa on heidan tuloksensa. Yksi pelaaja meni sekaisin
laskujensa kanssa. Kukahan han todennakoéisimmin oli?

pelaaja | heittojen maara | tulokseksi nolla | todenn&kdisyys
Lassi 100 5 0,05
Leevi 200 7 0,035
Tea 500 24 0,048
Vilma 1000 27 0,027
155.
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Heita kolikkoa 500 kertaa. Montako klaavaa arvioit saavasi? Vertaa arviotasi ja kokeilemalla
saamaasi tulosta.

Huom! Eurokolikoissa on seké euromaiden yhteinen puoli etté kansallinen puoli. Kansallinen
puoli on nk. kruunapuoli, jossa on kaytetty kunkin maan aikaisemmissa kolikoissa kaytettyja
teemoja. Suomessa kruunapuolen aiheina on luonto ja leijona-aihe.

156.
Heitad noppaa tuhat kertaa. Montako kuutosta arvioit saavasi? Vertaa arviotasi ja kokeilemalla
saamaasi tulosta.

157.
Selvita milla todennékoisyydella nastaa heitettdessa karki jaa ylospain.

158.

Selviti, milld todenndkoisyydelld “kivi, paperi ja sakset” —pelissa henkilo voittaa, jos han joka
kerta valitsee kiven, kun taas toinen pelaaja valitsee satunnaisesti jonkin kolmesta vaihtoeh-
dosta.
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13. Klassinen todennékdisyys

Todennékoisyyslaskenta sai alkunsa 1600-luvun Ranskassa. Ensimmaiset ongelmat koskivat
aateliston harrastamien uhkapelien voitto- ja tappiomahdollisuuksien analysointia. Nykyisin
todennakdisyyslaskentaa kaytetddn muun muassa liikennesuunnittelussa, vakuutugalalla, la
duntarkkailussa, saédennusteiden laadinnassa, geenitutkimuksissa ja taloustieteessa.

Todennakdisyys liittyy ilmidihin, joiden tulos riippuu sattumasta. Satunnaisilmion lopgutulo

ta ei voi etukateen paatella, mutta tulosten esiintymismahdollisuuksia voidaan tutkia mat
maattisesti. Satunnaisilmion eri tulosmahdollisuuksia kutsutaan alkeistapauksiksi. Esimerkiksi
nopanheiton alkeistapaukset ovat silméaluvut 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Kolikonheiton alkeistapaukset
ovat puolestaan kruuna ja klaava. Jos kaikki alkeistapaukset ovat yhta mahdollisia, kutsutaan
niitd symmetrisiks

Satunnaisilmididen tuloksista voidaan muodostaa tapahtumia, jotka muodostuvat kyseiselle
tapahtumalle suotuisistalkeistapauksista. Nopanheiton tapahtumalle “pisteluku on parilli-
nen” suotuisat alkeistapaukset ovat 2, 4 ja 6.

Tapahtuman A klassinen todennékoisyys

suotuistentapaustefukumaara

P(A)=—— :
kaikkien alkeistapastenlukumaara

Todennékoisyys voidaan ilmoittaa murto-, desimaali- tai prosenttilukuna. Mitd lahempana
P(A) on arvoa 1, sitd todennékdisempi on tapahtuma A.

Tapahtumaa, jolla ei ole yhtdan suotuisaa alkeistapausta, kutsutaan mahdottomaksi ja sen to-
dennakdisyys on 0 eli 0 %. Jos kaikki alkeistapaukset ovat puolestaan suotuisia, on tapahtuma
varma ja sen todennakaisyys on 1 eli 100 %.

Jokaiselle tapahtumalle A on voimassa

0< P(A)<1.

Esimerkki 1.
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Tarkastellaan nopanheittoa ja tapahtumaa A = ”pisteluvuksi saadaan 5”. Alkeistapausten jou-
kon muodostavat nyt kaikki mahdolliset pisteluvut {1, 2, 3, 4, 5 ja 6}. Tapahtumalla Aisuotu
sia tapauksia on vain yksi eli pisteluku {5}. Tapahtuman A todenn&kéisyys on siis

P(A) = P(pisteluvuksi saadaan 5%:5 017=17%.

Esimerkki 2.

Korttipakassa on 52 korttia. Nostetaan pakasta yksi kortti. Lasketaan todennakdisyys sille,
etté kortti on

a) ruutudssa

P(ruutuassa) L
52

b) hertta
P(hertta) =1—3 _1
52 4
¢) kuningas
. 4 1
P(kuningas) =—=—
( gas) 52 13
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Tehtavia

159.
Miksi tapahtuman A todennakdisyytta merkitaén P(A)? Mista P kirjan tulee?

160.

Onko seuraavissa tapauksissa kyse satunnaisilmiosta?

a) Heitetddn noppaa ja tarkastellaan, montako kertaa noppaa on heitettava, ettéd pisteluvuksi
saadaan 3.

b) Kuumennetaan teraslankaa ja tarkastellaan, piteneekd lanka lammon vaikutuksesta.

c) Ostetaan pussillinen viinirypéleité ja tarkastellaan sen hintaa.

d) Valitaan umpimahkaan luku ja tarkastellaan, onko se jaollinen kahdella.

161.
Minkéalaisia alkeistapauksia kutsutaan symmetrisiksi?

162.

Luettele kaikki erilaiset tulosmahdollisuudet, kun
a) noppaa heitetaan kerran

b) kolikkoa heitetaén kaksi kertaa.

163.

Luettele kaikki suotuisat alkeistapahtumat nopanheiton tapahtumille. Saadaan
a) vahintaan 2

b) vdhemman kuin 4

c) enintdan 3

d) vahintdan 2, mutta enintaén 5

164.
Heitetaan kolikkoa. Milla todennékoisyydella saadaan kruuna?

165.
Avainnipussa on 9 avainta, joista kaksi sopii kotioven lukkoon. Milla todennakéisyyidella n
pusta otettu avain on kotioven avain?

166.
Arpajaisissa on 2000 arpaa, joista 250 on voittoarpoja. Milla todennakoisyydella voitat, jos
ostat yhden arvan?

167.
Korttipakasta otetaan umpimahkéaan yksi kortti. Mik& on todennékoisyys, ettd se on &assa tai
kuningas?

168.

Milla todennékoisyydella luokaltasi satunnaisesti valittu oppilas
a) on nimeltdén Anu

b) on poika

c) omistaa koiran?

169.
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Noin joka kymmenes ihmisista on vasenkatinen. Montako vasenkétisté voi olettaa olevan 500
henkilon joukossa?

soveltavat tehtévat

170.

Kummalla lottoriveistd on suurempi todennakdisyys voittaa lottoarvonnassa?
a) 2,9, 13,18, 27,29, 38

b) 1,2,3,4,5,6,7

171.
Arpajaisissa on 20 voittoarpaa ja 580 tyhjaa arpaa. Milla todennékdisyydella ensimmaisena
ostettu arpa sisaltaa voiton?

172.

Heitetdén noppaa. Milla todennékdisyydella saadaan pisteluvuksi
a) 6

b) parillinen luku

c) enintdéan 5?

173.

Korttipakasta, jossa on 52 korttia, nostetaan yksi kortti. Milla todennakdisyydella kortti on
a) ruutu

b) assa

C) ruutu tai assa?

174.

Noppaa heitetaén kerran. Laske todennékoisyys, etta pisteluvuksi saadaan
a) kolme

b) muu kuin kolme?

175.

Luvuista 1-15 valitaan umpiméahkaan yksi luku. Milla todennékdisyydella valittu luku on
a) parillinen

b) jaollinen viidella

c) jaollinen kolmella?

176.
Thomas, Matias ja Joona halusivat tietda todennakoisyydet herneenpalkosta I0ytyvien herne
den méérille. Kukin heista avasi 30 palkoa seuraavin tuloksin:

Herneiden lukumaara 4 5 6 7 8
Thomas 0 10 3 11 6
Matias 3 5 9 8 5
Joona 2 6 12 9 1

a) Kirjoita jokaisen tutkimuksista erikseen saadut todennakdisyydet, ettd herneenpalkossa on
4,5, 6, 7 tai 8 hernetta.

b) Yhdista tutkimustulokset ja muodosta niista vastaavat todennakdisyydet.

¢) Kuinka monta hernetté yhdessa palossa todennéakdisimmin on?
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177.

Rahapussissa on yksi kahden euron kolikko, kaksi euron kolikkoa, nelja 50 sentin kolikkoa,
viisi 20 sentin kolikkoa ja kolme 5 sentin kolikkoa. Milla todennakodisyydella rahapussista
umpimahkaan valittu kolikko on

a) 50 senttia

b) pienempi kuin 50 senttia

c) kaksivarinen?

waattvat tehtavat

178.

Jos Leeville sydtetadn ottelussa jalkapallo, héan saa potkaistua palloa todennakdoisyydella 0,3
ja pukattua todennakoisyydella 0,1. Erdassa ottelussa Leeville tehddan 120 syo6ttda. Kuinka
monta kertaa

a) Leevi todennakoisesti kayttaa ottelussa paataan pallon pukkaamiseen?

b) Leeviltd menee pallo ohi?

179.
Milla todennakdisyydellda lausekkeeR(x) = 2x+larvosta tulee suurempi kuin 10, kun x

maaraytyy heittamalla kerran noppaa?

180.

Oletetaan, ettd Suomen itsendisyyspaiva (6.12.) on satunnaisesti eri viikonpdivina. Milla to-
dennakoisyydelld itsenaisyyspaiva, joulupaiva (25.12.) ja tapaninpaiva (26.12.) sadtuvat s
mana vuonna kaikki arkipéiviksi maanantaista perjantaihin? (yo kevéat 1977)
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14. Tilastollinen ja geometrinen todennakoisyys

Esimerkki 1.

Miten voidaan laskea syntyvan lapsen sukupuolen todenndkdisyys, kun tapahtuma ei ole
symmetrinen? Poikia nimittiin syntyy enemman kuin tyttja niin Suomessa kuin muuallakin
maailmassa.

Ratkaisu:

Suomen tilastollisen vuosikirjan (1998) mukaan vuosina 1990-1997 Suomessa syntyi 510 851
lasta, joista tyttoja oli 250 227. Tyttdjen osuus taman perusteella on

25@27
5151

~ 0,4889~ 49%

Voidaan olettaa, etté tyttjen osuus sailyy tulevaisuudessakin samana, joten

P(seuraava Suomessa syntyva lapsi on tyttd) = 49 %

Tilastollinen todenn&kaisyys liittyy tapahtumiin, joita voidaan selittéa joko tilastojen tai ko-
keellisten havaintojen avulla.

Kun toistojen lukumaara n on riittavan suuri ja f on tapahtuman A esiintymiskertoje
kumaara, niin tapahtuman A tilastollinen todennakdisyys on

P(A):%.

Geometrinen todennakdisyys lasketaan kuten klassinen todennakoisyys, mutta siind verrataan
toisiinsa geometrisia kuvioita, kuten janojen pituuksia, alueiden pinta-aloja ja kappaleiden
tilavuuksia.

Esimerkki 2.

Viola on sopinut tapaavansa Tomaksen kahvilassa klo: 15.00 ja klo: 16.00 valilla. Temas sa
puu paikalle klo: 15.40. Milla todenn&kdisyydella Viola ei joudu odottamaan?
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Ratkaisu:

Tunnissa on aaretdon maara ajanhetkig, joten niiden kaikkien luetteleminen ei ole mahdollista.
Perusjoukkoa ja alkeistapahtumia on tarkasteltava nyt geometrisesti.

Jos Viola saapun talla valilla,
hén el joudu odottamaan.
—_

1500 1510 1520 1530 1540 1550 1600
[ I I I

Tomas saapim patdcalle,

) . 20min 1
P(Viola ei joudu odottamaan)=—— ==~ 0,33
( J 60min 3

Vastaus: Todennékoisyys on 0,33.
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Tehtavia

181.
Heitetdan noppaa. Milla todennékdisyydella silmaluvuksi saadaan 6? Miten voit tarkistaa tu-
loksen tilastollisesti?

182.
Nastaa heitettiin 1000 kertaa ja naistéa 620 kertaa karki jai ylospéin. Laske taman perusteella
todenndkdisyys, etté nastaa heitettdessé kéarki jaa ylospain.

183.

Golfpallo lyédaan umpimahkaan kuvan mukaiselle kentéalle. Milla todennakoisyydella pallo
laskeutuu

a) viheridlle

b) hiekkaesteeseen

¢) muualle kuin viheridlle tai hiekkaesteeseen?

hiekkaeste

hiekkaeste

184.
65 metrid pitk& vesiputki on mennyt tukkoon. Mik& on todennakoisyys, etta tukos am ensi
maisen 5 metrin matkalla?

soveltavat telitévat

185.
Matematiikan kurssista annettiin 23 oppilaan luokassa oheisen taulukon mukaiset arvosanat.

arvosana |lukumaara
4 2
5 2
6 3
7 6
8 5
9 4
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[10 1 |

Milla todennékoisyydella luokasta umpimahkaan valittu oppilas sai arvosanaksi
a) hylatyn

b) paremman kuin seiskan

c) vahintdan kuutosen?

186.

Heitetddn noppaa 5 000 kertaa. Montako
a) kolmosta,

b) parillista pistelukua on odotettavissa?

187.

Eraalla aanestysalueella daanet jakautuivat kolmen puolueen kesken siten, ettd ensimmainen
puolue sai 890 aanta, toinen 1230 &anta ja kolmas 435 &anta. 560 aanioikeutettuagatti 4ane
tamatta. Mika on taman perusteella todennakdoisyys jattad aanestamatta seuraavissa vaaleissa?

188.

Noppaa heitettiin 1000 kertaa ja saatiin seuraavat tulokset: Ykkosia 175 kpl, kakkosia 154

kpl, kolmosia 151 kpl, nelosia 176 kpl, viitosia 166 kpl ja kuutosia 178 kpl.

a) Laske pistelukujen suhteelliset osuudet.

b) Jos noppaa heitettaisiin 1 000 000 kertaa, niin mit& lukuja pistelukujen suhteelliset osuu-
det lahestyvat?

189.
Rannekellon paristosta loppuu virta satunnaisena ajankohtana. Milla todennakdisyydella virta
loppuu péivalla klo: 12.0815.00?

190.
Sinun on arvattava sinulle tuntemattoman suomalaisen henkilon sukunimi. Oikeasta arvauk-
sesta sinulle makseias50 €. Miki nimi kannattaa sanoa?

191.
Tutkittaessa 800 leivénpaahtimen kestoik&a saatiin seuraava tulos.
kestoika [vuosi] lukumaara
alle 2 42
2-4 68
5-7 277
8-10 331
yli 11 82

Milla todennékoisyydella leivAnpaahdin kestaa
a) alle 5 vuotta

b) yli 8 vuotta

c) ainakin kaksi vuotta?

192.
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Maapallon pinta-alasta maata a48-10° km?ja vettd 3,62-10° km?. Milla todennékdisy-
dellda meteoriitti putoaa maahan?

193.
Metro lahtee asemalta kymmenen minuutin vélein. Milla todenn&koisyydella asemalle satun-
naisesti saapunut henkild joutuu odottamaan metron 1&ahtda enintdan 5 minuuttia?

vaattvat tehtavat

194.

Kioski ottaa kesaksi myyntiin irtojaateléa. Valikoimaksi halutaan vaniljaa, mansikkaaasukla

ta, lakritsia, kinuskipahkinaa ja mangomelonia. Viimevuonna vaniljaa osti joka viidesasukla

ta joka kolmas, mansikkaa joka neljas ja lakritsaa joka kuudes. Kinuskia ja mangomelonia ei
edellisena kesana ollut myynnissd, mutta naapurikaupungissa halusi ostaja jompaa kumpaa
todennakdisyydella 0,1. Kauppias tilaa aluksi 100 litraa jaateldd. Miten paljon kannattaa ottaa
mitakin? Jaatelot myydaan viiden litran paketeissa.

195.
Onnenpyorassa on nelja voittosektoria, joiden kunkin keskuskulma on 15°. Milla todennakd
syydella henkil6 voittaa yhdella pyoraytyksella?

196.

Bussi pysahtyy pysakille 20 yli ja 20 vaille tasatunnin. Pysahdys kestda 5 minuuttia. Marko,
joka ei tieda bussiaikatauluja, saapuu pysékille. Milla todennékoisyydella

a) hanen ei tarvitse odottaa lainkaan bussia

b) han joutuu odottamaan enemman kuin 20 minuuttia

¢) hén joutuu odottamaan vahemman kuin 10 minuuttia?

197.

Kivi heitetddn umpimahkaan ympyraan. Milla todennakdisyydella se osuu lahemmalsi ymp
ran keskipistetta kuin kehaa? (yo kevat 1998)
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15. Malleja alkeistapausten muodostamiseksi

Todennéakoisyyksia laskettaessa on selvitettava suotuisten ja kaikkien alkeistapausten luku-
maara. Jos alkeistapauksia on paljon, on niiden luetteleminen tyolasta. Alkeistapausten luku-
maaran selvittdmiseksi onkin kehitetty erilaisia menetelmia.

Esimerkki 1.

Miisalla on lomamatkalla mukana kolm %\
paitaa, kahdet housut ja kaksi pariaake

kia. Lasketaan, montako asukokone ' T '
suutta han voi niista muodostaa. / \ /\

Tilannetta voidaan havainnollistaa put

diagrammin avulla. Yksi reitti latvaste n n n
juureen kuvaa yhta alkeistapaustau-

diagrammista nahdaan, ettd erilais /\ /\ /\ \ /\
asukokonaisuuksia on yhteensa 12 kpl. 96 95 60 c0 e o b6 BeeR ce

Sama tulos saadaan myds kertolaskulla:

housujen lkem
|
3-2-2=12
|

o kenkaparien lom
pattojen lan

Kysytty asukokonaisuuksien lukumé&ara saatiin siis kertomalla kesken&én eri vaiheissa olevien
vaihtoehtojen lukumaarat. Periaatetta sanotaan tuloperiaatteeksi.

Esimerkki 2. 11vin 1. he-nL;il-':in valinta
- >
Lasketaan, monellako eri tavalla kolm [E]

henkiléa A, B ja C voivat asettua riviin.

/ \ rivin 2},1111\11 i valinta

- I L ) Yoo o Q

Rivin ensimmainen henkilé voidaarav {E

lita kolmella eri tavalla, toinen henkil¢

kahdella eri tavalla ja kolmas henkils ‘

yhdella tavalla. Joten henkil6t voiva |1‘ivi_n:l_ 1191]1\-1'1.-;;11L¢.]jm¢.|

asettua riviin3 2-1=6 eri tavalla. O .
(E]

—8o
—$o
o
g0 —=50



Esimerkki 3.

Heitetaén kahta noppaa. Milla todennakdisyydella
a) kummassakin nopassa on pistelukuna vahintaéan 4
b) pistelukujen summa on enintdan 5?

Ratkaisu:

Kaytetdan ruudukkoa tilanteen havainnollistamiseen. Ruudut kuvaavat alkeistapauksia ja niita
on kaikkiaan 36 kpl.

a) Suotuisia pareja on 9 kpl (ruudukossa punaisella), joten
2. noppa

&

P(kummassakin nopassa vahintaan %—: % =0,25.

b) Suotuisia pareja on nyt 10 kpl (ruudukossa siniselld), jot

. . s 105 12347556
P(pistelukujen summa enintéaan %_ 6~ 0,28. 1. noppa

87



Tehtavia

198.
Kadun varrella on kymmenen autopaikkaa. Monellako tavalla kymmenen autoa voydaan p
sakoida kyseisille paikoille?

199.
Liisa ottaa matkalle mukaan hameen, housut ja kolme paitaa. Kuinka monta erilaista asuko-
konaisuutta niisté voi muodostaa?

200.

RUOKALISTA
P&aruokia: Perunat: Lisukkeet:
lihapullat muusi hoyrytetyt kasvikset
paistettu lohi lohkoperunat salaatti
pihvi uuniperuna

Montako erilaista ruokakokonaisuutta voidaan ruokalistan perusteella muodostaa? kaikki o
tavat ainakin paaruuan ja perunat.

201.

Milla todennékoisyydella kahta noppaa heitettdessa
a) ainakin toinen on kuutonen

b) molemmilla saadaan sama pisteluku?

soveltavat tehtévat

202.

Noppaa heitetaan kaksi kertaa. Milla todennakdisyydella
a) pistelukujen summa on 7

b) pistelukujen summa on ainakin 4

c) saadaan kaksi viitosta?

203.

7 henkil6a nousee pysakilta bussiin.

a) Monessako eri jarjestyksessa he voivat menna bussiin?

b) Milla todennakdisyydella henkildt nousevat bussiin pituusjarjestyksessa (lyhin ensin)?

204.
Kolme henkiléa menee satunnaisesti jonoon. Milla todennékoisyydella he osuvat pitausjarje
tykseen?

205.
Tietotekniikassa yksi tavu muodostuu kahdeksasta bitistd, jotka saavat arvoja O ja 1. Montako
erlaista tavua on olemassa?

206.

Internetin IP-osoitteet muodostuvat neljasta eri tavusta. Kuinka monta erilaista IP-osoitetta on
olemassa, kun osoitteet, jotka sisaltéavat joko pelkkia ykkosia tai pelkkia nollia on kielletty?
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207.

Sanna aterioi meksikolaisessa ravintolassa. Ruokalistalla on 5 erilaista alkupalaa, 11 erilaista

paaruokaa ja 3 erilaista jalkiruokaa. Ateriaan kuuluu yksi laji kutakin.

a) Montako erilaista ateriakokonaisuutta Sannalla on valittavanaan?

b) Milla todennakoisyydella viereisessa pdydassa istuva henkild valitsee juuri samanlaisen
ateriakokonaisuuden kuin Sanna?

208.

8C-luokkaan tulee kolme uutta oppilasta. Matematiikan opettaja Mékinen laskee nopeasti, etté
heidat voidaan sijoittaa vapaina oleviin paikkoihin 120 eri tavalla. Montako tyhjaa paikkaa

a) luokassa on ennen uusien oppilaiden tuloa

b) luokkaan jaa, kun uudet oppilaat sijoitetaan paikoilleen?

200.

Kuinka monella eri tavalla henkil6t voivat asettua pyorean pdydan ympérille, jos heita on
a) 3

b) 4

c) 5

d) 107

vaattvat tehtavat

210.
Sahlyturnaukseen osallistuu 6 joukkuetta. Jokainen joukkue pelaa kerran jokaista joukkuetta
vastaan. Montako ottelua pelataan?

211
12 lasta ryhtyvat pelaamaan lentopalloa ja joukkueet arvotaan. Milla todennéakdisyydella La
se ja Maisa ovat samassa joukkueessa?

212.
Tanssiaisiin saapui yhtd monta miesta ja naista. Jokainen nainen tanssi kerran jol&isen mi
hen kanssa. Moniko osallistui tanssiaisiin, kun tanssilattialla pyori kaikkiaan 64 eri tassiparia?

213.
Mika on kahden nopan heitossa todennakdisin pistesumma? (yo syksy 1999)

214.

a) Kahta virheetdnté noppaa heitetddn kerran. Mika on todennakdisyys, etta pistesumma on
suurempi kuin kahdeksan?

b) Kahta virheetonta noppaa heitetddn kahdesti. Mikd on todennakdisyys, ettd kummallakin
kerralla pistesumma on suurempi kuin kahdeksan? (yo kevat 2004)

215.
Kutsuilla on 10 avioparia. Jokainen lasnéolija kattelee jokaista muuta paitsi aviopuolisoaan.
Kuinka monta kattelya suoritetaan? (yo kevat 1998)

216.

Kun eréalla luokalla jokainen oppilas antoi valokuvansa jokaiselle luokkatoverilleen, vaihtoi
1 122 valokuvaa omistajaa. Kuinka monta oppilasta luokalla oli? (yo kevat 1992)
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Sattumia vaiko e?

Annu ja Verneri suunnittelivat haitdan ja olivat huolissaan, jos jonkun héavieraan matkapuh
lin sattuu soimaan vihkimisen aikana pilaten tunnelman. He tiesivat, etté todennakoisyys, ettei
henkild osaa laittaa matkapuhelintaan aanettémalle on 1/100. Niinpa Annu ja Verneri-suunni
telivat ottavansa vihkimistilaisuuteen mukaan oman matkapuhelimensa, jossa on uusi liittyma
ja jonka numeroa ei ole viela kukaan tieda ja jattavansa puhelimen danet paalle. He laskivat,
etté talldin todennakoisyys, etta kahdella henkildlla olisi puhelimessa aanet paalla, on vain
1/10000.

Kyseessa on yleinen todennékoisyyttd koskeva erehdys. Jos kahdella toisistaan riippumatto-
malla tapauksella on kummallakin todennakaoisyys 1/100, niin niiden yhtaaikaisen tateutum

sen todenné&koisyys kyllakin on 1/100/100 = 1/10000. Tassa tapauksessa todennakdisyy
laskennan kertosaantda ei kuitenkaan voi kayttaa, silla toinen (haéparin oma) matkapuhelin ei
enaa ole satunnaistapaus, vaan varma tapaus. Tiedetaan, ettd matkapuhelin on varmasti paalla
ja tata puhelinta koskeva todennakdisyys on siten yksi. Annu ja Verneri eivat siis voi itse
muuttaa sité todennakoisyytta, ettd yksi sadasta jattdd puhelimeensa aéanet paalle. Tiedennakd
syys, etta kahdella haavieraalla on matkapuhelimessa aanet paalla, on tuo ykshé&s@ame
tuhannesta.

Vastaava ongelma tulee esille amerikkalaisessa Let’s Make a Deal -televisiovisailussa, jonka
ensilahetys oli vuonna 1963. Ongelma on nimetty Monty Hall -ongelmaksi ohjelmaa-juont
jan nimen mukaan. Visailussa kilpailijan on valittava yksi kolmesta ovesta, joista yhden tak
na on auto ja kahden takana vuohi. Kun kilpailija on valinnut yhden oven, juontaja paljastaa
vuohen toisesta jaljella olevasta ovesta. Taman jalkeen kilpailijalla on mahdollisuus vaihtaa
valitsemansa ovi jaljella olevaan oveen. Kannattaako kilpailijan vaihtaa ovea?

Kun kilpailija valitsee yhden oven, on hanella 1/3 todennakdisyys voittaa auto. Todennakd
syys, etté auto jaa juontajalle, on siten 2/3. Kun juontaja avaa toisen ovistaan, poistaa hén t
man oven kokonaan todennakdisyyslaskennan piirista. Kilpalilija tietda, ettei auto ole kyseisen
oven takana ja todennékoisyyden satunnaisuusvaatimus kumoutuu. Todennékoisyydet jaettiin
silla hetkelld, kun ensimmainen ovi valittiin. Loppu on juontajan silmankaantétemppua. Ede
leen todenndkoisyys, etté auto on juontajalla, on 2/3 ja koska hénella on enda yksi avaamaton
ovi, on tdmi koko todenndkdisyys “siirtynyt” juontajan avaamattoman oven taakse. Eli kan-

nattaa vaihtaa, koska kilpailjan oman oven takana voitto on todennéakdisyydella 1/3.
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16. Riippumattomien tapahtumien kertos&anto*

Kertolasku ja yhteenlasku ovat todennakdisyyslaskennan peruslaskutoimituksia. Kertolaskun
avulla lasketaan todennékoisyys usean tapahtuman samanaikaiselle esiintymiselle.s¢hteenla
kun avulla puolestaan tarkastellaan saman satunnaisilmion erilaisia tapahtumismahdollisuuk-
sia.

Riippumattomien tapahtumien kertosaanto

Jos tapahtumat A ja B eivat mitenk@an vaikuta toisiinsa eli ne ovat toisistaan ritpf
tomia, m todennikdisyys, ettd ”A ja B tapahtuvat”

P(AjaB)=P(A)-P(B)

Esimerkiksi nopanheitossa saadut silméluvut ovat riippumattomia toisistaan. Noppa ei “muis-
ta” minké tuloksen antoi viimeksi ja jitd antamatta samaa pistelukua.
Esimerkki 1.

Heitetdén noppaa nelja kertaa. Lasketaan, milla todennéakodisyydella saadaan joka kerralla s
ma pisteluku.

enstmméainen sitmaluku saa olla mika tahansa

-=Lk0,0046
6 6 6 216

leolmen muun stmaluvun on oltava samoja kuin enstmméisen

Esimerkki 2.

Ihmiset voidaan jakaa ryhmiin veren perusteella sen mukaan, mihin veriryhmé&an (A, B, AB ja
0) tai mihin Rhesus-luokkaan (Rh + tai Rh -) he kuuluvat. Jokainen ihminen kuuluu yhteen
veriryhméaan ja yhteen Rhesus-luokkaan. Suomalaiset ovat jakautuneet eri veriryhmiin ja Rh-
luokkiin seuraavasti:

veriryhmé osuus vaestosta [%0] Rh-luokka | osuus vaestosta [%0]
A 45
B 17 Rh + 84
AB 8
o) 30 Rh - 16
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Veriryhmé ja Rhesus-luokka ovat toisistaan riippumattomia eli veriryhmén perusteella ei voi
paatellda kumpaan Rhesus-luokkaan henkild kuuluu.

Mika on todennakoisyys, etta satunnaisesti valitun suomalaisen

a) veriryhméa on O?

b) veriryhma on AB ja Rhesus-luokka on negatiivinen eli henkilén kuuluu ryhmiin AB ja
Rh?

Ratkaisu:

a) P(verityhméonO)=0,3=30%

b) P(ABjaRh-)=P(AB)-P(Rh-)= 008016~ 0013= 13%
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Tehtavia

217.
Noppaa heitetaan viisi kertaa, milla todennékoisyydella joka kerta saadaan pisteluvuksi 6?

218.
Kolikkoa heitetaan 10 kertaa. Milla todennékéisyydella joka kerta saadaan tulokseksi klaava?

219.
Korttipakasta nostetaan yksi kortti ja se laitetaan takaisin korttipakkaan. Milla todennako
syydella saadaan tdsmaélleen sama kortti uudestaan?

220.

Laatikossa on nelja oranssia ja 3 violettia palloa. Laatikosta nostetaan kaksi palloa niin, etta
ennen toisen pallon nostamista ensimmainen pallo palautetaan laatikkoon. Milla todennakd
syydella molemmat pallot ovat

a) oransseja

b) violetteja?

221.
Kolikkoa heitetaan 8 kertaa. Milla todennakdisyydella joka kerta saadaan tulokseksi klaava?

soveltavat tehtavat

222.
Persiljan siemenen itdmistodennakdisyys on 98 %. Milla todennékdisyydelld 50 kylvetysta
siemenesta kaikki itavat?

223.
Heitetdén kerran noppaa ja kolikkoa. Milla todennékdisyydellda saadaan nelonen ja klaava?

224.

Suomen asukasluku on noin 5 200 000.

a) Monenko suomalaisen veriryhméa on AB?

b) Milla todennakoisyydella suomalaisen veriryhmé on A ja Rhesus-luokka Rh +?

225.
Heitetdéan kahta noppaa. Milla todennakdisyydella saadaan kaksi kuutosta?

226.
Heitetdan noppaa viisi kertaa. Milla todennakoisyydella saadaan joka kerralla sama pisteluku?

227.

Luokan oppilaista puolet oli tyttdja ja neljisosa vihredsilmaisia. Kuinka suuri osuus luokan
oppilaista oli vihreasilmaisia poikia, kun tiedetaan, ettd sukupuoli ja silmienvari ovat riippu-
mattomia ominaisuuksia?

228.

Kolikkoa on heitetty 10 kertaa ja tulokseksi on joka kerralla saatu klaava. Milla todénnéko
syydella seuraavakin heitto on klaava?
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229.
Noppaa on heitetty jo nelja kertaa ja joka kerralla on pisteluvuksi saatu kolmonen. Milla to-
dennékoisyydella viidennellakin heitolla saadaan pisteluvuksi kolmonen?

230.

Osallistut kilpailuun, jossa voit voittaa 100 €. Seteli on piilotettu yhden laatikon sisdlle viides-

ta. Jos valitset oikean laatikon, ovat rahat sinun. Kun olet laatikon valinnut, juontaja osoittaa
yhden jaljella olevista laatikoista tyhjéksi. Sinulla on mahdollisuus viela vaihtaa valintaasi.
Kannattako ja miksi?

waattvat tehtavat

231.
Suomessa syntyvista lapsista 51,3 % on poikia. Kuinka suurella todennakdisyydella seitsen-
lapsisen Jukolan perheen kaikki lapset ovat poikia? (yo kevat 1993)

232.

Tietokonepelissa heitetdan virheellistd noppaa, jossa nopan silméalukujen todennékoisyydet
ovat suoraan verrannollisia silmalukuihin. Mitka ovat eri silmalukujen todennakdisyydet?
Mika on todennékoisyys saada kahdella heitolla kaksi kuutosta? (yo syksy 2001)
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17. Yleinen kertosaanto*

Oikean lottorivin todennakodisyys saadaan lasketuksi kertolaskun avulla. Lottonumerot ovat
kuitenkin toisistaan riippuvia tapahtumia. Laskussa on huomioitava, ettd samoja numeroita ei
voida valita uudestaan ja siten seuraavaa numeroa valittaessa ei mahdollisia nuneeroita ol
kaan en&a yhta paljon kuin edellisesséa vaiheessa.

Yleinen kertosaanto

Jos tapahtumat A ja B ovat riippuvia, on kertosaantd muotoa

P(ensim jasittenB) = P(A)- P(B,kun A on tapahtuut)

Tapahtuman B todennakdisyytta laskettaessa otetaan siis huomioon, ettd tapahtuma A on jo
sattunut.

Esimerkki 1.

Kulhossa on 4 punaista ja 2 sinista kuulaa. Kulhosta nostetaan perakkéin kaksi kuulaa. Tutk
taan, mitka ovat eri mahdollisuudet ja milla todennékoisyyksilla ne tapahtuvat.

Kulhozza on jalella endd 5 palloa
Koska ensimmiizelld nostolla saatin
punainen pallo, on punaisia palloja
jakells 3.

P(sininen punainej =

P(sininen sininer) =

2
6

Puudiagrammi siséltda kaikki eri mahdollisuudet. Lasketaan vield tarkistukseksi kaikkien
mahdollisuuksien todennékoéisyyksien summa

2(344115

5 15 15 15 15
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Esimerkki 2.
Lasketaan, milla todennakdisyydella lotossa saadaan yhdella rivilla 7 oikein.

7.6 543 2 1_ 1 0000000065 65 10°

Oletetaan, ettéa yhden rivin tayttdmiseen menee 10 sekuntia ja ettd muistamme aietamin tay
tamamme rivit. Talléin kaikkien mahdollisten lottorivien tekemiseen kuluu aikaa 153 809 370
sekuntia eli noin 5 vuotta.
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Tehtavia

233.
Jaakiekkopeli menee rangaistuslaukaisukilpailuksi. Ovatko maalinsaantiyritykset ritppuma
tomia vai riippuvia tapahtumia?

234.
Korttipakasta nostetaan kaksi korttia. Milla todennakdisyydella molemmat ovat assia?

235.

Karkkipussissa on 12 mustaa ja 8 punaista karkkia. Pussista otetaan kaksi karkkia. Milla to-
dennakoisyydella ne molemmat ovat

a) mustia

b) punaisia?

236.

Laatikossa on 3 keltaista ja 4 punaista kuutiota. Ovatko tapahtumat riippumattomia vai riip-
puvia? Laatikosta nostetaan kaksi kuutiota, niin ettd ennen toisen kuution nostamista

a) ensimmainen kuutio palautetaan takaisin laatikkoon

b) ensimmaéisté kuutiota ei palauteta laatikkoon.

237.
Korttipakassa nostetaan umpiméahkaan nelja korttia. Milla todennakoisyydella kaikki saadut
kortit ovat mustia?

238.

Kokouksessa on 3 naista ja 5 miestd. Heidan joukostaan arvotaan puheenjohtaja ja sihteeri.
Milla todennakdisyydella molemmat heista ovat

a) naisia

b) miehia?

239.

Laatikossa on nelja oranssia ja 3 violettia palloa. Laatikosta nostetaan yhta aikaa kaksi palloa.
Milla todennékoisyydella

a) molemmat pallot ovat oransseja

b) molemmat pallot ovat violetteja.

240.
Korissa on kahdeksan kissanpentua, joista 4 on naaraita ja 4 urosta. Pennuista otétaan ump
mahkaan nelja. Milla todennakoisyydella ne kaikki ovat uroksia?

241.
Luokassa on 15 poikaa ja 12 tyttdd. Luokasta valitaan arpomalla kaksi oppilasta. Milla toden-
nékoisyydella molemmat ovat poikia?

soveltavat tehtavat

242.
Korttipakasta nostetaan viisi korttia. Milla todenné&kdisyydella ne ovat kaikki kuninkaita?
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243
Korissa on yhdekséan koiranpentua, joista 4 on naaraita ja 5 urosta. Pennuista otetaan ump
mahkaan viisi. Milla todennakdisyydella ne kaikki ovat uroksia?

244,
Milla todennékoisyydella lotossa saadaan yhdell rivilla 7 oikein?

245.

Diskettirasiassa on kymmenen diskettid ja niistd kolme on viallisia. Henkild ottaa rasiasta
kaksi diskettia. Laske milla todennakdisyydella molemmat disketit ovat

a) viallisia

b) toimivia?

246.

Kirpputorilla on myynnissa 10 ehjaa ja 2 rikkindista radiota. Niistd ostetaan umpimahkaan
kaksi. Milla todennakoisyydella molemmat ovat

a) rikki

b) ehjia?

247.
Heitetaan kolmea noppaa. Milla todennakdisyydella kaikissa on eri pisteluvut?

248.

Veikkauskuponki taytetdan umpimahkaan. Milla todennakoisyydellda saadaan
a) 13 oikein

b) ei yhtaan oikein?

vaattvat tehtavat

249,
Voiko yleista kertosaantdé kuvata Venn-diagrammin avulla?

250.

Laatikossa on viisi korttia, joista kolmessa on kirjain M ja kahdessa kirjain A. Kortitipoim
taan poydalle umpimahkaisessa jarjestyksessa. Mika on todennakoisyys sille, etté syntyy sana
MAMMA? (yo syksy 86)

251.

Sienikurssilla opetettiin tunnistamaan 78 erilaista sientd, joista kurssilainen oppi kuitenkin
vain 49. Kuinka suurella todennékdisyydelléa han tunnisti oikein hénelle satunnaisesti esitetyt
kuusi erilaista kurssilla opetettua sienta? (yo syksy 1996)

252.

Cub-kilpailu jarjestetaan siten, ettd osallistujat arvotaan kullakin kierroksella pareiksi. Kukin
pari ottelee keskendan, ja voittaja jatkaa seuraavalle kierrokselle, jolla taas arvotaan jéljella
olevat osallistujat pareiksi. Nain jatketaan, kunnes jaljella on enda kaksi osallistujaat-jotka o
televat loppuottelun. Kilpailuun on ilmoittautunut 32 osallistujaa. Milla todennakdisyydella
loppuottelussa on kaksi parasta osallistujaa? (yo syksy 1998)
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18. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto*

Toinen todennakdisyyslaskennan peruslaskutoimituksista on yhteenlasku. Yhteenlaskun avu

la tarkastellaan saman satunnaisilmion erilaisia tapahtumismahdollisuuksia. Téllainén on es

merkiksi tilanne, jossa kysytdan todennakoisyyttd saada nopanheitossa silméaluvuksi viisi tai
kuusi. Samanaikaisesti ei voida saada molempia, mutta naista kelpaa tulokseksi kumpikin.
Yhteenlaskun avulla lasketaan todennakdisyys sille, ettd kahdesta samanaikaisesti esiintyma
tomasté tapauksesta jompikumpi esiintyy. Tapahtumia “’saadaan viitonen” ja ”saadaan kuuto-

nen” kutsutaan erillisiksi tapahtumiksi.

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto

Jos A ja B ovat erillisia tapahtumia eli niill& ei ole yhteisia alkeistapauksia, niin téd
koisyys, etta A tai B tapahtuu on

P(A taiB) = P(A) + P(B)

Esimerkki 1.

Lasketaan todennakoisyys, ettd yhdella nopalla heitettdessa saadaan silméluvuksi viitonen tai
kuutonen.

P(viitonentai kuutonen) = P(viitoner) + P(kuutoner) = = +

ol

221
6 3

ol

Esimerkki 2.

Nostetaan korttipakasta yksi kortti. Lasketaan, milla todennékdisyydelléa kortti on ruutu tai
hertta.

P(ruutu tai hertta)= P(ruutu)+ P(hertta)= 13 + 13 = 26 = L
52 52 52 2

Kertolasku- ja yhteenlaskusééntdjen soveltamisessa on syyté olla tarkkana. Laskusééantdjen
kayton hahmottaminen helpottuu, kun tilanne kirjoitetaan yksityiskohtaisesti paperille.
Jasanan kohdalla on kyseessa kertola3laiksanan kohdalla on kyseessa yhteenlasku.

Esimerkki 3.
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Kulhosta, jossa on 13 punaista palloa ja 15 sinisté palloa, nostetaan perakkain kaksi palloa.
Milla todennakdisyydella pallot ovat erivariset?

Ratkaisu:

Tilanne toteutuu kun ensimmaéinen pallo on punaiadninen sininertai ensimmainen pallo
on sininena toinen punainen.

ja tal k! )
Plerivanset pallot) = P(punamen) . Psimnern) +P(sinjnen)'I -P{punainer)
LB I5 T3 65 o
28 27 28 27 126

Esimerkki 4.

Monivalintakokeessa on jokaiselle vastaukselle annettu 3 vastausvaihtoehtoa, joista yksi on
oikea. Mika on todennakoisyys, etta oppilas, joka vastaa kokeeseen arvaamalla, saa kolmesta
tehtévéasta oikein vain yhden?

Ratkaisu:

Yksi oikea vastaus saadaan, jos ensimmainen tehtédva on @ikigimen vaarinja kolmas
vaarin. Oikea vastaus voi osua ensimmaiseetoiseenta kolmanteen tehtéavaan.

~ 044

P(saadaayksioikeavastaus)-

wIiN
+
wIiN
wIiN
Ol

Wik
winN
winN
winN
(SRR
Wl
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Tehtavia

253.
Perheessa on kaksi tyttoa. Milla todennékoisyydella perheeseen seuraavana syntyvéa lapsi on
tytto tai poika?

254.
Keksi kolme esimerkkia erillisisté tapahtumista.

255.
Heitetaan kolikkoa. Milla todennékoisyydella saadaan kruuna tai klaava?

256.
Milla todennakdisyydella satunnaisesti valittu henkild on syntynyt maanantaina, tiistaina tai
keskiviikkona?

257.
Luokan oppilaista 5 % sai maantiedon kokeesta arvosanan 10 ja 17 % arvosanan 8- Milla t
dennakdisyydelld luokasta umpiméahkaan valittu oppilas sai arvosanaksi 9 tai 10?

258.
Korttipakasta nostetaan yksi kortti. Milla todennékdéisyydella kortti on pata tai risti?

259.
Eréaan koulun oppilaista 15-vuotiaita on 30 % ja 14-vuotiaita on 40 %. Kuinka suuri gsa opi
kelijoista on 14- tai 15-vuotiaita?

260.
Heitetdén kerran noppaa. Milla todennakdisyydella pisteluvuksi tulee 1 tai 2?

261.
Heitetaan kerran noppaa. Milla todennékoisyydella tulos on pariton?

262.
Luokan oppilaista 70 % on sinisilméaisia ja 10 % vihreasilmaisia. Milla todennakoisyydella
luokasta umpimahkéaén valitulla oppilaalla on siniset tai vihreat silméat?

soveltavat tehtévat

263.

Korttipakasta otetaan yksi kortti. Milla todennakdisyydella se on
a) jatka, kuningatar tai kuningas

b) musta kuningas tai punainen kuningatar?

264.

Laatikossa on sukkapareja seuraavasti: kolmet siniset, kuudet mustat, kahdet vihreat ja neljat
harmaat. Otat niistd umpiméahkaéan jotkut. Milla todennakoisyydella saat

a) mustat tai harmaat

b) siniset tai vihreat

¢) jotkut muut kuin mustat?



265.
Milla todennakdisyydella luvuista 2119 umpimahkaan valittu luku on jaollinen kahdella tai
viidella?

266.
Noppaa heitetaan nelja kertaa. Laske todennakdisyys sille, ettd saadaan tasmalleen yksi kak-
konen.

267.
Luokassa on 17 poikaa ja 21 tytt6a. Jarjestajia on aina kaksi kerrallaan ja ne valitaaarpoma
la. Milla todennakoisyydella ensimmaisista jarjestajista ainakin toinen on tytto?

268.

Jos viisi lamppua kytketaan sarjaan, ei mikaan lamppu pala yhden lampun rikkoontuessa. Jos
viisi lamppua kytketéaén puolestaan rinnakkain, ei yhden lampun rikkoontuminen esta muita
lamppuja palamasta. Lamput palavat todennakoisyydellda 0,93 ja ei pala todennakdisyydella
0,07. Mik& on todennakoisyys, etta

a) sarjaan kytketyt lamput palavat (piirra myos kytkentékaavio)

b) rinnakkain kytketyisté lampuista ainakin yksi palaa (piirrd myos kytkentakaavio)?

269.

Viivin tydmatkalla on kahdet liikennevalot. Kokemus on osoittanut, etté Viivin saapuessa
paikalle ensimmaisissa valoissa palaa punainen kolmena arkiaamuna ja seuraavissa kahtena
arkiaamuna. Mik& on todennakaisyys, etté Viivi joutuu pysahtyméaan

a) ainakin toisissa valoissa

b) molemmissa valoissa?

270.
Mit& mediaanilla tarkoitetaan todennakoisyysjakaumassa?

vaativat telitivat

271

Prinsessalla on kahdessa astiassa helmid. Toisessa on 50 aitoa helmea ja toisessa 50 muov
helmea. Kuningas on maarannyt, ettad jokainen vieras saa Prinsessalta helmen. Vieras joutuu
ensiksi valitsemaan kummasta astiasta hén aikoo helmen ottaa. Miten Prinsessan kannattaa
sekoittaa helmet, jotta vieras ottaisi todennékdisimmin muovihelmen?

272.
Suomalaisten veriryhmajakauma on seuraava: A 44 %, B 17 %, AB 8 % ja O 31 %. Milla to-
dennékdisyydelld puolisot kuuluvat samaan veriryhmaan? (yo syksy 1993)

273.

Sanan YLIOPPILAS kymmenesta kirjaimesta otetaan umpimahkaan kolme. Milla éedenn
koisyydella

a) ensiksi otettu kirjain on vokaali

b) otetuista kirjaimista vain yksi on vokaali

c) otetuista kolmesta kirjaimesta voidaan muodostaa sana ILO? (yo kevéat 2001)
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274,

Koulusta myohéastynyt oppilas my6dhastyy seuraavanakin koulupéivana 30 prosentiritodenn
koisyydellda. Jos oppilas on tullut ajoissa kouluun, han myohastyy seuraavana koulupaivana
10 prosentin todennékdisyydelld. Kuinka suuri on todennakgisyys, etté oppilas tulee kesk

viikkona ajoissa kouluun, jos han saman viikon maanantaina myohastyi koulusta? (yo kevét
1992)
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19. Vastatapahtuma*

Jos kaikkien suotuisien alkeistapauksien lapikdyminen on tydlastd, voi lasku helpottua huo-
mattavasti hyddyntamalla vastatapahtumaa. Vastatapahtumalla tarkoitetaan epaonnistumista.
Jos arpajaisissa voittaa 5 % todennakdisyydelld, niin arvan, jossa ei ole voittoa, nostaa 95 %
todennakaisyydella.

Tapahtuman A vastatapahturr A todennakdisyys on

P(A)=1-P(A)

Esimerkki 1.

Laitteessa voi esiintyéa kaksi toisistaan rijppumatonta vikaa A ja B, joiden esiintymisiedenn
koisyydet ovat 0,2 ja 0,4. Lasketaan todennakoisyys

a) P(laitteessa esiintyy molemmat viat) = P(A ja B),2-0,4=0,08
b) P(laitteessa ei esiinny kumpikaan vioistalP@ ja B) = (1-0,2)- (1-0,4)= 0,48

Vastaus: Molemmat viat esiintyvat 8 %:n todennakdisyydella ja 48 %:n todennakdisyydella
laitteessa ei ole kumpaakaan vikaa.
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Tehtavia

275.
Onni voittaa arpajaisissa todennékdisyydella 0,6. Milla todennakdisyydelld han ei voita?

276.
Tulli tarkistaa 4 % matkustajista. Kuinka suurella todennakdisyydella matkustaja valtiyy tull
tarkastukselta?

2717.
Tikanheitt&ja osuu kymppiin todennakoisyydella 0,08. Milla todennékdisyydella hanrsaa ko
keintaan yhdeksikdon?

278.
Nannan koulumatkalla on yhdet liikennevalot. Todennakdisyys, ettd valot ovat punaiset, on
0,34. Milla todennakoisyydella Nannan ei tarvitse pysahtya risteykseen?

279.

Vilma voi menna aamuisin téihin linja-autolla, junalla tai omalla autolla. Todennakoisyydella
0,5 hadn menne linja-autolla ja junalla todenndkdisyydellda 0,3. Milld todennékoisyydella Vi
ma

a) ei mene junalla téihin

b) menee t6ihin omalla autolla?

280.
Tiira osuu tikanheitossa kymppiin todennakdisyydellda 0,35. Milla todennakoisyydella han
osuu korkeintaan yhdeksikkdon?

281.

Jenna pukeutuu farkkuihin todennékdoisyydella 0,55 ja puuvillahousuihin todennékéisyydella
0,32. Muulloin han kayttda hametta. Arvioi monenako paivana vuodessa Jennalla on hame
paalla?

282.

Samin koulumatkalla on kolmet toisistaan riippumattomat likennevalot. Ne nayttavat vihreaa
todennakdisyyksilla 0,3, 0,2 ja 0,5. Milla todennékoisyydella Samin ei koulumatkallaan ta
vitse pysahtya kertaakaan liikennevaloihin?

283.
Tehtaan tuotteista 1 % on viallisia. Tuotteista valitaan umpiméahkaan viisi. Milla todénnakd
syydella kaikki ovat ehjia?

284.
Oppilaat tutkivat avainnippujaan ja saivat seuraavat todennékdisyydet sille, montako avainta
heidan nipuissaan todennakdisesti on.

avainten lukumaara 1 2 3 4 >4

todennakdisyys 0,41 | 0,27 0,08 | 0,03

a) Milla todennakoisyydella nipussa on kolme avainta?
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b) Milla todennakdisyydella siind on enintdan kolme avainta?
¢) Jos koulun pihalta 16ytyy kymmenet avaimet, monessako niistd on todennékoisesti kaksi
avainta?

285.

Laitteessa voi olla kaksi toisistaan riippumatonta vikaa A ja B, joiden esiintymistodénnako
syydet ovat 0,4 ja 0,5. Milla todennakdisyydella laitteessa esiintyy

a) molemmat viat

b) ei kumpaakaan vioista?

286.
Basilikan siemen itdd todennakoisyydella 0,96. Milla todennakdisyydella kylvetyist@-20 si
menesta ei yksikaan ida?

287.

Eemeli saa vapaaheitossa korin 80 % ja Samuli 70 % todennakdisyydella. Kumpikin heittaa
yhden vapaaheiton. Milla todennakdisyydella

a) molemmat saavat korin

b) kumpikaan ei saa koria?

288.

Koripalloilija saa vapaaheitosta korin todennakdisyydella 0,8. Milla todennékdisyydélla ko
mesta heitosta menee koriin

a) kaikki

b) kaksi

c) ainakin kaksi?

289.
Pojat pelaavat pistekilpailua koripallolla. Leevi voittaa, jos hén saa viidesta heitostaledes ka
si koriin. Korin han tekee todennékoisyydella 0,7. Milla todennakoisyydella Leevi voittaa?

290.

Nelja keilaajaa saa kaadon 30 %, 50 %, 60 % ja 80 % todennakoisyyksilla. Jokainen keilaa
kerran. Milla todennékoisyydelld saadaan

a) nelja kaatoa

b) ainakin yksi kaato?

291

Tuotteessa voi olla kaksi toisistaan riippumatonta vikaa, joiden esiintymistodennakdisyydet
ovat 0,2 ja 0,3. Milla todennékoisyydella tuotteessa esiintyy

a) molemmat viat

b) ei kumpaakaan vioista?

292.
Milla todennékoisyydella kolmella nopalla heitettdessa saadaan ainakin yksi kuutonen?

293.

Korttipakassa on 52, korttia, joista 4 on assié. Pelaaja ottaa umpimahkaan pakasta 4 Korttia.
Mika on todennakoisyys, etta

a) kaikki ovat assia,



b) mik&aan ei ole assa? (yo syksy 1992)
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20. Kertaustehtavia

Tilastomuuttujan tyypit ja frekvenssi

294.
Mita eroa on diskreetilla ja jatkuvalla muuttujalla?

295.

Mitka seuraavista ovat jatkuvia ja mitka diskreetteja muuttujia?
a) lampdtila

b) sukupuoli

c) puoluekanta

d) ika

Aineiston luokittelu

296.
Mit& tarkoitetaan tilastoaineiston luokittelulla ja mité hy6tyja ja haittoja siind on?

297.

Kannattaako seuraavien tilastojen havainnollistamisessa kayttaa tietojen luokittelua?
a) Oppilaiden koulumatkan pituudet.

b) Oppilaiden sisarusten maarat.

c) Oppilaiden serkkujen maarat.

Keskiarvon laskeminen

298.
Laske lukujen 4, 9, 3, 2 ja 10 keskiarvo.

299.
Kokeessa ensimmainen tehtava arvosteltiin asteikolla 0-6. Maarita tehtavasta saatujen piste
den keskiarvo.

pisteitd | frekvenssi

OO WIN|IFL|O
WIN(NO|O|A~|F-

300.
Tietotekniikkalehden toimitus testasi lasertulostimia ja muodosti niille arvosanan painottaen
joitain ominaisuuksia enemman kuin toisia. Laske tulostimille annetut loppuarvosanat.
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painoarvo | HP | Canon| Epson | Lexmark
[%]
kayttokustannukset 20 8 9 7 8
kayttoliittyma ja hallinta 20 9 8 8 8
grafiikkanopeus 15 9 9 7 7
grafiikan latu 15 9 8 8 7
tekstinopeus 15 8 8 9 9
tekstin laatu 15 8 7 8 7

(Lahde: Tietokone 2/2003)

Tyyppiarvon ja mediaanin maarittdminen

301.
Mika ero on moodilla ja mediaanilla?

302.
Milla keskiluvulla voi olla useampi kuin yksi arvo?

303.
Milloin mediaania voidaan ainoastaan kayttaa?

304.
Méaarita arvosanojen 4, 7, 9, 9, 8, 6, 6, 8, 8 moodi ja mediaani.

305.

Ammattikorkeakoulussa erdalla luokalla on 16 oppilasta, joiden keski-ikéd on 23 vuotta ja
vaihteluvalin pituus 5 vuotta. Voivatko seuraavat vaittamat olla totta vai ei?

a) Nuorin oppilaista on 19 vuotta.

b) Kaikki oppilaat ovat alle 24-vuotiaita.

¢) Vanhin oppilaista on 7 vuotta nuorinta vanhempi.

d) Kaikki ovat ialtéan 23-28 -vuotiaita.

Hajontalukujen méaarittaminen

306.
Laske lukujoukon 2, 3, 5, 10 keskihajonta.

307.

Jatka lauseita.

a) Hajontalukuja ovat...
b) Keskilukuja ovat...

308.
Mit& eroa on vaihteluvalilla ja vaihteluvalin pituudella?

309.
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Yhdekséan luvun vaihteluvalin pituus on 18. Mitk&a kaksi lukua voivat olla puuttuvan numeron

paikalla?

310.

Lassi sai englannin kokeesta 27 pistettd. Luokan keskiarvo oli 23 ja keskihajonta 7 pistetta.
Rinnakkaisluokalla oleva Viivi sai kokeesta 25 pistettéd ja hanen luokan keskiarvo o§-22 pi
tetté ja keskihajonta 5. Kumman koetulos oli omaan luokkaansa verrattuna parempi?

Joukko-oppia*

311.

Joukot ovat A = {c, d, e} ja B ={e, f, g}. Luettele ne alkiot, jotka kuuluvat joukkojen A ja B
a) leikkaukseen

b) yhdisteeseen?

Todennakoéisyyden maarittdminen

312.
Mita todennakoisyyksien tarkastelutavoista kaytetaéan, kun tarkastellaan mahdollisuutta saada
klaava kolikon heitossa?

Klassinen todennakaoisyys

313.
Karkkipussi sisaltaa hedelmakarkkeja, salmiakkeja ja lakritseja. Todennakdisyys, etta kateen

tulee salmiakki onl—6 ja todennéakoisyys lakritsille ja hedelmékarkeille on sama. Pussissa on

keskimaarin 54 karkkia, moniko niista on
a) salmiakkeja?
b) hedelmakarkkeja?

314.

Noppaa heitetdan kerran, milla todennakdisyydella saadaan pisteluvuksi
a) vahintaan kaksi

b) enintaén nelja

¢) ainakin kolme?

315.

Osallistut kilpailuun, jossa voit voittaa 20 €. Sinulle niytetddn kolmea samanlaista laatikkoa,

johon yhteen laitetaan 20 € ja kaksi ovat tyhjid. Laatikoiden paikkoja vaihdetaan ja saat valita
yhden laatikon. Sinulle naytetaan toinen tyhjista laatikoista ja kysytdan haluatko vaitttaa vali
semasi laatikon toiseen. Kannattaako sinun vaihtaa ottamasi laatikko toiseen?
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316.

Oppilaiden joukossa suoritettiin kysely suhtautumisesta matematiikkaan. 2 vihasiamatem
tiikkaa, 6 ei oikein pitanyt matematiikasta, 15 tykkasi matematiikasta ja 4 piti sitd lempia
neenaan. Milla todennékoisyydella umpiméahkaan valittu oppilas suhtautui matematiikkaan
a) negatiivisesti

b) positiivisesti?

Tilastollinen ja geometrinen todennakoisyys

317.
Taulukossa on Suomen vaeston ikdjakauma vuoden 2001 lopussa.
iké lukuméaéra
0-9 608 569
10-19 652 238
20-29 637 789
30-39 711 609
40-49 776 648
50-59 746 604
60-69 499 296
70- 562 148

(Lahde: Tilastokeskus)

Mika oli suomen vékiluku vuoden 2001 lopussa?

Milla todennékoisyydella satunnaisesti valittu henkild on
a) 10-19 -vuotias

b) allel0-vuotias

c) yli 70-vuotias?

318.
Pesapallo lentaa seindan. Milla todennakdisyydelléd se osuu ikkunaan?

Malleja alkeistapausten muodostamiseksi

319.

Heitetdén kahta noppaa. Milla todennakdisyydella
a) pistelukujen summa on 3,

b) pistelukujen summa on vahintaan 6,

c) saadaan ykkonen ja nelonen?



320.

Arpanopan kaksi sattumanvaraisesti valittua sivua peitetddn maalilla. Mik& on todenn&ko
syys, etté nakyviin jaavien sivujen yhteenlaskettu silmaluku on suurempi kuin 12? (yo syksy
1987)

Riippumattomien tapahtumien kertosaanto*

321.
Sitruunamelissan siemen itaa 0,95 todennakdisyydella. Milla todennakdisyydella 160 kylv
tystéa siemenesta kaikki itavat?

322.
Koripalloilija heittdd vapaaheitosta korin todennakdisyydella 0,85. Milla todennékéisyydella
kolmesta heitosta kaksi menee koriin?

323.
Montako 7-numeroista puhelinnumeroa voidaan muodostaa?

324.
Veikkaussarakkeessa on 13 kohdetta, joissa jokaisessa on kolme vaihtoehtoa (1 x 2), joista
valitaan yksi. Montako erilaista veikkaussaraketta on olemassa?

Yleinen kertosaanto*

325.
Kymmenen henkilda jaetaan kahteen viiden hengen ryhmaan. Kuinka suuri on todtennéko
Syys, ettd ystavykset, Marianne ja Laura, paasevat samaan ryhmaan?

326.

Laatikossa on palloja, joissa on kirjaimet M, I, T, M ja O. Laatikosta nostetaan pallt kerra
laan. Milla todennékdisyydella saadaan pallot siina jarjestyksessa, etté niistd muodostuu sana
TOMMI?

327.
Perheessé on kolme lasta. Mika on todennakdisyys sille, etté lapset ovat syntyneet eri viikon-
paivina? (yo syksy 1974)

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto*

328.

Laatikossa on mustia ja ruskeita sukkia sekaisin. Mustia on 8 paria ja ruskeita 6 paria. Milla
todennékdisyydelld umpiméahkaén otetut sukat ovat erivariset?

329.

Syntyva lapsi on todennakoisyydella 0,511 poika. Milla todennakdisyydella kolmilapsisessa
perheessa on vahintaén yksi poika?
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Vastatapahtuma*

330.

Leevin tydmatkalla on yhdet liilkennevalot. Todennakdisyys, etté valot ovat punaiset Leevin
saapuessa risteykseen, on 0,26. Milla todennakoisyydella Leevin ei taydy pysahtya ristey
seen?

331

Tean lempivéri on punainen ja hanella on paalla jotain punaista todennékoisyydella 0,6.
a) Milla todennakoisyydella Tealla ei ole mitdan punaista huomenna koulussa?

b) Milla todennéakdisyydella Tealla on huomenna siniset housut?
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Harjoituskoe

1
Noppaa heiteté&dn 3000 kertaa. Montako kolmosta on odotettavissa?

2.
Monellako tavalla 10 henkil6a voi asettua jonoon?

3.
22 poikaa pelaavat pesapalloa ja joukkueet arvotaan. Milla todennakoisyydella kaverukset
Lassi ja Leevi paasevat samaan joukkueeseen?

4.
Noppaa heitetdan nelja kertaa. Milla todennakdoisyydellda saadaan joka kerralla eri pisteluku?

5.

Narsissin sipuleista itda 70 % ja tulppaanin sipuleista 80 %. Riina istuttaa maahan yhden na
sissin ja yhden tulppaanin sipulin. Milla todennékoisyydella sipuleista

a) molemmat itavat

b) kumpikaan ei ida

c) vain toinen itaa?

6.

Oppilas on saanut kuvaamataidon tdista arvosanat 9, 8, 10, 9 ja 9. Laske arvosanojen

a) keskiarvo

b) moodi

c) mediaani

d) vaihteluvali ja vaihteluvalin pituus.

e) Mika arvosana vahintddn oppilaan on saatava viimeisesta tydsta, jotta kaikkien tdiden
keskiarvo pydristyisi arvosanaan 9.
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