Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 14.9.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

3 YMPYRA

1. Piin likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella on 3,1. Lasketaan piin
likiarvoja vaihe vaiheelta, kunnes saavutetaan haluttu tarkkuus.

n=4 l]:4
1
n=4 l—l):2,66
3
n=4 l—l+l =3,46
1 35
n=4 l—l+l—l+l—i+i—i+i—L+i—i =3,05...
1 35 7 9 11 13 15 17 19 21 23
n=4 1—l+ —i+L =3,21
1 3 23 25
n=4 1—l+ 1 1 =3,07...=3,1
1 3 25 27

Vastaus: t =4 1—l+...+i—i =3,1
1 3 25 27
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Lasketaan piin likiarvoja vaihe vaiheelta, kunnes saavutetaan yhden
desimaalin tarkkuus.

n=+12-1=3,46...

n=[12 1—2%J=3
1 1
n= |12 1—2—2+3—2j:3,21
1 1 1
7'[:\/12 1—2—2+3—2—4—2j=3,09...z3,1

Vastaus: t z\/l2(1—2i2+3%—4%Jz3’1
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3.1 Ympyraan liittyvia pituuksia

ALOITA PERUSTEISTA
301. Vastaus:

302. a) Ympyrén halkaisija d = 4,6 m.
Ympyran kehén pituus on p =nd =7 - 4,6 m
=14,451... m~= 14 m.

Vastaus: 14 m
b) Ympyrén sidde » = 3,45 cm.
Ympyran kehén pituus on p =2nr =2 - - 3,45 cm
=21,676...cm~21,7 cm.

Vastaus: 21,7 cm

303. Videossa https://vimeo.com/182677256/04190c5d91 ndytetddn, miten
tehtdvé voidaan ratkaista appletin avulla.

cn kehan pituus = 2513

Vastaus: kehén pituus 25,13
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304. a) Kehdkulma « ja 80°:n keskuskulma vastaavat
samaa kaarta.

Kehikulma on puolet keskuskulman [3
suuruudesta, joten
_ 80°

o=

>

=40°.

Vastaus: a = 40°

b) Keskuskulma o ja 36°:n kehdkulma vastaavat
samaa kaarta.

4
Keskuskulman suuruus on kaksinkertainen -
kehdkulmaan verrattuna, joten
a=2-36°=72°,

Vastaus: a = 72°

¢) Kehdkulma o ja 63°:n kehdkulma vastaavat
samaa kaarta.

Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhta
suuret, joten o = 63°. "q
Vastaus: o = 63°

305. a) Ympyrén sdde » = 4,9 dm ja sektorin keskuskulma a = 35°.
Kaaren pituus on

b= 3 21-4,9dm=2,993...dm =3,0dm .

o

Vastaus: b = 3,0 dm
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b) Ympyran side = 2,4 cm ja sektorin keskuskulma a = 90°.
Kaaren pituus on
b 90
360°

2m-2,4cm=3,769...cm=3,8cm.

Vastaus: b = 3,8 cm

¢) Ympyrén sdde » = 2,8 cm ja sektorin keskuskulma
a=360°—-220° = 140°.
Kaaren pituus on
b 140°

o

2n-2,8cm=6,841...cm=6,8cm.

Vastaus: b = 6,8 cm

306.  Puun ympérysmitta eli poikkileikkausympyrén kehén pituus on 865 cm.
Muodostetaan yhtdlé ympyrian kehén pituudelle ja ratkaistaan siitd

halkaisija d.

nd =865 |ln
d =275,338...
d =275

Puun halkaisija olisi noin 275 cm.

Vastaus: 275 cm
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VAHVISTA OSAAMISTA

307.  Ympyrén kehén pituus p = 2 = 153 mm. Keskuskulma a = 129°, joten
kaaren pituus on

=% =122 153 mm = 54.825 mm ~ 54.8 mm.
360 360

Vastaus: b = 54,8 mm

1
308. a) Yhdeksdsosaympyrin kaaren pituus on 9 ympyrén kehédn pituudesta
27tr. Ympyrén sdde on 74 mm, joten kaaren pituus on

b= é-Zn-74 mm = 51,661... mm = 52 mm.

Keskuskulman suuruus on é tdyskulman suuruudesta.
1

a=—"-360°=40°
9

Vastaus: 52 mm, 40°

b) Ympyrin sidde on 74 mm ja kaaren pituus 144 mm. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan siitd keskuskulma o.

b= 2mr
360°
144=—2_25.74 |-360°
360°
144-360° =148 o | :148n
_ 144-360°
1487
a=111,494..°
o =110°

Vastaus: 110°
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309. a) Merkitddn isomman sektorin keskuskulmaa kirjaimella £. Keskuskulma
£ ja 106°:n kehdkulma vastaavat samaa kaarta.

fow @D
N\

Keskuskulman suuruus on kaksinkertainen kehdkulman suuruuteen
verrattuna, joten =2 - 106° =212°,

Kulmat a ja f muodostavat yhdessé tdyskulman eli 360°:n kulman,
joten

a=360°—f=360°—-212°= 148°.

Vastaus: a = 148°

b) Merkitédén 50°:n kulman vieruskulmaa kirjaimella S.
Y
‘\

Vieruskulmien summa on 180°, joten 5 = 180° — 50° = 130°.

Koska piste O on ympyran keskipiste, kulma f on keskuskulma.
Kulmat a ja f vastaavat samaa kaarta, joten kehékulma o on puolet
keskuskulman £ suuruudesta.

130°
a =

=65°

Vastaus: a = 65°
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310. a) Mopoauton renkaan ulkohalkaisija on 42 cm. Renkaan ympérysmitta
onp=n-42cm=131,946... cm = 130 cm.

Vastaus: 130 cm

b) Pyordhdysten lukuméérd saadaan jakamalla matka yhden kierroksen,
eli renkaan kehén, pituudella.
Muutetaan matka samaan yksikk66n kuin renkaan kehén pituus:
5,3 km = 5300 m =530 000 cm.

Kierrosten lukuméira on
530000 cm

———— =4016,767... = 4000.
131,946... cm

Vastaus: 4000 kierrosta

¢) Mopoauto valuu alaspdin matkan, joka on 17°:n keskuskulmaa vastaava
kaaren pituus.

b 17
3

131,946...cm =6,230...cm = 6,2 cm .

00
Mopoauto valuu alaspdin noin 6,2 cm.

Vastaus: 6,2 cm
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311. Nelion, jonka sivun pituus on 6, sisélle piirretddn mahdollisimman suuri
ympyré. Piirretdén mallikuva.

)
N

Ympyrén halkaisija on yhté pitkd kuin nelion sivu.

Lasketaan ympyran kehén pituus ja nelion piiri.

Pretic =4 - 6 =24

Pympyra =Td =T+ 6 =67

Lasketaan ympyran kehén pituuden ja nelion piirin suhde.

6 =
— =—=0,7853...=0,785
24 4

Vastaus: % =(0,785
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312. a) Videossa https://vimeo.com/182677368/1a49d3b60a naytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista sopivalla ohjelmalla.

Vastaus:

PN
\

b) Videossa https://vimeo.com/182677534/1d65067b8b néytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista sopivalla ohjelmalla.

Vastaus:
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313.  Juomatdlkin halkaisija on 6,5 cm, joten sen ympérysmitta on
p=m-6,5cm=20420... cm.

To6lkin ympdrille kirjoitetaan teksti, jossa on 50 merkkid. Lasketaan,
kuinka leved yksi merkki saa korkeintaan olla.

Pp _20,420..cm _ 0,408...cm
50 50

Yksi pt on 0,376 mm eli 0,0376 cm, joten merkin suurin mahdollinen
leveys yksikdssa pt on
0,4084...cm

=10,861... .
0,0376 cm

Suurin fonttikoko on 10 pt.

Vastaus: 10 pt
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314.

Ikkunassa on kahdeksan suorakulmiota, joiden sivut ovat x ja y, sekd 2x-
sdteinen puoliympyré, joka on jaettu x-séteisen puoliympyrén kaarella
kahteen osaan.

4

Rimojen pituudet ovat x =20 cm ja y = 40 cm. Suorakulmioihin kdytetdan
rimaa 10y + 12x =10 - 40 cm + 12 - 20 cm = 640 cm.

[——

X

Kaari-ikkunan vaakasuuntaisista séteistd kaksi on suorakulmioiden
sivuina, joten kaariosan séteisiin tarvitaan rimaa
4-2x=4-2-20cm=160 cm.

Lasketaan lisdksi kahden puoliympyrén kaaren pituudet. Pienemmaén, x-

. . . 2-m-20
séteisen, puoliympyréan kaaren pituus on % =62,831... cm.

Isomman, 2x-siteisen, puoliympyréin kaaren pituus on

2:m2:200m _ o5 663, em,

Rimaa tarvitaan yhteensé
640 cm + 160 cm + 62,831... cm + 125,663... cm = 988,495... cm
~ 988 cm.

Vastaus: 988 cm
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315. a) Kierretién pienempéé ratasta kokonainen kierros. Isompi ratas kiertyy
tdlloin noin puoli kierrosta.

Kierretién pienempéé ratasta vield toinen kierros. Isompi ratas kiertyy
toiset puoli kierrosta.

Kun pientd ratasta kierrettiin kaksi kierrosta, iso ratas kiertyi
kokonaisen kierroksen.

Vastaus: 2 kierrosta
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b) [somman rattaan séde on 7,2 cm ja pienemman rattaan 2,4 cm.
Isomman rattaan yksittdinen hammas kulkee yhdessé ison rattaan
pyordhdyksessd ison rattaan ymparysmitan 2z - 7,2 cm verran.
Pienemman rattaan yksittdinen hammas kulkee yhdessa pienemmén
rattaan pyorahdyksessd pienemmén rattaan ympérysmitan 2z - 2,4 cm
verran.

Kun rattaat pyorivét yhdessé, niin jokainen hammas kulkee yhté pitkén
matkan. Ison rattaan pydréhtéessé kerran pieni ratas pyoréhtia
kierrosmédrin, jota merkitién kirjaimella x. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan siitd kierrosten maéra x.

2n-7,2=x-2n-2,4 |:2m-2,4

x:%ﬁ,z
o7 2,4
7,2

X =
2,4

x=3

Pieni ratas pyordhtdd 3 kierrosta.

(Pienemmén rattaan kierrosten lukumééré saadaan siis jakamalla
isomman rattaan kehén pituus pienemmaén rattaan kehin pituudella, tai
vield lyhyemmin jakamalla isomman rattaan side pienemmaén rattaan
séteelld.)

Vastaus: 3 kierrosta
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316. a) Merkitddn maapallon siddetté kirjaimella R. Muodostetaan yhtilo
maapallon ympérysmitalle ja ratkaistaan siitd séde R.

27R =40000 |:2n

R 40000
27
R =6366,197...

Jos kdysi nostettaisiin 1,0 metrin eli 0,0010 kilometrin korkeudelle
maasta, olisi ympyran sdde 6366,197... km + 0,0010 km = 6366,198...
km.

Talldin koytta olisi 2w - 6366,198... km =40 000,006 283... km, joten
sitd tarvittaisiin lisdd 0,006 283... km =6,283... m =~ 6,3 m.

Vastaus: 6,3 m.

b) Pallon ympérille kierretyn kdyden pituus on 2z - 1,00 m = 6,283... m.
Jos koysi nostettaisiin metrin korkeudelle pallosta, kdyden
muodostaman ympyrén uusi sdde olisi 2 - 1,00 m = 2,00 m.

Talloin kdyden pituuden pitdisi olla 2z - 2,00 m = 12,566... m.

Koytté tarvittaisiin lisdd 12,566...m — 6,283... m=6,283... m= 6,3 m.

Vastaus: 6,3 m.
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a) Keinu liikkuu pitkin ympyrakaarta, jonka séde on ketjun pituus 2,8 m ja

jonka keskipiste on ketjun kiinnityskohta. Piirretdéin mallikuva ja
merkitdin kiertymiskulmaa kirjaimella a.

2,8 m

1,9 m

Muodostetaan yhtélo kaaren pituuden kaavan avulla ja ratkaistaan siitd
kulma a.

b= 2nr
360°
1L9=—_.21.2,8 |-360°
360°
684°=0r-5,6m | :5,6m
o =38,879...°
o =39°

Keinu kiertyi noin 39°.

Vastaus: 39°
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b) Piirretddn mallikuva ja merkitddn keinun pystysuoraa etdisyytta
kiinnityspisteesté kirjaimella x.

N

2,8m
[ |
.

Etidisyys x on suorakulmaisen kolmion kateetti ja ketju suorakulmaisen
kolmion hypotenuusa. Edellisen kohdan mukaan kiertymiskulma
o.=139,879...°, joten etdisyys x saadaan kosinin avulla.

c0539,879..0=—— | -2,8
2,8

x=2,8-¢c0s839,879...°
x=2,179...

Keinun korkeus ldhtotasosta on séteen ja janan x pituuksien erotus.
2,8m-2,179... m=0,620... m~ 0,62 m =62 cm.

Vastaus: 62 cm
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318.  Piirretdén mallikuva, johon on merkitty annetut mitat.

@7’0@

Legokukka sopii vield paikoilleen, jos kukan varsi sivuaa legopalikan
renkaita. Kuvasta havaitaan, ettd legopalikan renkaiden keskipisteet
muodostavat nelion, jonka sivun pituus on

4,5 mm+ 7,0 mm + 4,5 mm = 16,0 mm.

Kukan varren halkaisija saadaan, kun nelion lavistdjén pituudesta
vahennetdin legopalikan kahden renkaan séteiden pituudet.

Merkitddn nelion lavistdjan pituutta kirjaimella x ja ratkaistaan se
Pythagoraan lauseen avulla.

x2 =162 +162

x2 =512
x= 1512
x=22,627...

Legokukan varren halkaisijan pituus saadaan viahentdmalld nelion
lavistdjan x pituudesta legopalikan kahden renkaan siteen pituudet.

22,627... mm—2-4,5mm=13,627... mm~ 13,6 mm
Legokukan varren halkaisija on noin 13,6 mm.

Vastaus: 13,6 mm
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319. Téaydennetddn kuva ympyréksi ja merkitdan ympyrén sédettd kirjaimella 7.

40 cm

SCmt:I

Tarkastellaan kuvaan muodostunutta suorakulmaista kolmiota. Kolmion
vaakasuuntainen kateetti on janteen puolikas, 20 cm, ja hypotenuusa 7.
Kolmion pystysuuntainen kateetti on sdteen » ja 5 cm:n pituisen janan
erotus.

20 cm

Muodostetaan Pythagoraan lauseen avulla yhtélo ja ratkaistaan siitéd
sade 7.

r2 =202 +(r -5
r* =400+ (r=5)(r-5)
¥2 =400+ r> —5r—5r+25
rt =425+ —10r
0=r* —r* —10r +425
10r =425 |:10
r=42,5

Ruukun sidde on 42,5 cm =~ 43 cm.

Vastaus: 43 cm.
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SYVENNA YMMARRYSTA

320. Taydennetdin kuvaan kolmion kérjistd A4 ja B alkavat ympyrin siteet.
Merkitdan keskuskulmaa kirjaimella o.

Keskuskulma a ja 30°:n kehdkulma vastaavat samaa kaarta.
Keskuskulman suuruus on kaksinkertainen vastaavaan kehdkulmaan
verrattuna, joten a =2 - 30° = 60°.

Ympyrin siteiden ja janan 4B muodostama kolmio on tasakylkinen,
koska séteet ovat keskendén yhté pitkét. Tasakylkisen kolmion
kantakulmat ovat yhté suuret, joten kantakulman suuruus on
1 o __ o __ o
80°—ar _180°—-60° _ 60°.
2 2

Koska kantakulmien suuruus on sama kuin huippukulman, on kolmio
tasasivuinen, eli kaikki sen sivut ovat yhté pitkid. Talloin my6s ympyrén
sdde on 25 cm.

Vastaus: 25 cm.
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321. a) Piirretddn mallikuva ja merkitdin pdiviantasaajan ja pohjoisnavan
yhdistivéan tunnelin pituutta kirjaimella x.

R

Péivintasaajan ja pohjoisnavan vilinen etdisyys maata pitkin on
10 000 km ja maapallon ympérysmitta 40 000 km. Kaaren pituus on

10000 1
S =— koko ympyrian kehédn pituudesta.
40000 4 ympy P

Keskuskulman suuruus on siten %-360o =90°.

Jana x sekd maapallon sdteet R muodostavat suorakulmaisen kolmion.
Janan x pituuden laskemista varten tarvitaan siteen R pituus.

Muodostetaan yhtdlé maapallon ympérysmitalle ja ratkaistaan siitd
side R.
2nR =40000 |:2=

R=6366,197...

Janan x pituus saadaan Pythagoraan lauseen avulla.
2=R2+R?

¥ =2R

¥=2-6366,197...7

x* =81 056 946,913...

x = +/81 056 946,913...

x=9003,163...
x=9000

Tunneli olisi noin 9000 km pitka.

Vastaus: 9000 km
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b) Piirretddn mallikuva ja merkitdan tunnelin syvimmén kohdan etiisyytta

maapallon keskipisteesté kirjaimella x.

Jana x, tunnelin puolikas ja maapallon side R muodostavat
suorakulmaisen kolmion. Jana x on 45°:n kulman viereinen sivu ja
sdde R on hypotenuusa, joten ratkaistaan janan x pituus kosinin avulla.

cos45°:1 || ‘R
R

R-cos45°=x
x=R-cos45°
x=6366,197...-cos45°
x=4501,581...

Tunnelin syvimmaén kohdan etdisyys maanpinnalta on sdteen R ja
janan x erotus.
6366,197... km —4501,581... km = 1864,616... km = 1900 km.

Tunnelin syvin kohta olisi noin 1900 km syvyydessa.

Vastaus: 1900 km

a) Ympyrén, jonka sédde on 1, kehén pituus on

p=2nr=2m-1=2n=06,283...

Kehén pituuden suhde halkaisijaan on

2—7t=7t:3,141...
2

Vastaus: 2mn, suhde nt
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b) Saanndllinen 50-kolmio koostuu 50:sté tasakylkisestd kolmiosta.

Tasakylkisen kolmion kylkien pituus on puolet 50-kulmion pisimmaén

T .2
lavistdjan pituudesta, eli > =1.

o

. . 1 .
Kolmion huippukulma on 0 tdyskulmasta, eli =17,2°.

Sadnnollisen 50-kulmion piiri on tasakylkisten kolmioiden kantojen
summa. Ratkaistaan ensin tasakylkisen kolmion kannan pituus.

Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa sekd huippukulman etta
kannan, jolloin syntyy kaksi yhtenevié suorakulmaista kolmiota.

Merkitddn kannan puolikasta kirjaimella x.
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Huippukulman puolikkaan vastainen kateetti on x ja hypotenuusa on 1.
Ratkaistaan x sinin avulla.

sin3,6° = X
1
sin3,6°=x
x=sin3,6°
x=0,0627...

Tasakylkisen kolmion kannan pituus on
2x=2-0,0627...=0,125...

Saannollisessd 50-kulmiossa on 50 tasakylkistd kolmiota, joten 50-
kulmion piiri on
p=50-2x=50-0,125... =6,279... = 6,28.

Piirin suhde pisimpéén ldvistdjaén on
6279... 3,139...=3,14.

Vastaus: 6,28, suhde 3,14

Sadnnollisen 50-kulmion ja 1-séteisen ympyran kehén pituus ovat
likimain yhté suuret. Ympyrén kehén pituutta voidaan siis arvioida
monikulmion piirin avulla. Arvio on sitd parempi, mitd enemméan
sddnnollisessd monikulmiossa on kérkia.

Ympyrén kehén pituuden suhde halkaisijaan on vakio w. Sdénnollisen
50-kulmion piirin suhde halkaisijaan on likimain yhté suuri.
Kasvatettaessa sdédnnollisen monikulmion kérkien lukumaéraa
monikulmion piirin suhde pisimpéaén lavistdjdén 1dhestyy vakiota m.

Vastaus: Tulokset ovat likimain yhtd suuria. Kun sdénnollisessi
monikulmiossa on paljon kulmia, se muistuttaa ympyraa.
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323.

3,6 cm

Tyhjén rullan sédde on =1,8cmja

5,6 cm

tdyden rullan sdde =2,8 cm.

Teippikierrosten kokonaispaksuus on 2,8 cm — 1,8 cm = 1,0 cm, joten

LO0cm 10 mm

teippikierroksia on =100 kpl.

0,1 mm B 0,1 mm

Tyhjén rullan ympérille kierretyn
ensimmaéisen teippikierroksen sidde on 1,8 cm,
seuraavan (1,8 + 0,01 cm),

sitd seuraavan (1,8 +2 - 0,001 cm) ja
viimeisen (1,8 + 99 - 0,01) cm.

Ensimmadisen teippikerroksen pituus on 2z - 1,8 cm,
seuraavan kierroksen pituus 27 - (1,8 + 0,01) cm,
sitd seuraavan 27 - (1,8 +2 - 0,01) cm jne.

Kierrosten yhteispituus on senttimetreina
2n-1,8+2m-(1,840,01) + 27+ (1,8 +2-0,01) +...2%- (1,8 +99-0,01)

=27 1,8+ (1,8+0,01)+(1,8+2:0,01)+...+(1,8+99-0,01) .

Hakasulkeissa oleva lauseke on aritmeettinen summa, jonka ensimmainen
jésen on 1,8 ja viimeinen 1,8 +99 - 0,01.

Aritmeettinen summa on yhté suuri kuin ensimmaisen ja viimeisen
yhteenlaskettavan keskiarvo kerrottuna yhteenlaskettavien lukumaaralla
eli tdssd tapauksessa sadalla.

Hakasulkeissa olevan lausekkeen arvo on siis
1,8+(1,8+99-0,01)
2

100 =229,5.

Teipin kokonaispituus on senttimetreind 2w - 229,5 = 1441,991... = 1 400.
Metreiksi muutettuna rullan pituus olisi 14 m.

Vastaus: 14 m
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324.

Oletuksen mukaan pisteet 4 ja B ovat ympyrén halkaisijan péétepisteet ja
piste C on ympyran kehalla.

On osoitettava, ettd kehdkulman CBA suuruus on puolet keskuskulman
COA suuruudesta.

Merkitdén ympyrén sddetté kirjaimella 7 ja pisteessd B olevaa kulmaa
kirjaimella a.

Kolmiolla COB on kaksi yhté pitkd4 sivua, joten kolmio on tasakylkinen.
Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret, joten myds pisteessé
C olevan kulman suuruus on a.

C

/|

Kolmion kulmien summa on 180°, joten kulman BOC suuruus on
180° — o — a = 180° — 2a.
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Keskuskulma COA ja tasakylkisen kolmion huippukulma 180° — 2¢ ovat
toistensa vieruskulmia.

Vieruskulmien summa on 180°, joten kulman COA suuruus on
180° — (180° — 2a) = 180° — 180° + 2a = 2a.

Keskuskulman COA suuruus on siis 2a ja kehikulman CBA suuruus a,
joten kehdkulman CBA suuruus on puolet keskuskulman COA4
suuruudesta.
325. a) Ympyrén keskipiste on origo ja sdde r = 3.
Ympyréin yhtélo on siten
4y = 32
X' +32=09.

Vastaus: x* +? =9
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b) Ympyrin keskipiste on origo ja kehén piste on (1, —1). Ympyrén sdde
on ndiden pisteiden vélinen etdisyys.

(x1, ¥1) = (0, 0)
(x2, y2) = (1, =1)

dz\/(xz—x1)2+(y2—yl)2
r=\J1-0) +(-1-0)

r=4y12 +(-1)
r=2

Ympyréin yhtélo on
2
X2+ y2 = (\/2)

x2+y2=2

Vastaus: x> + 17 =2
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¢) Ympyrén keskipiste on (2, 1) ja sdde » = 5.

Merkitdan mielivaltaista ympyran kehdn pistettd koordinaateilla (x, y)
ja piirretdén tistd pisteestd pysty- ja vaakasuuntaiset janat siten, ettd
saadaan suorakulmainen kolmio.

Huomataan, ettd ympyran sdde on suorakulmaisen kolmion
hypotenuusa. x-akselin suuntaisen kateetin pituuden neli6é on

(x — 2)? ja y-akselin suuntaisen kateetin pituuden nelié on (y — 1),
Pythagoraan lauseen mukaan kateettien pituuksien nelididen summa on
yhtd suuri kuin hypotenuusan pituuden nelid, joten
(-2 + (-1 =5

(x—2)*+(y—1)*=25.

Mika tahansa ympyran kehin piste (x, y) toteuttaa timén yhtalon, joten
yhtél6 on kysytty ympyrén yhtald.

Vastaus: (x —2)* + (v — 1)* =25
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3.2 Ympyraan liittyvia pinta-aloja

326. a) Ympyrén sidde » = 3,6 cm, joten ympyrén pinta-ala on
A=nr=n-(3,6 cm)*=40,715... cm’ = 41 cm?’.

Vastaus: 41 cm?

b) Ympyrin halkaisija d = 67 m, joten ympyrén sdde on

r=677m=33,5m.

Ympyrén pinta-ala on
A=m-(33,5m)*=3525,652... m* = 3500 m>.
Vastaus: 3500 m?

327.  Sektorin keskuskulma saadaan, kun tdysi kulma kerrotaan annetulla
murtoluvulla. Esimerkiksi neljainnesympyraa vastaava keskuskulma on

l~360°=90°.
4

Vastaus: A: I, B: IV, C: V,D: T jaE: 11

328. a) Ympyrén sdde » = 4,56 cm, joten ympyréan pinta-ala on
A=m?=m"- (4,56 cm)* = 65,325... cm’.

Puoliympyrén pinta-ala on puolet ympyran pinta-alasta.

_65,325...cm”

p/I— =32,662...cm” = 32,7 cm’

Vastaus: 32,7 cm?
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b) Ympyran side » = 4,56 cm ja keskuskulma a = 56°. Sektorin pinta-ala
on
o 5, 56°
=
360 360°

-1-(4,56 cm)” =10,161...cm* = 10,2 cm?.

Vastaus: 10,2 cm?

329. a) Vesitornin poikkileikkausympyrin kehén pituus p =204 m.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd sade r.

p=2mr
204 =2nr |:2m
,_204
2n
r=32,467...
r=32,5

Vastaus: 32,5 m.

b) Tornin pohjan pinta-ala on
A=nr=n-(32,467... m)*=3311,696... m* = 3310 m>.

Vastaus: 3310 m?
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330. Videossa https://vimeo.com/182677610/de72344132 ndytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista sopivalla ohjelmalla.

/
cn pinta-ala=78.54

dmn pinta-ala = 27.68

Vastaus: ympyrén pinta-ala 78,5 ja sektorin pinta-ala 27,7

331. Lasketaan sektorien keskuskulmien suuruudet kertomalla 360°:n kulma
prosenttikertoimella:

Viljatuotteet, peruna: 0,3 - 360° = 108°
Kasvikset ym.: 0,3 - 360° = 108°

Liha ym.: 0.15 - 360° = 54°
Maitotuotteet: 0,15 - 360° = 54°

Rasvat, sokeriset tuotteet: 0,1 - 360° = 36°

Vastaus:

viljatuotteet ym. 108°
kasvikset ym. 108°
liha ym. 54°
maitotuotteet 54°

rasvat ym. 36°
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VAHVISTA OSAAMISTA

332.

333.

Sektorin pinta-ala on 34 m? ja side on 4,6 m.
Merkitdan keskuskulmaa kirjaimella «. Muodostetaan sektorin pinta-alan
laskukaavan avulla yhtilo ja ratkaistaan siiti keskuskulma o.

2

= -
360°
34=-2_.1.4,6 | -360°
360°
12240°= - m-21,16 |:21,16
o-m=578,449..° |:m
o =184,126..°
o =184°

Keskuskulma on noin 184°.
Vastaus: 184°
a) Merkitddn ympyran sddettd kirjaimella . Muodostetaan yhtalo

ympyrin pinta-alalle, kun pinta-ala on 4,67 cm®. Ratkaistaan yhtilosti
sade 7.

A=mr?
4,67=m" |
T
r* =1,486...
r=(i)m
r=1,219...
r=1,22

Ympyréin sidde on noin 1,22 cm.

Vastaus: 1,22 cm
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b) Sektorin pinta-ala on 1,2 m? ja sektorin keskuskulma on 41°. Merkitiin
ympyrén sédetté kirjaimella 7. Muodostetaan sektorin pinta-alan
laskukaavan avulla yhtilo ja ratkaistaan siitd séde r.

A= ot
360°
L2=—L 2 |-360°
360°
41m? =360°-1,2  |:41x
2 _43%2
41n
r* =3,353...
V=(i)\¢3,353...
r=12831...
r=1,8

Ympyrén sdde on noin 1,8 m.
Vastaus: 1,8 m
334.  Piirretéédn sopivalla ohjelmalla ympyré, jonka keskipiste on origo eli (0, 0)

ja kehén piste on (-2, 3).
Sateen pituudeksi saadaan ohjelman avulla 3,61.

(-2,3)

Vastaus: séteen pituus 3,61
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a) Piirretdén sektori sopivalla ohjelmalla.

d:n pinta-ala = 23.14

el 2614‘k
=i

Sektorin pinta-alaksi saadaan ohjelman avulla 23,14.
Vastaus: pinta-ala 23,14

b) Sektorin keskuskulman kérki on ympyrén keskipisteessd. Segmentti on
ympyrén jénteen ja kaaren rajoittama alue. Ainoa janne, joka kulkee
ympyrén keskipisteen kautta, on ympyrén halkaisija. On siis piirrettdva
puoliympyra.

Vastaus: pinta-ala 20,42
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335.

Aleksi syo kokonaisen pitsan, jonka halkaisija on 45 cm.

. . 45 cm
Pitsan sdde on » =

=22,5cm.

Aleksin sydomaén pitsan pinta-ala on
Ax=mr* =7 (22,5 cm)* = 1590,431... cm®.

Leevi jattdd syomaétté pitsan reunat, joiden leveys on 1,5 cm. Tayteosan
halkaisija on siten 45 cm —2 - 1,5 cm =42 cm.

42 cm

Tayteosan sdde on r = =2lcm

Leevin syomaén pitsan pinta-ala on
AL=mr*=n- (21 cm)® = 1385,442... cm™.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia Leevin sydmén pitsan pinta-ala on
Aleksin syomén pitsan pinta-alasta.

A, 1385,442...cm’
_L=385’—Cm2=0,871.__z87 %
A, 1590,431..cm

Leevi sy0 pitsaa 100 % — 87 % = 13 % vdhemmaén kuin Aleksi.

Vastaus: 13 %
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336. a) Segmentin pinta-ala saadaan viahentdmaélld sektorin pinta-alasta
keskuskolmion pinta-ala.
Sektorin keskuskulma a = 65° ja sdde » = 3,00 cm. Sektorin pinta-ala

on Ao = 2= 65 -1-(3,0 cm)2 =5,105...cm”.
360° 360°

Keskuskolmion kanta on 3,2 cm ja korkeus on 2,5 cm. Kolmion pinta-
ala on
3,2cm-2,5 cm

Axolmio = 5 =40 cm>.

Segmentin pinta-ala on

Asegmentti = Asektori - Akolmio
=5,105... cm* — 4,0 cm?
=1,105... cm’
~ 1,1 em’.

Vastaus: 1,1 cm?

b) Segmentin pinta-ala saadaan lisidmalla sektorin pinta-alaan
keskuskolmion pinta-ala.

Sektorin keskuskulma a = 215° ja sdde = 3,0 cm. Sektorin pinta-ala

ON Ayor =%~n~(3,0 cm)2 =16,886...cm>.

Keskuskolmion kanta on 5,7 cm ja korkeus on 0,9 cm. Kolmion pinta-
ala on
Arolmio = M = 2,565 cm?.

Segmentin pinta-ala on

Asegmentti = Asektori + Akolmio
=16,886... cm* + 2,565 cm?
=19,451... cm?
~ 19 cm?’.

Vastaus: 19 cm?
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337. Tarkastellaan ensiksi neli6té, jonka piiri on 10,0 m. Nelion kaikki sivut
ovat yhta pitkid, joten sivun pituus saadaan jakamalla piiri neljalla.
10,0 m

=2,5m

Nelion pinta-ala on Aneiis = (2,5 rn)2 = 6,25 m>

Tarkastellaan seuraavaksi ympyréé, jonka kehén pituus on 10,0 m.
Merkitdan ympyran sadettd kirjaimella ». Muodostetaan ympyrén kehén
pituuden laskukaavan avulla yhtilo ja ratkaistaan siitd séde r.

p=2mr
10=2nr |2n
,_10
2z
r=1,591...

Ympyrén pinta-ala on
Aympya =1 - (1,591... m)*=7,957... m’.

Ympyrén pinta-ala on suurempi kuin nelion pinta-ala. Lasketaan, kuinka
monta prosenttia ympyrén pinta-ala on nelién pinta-alasta.

A 5 2
mpys, _ 7,9577...m =1,27323...=127,323... %

Aeiis 6,25 m*

Ympyrén pinta-ala on 127,323... % — 100 % =27,323... % =273 %
suurempi kuin nelidn pinta-ala.

Vastaus: Ympyrén pinta-ala on 27,3 % suurempi.
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338.

Neljannesympyrén sisddn on piirretty suorakulmio, jonka kanta on 3 ja
korkeus 2. Ympyrén sédde on suorakulmion ldvistdjan pituinen.

Ratkaistaan sédteen r pituus Pythagoraan lauseella.

P=22+32
P=4+9
=13

}":(i)\/ﬁ

Neljannesympyrén pinta-ala saadaan jakamalla ympyrén pinta-ala neljalla.
Varjostetun alueen pinta-ala saadaan, kun neljannesympyran pinta-alasta
vihennetddn suorakulmion pinta-ala.

“'(\/ﬁ)z w13 13n
4

A=

Vastaus: BTn -6
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339. Talo on ylhailtd katsottuna suorakulmio, jonka sivut ovat 4 m ja 7 m.
Koira on kytketty talon kulmaan 6 m pitkdlla narulla. Piirretdén mallikuva
alueesta, jossa koira pystyy kytkettyna liikkumaan.

1 7m

Havaitaan, ettd 6 m pituinen naru muodostaa 2 -ympyran muotoisen

sektorin. Lisdksi naru voi taittua talon lyhyemman sivun toisen kulman
kohdalta, jolloin muodostuu neljinnesympyri, jonka sdde on 2 m. Koiran
suurin mahdollinen liikkumatila on ndiden sektorien pinta-alojen summa.

A:%-n-(6m)2 +%-1t-(2m)2 =87,964...m*

Suurin liikkumatila on noin 88 m?.

Vastaus: 88 m’
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340.

Tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhti pitkié ja kaikki kulmat ovat
60°. Tasasivuisen kolmion yksi kérki on ympyrén keskipisteessé ja kaksi
muuta ympyrén kehélld. Kolmion kaikki sivut ovat siis ympyran sédteen
pituisia. Ympyrén halkaisija on 10,0 cm, joten sdde on 5,0 cm.

A

Varjostetun alueen pinta-ala saadaan vihentdméll sektorin pinta-alasta
kolmion pinta-ala.
Sektorin pinta-ala on

o ,  60°
=T =
ASthOI‘l 360° 360°

-m-(5,0cm)’ =13,089...cm? .

Kolmion pinta-alan laskemista varten lasketaan ensin kolmion
korkeusjanan pituus. Tasasivuisen kolmion korkeusjana puolittaa sekd
huippukulman ettd kannan, jolloin syntyy kaksi yhtenevad suorakulmaista
kolmiota. Merkitéédn korkeusjanaa kirjaimella 4 ja piirretdén tilanteesta
mallikuva.

2,5 cm
30°
5,0 cm
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Ratkaistaan korkeus /4 Pythagoraan lauseen avulla.
W +2,5* =5,0
h* =5,0*-2,5

h*=18,75
h= 418,75
h=4,330...

Tasasivuisen kolmion pinta-ala on
5,0 cm-4,330... cm

Axolmio = > = 10,825 .. CIl’lz.

Segmentin pinta-ala on
Asegmentti = Ascktori — Akolmio

=13,089... cm®*— 10,825... cm?
=2.264... cm?
~2,26 cm’.

Varjostetun alueen pinta-ala on noin 2,26 cm?.

Vastaus: 2,26 cm?



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 14.9.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Ympyrén jinne on 53 mm ja sitd vastaava keskuskulma on 93°. Piirretddn
mallikuva ja merkitdén ympyrén sédetté kirjaimella 7.

53 mm

Janne ja kaksi ympyrén sddettd rajaavat tasakylkisen kolmion, jonka
huippukulma on 93°. Kolmion korkeusjana puolittaa seké kannan etté
huippukulman, jolloin syntyy kaksi yhtenevii suorakulmaista kolmiota.

mm

Suorakulmaisista kolmioista tunnetaan toinen kateetti = 26,5 mm

o

ja sen vastainen kulma = 46,5°. Hypotenuusan pituus on 7.

Ratkaistaan ympyrén séde 7 sinin avulla.

sin46,5° =22 |-r
r
r-sin46,5°=26,5 [:sin 46,5°
26,5
r=——-
sin46,5°
r=36,532...

Ympyrén sdde on »=36,532... mm = 3,653... cm = 3,7 cm.
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Ympyréin kehén pituus on
p=2mr=2m-3,653...cm=22,954... cm =23 cm.

Ympyrin pinta-ala on
A=m?=m-(3,653... cm)> =41,929... cm’> = 42 cm?.

Vastaus: siteen pituus 3,7 cm, kehiin pituus 23 cm ja pinta-ala 42 cm?
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342. Moukarinheittosektori avautuu kuvan mukaisesti.

20,00 Iﬁ'i / 20,00

L,
)
el
Kolmion kaksi sivua ovat yhté pitkét, joten kolmio on tasakylkinen.
Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa sekd kannan ettd
huippukulman, jolloin syntyy kaksi yhtenevii suorakulmaista kolmiota.
Merkitédén huippukulman puolikasta kirjaimella o.

6,00

20,00

/

Ratkaistaan kulman a suuruus sinin avulla.

. 6
Ssmo=—-
20
sina=0,3
o=17,457...°

Tasakylkisen kolmion huippukulma, joka on my6s sektorin keskuskulma,
on2a=2-17,457...°=34915...°.
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80 metrin viivan ja heittoringin véliin jddvén alueen pinta-ala saadaan,
kun 80 metrin heittoviivan rajaamasta sektorista vahennetéén heittoringin
rajaama sektori.

80 m

Heittoringin halkaisija on 213 cm, joten sen sdde on
e 213 cm

=106,5cm=1,065 m.

Isomman sektorin sdde on 80 m + 1,065 m = 81,065 m. Sektorin
keskuskulma on 34,915...°, joten sektorin pinta-ala on

4 =22 3BT g1 065 m) =2002,298... m2.
360° 360°

Pienemman sektorin pinta-ala on

A2 = a ~7[]/‘2 = 34,195“. T[(l,065 m)2 20,345m2
360° 360°

80 metrin viivan ja heittoringin véliin jddvén alueen pinta-ala on
A1 —A>=2002,298... m* - 0,3455... m* = 2001,952... m’> = 2002 m?.

Vastaus: 2002 m?
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343.  Merkitdin neljinnesympyrén sédetté kirjaimella 7. Jactaan pikkuleipa
pitkittdin kahteen yhtd suureen osaan.

r

Havaitaan, ettd pikkuleivén puolikas on ympyrdsegmentti. Segmentin
pinta-ala saadaan vdhentdmaélla neljannesympyrésti kolmion pinta-ala.

2
1 s, rr 1 4, r
Asegmenui =W — == —

4 2 4 2

Kokonaisen pikkuleivin pinta-ala on 10 cm?, joten puolikkaan
pikkuleivin pinta-ala on 5 cm?. Muodostetaan timén tiedon avulla yhtild
ja ratkaistaan siitd sdde r.

1 2

—m?-L=5

4 2
0,785..1° =0,5r" =5

0,285..r° =5 |}0,285...

P =17,519...
V=<i)m
r=4,185...
r=4,2

Neljannesympyrén siteen pitdd olla noin 4,2 cm.

Vastaus: 4,2 cm
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SYVENNA YMMARRYSTA

344. a) Sorsa mahtuu uimaan rumpuputkessa pdd pystyssi, jos veden pinnan
etdisyys putken yldreunasta on vahintddn 20 cm. Rumpuputken

63 cm

halkaisija on 63 cm, joten sédde on = 31,5 cm. Vedenpinta

muodostaa 57 cm pitkén vaakasuuntaisen janan.

PN

RN

Kuvan kolmiossa on kaksi yhti pitkdd sivua, joten kolmio on
tasakylkinen. Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa kannan,
jolloin syntyy kaksi yhtenevdd suorakulmaista kolmiota. Merkitddn

kolmion korkeusjanaa kirjaimella 4.
28,5 cm

h
31,5cm

Ratkaistaan korkeus /4 Pythagoraan lauseen avulla.
h* +28,5% =31,5

h? =31,5% —28,5°

h? =180
h=13,416...

Vedenpinnan etdisyys putken yldreunasta on putken séteen ja
korkeusjanan /4 erotus 31,5 cm — 13,416... cm = 18,083... cm.

Etdisyys on alle 20 cm, joten sorsa ei mahdu uimaan putkessa péa
pystyssa.

Vastaus: el mahdu
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b) Veden méérin suhteellinen osuus saadaan, kun veden poikkipinta-ala
jaetaan putken poikkipinta-alalla.

Putken poikkipinta-ala on ympyrén pinta-alan suuruinen.
Aympyra =7 - (31,5 cm)? = 3117,245... cm?

N

Veden poikkipinta-ala on ympyrin segmentti. Ison segmentin pinta-ala
saadaan lisddmailld sektorin pinta-alaan keskuskolmion pinta-ala.
Lasketaan ensin sektorin keskuskulman suuruus.

Sektorin keskuskulma ja tasakylkisen kolmion huippukulma
muodostavat tdyden kulman. Sektorin keskuskulmaa varten ratkaistaan
ratkaistava kolmion huippukulman suuruus.

Merkitddn huippukulman puolikasta kirjaimella o.
28,5 cm

% “31,5cm

Ratkaistaan kulman a suuruus sinin avulla.

. 28,5
sina =
31,5
sina =0,904...
a=64,791..°

Tasakylkisen kolmion huippukulma on siis
200=2-64,791...°=129,582...°.
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Sektorin keskuskulma on tdyden kulman ja kolmion huippukulman
erotus.
360° —129,582...°=230,417...°.

Lasketaan seuraavaksi sektorin pinta-ala.

= B0AIT7-7 L (31,5 em) =1995,188... e,

sektori 360°

Keskuskolmion kanta on 57 ¢cm ja korkeus /# =13,416... cm. Kolmion
pinta-ala on

Ao = 2 Cm'13£416‘“ M 382367... e

Vesisegmentin pinta-ala on sektorin ja keskuskolmion pinta-alojen
summa.
Asegmentti = Asektori + Akolmio

=1995,188... cm® + 382,367... cm®
=2377,556... cm?

Vesiméddrin suhteellinen osuus saadaan jakamalla segmentin pinta-ala
ympyrén pinta-alalla.

Aegmensi 2377,556...cm”
Agpons  3117,245...cm’

=0,762...=76 %

Putkessa on vettd noin 76 %.

Vastaus: 76 %
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345.  Piirretddn ympyré ja valitaan sen kehilté piste 4. Piirretdén siteen
pituinen jédnne 4B ja jatketaan piirtdmélléd nelja samanpituista
jénnettd lisaa.

Syntynyt kuvio on kuusikulmio. Nayttia siltd, ettd kuusikulmion kaikki
sivut ovat yhti pitkia ja kaikki kulmat yhté suuria. Tutkitaan, onko todella
ndin.

Kaikki pisteet B, C, D, E ja F ovat ympyran kehalld, joten janat OB, OC,
OD, OF ja OF ovat ympyran séteitd. Piirretddn nima keskenédédn yhta
pitkét janat.

A
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Ympyrén sisdén syntyi viisi tasasivuista kolmiota. Koska kaikki kolmiot
ovat tasasivuisia, niiden kaikkien kulmien suuruus on 180° : 3 = 60°.
Selvitetddn, onko kuudeskin kolmio tasasivuinen.

Kolmio AOF on tasakylkinen, ja sen huippukulma on ympyrin
keskuskulma o =360° — 5 - 60° = 60°.

Kolmion kantakulmat £ ja y ovat keskenéén yhtd suuret, joten
f=y= 180°—60°
2
suuria, kolmio on tasasivuinen. Siten my0s jana AF on ympyrén séteen
pituinen. Kuusikulmion ABCDEF kaikki sivut ovat siis yhtd pitkia.

60° . Koska kolmion AOF kulmat ovat kaikki yhté

Kuusikulmio ABCDEF koostuu kuudesta tasasivuisesta kolmiosta, joten
jokainen sen kulma on 60° + 60° = 120°.

Syntyneen kuusikulmion kaikki kulmat ovat yhté suuria ja kaikki sivut
yhtd pitkié, joten kuusikulmio on sé@dnndllinen.
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346. Radioaktiivisen aineen varoitusmerkki koostuu yhdestd ympyrésta ja
kolmesta ulospéin laajenevasta osasta. Ympyrén halkaisija on 0,8 cm.
Laajenevat osat koostuvat kahdesta janasta ja kahdesta ympyrén kaaresta,
joita vastaavien keskuskulmien suuruudet ovat 60°.

Ulospdin laajenevan osan pinta-ala saadaan kahden sektorin erotuksena.
Piirretdén yhdestd osasta mallikuva ja merkitién siithen annetut mitat.

Isomman sektorin pinta-ala on

Al — @ .nrz = 60 'T['(2,1C1'n)2 =2,309...Cm2 .
360° 360°

Pienemman sektorin pinta-ala on

4, =20 7. (0,64 cm)’ =0,214...cm?
360°

Varoitusmerkin yhden laajenevan osan pinta-ala on
AL=41-A4,=2,309... cm* - 0,2144... cm® = 2,094... cm’.
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. . o 0,8 cm . "
Varoitusmerkin keskusympyrén séde on — =0,4 cm, joten ympyrin

pinta-ala on
Aympyri = 7 - (0,4 cm)* = 0,502... cm®.

Varoitusmerkin keskelld olevan mustan alueen kokonaispinta-ala on
Aympyra T 341 = 0,502... cm® + 3 - 2,094... cm?
=6,786... cm’ = 6,8 cm’.

Vastaus: 6,8 cm?
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347.

Kaksi yhdensuuntaista jannettd, jotka ovat
3,5 senttimetrin etdisyydelld ympyrén
keskipisteestd, rajoittavat alueen. Ympyrin
sdde on 7 cm. Piirretddn mallikuva.

3,5 cm

\ 3,5cm
|1

Havaitaan, ettd véritetyn alueen ulkopuolelle jai kaksi samankokoista
ympyrasegmenttid. Véritetyn alueen pinta-ala saadaan, kun ympyran
pinta-alasta vihennetiddn kahden ympyrdsegmentin pinta-ala.

\__/

Piirretdén toisen jénteen pédtepisteistd ympyran siteet, jolloin muodostuu
tasakylkinen kolmio. Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa seka
huippukulman ettd kannan, jolloin muodostuu kaksi yhtenevéa
suorakulmaista kolmiota. Merkitdén huippukulman puolikasta kirjaimella
o ja kannan puolikasta kirjaimella x.

3,5cm

Ratkaistaan kannan puolikas x Pythagoraan lauseen avulla.
x*+3,5% =7
x*=7"-3,5%
x> =36,75
X = (J—r>\/ﬁ

x=6,002...



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 14.9.2016
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Kolmion kanta on 2x =2 - 6,062... cm = 12,124... cm ja korkeus 3,5 cm.

Kolmion pinta-ala on siten
12,124...cm-3,5 cm

2

Akolmio = = 21,217 .. sz.

Sektorin pinta-alan laskemista varten tarvitaan keskuskulman suuruus.
Keskuskulma on sama kuin tasakylkisen kolmion huippukulma. Lasketaan
huippukulman puolikas o kosinin avulla.

b

cosa =
cosax=0,5
a=60°

Tasakylkisen kolmion huippukulma, joka on my6s sektorin keskuskulma,
on 2a =2 - 60° = 120°. Sektorin sédde on 7 cm, joten sektorin pinta-ala on

1200 2 2
. =—— - (7cm)” =51,312...cm”.
ASthOI‘l 3600 ( )

Segmentin pinta-ala on sektorin ja keskuskolmion pinta-alojen erotus.
Asegmentti = Asektori - Akolmio

=51,312... cm*—21,217... cm®

=30,095... cm?

Viritetyn alueen pinta-ala on

A= Aympyréi - 2Ascgmcntti
=7 (7 cm)*—2-30,095... cm?
=153,938... cm* - 60,190... cm?
=93,747... cm?
~ 94 cm?.

Jinteiden rajoittama pinta-ala on noin 94 cm?.

Vastaus: 94 cm?
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348. a) Tarkastellaan sdanndllistd kuusikulmiota, jonka sivun pituus on 7.
Yhdistetdén kuusikulmion vastakkaiset kérjet janoilla.

Havaitaan, ettd sdannollinen kuusikulmio koostuu kuudesta
yhtenevéstd tasakylkisestd kolmiosta. Tasakylkisen kolmion

o

0 =60°.

huippukulma on

Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret, joten
kantakulmien suuruus on
180°—60 _ 120 —60°.

2 2

Kolmio, jonka kaikki kulmat ovat 60°, on tasasivuinen. Koska
kuusikulmion sivun pituus on », myds kolmion kaikkien sivujen pituus
onr.

Sadnnollisen kuusikulmion vastakkaisten kérkien etdisyys on kahden
kolmion sivun summa, joten kysytty etdisyys on

x=r+r=2r

Vastaus: x = 2r
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b) Piirretdan kuvioon jana, joka yhdistdéd kahden vastakkaisen kolmion
kantojen keskipisteet.

\% y
Havaitaan, ettd korkeus y on kahden kolmion korkeusjanan summa.
Merkitdan kolmion korkeusjanaa kirjaimella 4.

~

0.5r

Ratkaistaan /4 Pythagoraan lauseen avulla.

X (1 )2_ 2
+§I" =r

h* +%r2 =r
B2 =2 _%rz
h’ =%r2
hz(ihf%l"z
h=§r

Korkeus y on siten

y=2h=2-§r=rx/§.

Vastaus: y = r\/g
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¢) Kuusikulmion ja ympyrén véliin jddvin alueen pinta-ala saadaan, kun
kuusikulmion pinta-alasta vihennetidén ympyréin pinta-ala.

Kuusikulmio koostuu kuudesta tasasivuisesta kolmiosta, joten sen
pinta-ala on

Axuusikulmio = 6 * Akolmio = 3K 2 =3r- 7}"

3
r-——r \/5 _3\/§r2

1

Ympyran sdde on E s Joten ympyran plnta—ala on
2 2
r nr
Aympyréi: TE(E) =

Kuusikulmion ja ympyrén véliin jédvén alueen pinta-ala on
_ 3\/g 2 _n_”z 2 3\/g T

A= Akuusikulmio - Aympyrii - 5 =r | ——

4 2 4

23\/3 T

Vastaus: r*| ————
2 4
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349.

Piirretddn kuvioon kaarien siteet ja jactaan sininen alue kahtia.

Tarkastellaan ensin sinisté aluetta.

1

Havaitaan, ettd sinisen alueen puolikas on ympyrdsegmentti. Segmentin
pinta-ala saadaan vahentdmalld sektorin pinta-alasta kolmion pinta-ala.
Sininen alue on ympyrdity neli6lla, joten sektori on neljinnesympyré,
jonka séde on 1. Kolmion kanta ja korkeus ovat molemmat 1.

1 2 1.1 m 1

Asegmentti =T - A

4 2 4 2

Sininen alue koostuu kahdesta samankokoisesta segmentisté, joten sen
pinta-ala on

1
Asininen = 2Asegmentti =2 (E —_— j = E -1

Tarkastellaan seuraavaksi vihredd aluetta.
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Havaitaan, ettd varittdmaton alue koostuu yhdesti neliosti ja kahdesta
neljinnesympyristd, joiden sdde on 1. Vihredn alueen pinta-ala saadaan,
kun isomman neljannesympyrin pinta-alasta vihennetdan
varittimattoméan alueen pinta-ala.

S~

Neljannesympyrén pinta-ala on
1

— 2 _ —
Aneljéinnesympyréi =—-q-2°= Z ‘m-4=m.

4

Virittdméttomén alueen pinta-ala on

1 1
Avaristimiton = 1+ 1+ 2 - —'7‘['12=1+—'n=E+1_
4 2

\S]

Vihreén alueen pinta-ala on siten

b In & 2T @ b
Avihreé:ﬂ_(z+1]: - l=———-1=—-1

Sinisen ja vihredn alueen pinta-alojen suhde on

T
A*sininen — 2 :1 .
Avihred E -1 1
2

Vastaus: 1:1
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350.

Ympyrisegmentti saadaan kahdella tavalla: joko vihentdmaélld sektorin
pinta-alasta keskuskolmion pinta-ala tai lisd&méllé sektorin pinta-alaan
keskuskolmion pinta-ala. Piirretdin molemmista tilanteista mallikuva.
Merkitidén ympyrén sédetté kirjaimella 7.

Tilanne I: Asegmentti = Asektori — Akolmio

.

Tilanne II: Asegmentti = Agektori T Akolmio

./

Tarkastellaan ensin tilannetta I. Sektorin keskuskulma on 60°, joten
sektorin pinta-ala on
60° 1

Pt =—mrt.

_-T[
360° 6

Ascktori,picni -
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Keskuskolmion on tasakylkinen kolmio, jonka huippukulma on 60°, joten
myos kantakulmat ovat 60°. Keskuskolmio on siis tasasivuinen kolmio,
jonka kaikki sivut ovat ympyrén siteen r pituisia. Tasasivuisen kolmion
korkeusjana puolittaa kannan. Merkitdan kolmion korkeusjanaa
kirjaimella A.

0,57

Kolmion korkeusjana /, kannan puolikas 0,57 ja sdde » muodostavat
suorakulmaisen kolmion. Muodostetaan yhtdlo Pythagoraan lauseen
avulla ja ratkaistaan siitd korkeusjana /.

h+ (O,Sr)2 =72
W +0,25¢% =2

h* =r*-0,25r

h* =0,75r?
h=*4/0,75r*
h=0,866..r

Keskuskolmion kanta on 7 ja korkeus # = 0,866...r, joten kolmion pinta-
ala on

r-0.866..r 4332

Akolmio =
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Segmentin pinta-ala on 100 m?. Pienemmiin segmentin pinta-ala saadaan
sektorin pinta-alan ja keskuskolmion pinta-alan erotuksena. Muodostetaan
yhtél6 segmentin pinta-alalle ja ratkaistaan yhtilosté séde r.

A =100

segmentti

Asektori,pieni - Ako]mio =100
%nrz —0,433..r2 =100

0,09058.../* =100 |:0,09058...
r? =1103,922...

r = (i)\}l 103,922.

r=33,225...
Tilanteessa I ympyrin sdde on noin 33 m.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta II. Sektorin keskuskulma on 360° —
300° P2 = éTcrz

60° = 300°, joten sektorin pinta-ala on Ao iso = 360° T S

Keskuskolmion pinta-ala on sama kuin edelli eli Aoimio = 0,433...7°.

Isomman segmentin pinta-ala saadaan sektorin pinta-alan ja
keskuskolmion pinta-alan summana. Muodostetaan yhtdld segmentin
pinta-alalle ja ratkaistaan yhtilosta sdde 7.

Asegmentti =100
Asektori,iso - Akolmio =100

%nrz +0,433..7* =100

3,051..." =100 |:3,051...
r? =32,776...
”=<i)\/m
r=5,725...

Tilanteessa Il ympyrén sidde on noin 5,7 m.

Vastaus: 33 mtai 5,7 m
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3.3 Ympyran tangentti

351. a) Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on 180°.
o +64°=180°

a =180°—-64°
a=116°

Vastaus: a =116°

b) Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on 180°.

a+94°=180°
o =180°-94°
o =86°

Vastaus: a = 86°
352. a) Viaidrin. Ympyrin séteen ja tangentin vilinen kulma on 90°.
Vastaus: véirin, 90°

b) Vairin. Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on
180°.

Vastaus: véarin, 180°

¢) Oikein. Jos piirretddn suora ympyran sisdpuolella olevan pisteen kautta,
niin suora leikkaa ympyrén, eiké voi olla ympyrin tangentti.

Vastaus: oikein

d) Véirin. Ympyrén kehdlld olevan pisteen kautta voidaan piirtda
ympyrélle yksi tangentti.

Vastaus: vaérin, yksi tangentti
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353. a) Merkitdén keskipisteen O ja pisteen P vilistd etdisyyttd kirjaimella x.

Janan x pituus voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta.

51m
P—23° o

23°:n kulman vastaisen kateetin pituus on 5,1 m, ja kolmion
hypotenuusa on x. Muodostetaan sinin avulla yhtélo ja ratkaistaan siitd
janan x pituus.

sin23° = 5;1 ||x

X
x-sin23°=5,1 |sin23°
5,1
X=—
sin 23°
x=13,052...

Keskipisteen O ja pisteen P vélinen etdisyys on 13,052... m = 13 m.

Vastaus: 13 m
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b) Merkitidn keskipisteen O ja pisteen P vilistd etdisyyttd kirjaimella x.
E\ P

Jana x jakaa nelikulmion kahteen yhtenevain suorakulmaiseen

=39°.

kolmioon. Tangenttikulman puolikas on

4,3 cm

Ratkaistaan janan x pituus sinin avulla.

sin39° = 4.3 |-x
X
x-sin39°=4,3 | :sin39°
_ 43
~ sin39°
x=6,832...

Keskipisteen O ja pisteen P vélinen etdisyys on 6,832... cm = 6,8 cm.

Vastaus: 6,8 cm
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354. Videossa https://vimeo.com/182677690/44111225¢7 ndytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista appletin avulla.

Vastaus: tangenttien vélinen kulma 47,16°, keskuskulma 132,84°

b) Kun tangenttien leikkauspiste siirretdéin mahdollisimman l4helle
ympyrad, tangentit yhtyvit ja ovat kohtisuorassa ympyrén sidettd
vastaan. Ylédraja tangenttikulmalle on oikokulma eli 180°.

Vastaus: 180°
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355. a) Merkitddn kaarta b vastaavaa keskuskulmaa kirjaimella a.

Keskuskulman ja tangenttikulman summa on 180°. Muodostetaan
yhtilo ja ratkaistaan siitd kulma a.

o +25°=180°
o =180°-25°
o =155°

Kaaren b pituus on

b= « -2nr=155
360° 360°

2-m1-41m=110,915.. m=110m.

Vastaus: b~ 110 m
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b) Mukin pohjan sdde 7,22cm

=3,6 cm. Muki nidkyy 13°:n kulmassa,

joten mukille piirrettyjen tangenttien vilinen kulma on 13°. Piirretédén
mallikuva.

Pisin mahdollinen teksti on merkitty kuvaan punaisella. Teksti on
ympyrén kaarella, jonka pituus on b. Kaaren pituuden laskemiseksi on
selvitettdva ensin kaarta vastaava keskuskulma a.

Tangenttikulman ja keskuskulman summa on 180°, joten
o =180°-13°=167°.

Lasketaan kaaren pituus b.

o _le7°

b= =
360° 360°

-2-m-3,6cm=10,492...cm =10 cm.

Teksti voi olla noin 10 cm pitka.

Vastaus: 10 cm pitka teksti
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VAHVISTA OSAAMISTA
356. a) Keskuskulma a vastaa samaa kaarta kuin 65°:n kehékulma, joten
a=2"-65°=130°.

Kulmat o ja § ovat toisiaan vastaavat keskuskulma ja tangenttikulma,
joten niiden summa on 180°.

Siten

£ =180°—a=180°—-130°=50°.

Vastaus: a = 130° ja = 50°.

b) Ympyrille on piirretty kaksi tangenttia seuraavan kuvan mukaisesti.

Tangenttikulma on 120 asteen kulman ristikulma, joten
tangenttikulman suuruus on 120°.

Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman o summa on 180°,
joten
a=180°—120° = 60°.

Kehékulma f ja keskuskulma a vastaavat samaa kaarta, joten
kehakulman £ suuruus on puolet keskuskulman o suuruudesta.

1
= —-60°=30°
=3

Vastaus: a = 60° ja = 30°
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357.  Videossa https://vimeo.com/182677769/c29c0c92af nédytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista sopivalla ohjelmalla.

Vastaus: tangenttikulma n. 84°, keskuskulma n. 96°

358. a) Piirretdén sopivalla ohjelmalla ympyra O ja sen ulkopuolisen pisteen P
kautta ympyrén tangentit. Piirretddn myos ympyrén séteiden ja
tangenttien véliset kulmat.

Kun tangenttikulma on terdvé, ovat siteiden ja tangenttien véliset
kulmat suoria kulmia.

b) Siirretdan pistettd P ldhemméksi ympyrai.

Kun tangenttikulma on tylppé, ovat siteiden ja tangenttien véliset
kulmat edelleen suoria kulmia.
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359.

Ympyrén sdde on 3,4 cm ja pisteen P etdisyys ympyréan keskipisteestd on
8,5 cm. Pisteestd P piirretddn ympyrélle tangentit. Merkitdan
tangenttikulman puolikasta kirjaimella a.

3,4cm

8,5 cm

Sdde 3,4 cm on suorakulmaisessa kolmiossa kulman o vastainen sivu ja
etiisyys 8,5 cm on kolmion hypotenuusa. Ratkaistaan kulman o suuruus
sinin avulla.

b

sin =——
sina=0,4
a=23,578...°

Tangenttikulman suuruus on
200=12-23,578...°=47,156...° = 47°.

Vastaus: 47°
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360. Piirretddn ympyré O ja sille kaksi tangenttia, jotka leikkaavat pisteessé P.
Merkitéédn tangentin ja ympyrén sivuamispisteitd kirjaimilla 4 ja B ja
ympyrén keskuskulmaa ja tangenttikulmaa kirjaimilla o ja §.

Tarkastellaan nelikulmiota OBPA. Nelikulmion kulmien summa on 360°.
Keskuskulman a ja tangenttikulman f lisiksi nelikulmiossa on kaksi
suoraa kulmaa. Muodostetaan tdmin tiedon perusteella yhtilo ja
ratkaistaan siitd o + f.

o +90°+ B+90° = 360°

o+ B+180°=360°
o+ 8 =360°—180°

o+ B =180°

Siis keskuskulman « ja tangenttikulman £ summa on 180°.
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361.

Ympyrén sdde on 1,95 cm ja pisteen P etiisyys ympyran keskipisteestd O
on 3,4 cm. Piirretdén kuvaan jana OP.

Jana OP jakaa nelikulmion AOBP kahteen yhtenevéédn suorakulmaiseen
kolmioon. Nelikulmion pinta-ala on kolmioiden pinta-alojen summa.

Ympyrén sdde 1,95 cm on suorakulmaisen kolmion kateetti ja jana OP
hypotenuusa. Kolmion pinta-alan laskemiseksi tarvitaan toisen kateetin
pituus. Merkitdin tuntemattoman kateetin BP pituutta kirjaimella x.
Ratkaistaan pituus x Pythagoraan lauseen avulla.

1,95 + x* =3,4°
¥ =3,4>-1,95°

x*=7,7575
x=2,785...

Suorakulmaisen kolmion pinta-ala on

Avolmio = 2’785'”“2“'1’95 M 5715, cmd.

Nelikulmion AOBP pinta-ala on
Auosp =2+ Akolmio =2 + 2,715... cm* = 5,431... em* = 5,4 cm’.

Vastaus: 5,4 cm?
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362.

Avaruusalus on 85 000 kilometrin etdisyydelld Maan pinnasta. Merkitién
avaruusalusta pisteelld P ja kuvataan Maata ympyrélld, jonka keskipiste
on O. Astronauttien ndkdkulma on pisteestd P ympyrille piirrettyjen
tangenttien vélinen kulma. Piirretdén mallikuva.

85000 km

Jana OP on suorakulmaisen kolmion hypotenuusa ja Maan sdde on toinen
kateetti. Merkitdén tangenttikulman puolikasta kirjaimella « ja ratkaistaan
se sinin avulla.

. 6370
smo=—————
6370+ 85000
. 6370
smo=———
91370
a=3,997...°

Tangenttikulman suuruus on
20=2-3,997...°=17,995...° = 8,0°.

Astronautit ndkevat Maan noin 8,0 asteen kulmassa.

Vastaus: 8,0°:n kulmassa
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363.

Ympyrin ulkopuolella olevan pisteen P kautta on piirretty ympyralle
kaksi tangenttia. Ndin muodostuva tangenttikulma on 60° ja ympyrin side
40 mm. Merkitdén sivuamispisteen etdisyytta pisteestd P kirjaimella x.
Piirretdén tilanteesta mallikuva.

Sidde 40 mm, jana x ja jana OP muodostavat suorakulmaisen kolmion.
Pisteessd P oleva kolmion kulma on tangenttikulman puolikas, 30°.
Ratkaistaan pituus x tangentin avulla.

4
tan30°:—0 || X
X
x-tan30° =40 | : tan30°
40
X =
tan30°
x=69,282...
x=70

Sivuamispisteen etdisyys pisteestd P on noin 70 mm.

Tarkistus:

Sivuamispisteen etdisyys pisteestd P on 6,93 cm eli noin 70 mm.

Vastaus: 70 mm
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364.

Ympyrit sivuavat toisiaan ja niiden kaksi yhteisté tangenttia leikkaavat
pisteessd P. Merkitdén pisteen P etdisyyttd pienemmaéan ympyran
keskipisteesté kirjaimella x.

Tarkastellaan muodostuneita suorakulmaisia kolmioita.

Molemmissa kolmioissa on suora kulma ja kulma P on yhteinen, joten kk-
lauseen mukaan kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Taulukoidaan kolmioiden
sivujen pituuksia.

Lyhyempi kateetti Hypotenuusa
Pienempi kolmio 1 X
Isompi kolmio 2 x+3

Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinsivujen suhde on vakio. Muodostetaan
verranto ja ratkaistaan siitd janan pituus x.

I x
2 x+3
2x=x+3
x=3

Pisteen P etdisyys isomman ympyrén keskipisteesti on
x+3=3+3=6.

Vastaus: 6
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365. Tornin tulisi ndkyéd 75 kilometrin paéssd merelld. Tdma nikoetdisyys on
tornin tyven ja tangentin sivuamispisteen véliin jidvan maapallon kaaren
pituus. Merkitédédn tornin korkeutta kirjaimella x. Piirretdén mallikuva.

Tornin korkeuden x laskemista varten on selvitetdén kaarta vastaavan
keskuskulman a suuruus. Ratkaistaan se sektorin kaaren pituuden

kaavasta.
= 27
360°
o
75=——-2-1-6370 | -360°
360°
27000°=¢r-2- - 6370 |:(2-m-6370)
0,674..°= 0
=0,674...°
X
6370 km

6370 km
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Kulman o = 0,674...° viereinen kateetti on sdde 6370 ja hypotenuusa

6370 + x. Muodostetaan yhtilo kosinin avulla ja ratkaistaan siitd janan
pituus x.

cos0,674...0= 370 |- (6370+x)
6370+ x
(6370+x)-cos0,674...°= 6370 | :cos0,674...°
6370 4 x=— 070
cos0,674...°
6370+ x = 6370,441...
x=0,441...
x=0,44

Tornin tulisi olla noin 0,44 km = 440 m korkea.

Vastaus: 440 m
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366.

Aurinko ja Kuu néyttivit Maasta katsottuna samankokoisilta, jos ne
nikyvit Maasta yhtd suuressa kulmassa. Lasketaan ensiksi, missé
kulmassa Kuu ndkyy Maan pinnalta.

3474 km

Kuun sdde on r = =1737 km

Piirretd&in Maan pinnan pisteestd ympyrélle tangentit. Tangenttikulma on
kysytty ndkokulma. Merkitddn tangenttikulman puolikasta kirjaimella o.

384 400 km

Maan pinnan ja Kuun keskipisteen vélinen etdisyys on
384 400 km + 1737 km = 386 137 km.

Ratkaistaan kulma « sinin avulla.
1737

386137
a=0,257..°

Kuu nikyy Maan pinnalta kulmassa
20=2-0,257...°=0,515...°= 0,52°.

Lasketaan vastaavalla tavalla, missd kulmassa Aurinko nidkyy Maan

pinnalta. Auringon side on % =696000 km. Merkitddn

tangenttikulman puolikasta kirjaimella £.

145 600 000D km
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Maan pinnan ja Auringon keskipisteen vélinen etdisyys on
149 600 000 km + 696 000 km = 150 296 000 km.

Ratkaistaan kulma f sinin avulla.

. 696 000

sinf=———

150 296 000
B=0,265..°

Aurinko ndkyy Maan pinnalta kulmassa
2p=2-0,265...°=0,530...° = 0,53°.

Naékokulmat ovat likimain yhtd suuria, joten Kuu ja Aurinko ndyttivat
samankokoisilta Maan pinnalta katsottuna.
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SYVENNA YMMARRYSTA

367. Piirretddn uloimmille ympyrdille tangentit ja yhdistetdén sivuamispisteet
0 cm

janoilla. Ympyrén halkaisija on d =20 cm ja sdde 7 = =10 cm.

Muodostuu kuusi yhta pitkéda janaa.

Kunkin janan pituus on 27 =d =20 cm.

Lisdksi kuviossa on kuusi kaaren osaa. Irrotetaan kaaren osat ja liitetdan
ne siteistddn yhteen.

Kaaren osat muodostavat ympyran kehin, jonka pituus on
p=nd=m-20cm=62,_831... cm.

Koko vaijerin pituus on
6-20cm+62,831...cm=182,831... cm~ 183 cm.

Vastaus: 183 cm
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368.  Piirretdén tasasivuisen kolmion sisddn mahdollisimman suuri ympyra.
Ympyré sivuaa jokaista kolmion sivua.

Korkeusjana jakaa tasasivuisen kolmion kannan kahteen yhta pitkéan

cm

. . 15
osaan, joten kannan puolikas on =7,5 cm.

Merkitdan ympyran sédettd kirjaimella » ja kolmion korkeutta kirjaimella
h ja nimetddn pisteitd kuvan mukaisesti.

75cm B

Ratkaistaan kolmion korkeus Pythagoraan lauseen avulla:
7,5 +h* =15°
W =15% 7,5
h* =168,75
h= (in/m

h=12,990...
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Kolmioissa ABC ja EDC on molemmissa suora kulma, ja kulma C on
niille yhteinen, joten kolmiot ovat kk-lauseen mukaan yhdenmuotoisia.
Taulukoidaan kolmioiden sivujen pituuksia.

Lyhyempi kateetti Hypotenuusa
kolmio ABC 7,5 cm 15 cm
kolmio EDC r 12,990... —r

Yhdenmuotoisissa kuvioissa vastinjanojen pituuksien suhde on vakio.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd ympyran siade r.
7,5 15
ro12,990..—r
15r=7,5(12,990...—r)
15r=97,427...—-17,5r
15r+7,5r=97,427...
22,5r=97,427... |:22,5
r=4,330...

Ympyrén side on 4,330... cm, joten ympyrén pinta-ala on
A=nr=n-(4,330... cm)’ =58,904... cm’> = 59 cm®.

Tarkistus:

Qv bius-sis = 283

Vastaus: 59 cm?
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369.

Merkitédén maapallon keskipistettd kirjaimella O, Pasilan linkkitornin
huippua kirjaimella 4 seké Tallinnassa sijaitsevaa korkeaa paikkaa, josta
A juuri ja juuri ndkyy, kirjaimella B. Merkitddn Tallinnan paikan korkeutta
kirjaimella x. Piirretdén tilanteesta mallikuva.

B C A
- 85 km

0,146 km

Piste 4 nékyy juuri ja juuri paikasta B, joten jana AB sivuaa ympyraa.
Sivuamispisteen C etdisyys maapallon keskipisteestd on siten maapallon
sdteen 7 pituinen.

Kolmio OA4B koostuu suorakulmaisista kolmioista OCB ja OAC. Kolmion
OCB toinen kateetti on r ja hypotenuusa » + x. Janan x pituus voidaan
ratkaista trigonometrian avulla, jos pisteessd O oleva kulma sekd sade r
tunnetaan.

Ratkaistaan sédde » maapallon ympéarysmitan yhtalosta.
p=40000

21 =40000 |}2m
r=6366,197...
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Kolmion OCB terdvin kulman laskemista varten lasketaan ensin
keskuskulman a suuruus. Muodostetaan yhtilo kaaren pituudelle ja
ratkaistaan siitd kulma a.

o

b=——o-
360° 7
85=——_.40000 |-360°
360°
30600° = o - 40000 | - 40000
=0,765°

Keskuskulma a on suorakulmaisten kolmioiden OCB ja OAC pisteessd O
olevien kulmien summa. Merkitddn kulmaa AOC kirjaimella f.

c A

0,146 km

Kulman f viereinen kateetti on » = 6366,1977... km ja hypotenuusa
r+0,146 = 6366,1977... + 0,146 = 6366,343... km. Ratkaistaan kulma f
kosinin avulla.

6366,1977...
cosff=—-—"—7-—"="

6366,343...
S =0,388..°
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Merkitdan kulmaa COB kirjaimella y. Keskuskulma a on kulmien £ ja y

summa, joten kulma y on
y=oa—=0,765°—-0,388...°=0,376...°.

Kulman y = 0,376...° viereinen kateetti on » = 6366,197... km ja
hypotenuusa » + x = 6366,197... + x kilometrid. Muodostetaan yhtilo
kosinin avulla ja ratkaistaan siitd janan pituus x.

c0s0,376...°= _0366,197...
6366,197...+ x
0,99978,.. = 0300 197... | (6366,197...+ x)
6366,197...+ x
0,99978...-(6366,1977...+ x) = 6366,197... | 0,99978...
6366,1977...+ x = 6366,3355...
x=0,137789...
x=0,138

Paikan B korkeus on 0,138 km eli 138 m.
Tornin huippu on mahdollista ndhdé noin 138 metrié korkealta paikalta.

Vastaus: 138 m:n korkeudelta
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370. a) Piirretddn sopivalla ohjelmalla kolmio ja ympyrd, joka kulkee kaikkien
kolmion kérkien kautta.

Siirtdmaélld kolmion kérki& huomataan, ettd ympyré kulkee kaikkien
kolmion kéarkien kautta, olivatpa kérjet missd tahansa. Minka tahansa

kolmion ympéri voidaan siis piirtdd ympyra.
Vastaus: minkd tahansa kolmion

b) Piirretddn sopivalla ohjelmalla nelikulmio ja ympyri, joka kulkee
kolmen nelikulmion kérjen kautta.

Neljas karki ei aina ole ympyréan kehélld (esimerkiksi téssd kuvassa ei
ole), joten kaikkien nelikulmioiden ympérille ei voida piirtdd ympyraa.
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Siirretdén neljéskin kérki ympyréan kehélle ja katsotaan, millaiseksi
nelikulmio muuttuu.

Mitataan nelikulmion kulmat.

96° 78

102°

84°

Huomataan, ettd vastakkaisten kulmien summa on 180°:
96° + 84° = 180° ja 78° + 102° = 180°.

Muuttelemalla nelikulmion muotoa havaitaan, ettd ympyra kulkee
kaikkien kérkien kautta tdsmalleen silloin, kun nelikulmion

vastakkaisten kulmien summa on 180°.

Vastaus: nelikulmion, jonka vastakkaisten kulmien summa on 180°
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371.

Maapallon séde on r = 40()(2)—Okm =6366,197... km.
"

Merkitédédn pinnan korkeutta jérven rannat yhdistévén janan keskikohtaan
nihden kirjaimella 4, ja muunnetaan se kilometreiksi:

h=20cm=0,20 m = 0,0002 km.

Piirretddn mallikuva.

]
A

Vastarannan ja uimarin etiisyys mitataan kaarena Maapallon pintaa
pitkin. Kaaren pituuden laskemiseen tarvitaan keskuskulman suuruus.
Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa kolmion kannan, jolloin
syntyy kaksi yhtenevdd suorakulmaista kolmiota.

<
1>

\J

]

Kulman o

viereinen kateetti on » — & = 6366,19772... km — 0,0002 km
=6366,19752... km ja

hypotenuusa on » = 6366,19772... km.
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Lasketaan kulman a suuruus kosinin avulla.

r—nh
coso =
r
o 6366,19772...
6366,19752...
a=0,014..°

Merkitdédn kysyttyd kaaren pituutta kirjaimella b.

N

\>

Keskuskulma on 2a =2 - 0,01436...° = 0,028723...°.
Kaaren pituus on

b:%AOOOO km=3,191... km = 3,2 km.

Vastaus: Vihintddn 3,2 km etéisyydella.
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372.

Ketju koostuu kahdesta suorasta osasta ja kahdesta kaaren osasta. Kaaren
pituuksien selvittdmiseksi ratkaistaan ensin keskuskulmien suuruudet.

Jatketaan tangentteja ja merkitdédn tangenttien leikkauspistettd kirjaimella
P. Merkitdin 6-siteisen ympyrén keskipisteen etdisyyttd pisteestd P
kirjaimella x.

X 6+24+10

Tarkastellaan muodostuneita suorakulmaisia kolmioita.

/Mﬁ
P 6

X 6+24+10

Molemmissa kolmioissa on suora kulma ja pisteessd P oleva kulma on
yhteinen, joten kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Taulukoidaan kolmioiden
sivujen pituuksia.

Lyhyempi kateetti Hypotenuusa
Pieni kolmio 6 X
Iso kolmio 10 x+40

Yhdenmuotoisissa kuvioissa vastinjanojen pituuksien suhde on vakio.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd janan pituus x.

6 x
10 x+40
10x:6(x+40)
10x =6x+ 240
10x — 6x =240
4x=240 |4

x=60
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Ketjun kaarevaa osaa varten tarvitaan keskuskulman suuruus.
Keskuskulman puolikas on sama kuin suorakulmaisen kolmion terdva
kulma. Merkitddn terdvad kulmaa kirjaimella a.

P///:%s

i 60

Ratkaistaan kulman o suuruus kosinin avulla.

6
cosQ =—
60
cosa=0,1
a=84,260...°

Keskuskulman suuruus on
20=2-84,260...°=168,521...°.

Merkitédén pienemmén ympyrén kaaren pituutta kirjaimella b.

Kaaren b pituus on
o 168,521...°
= . 27‘[7’ e —
360° 360°

2-m-6cm=17,647...cm.

Koska kolmiot ovat yhdenmuotoisia, niiden vastinkulmat ovat yhté suuria.
Siten my0s ympyrdiden keskuskulmat ovat yhtéd suuria. Merkitidén
isomman ympyrén kaarta kirjaimella c.

, C
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Isomman ympyrén kaari vastaa isompaa keskuskulmaa. Merkitéén tata
kulmaa kirjaimella f. Keskuskulmien summa on tdyskulma, joten kulman
f suuruus on S = 360° — 168,521...°=191,478...°.

Kaaren ¢ pituus on

c=DOLAT8 7 10em=33,419...cm.
360°

Lasketaan vield suorien osien pituudet. Tarkastellaan pienempaa

suorakulmaista kolmiota. Merkitdén kolmion pidempaé kateettia
kirjaimella y.

y
P/Ma

- 60

Ratkaistaan y Pythagoraan lauseen avulla.

6% +y° =60
y2 —60% — 62
y? =3564
y=/3564
¥=59,699...

Merkitddn isomman kolmion pidempéé kateettia kirjaimella z.

Z
10
P

100
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Ratkaistaan z Pythagoraan lauseen avulla.
10> +2* =100°

22 =100% —-10°

22 =9900
Zz(i)\/m
2=99,498...

Suorien osien pituus on janojen z ja y erotus.
s=z—-y=99,498... cm —59,699... cm =39,799... cm

Ketjun kokonaispituus on

2s+b+c

=2-39,799...cm + 17,647... cm + 33,419... cm
=130,665... cm

~ 130 cm.

Vastaus: 130 cm
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LUVUN ALOITUKSEEN LIITTYVIA TEHTAVIA

1.  Yksisiteisen ympyrin pinta-alan tarkka arvo on m? = - 12 = .

. T
Ympyrén neljinneksen pinta-alan tarkka arvo on 1

i
Vastaus: —

2. Esimerkiksi ympyrén sisdlle jad 775 jyvaa ja ulkopuolelle 225 jyvaa.
Tuhannesta jyvastd ympyrén sisdpuolelle jad siis
75 0,775=77,5%.
1000

Neljannesympyrén siteen ja nelion sivun pituus ovat 1.

Neljannesympyrén pinta-alan ja nelion pinta-alan suhde on siten
T

4

n
-1 4°

Pinta-alojen suhde on yhté suuri kuin ympyrén sisdpuolelle pudonneiden
jyvien osuus pudotetuista jyvistd. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd
piin likiarvo.

Z-0,775 |-4
4

n=4-0,775

n=3,1

Piin likiarvo on 3,1.

Vastaus: esim. %= 0,775, = 3,1
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