Huippu 5 ® Tehtdvien ratkaisut e Kustannusosakeyhti6 Otava ¢ pdivitetty 10.8.2017
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

3 TODENNAKOISYYDEN
LASKUSAANTOJA

POHDITTAVAA

1. Pelaamalla pelid esimerkiksi 10 000 pelid havaitaan, ettd pelaaja jad lahes
aina tappiolle. 10 000 pelissd kokonaistuotto voi olla esimerkiksi —3334
euroa eli sataa pelid kohti —33,34 euroa. Pelaaja néyttéisi jadvan sataa
pelid kohti noin 30 euroa tappiolle.

Vastaus: n. 30 € tappiota

2. Kun pelipanos otetaan huomioon, niin keskimédirin yksi peli kymmenesta
tuottaa 4 € — 1 € = 3 € ja yhdeksén pelid kymmenestd tuottaa kukin —1 €.
Kokonaistuotto on tilloin 9 - (-1 €)+1 -3 €=-6€.

Pelaaja on odotettavasti 6 euroa alkuperéistd koyhempi.

Vastaus: 6 € koyhempi
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3.1 Kertolaskusaanto

301. a) P(4jaB)=P(A4) - P(B)=0,70 - 0,89 = 0,623 = 0,62
Vastaus: 0,62

b) P(4) =10 % = 0,10 ja P(B) = 15 % = 0,15, joten
P(4jaB)=P(4) - P(B)=0,10 - 0,15 = 0,015 = 1,5 %.

Vastaus: 1,5 %

c) P(4)=282,1%=0,821ja P(B)=0,6 % = 0,006, joten
P(A4jaB)=P(4) - P(B)=10,821 - 0,006 = 0,004926 = 0,4926 %
=~ 0,49 %.

Vastaus: 0,49 %



Huippu 5 * Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhti6 Otava e paivitetty 10.8.2017
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

302. Lapsi unohtaa sekd avaimen ettd puhelimen todennékdisyydelld

P(unohtaa avaimen ja puhelimen)
= P(unohtaa avaimen) - P(unohtaa puhelimen)
=0,2-0,1,

joten ilmaisu A ja lauseke II kuuluvat yhteen.
Lapsi muistaa ottaa molemmat mukaan todennikoisyydelléd

P(muistaa ottaa molemmat)

= P(muistaa avaimen) - P(muistaa puhelimen)

=[1 — P(unohtaa avaimen)] - [1 — P(unohtaa puhelimen)]
=(1-0,2)-(1-0,1)

=0,8-0,9,

joten ilmaisu B ja lauseke III kuuluvat yhteen.

Lapsi muistaa avaimen mutta unohtaa puhelimen todenndkoisyydelld
P(muistaa avaimen ja unohtaa puhelimen)

= P(muistaa avaimen) - P(unohtaa puhelimen)

=[1 — P(unohtaa avaimen)] - P(unohtaa puhelimen)

=(1-0,2)-0,1

=0,8-0,1,

joten ilmaisu C ja lauseke I kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: 1, B: Il jaC: 1
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303. a) Ensimmdisen heiton tulos ei vaikuta toisen heiton tulokseen. Heittojen
tulokset ovat toisistaan riippumattomia.

Vastaus: ei mitenkdin, ovat

b) Lasketaan ensin tarvittavat todennékoisyydet yksittéiselle heitolle.

W | =

P(silméluku on 1 tai 2) =% =

P(silmluku on 4) = %

Todennikoisyys tapahtumalle ” ensimmaiselld heitolla saadaan 1 tai 2
ja toisella 4” on

P(ensimmaiselld heitolla saadaan 1 tai 2 ja toisella heitolla 4)
= P(silmdluku on 1 tai 2)- P(silméluku on 4)

Todennikoisyys, ettd silmédluku on ensimmaisella heitolla 1 tai 2 ja
toisella heitolla 4, on % ~0,056.

L
Vastaus: 13 0,056
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304. a)

b)

Sinun veriryhmdsi ja vieruskaverisi veriryhma eivét vaikuta toisiinsa,
joten tapahtumat ”Sinun veriryhmaési on O” ja ”Vieruskaverisi
veriryhmi on O” ovat toisistaan riippumattomia.

Vastaus: ovat

Lotossa arvotaan 7 numeroa 40 numeron joukosta.
Jos kupongin ensimméinen numero on oikein, niin oikeita numeroita
on jéljelld 6 ja kaikkia numeroita 39. Toinen numero on siis oikein
todenndkdisyydelld —.
39
Jos kupongin ensimméinen numero on védrin, niin oikeita numeroita
on jaljelld 7 ja kaikkia numeroita 39, joten toinen numero on oikein
todennékoisyydelld 39"
Tapahtumat “Lottokupongin ensimméinen numero on oikein” ja
”Lottokupongin toinen numero on oikein” eivit siis ole
riippumattomia.

Vastaus: eivit ole
Ensimmaisen kolikon heiton tulos ei vaikuta toisen kolikon heiton
tulokseen, joten tapahtumat “ensimmadiselld kolikolla saadaan kruuna”

ja ’toisella kolikolla saadaan kruuna” ovat riippumattomia.

Vastaus: ovat
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30s.

d) Korttipakassa on 52 korttia, joista 13 on herttoja ja 13 patoja.

Jos ensimmadinen kortti on pata, niin herttoja on jéljelld 13 ja kaikkia
13

51

Jos ensimmaéinen kortti ei ole pata, niin se voi olla hertta tai joku muu
maa. Herttoja on siis jaljelld 12 tai 13 ja kaikkia kortteja 51, joten

kortteja 51, joten toinen kortti on hertta todennékdisyydelld

toinen kortti on hertta todennékoisyydelld, joka on lukujen 15—21 ja %
valissa.

Tapahtumat ensimmaisend korttipakasta jaettu kortti on pata” ja
”toisena samasta korttipakasta jaettu kortti on hertta” eivit siis ole

riippumattomia.

Vastaus: eivit ole

Tamain vuoden vappuaaton sdé ei vaikuta ensi vuoden vappuaaton
sddhdn, joten tapahtumat “tdman vuoden vappuaattona on aurinkoista”

ja “ensi vuoden vappuaattona on aurinkoista” ovat riippumattomia.

Vastaus: ovat

Olkoon 4 = ”satunnainen suomalainen kuului kirkkoon vuonna 2015”.
Tilastollinen todennékdisyys tapahtumalle 4 on P(4) =0,73.

Kysytty todennikoisyys on

P(kolme satunnaisesti valittua suomalaista kuuluivat ev-lut kirkkoon)
= P(A) - P(4) - P(4) = P(4)’ = 0,73 = 0,38901... = 38,901 % = 39 %

Vuonna 2015 kolme satunnaisesti valittua suomalaista kuului evankelis-
luterilaiseen kirkkoon 39 %:n todenndkoisyydella.

Vastaus: 39 %
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306. Sateen todennékdisyys yhtend pdivand on P(sataa) = 0,9.
Todennikoisyys sille, ettd ei sada, on P(ei sada)=1—-0,9=0,1.

a) Todennidkoisyys sille, ettd seitsemin seuraavaa pdivad ovat sade paivii,
on
0,97 =0,47829... =47,829... % ~ 48 %.

Vastaus: 48 %

b) Todenndkdisyys sille, ettd seitsemén seuraavaa péivad ovat
sateettomia, on
0,1770,0000001 = 0,00001 %

Nolla ei ole merkitsevd numero desimaaliluvun alussa, joten kahden
merkitsevin numeron tarkkuudella vastaus on 0,000010 %.

Vastaus: 0,000010 %

307.  P(Sofia voittaa) = 0,74
P(Alexandra voittaa) =1 — 0,74 = 0,26

a) P(Sofia voittaa 3 perdkkiisti pelid)
=0,74°
=0,40522...
=40,522... %
=41 %

Todennikoisyys sille, ettid Sofia voittaa 3 perdkkaistd pelid, on 41 %.
Vastaus: 41 %

b) P(Sofia voittaa ensimmaéisen pelin ja Alexandra kaksi seuraavaa pelid)
=0,74 - 0,26°
=0,05002...
=5,002... %
~5,0%

Todenndkoisyys sille, ettid Sofia voittaa ensimmaiisen pelin ja
Alexandra kaksi seuraavaa pelid, on 5,0 %.

Vastaus: 5,0 %
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308. Todennikoisyydet valojen vireille:
P(ensimmdiinen valo on vihred) = 0,35
P(ensimmdinen valo on punainen) =1 — 0,35 = 0,65
P(toinen valo on vihred) = 0,75
P(toinen valo on punainen) = 1 — 0,75 = 0,25

a) P(ensimmaéinen valo on vihred ja toinen valo on vihred)
= P(ensimmadinen valo on vihred) - P(toinen valo on vihred)
=0,35-0,75
=0,2625
=26,25%
~26%

Todennikoisyys sille, ettd molemmat valot ovat vihreitd, on 26 %.
Vastaus: 26 %

b) P(ensimmaéinen valo on punainen ja toinen valo on punainen)
= P(ensimmaéinen valo on punainen) - P(toinen valo on punainen)
= 0,65 - 0,25
=0,1625
=16,25 %
~16 %

Todenndkoisyys sille, ettd molemmat valot ovat punaisia, on 16 %.
Vastaus: 16 %

¢) P(ensimmédinen valo on vihred ja toinen valo on punainen)
= P(ensimmaéinen valo on vihred) - P(toinen valo on punainen)
=0,35-0,25
=0,0875
=8,75%
~ 8,8 %

Todennikoisyys sille, ettd ensimmaéinen valo on vihrei ja toinen valo
punainen, on 8,8 %.

Vastaus: 8,8 %
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309. a) Jos ensimmdéinen kaapista otettu jogurtti on mustikkajugurtti, niin
kaapissa on ensimmadisen jugurtin ottamisen jélkeen vield kolme
mansikkajugurttia ja yksi mustikkajugurtti, eli yhteensa nelja
jugurttipurkkia. Toinen jogurtti on tilloin mustikkajugurtti

todennikdisyydell % ~0,25.

Vastaus: % =0,25

b) Eevi ottaa kaksi mustikkajugurttia todennékoisyydelld
P(ensimmdinen on mustikkajogurtti) - P(toinen on mustikkajugurtti)

'Z 1 _1
=5 "0

Eeva ottaa kaksi mustikkajogurttia todennékoisyydelld 0,1.

1
:—=0,1
Vastaus 10 0,
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310. a) Jos pakasta on nostettu yksi dssé eiki dssdi ole palautettu pakkaan,
pakassa on jaljelld 52 — 1 = 51 korttia ja 4 — 1 = 3 dssai.

Vastaus: 51 korttia, 3 dssda

b) Jos ensimmdinen Kortti on dssi eiké sitd palauteta pakkaan, niin toinen
3_1

kortti on dssd todenndkoisyydelld ST 0,0588...~0,059.

Vastaus: % ~ 0,059

¢) Jos pakasta nostettu kortti palautetaan pakkaan, pakassa on 52 korttia
ja 4 dssda. Toinen kortti on dssd todenndkdisyydelld

4 1 _ -
55 =15 = 0.0769..20,077.

Vastaus: i ~ 0,077
13

d) Jos nostettua korttia ei palauteta pakkaan, niin ensimmaéisen
nostettavan kortin arvo vaikuttaa todennikoisyyteen, jolla toinen kortti
on dssd. Télloin tapahtumat “ensimmaéinen kortti on dssd” ja “toinen
kortti on dssd” eivét ole riippumattomia.

Jos nostettu kortti palautetaan pakkaan, ei ensimmaéisen nostettavan
kortin arvo vaikuta toisen nostettavan kortin arvoon. Télldin
tapahtumat “ensimmaéinen kortti on &ssé” ja “’toinen kortti on &ssd”
ovat riippumattomia.

Vastaus: b-kohdan tilanteessa eivét ole, c-kohdan tilanteessa ovat
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VAHVISTA OSAAMISTA

311.

312.

Jos silméluku 6 esiintyy neljén heiton sarjassa ainakin kerran, se voi tulla
ensimmadiselld, toisella, kolmannella tai neljannelld heitolla tai useaan
kertaan. Tapahtuman A4 = silméluku 6 esiintyy ainakin kerran”
vastatapahtuma on B = "’silméluku 6 ei esiinny yhtdin kertaa”. Lasketaan
tapahtuman B todennikoisyys.
P(B) = P(joka heitolla muu silméluku kuin 6)

= P(1. heitolla muu kuin 6) - P(2. heitolla muu kuin 6)

- P(3. heitolla muu kuin 6) - P(4. heitolla muu kuin 6)

Tapahtuman A todennékdisyys on
P(A)=1-PB)=1-0482...=0,517...

eli suurempi kuin tapahtuman B, joten kannattaa ly6da vetoa tapahtuman
A puolesta.

Vastaus: tapahtuman 4

a) Puhelinmyyjé saa myytya kolme lehtitilausta todennikoisyydelld
P(myy tilauksen kaikilla kolmella puhelulla)
= P(myy tilauksen 1. puhelulla) - P(myy tilauksen 2. puhelulla)
- P(myy tilauksen 3. puhelulla)
=0,15-0,15-0,15
=0,15°
=0,003375
=0,3375%
=~ 0,34 %.

Puhelinmyyjé saa myytyd kolme lehtitilausta 0,34 %:n
todenndkdisyydella.

Vastaus: 0,34 %
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b) Kun puhelinmyyji soittaa yhden puhelun, todennékdisyys sille, ettd

hén ei saa myytya lehtitilausta on
P(ei myy tilausta) = 1 — P(myy tilauksen) =1 — 0,15 =0,85.

Lasketaan todenndkoisyys sille, ettd puhelinmyyjé ei saa kolmella
puhelulla myytyd yhtién tilausta.

P(ei myy kolmella puhelulla yhtédin tilausta)

= [P(ei myy tilausta)]®

= 0,85

=0,61412...

=61,412%

~ 61 %

Todenndkdoisyys sille, ettei puhelinmyyja saa myytya yhtdan
lehtitilausta, on 61 %.

Vastaus: 61 %

Puhelinmyyjé saa myyty4 ainakin yhden lehtitilauksen, jos hin saa
myytyé 1, 2 tai 3 tilausta. Lasketaan kysytty todenndkdisyys
vastatapahtuman avulla.

P(myy ainakin yhden tilauksen)
=1 — P(ei myy yhtdén tilausta)
=1-0,61412...

=0,38587...

=38,587... %

~39 %

Puhelinmyyjé saa myytya ainakin yhden lehtitilauksen
todenndkoisyydelld 39 %.

Vastaus: 39 %
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313. a) Ensimmdisen paprikan jdlkeen korissa on jiljelld 6 paprikaa, joista
3 on vihreité. Toisella nostolla todennékdisyys saada vihred paprika on
3_1 . o
6= Viite on epitosi.

Vastaus: epétosi, %

b) Kolmannella nostolla korissa on jiljelld 5 paprikaa, joista punaisia
on 3. Kolmannella nostolla todennikéisyys saada punainen paprika

on %, joten véite on tosi.
Vastaus: tosi

¢) Ensimmaéinen paprika on punainen todennikoisyydellé %

Jos ensimmaéinen paprika on punainen, niin toinen paprika on punainen

todenndkdisyydella %

Jos kaksi ensimmaisté paprikaa ovat punaisia, niin kolmas paprika on

punainen todenndkoisyydelld %

P(1., 2. ja 3. paprika ovat punaisia)
= P(ensimmdinen on punainen)- P(toinen on punainen )
-P(kolmas on punainen)

Viite on epétosi.

.. . 4
taus: t. -
Vastaus: epatosi, 35
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314. Riippumattomille tapahtumille 4 ja B on voimassa yhtdlod
P(4 ja B)=P(A) - P(B).
Sijoitetaan yhtdloon tiedot P(B) = 0,50 ja P(4 ja B) = 0,15, ja ratkaistaan

yhtilosta P(4).
0,15=P(A4)-0,50 |:0,50
0,15
P(4)= 0,50
P(A)=0,30

Vastaus: 0,30

315.  Opettaja ei tunnista kummankaan viestin léhettdjad, kun hén ei tunnista
ensimmadisen ja ei tunnista toisen viestin l&hettajaa.
Lasketaan tarvittavat todennikoisyydet.

P(opettaja tunnistaa ensimmdisen ldhettédjan) = g—z
P(opettaja ei tunnista ensimmaéistd ldhettdjad) =1— % = %

Toinen ldhettdjd on joku lopuista 34 opiskelijasta, eikéd opettaja
tunnistanut ensimmaista 1dhettéjaa.

P(opettaja tunnistaa toisen ldhettédjin) = %
L . . w1 ey 2 277
P(opettaja ei tunnista toista ldhettijaa) =1-— M3

Kysytty todenndkoisyys on

P(opettaja ei tunnista ensimmadisté eikd toista ldhettéjaa )
= P(ei tunnista ensimmdistd ) - P(ei tunnista toista )

_ 8 7

=35°34
=0,0470...

~0,047.

Todennidkoisyys sille, ettei opettaja tunnista kummankaan viestin
lahettdjaa nimen perusteella, on 0,047.

Vastaus: 0,047
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316. a) Kysytty todenndkdisyys on
P(ei saa yhtdin voittoa)
= P(1. arpa ei voita) - P(2. arpa ei voita, kun 1. arpa ei voittanut)
- P(3. arpa ei voita, kun 1. ja 2. arpa eivit voittaneet)
- P(4. arpa ei voita, kun 1., 2. ja 3. arpa eivit voittaneet).

Jos voittoarpoja on 50, niin arpoja, jotka eivit voita, on

300 — 50 = 250.
Liséksi aina arvan oston jilkeen arpojen kokonaismdird vihenee
yhdelld, joten
- oitay 2 250
P(1. eivoita) = 300
o . _ 249
P(2. ei voita, kun 1. ei voittanut) = 399
P(3. ei voita, kun 1. ja 2. eivit voittaneet) = g;;g
P(4. ei voita, kun 1., 2. ja 3. eivit voittaneet) = —gg;

Siis
P(ei saa yhtdan voittoa )
_ 250 249 248 247

300 299 298 297
=0,480...

~0,48.
Todennikoisyys sille, ettei Perttu saa yhtéén voittoa, on 0,48.

Vastaus: 0,48

b) Ainakin 1 arvoista voittaa, jos 1, 2, 3 tai 4 arpaa voittaa. Tapahtuman
”ainakin 1 arvoista voittaa” vastatapahtuma on “’yksikéén arpa ei
voita”. Lasketaan kysytty todennékdisyys vastatapahtuman avulla.

P(saa ainakin yhden voiton)
=1 — P(yksikédn arpa ei voita)
=1-10,480...

=0,519...

~0,52.

Perttu saa ainakin yhden voiton todennikoéisyydellé 0,52.

Vastaus: 0,52
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317.

a) Ensimmadisellé heitolla arpakuution silméluku voi tulla miké tahansa

kuudesta silmdluvusta. Toisella heitolla voi tulla mikd tahansa muu
kuin ensimmaéisen heiton silméiluku, joten suotuisia silmélukuja on
viisi.

Kolmannella heitolla voi tulla mika tahansa jéljelld olevista neljasta
silméluvusta.

P(kolmella heitolla tulee kaikilla eri silméaluku)

-0.2.4 =0,555...~0,56.

Jokaisella kolmella heitolla tulee eri silmiluku todennikoisyydella
0,56.

Vastaus: 0,56

b) Jatketaan a-kohdan tavalla kuudenteen heittoon asti.

P(kuudella heitolla tulee kaikilla eri silméluku)

~60.5.4321_0154..~0,015.

Jokaisella kolmella heitolla tulee eri silmiluku todenndkoisyydella
0,015.

Vastaus: 0,015

¢) Tapahtuma seitsemélld heitolla tulee jokaisella eri silmaluku” on

mahdoton, koska arpakuutiossa on vain kuusi eri silmilukua. Kysytty
todennékdisyys on siis 0.

Vastaus: 0
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318.

a) Tapahtuma 5 korttia on herttoja” tapahtuu, jos 1. kortti on hertta,

2. kortti on hertta, 3. kortti on hertta, 4. kortti on hertta ja 5. kortti on
hertta.

Pakassa on 52 korttia, joista 13 on herttoja. Jos ensimmaéinen kortti on
hertta, on pakassa sen nostamisen jélkeen yksi kortti ja yksi hertta
viahemman, eli 51 korttia, joista 12 on herttoja. Jatketaan vastaavalla
tavalla.

P(5 korttia on herttoja)
= P(1. on hertta)- P(2. on hertta)-...- P(5. on hertta)
_13 12 11 10 9

T 52 51 50 49 48
=0,000495...

~0,00050
Kaikki nostetut kortit ovat herttoja todennikéisyydelld 0,00050.

Vastaus: 0,00050

b) Pakassa on 52 korttia, joista 26 on mustia. Lasketaan kuten a-kohdassa.

P(5 korttia on mustia)
= P(1l. on musta)- P(2. on musta)-...- P(5. on musta)
26 25 24 23 22

52 51 50 49 48

=0,0253...

~ 0,025

Kaikki nostetut kortit ovat mustia todennikéisyydella 0,025.

Vastaus: 0,025

Pakassa on vain nelja kakkosta, joten tapahtuma 5 korttia ovat
kakkosia” on mahdoton. Kysytty todennikoisyys on siis 0.

Vastaus: 0
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319.

Jokaisessa kysymyksessd on 5 vaihtoehtoa, joista 1 on oikein.

P(vastaus on oikein) =% =0,2

P(vastaus on varin) =% =0,8

a) Kilpailija vastaa 30 kysymykseen arvaamalla. Kaikki vastaukset
menevit oikein vain silloin, jos tapahtuma ”vastaus on oikein” toistuu
30 kertaa.

P(kilpailija vastaa kaikkiin oikein)
= [P(vastaus on oikein)]*

=0,2%

=1,073...- 107

~1,07-107

Kilpailija saa kaikki vastaukset oikein todennzkoisyydella 1,07 - 1072,
Vastaus: 1,07 - 107!

b) Kilpailija vastaa 30 kysymykseen arvaamalla. Kaikki vastaukset
menevit vaarin vain silloin, jos tapahtuma ”vastaus on vairin” toistuu
30 kertaa.

P(kilpailija vastaa kaikkiin vdérin)

= [P(vastaus on viirin)]*°

=0,8%

=0,001237...

~0,00124

Kilpailija saa kaikki vastaukset viirin todennikoisyydella 0,00124.

Vastaus: 0,00124
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¢) Kilpailija vastaa kolmeen kysymykseen arvaamalla. Kaikki vastaukset
menevit oikein vain silloin, jos tapahtuma “vastaus on oikein” toistuu
3 kertaa.

P(kilpailija vastaa kaikkiin oikein)
= [P(vastaus on oikein)]*

Nolla ei ole desimaaliluvun alussa merkitsevd numero, mutta se on
merkitsevd numero desimaaliluvun lopussa. Kilpailija saa kaikki
vastaukset oikein todenndkoisyydelld 0,00800.

Vastaus: 0,00800
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320.

Ainakin yhdelld matkustajalla on syntymépaiva, jos yhdelld, kahdella,
kolmella, ... tai kuudellatoista matkustajalla on syntymépéaiva.
Tapahtuman “ainakin yhdelld matkustajalla on syntymépdiva”
vastatapahtuma on “’kellddn matkustajista ei ole syntyméapaivaa
matkustuspéivénd”. Lasketaan kysytty todenndkoisyys vastatapahtuman
avulla.

Bussimatka tapahtuu yhtend paivand vuodessa, joten kaikilla matkustajilla
tulee olla syntymépdivé jonain muuna vuoden 364 pdivésta.

P(matkustajalla ei ole syntyméapdivad )= 364

365
P(kellddn kuudestatoista matkustajasta ei ole syntymapdivaa nyt)
16
= [P(matkustajalla ei ole syntymapaivéa nyt)]"® =(%)

Kysytty todenndkoisyys on

P(ainakin yhdelld matkustajalla on syntymépdiva sind paivani)
= 1—P(kelldén 16 matkustajasta ei ole syntymépaiva sind paivéna )
_ 1 B ( ﬁ )16
365
=0,0429...

~0,043.
Ainakin yhdelld matkustajalla on syntymédpéiva todennékoisyydelld 0,043.

Vastaus: 0,043
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321.

322,

Tapahtuma koostuu kahdesta nostosta, joista joko ensimmadiselld, toisella
tai molemmilla voi tulla pari.

Nostetuista kahdesta kortista ensimméinen kortti voi olla mikéa tahansa
52 kortista, jolloin toisen on oltava mika tahansa 48 eriarvoisesta kortista,
jotta ei muodostuisi paria. Saman tdytyy vield tapahtua uudestaan toisella
nostolla.

P(ensimmaiselld nostolla ei tule paria ja toisella nostolla ei tule paria)
= P(ensimmdiselld nostolla ei tule paria)- P(toisella nostolla ei tule paria)
= [P(nostolla ei tule paria)]’
-(2 .ﬁ)z
52 51
=0,885...

~ 0,89

Nostettaessa kaksi kertaa kaksi korttia korttipakasta todennékoisyys sille,
ettei saada paria, on 0,89.

Vastaus: 0,89

a) Satunnaisessa tolpassa on kamera 16 % todennikoisyydelld. Kamera
kuvaa jokaisen, joka ajaa ylinopeutta yli 7 km/h. Ylinopeutta ajavia
autoilijoita on 4 %, joten

P(tolpassa on kamera ja kamera ottaa kuvan ohiajavasta
autosta) = 0,16 - 0,04

=0,0064

=0,64 %

Kamera ottaa autosta kuvan todennékoisyydelld 0,064 %.

Vastaus: 0,64 %
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b) Koska kamera ottaa kuvan todennikoisyydelld 0,04, niin
P(kamera ei ota kuvaa ohiajavasta autosta) = 1 — 0,04 = 0,96.
Sama tapahtuma toistuu 10 kertaa.

P(kamera ei ota kuvaa yhdestidkdan ohiajavasta kymmenesta
autoilijasta)

= [P(kamera ei ota kuvaa ohiajavasta autosta)]'

=0,96"

=0,66483...

=66,483... %

~ 66 %

Todenndkoisyys sille, ettd kamera ei ota kuvaa yhdestékaén autosta, on
66 %.

Vastaus: 66 %
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323.  Appletista ndhddén, kuinka monta vaihtoehtoa kullekin numerolle on.

1. nro 1

2. nro 0 2 4 6 8

3. nro 5 6

4. nro |5/6

s a]

+/| Ensimmaiinen numeroon 1.
/| Toinen numero on parillinen.
LS 4

+/| Kolmas ja neljas numero ovat 5ja 6
LS 4
jommassakummassa jarjestyksessa.

Ensimmaéinen numero voi olla vain 1, toiselle on mahdollisia numeroita 5
ja viimeiset kaksi numeroa tuottavat 2 mahdollista paria. Vaihtoehtoja
PIN-koodille on siis 1 - 5 - 2 =10.

Koodeista vain 1 on oikea, joten vdirid on 9 ja jokaisella uudella
yritykselld kokeillaan koodia, jota ei ole vield yritetty.

P(arvaa koodin oikein korkeintaan kolmella yritykselld)

=1 — P(arvaa viirin jokaisella kolmesta yrityksest)

=1 — P(arvaa viirin ensimmaiselld yritykselld) - P(arvaa védrin toisella
yritykselld) - P(arvaa véérin kolmannella yritykselld)

Kristian saa koodin oikein korkeintaan kolmella yrityksella
todennikoisyydelld 0,3.

Vastaus: 0,3
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324. Satunnaisesti valittu suomalainen on ladkéri todennikoisyydella

% = 0,00518,
joten hin on joku muu kuin 1adkari
todennikaisyydelld 1-0,00518...=0,994...

a) Jotta kymmenesté satunnaisesti valitusta suomalaisesta kaikki olisivat
ladkareitd, tulee tapahtuman “’satunnaisesti valittu suomalainen on
ladkéari” toistua 10 kertaa. Kertolaskusdannon mukaan

P(kymmenesti suomalaisesta kaikki ovat ladkéreitd)
= [P(suomalainen on laikéri)]"

=0,00518..."°

=1,395...-107%

~1,4-107%.

Kaikki kymmenen suomalaista ovat ladkéareitd todenndkoisyydelld
1,4-107%.

Vastaus: 1,4 - 102

b) Jotta kymmenestd satunnaisesti valitusta suomalaisesta kukaan ei olisi
ladkari, tulee tapahtuman “satunnaisesti valittu suomalainen ei ole
ladkéari” toistua 10 kertaa. Kertolaskusdannon mukaan

P(kymmenesti suomalaisesta kukaan ei ole 1dakari)
= [P(suomalainen ei ole l4dkiri)]"

=0,994"

=0,949...

~0,95.

Todennidkoisyys sille, ettei kukaan kymmenesti suomalaisesta ole
ladkari, on 0,95.

Vastaus: 0,95
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325.

¢)

Tapahtuma “ainakin yksi satunnaisesti valitusta kymmenesta
suomalaisesta on ladkari” on vastatapahtuma tapahtumalle “kukaan
kymmenestd satunnaisesti valitusta suomalaisesti ei ole 14dkari”, joten
b-kohdan perusteella

P(kymmenestd suomalaisesta ainakin yksi on l14ékari)
=1 — P(kymmenestd suomalaisesta kukaan ei ole 14ddkari)
=1-0,949... =0,0506... = 0,051.

Kymmenestd suomalaisesta ainakin yksi on ladkéri todenndkoisyydelld
0,051.

Vastaus: 0,051

Ensimmainen mitali menee oikealle kilpailijalle todenndkoisyydelld

%. Jos ensimmadinen mitali menee oikealle kilpailijalle, niin toinen

mitali menee oikealle kilpailijalle todenndkoisyydelld % ja kolmas

mitali vastaavasti todenndkoisyydella %

Kaikki kolme mitalia menevit oikeille kilpailijoille todennikoisyydella

P (kaikki 3 mitalia oikeille kilpailijoille)
= P(1. mitali oikealle kilpailijalle)- P(2. mitali oikealle kilpailijalle)
-P(3. mitali oikealle kilpailijalle)

Kaikki kolme mitalia menevat juuri oikeille kilpailijoille
todennékdisyydelld 0,017.

Vastaus: 0,017
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b) Viidestd henkilostd voidaan muodostaa kolmen henkilon joukko

(;) =10 tavalla. Vain yksi niistd on oikea mitalikolmikko, joten

kysytty todennékdisyys on % =0,1.

Mitalikolmikko on oikea todennékoisyydelld 0,1.

Vastaus: 0,1

326. Kysytty todenndkoisyys on

P(Leena ei opeta Tenhoa yhdelldkédén 9:sté kurssista)
= [P(Leena ei opeta Tenhoa yksittdiselld kurssilla)]’
= [P(Tenholla on kurssilla joku muu opettaja kuin Leena)]’

4\°
-(5)
=0,134...
~0,13.

Todenndkoisyys sille, ettei Leena opeta Tenhoa kertaakaan, on 0,13.

Vastaus: 0,13
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327. Presidentti saa sairauden yhdella kéttelylld, jos kattelevalla henkillld on
sairaus ja sairaus tarttuu kéttelyssa.
P(presidentti saa sairauden yhdella kéttelylld) = 0,03 - 0,05 = 0,0015
P(Presidentti ei saa sairautta yhdelld kéttelylld) = 1 — 0,0015 = 0,9985

a) P(presidentti saa sairauden 12 kittelylla)
=1 — P(presidentti ei saa sairautta 12 kéttelyll4)
=1 — P(presidentti ei saa sairautta ensimmaisell kattelylld) - P(ei
toisella) - ... - P(ei kahdennellatoista)
=1-0,9985"
=0,01785...
=1,785... %
~1,8%

Kun presidentti kittelee 12 henkild, hin saa sairauden 1,8 %:n
todennikoisyydella.

Vastaus: 1,8 %

b) Tapahtuma ’sairaus tarttuu ainakin kerran” on tapahtuman “sairaus ei
tartu kertaakaan” vastatapahtuma. Kun presidentti kéttelee n kertaa,
niin

P(sairaus tarttuu ainakin kerran) = 1 — 0,9985".

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitéd kysytty kéattelyjen maara.

1-0,9985" =0,5
—0,9985" =-0,5 ||(—1)
0,9985" =0,5
n =108 9945 0,5
n=461,751...

Presidentti voi kételld korkeintaan 461 kertaa, jotta todennékdisyys
saada sairaus pysyisi alle 50 prosentissa.

Vastaus: 461 kertaa
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328. Merkitdin 4 = “henkild on vasenkitinen”, jolloin 4 = henkild ei ole
vasenkétinen”.
P(4)=0,1
P(4)=1-0,1=0,9
Tapahtuma n-jésenisessd ryhmassé on ainakin yksi vasenkétinen”
sisdltdd tilanteet “tasan 1 vasenkétinen”, ”tasan 2 vasenkatistd”, ... tai
“tasan n vasenkditistd”. Vastatapahtuma on “ei yhtéén vasenkatista”.

Muodostetaan lauseke tapahtuman
”n-jasenisessd ryhméssi on ainakin yksi vasenkitinen”
todennikoisyydelle.

P(n-jasenisessd ryhméssa on ainakin yksi vasenkédtinen)
=1 — P(n-jdsenisessd ryhmissa ei ole yhtdén vasenkatistd)
=1— P(1. jasen ei ole vasenkétinen ja 2. jdsen ei ole vasenkétinen ja ... ja
n. jdsen ei ole vasenkétinen)
=1 - P(1. jasen ei ole vasenkétinen) - P(2. jdsen ei ole
vasenkitinen) - ... - P(n. jdsen ei ole vasenkétinen)
=1-0,9-0,9-...-0,9
T

=1-0,9"

Muodostetaan yhtéld, kun todennékoisyys tapahtumalle ”n-jasenisessi
ryhmaéssé on ainakin yksi vasenkétinen” on 0,8. Ratkaistaan yht&losti

kysytty ryhmakoko 7.
1-0,9"=0,8
—-0,9" =-0,2 [-(=1)
0,9"=0,2
n=log,,0,2
n=15,275...

Ryhméssi tulee olla 16 henkild4, jotta siind olisi ainakin yksi
vasenkétinen todennékoisyydelld 0,8.

Vastaus: 16 henkilod
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329.  Merkitddn kahden euron kolikoiden mairaa kirjaimella n.

Todennikoisyys sille, ettd ensimmaéinen otettu kolikko on kahden euron
. n

kolikko, on 2
Jos ensimmadinen kolikko oli kahden euron kolikko, niin kahden euron
kolikoita on taskussa jéljelld n — 1 kappaletta, ja kolikoita on yhteensa
jéljellda 11. Todenndkdisyys sille, ettd toinen otettu kolikko on kahden

n—1

11
Muodostetaan lauseke sen todennékdisyydelle, ettd saadaan kaksi kahden
euron kolikkoa.

euron kolikko, on siis

n—1
11

P(saadaan 2 kahden euron kolikkoa) = %

Ratkaistaan kahden euron kolikoiden lukumééra » yhtidlon avulla.

n n—-1_1 )
12 11 11 11
n
—-(n-1)=1 12
nn-n=1 |
n(n—1)=12
n—n-12=0
(DY) 41 (-12)
n=
2-1
_1£+/49
w2
_1£7
"=
nz%tainz%
n=4 tai n=-3

Kolikoiden méiré ei voi olla negatiivinen, joten hylatdén ratkaisu n = —3.
Kahden euron kolikoita on siis 4 kappaletta.

Vastaus: 4 kolikkoa
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SYVENNA YMMARRYSTA

330. a) Williamilla on Facebook-kavereita enemmin kuin eri syntymépéivia
on olemassa, joten kaikilla heistd ei voi olla eri syntymédpdiva. Kysytty
todennékdisyys on siis 0.

Vastaus: 0

b) Williamilla on syntymépéivé jonain vuoden 365 péiviésté. Kaikilla
hinen Facebook-kavereillaan tulee olla syntyméapéiva jonakin vuoden
muista 364 pdivista.

Kysytty todenndkoisyys on

P(kellddn Williamin 1470 Facebook-kaverista ei ole samaa
syntymépaivad kuin Williamilla)
3 6 4 1470
(563)
=0,0177...
~0,018

Todennidkoisyys sille, ettei kelladn Williamin 1470 Facebook-kaverilla
ei ole samaa syntymépéivad kuin Williamilla, on 0,018.

Vastaus: 0,018
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331.

Tapahtuma “yksikéén 12 heitosta ei ole kuutonen” tapahtuma voidaan
kirjoittaa ensimmaéinen heitto ei ole kuutonen ja toinen heitto ei ole
kuutonen ja ... ja 12. heitto ei ole kuutonen”. Kertolaskusdannon mukaan

P(yksikdin 12 heitosta ei ole kuutonen)

= P(ensimmadinen heitto ei ole kuutonen ja toinen heitto ei ole kuutonen ja
... ja 12. heitto ei ole kuutonen”)

= P(ensimmadinen heitto ei ole kuutonen) - P(toinen ei ole kuutonen) - ...

- P(12. heitto ei ole kuutonen)

= [P(heitto ei ole kuutonen)]'2.

Merkitéén todennékoisyytta P(heitto ei ole kuutonen) kirjaimella x ja
muodostetaan yhtalo.

x?=0,014
x=40,014
x = (%)0,700...

Koska silmédluku on joku muu kuin kuutonen todennédkoisyydella 0,700...
niin silméluku on kuutonen todennékoisyydellad
1-0,700...=0,299... =0,30.

Viallisessa arpakuutiossa saadaan yhdelld heitolla kuutonen
todennikoisyydellé 0,30.

Vastaus: 0,30
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332. Jokaisella nostolla jommankumman vérin mééré kasvaa.
a) Ensimmadiselld nostolla laatikossa on 1 valkoinen ja 1 musta pallo,
. . 1 1
ten P(1. nostolla tul 1k =——==
joten P(1. nostolla tulee valkoinen) T51-73
Suotuisassa tapauksessa ensimmaiselld nostolla laatikosta nousi
valkoinen pallo, joten nyt laatikossa on 1 musta ja 2 valkoista palloa.
- 2 2
P(2. nostolla tul 1k ===
(2. nostolla tulee valkoinen) T+3°3
Suotuisassa tapauksessa ensimmaisell4 ja toisella nostolla laatikosta
nousi valkoinen pallo, joten nyt laatikossa on 1 musta ja 3 valkoista

palloa.

P(3. nostolla tulee valkoinen ) =

A|w

3
1+3
P(kolmella ensimmdiselld nostolla tulee valkoinen pallo)

= P(ensimmdiselld ja toisella ja kolmannella nostolla tulee valkoinen
pallo)

= P(1. nostolla tulee valkoinen) - P(2. nostolla tulee valkoinen)
- P(3. nostolla tulee valkoinen)

Todennikoisyys sille, ettd kaikki kolme palloa ovat valkoisia, on 0,25.

Vastaus: 0,25
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b) Listataan pallojen maérdt jokaisen noston kohdalla.

c)

Noston jérjestysluku | Palloja ennen Haluttu pallon Todennékoisyys sille,
nostoa véri ettd saadaan haluttu véri

1 1 musta ja 1 musta 1
valkoinen 5

2 2 mustaa ja 1 musta 2
valkoinen g

3 3 mustaa ja 1 valkoinen 1
valkoinen Z

4 3 mustaa ja 2 valkoinen 2
valkoista g

5 3 mustaa valkoinen 3
6

Kertolaskusddnnon mukaan
P(1. musta ja 2. musta ja 3. valkoinen ja 4. valkoinen ja 5. valkoinen)

~ 60
~0,01666...
~0,017.

Todenndkoisyys sille, ettd kaksi ensimmdisti palloa ovat mustia ja
kolme seuraavaa valkoisia, on 0,017.

Vastaus: 0,017

Kun mustia palloja on nostettu n kpl, niin laatikossa on yksi valkoinen
jan + 1 mustaa palloa. Todennékdisyys saada valkoinen pallo on

1

1+n

Vastaus: 1
1+n
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333.

Kun kortti nostetaan » kertaa, niin

P(n:11d nostolla tulee ainakin yksi pata)

=1 — P(n:114 nostolla ei tule yhtdén pataa)

=1 — P(1. nostolla ei tule pataa) - P(2. nostolla ei tule pataa) - ...
- P(n. nostolla ei tule pataa).

a) Nostot ovat riippumattomia, silld nostettu kortti palautetaan pakkaan.
P(1. nostolla ei tule pataa) = P(2. nostolla ei tule pataa) = ...
= P(n. nostolla ei tule pataa)
Siis
P(n:114 nostolla tulee ainakin yksi pata)
=1 — [P(nostolla ei tule pataa)]".

Etsitddn muuttujan » arvo, jolla todennédkdisyys saada n:114 nostolla
ainakin 1 pata on 0,99, kun yksittiiselld nostolla tulee muu kortti kuin
pata todennékdisyydelld 3P_3_ 0,75.
52 4
1-0,75" =0,99
-0,75" =-0,01 - (=1)

0,75" =0,01
n=log, ;0,01
n=16,007...

Pakasta on nostettava 16,007... korttia, joten 16 korttia ei riitd. Pakasta
on nostettava 17 korttia.

Vastaus: 17 korttia
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b) Nostot eivét ole riippumattomia, silld jokaisella nostolla pakan koko
pienenee. Madritetédn kyseinen todennékoisyys vastatapahtuman
”yksikddn nostettu kortti ei ole pata” avulla.

Todennikoisyys saada muu kortti kuin pata on ensimmdiselld nostolla

39

52°

Jos ensimmadiselld nostolla ei tule pataa, pakassa on yksi kortti

vihemmaén ja yksi muu kuin patakortti vihemmaén. Télloin

todennékdisyys saada muu kortti kuin pata on %

Kun jatketaan samalla tavalla, ovat todennékdisyydet saada seuraavilla
37 36 35

korteilla muu kuin pata 50749748

Videossa https://vimeo.com/228964747/ff68e6a2ad ndytetddn, miten
tehtdva ratkaistaan loppuun taulukkolaskentaohjelmalla.

Vastatapahtuman “ei yhtéén pataa” todenndkoisyys alittaa 1 %
neljannellétoista nostolla. Tarvitaan 14 nostoa, jotta todenndkoisyys
saada ainakin yksi pata on yli 99 %.

Vastaus: 14 korttia
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334.

Todenndkoisyys sille, ettd puttaus onnistuu, kun pallon etéisyys reidsti
on r metrid, on kédntden verrannollinen pallon ja reidn vélisen etdisyyden

e a .
nelioon, joten se on muotoa P(r)=—5, jossar>0,8.
r

Koska puttaus onnistuu varmasti 0,8 metrin etiisyydeltd, niin P(0,8) = 1.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd kerroin a.

a=0,8
a=0,64

0,64
P
Todennikoisyys, ettd puttaus onnistuu 3 metrin etdisyydeltd, on

PB)=O£4=Oﬁ7H“

Siis P(r)=

Todenndkoisyys, ettd puttaus ei onnistu 3 metrin etdisyydeltd, on
1-0,0711...=0,928...

Todennidkoisyys sille, ettd yksikddan kymmenesti pallosta ei mene reikdén,
on

P(yksikdin ei mene reikéén)

=0,928..."°

=0,478...

Todenndkoisyys, ettd ainakin yksi kymmenesté pallosta menee reikédén, on
P(ainakin yksi menee reikdin)

=1 — P(yksikéén ei mene reikdin)

=1-0478...

=0,521...

Ainakin yksi kymmenestd pallosta menee reikédn todennédkdisyydelld
0,521...=0,52.

Vastaus: 0,52



Huippu 5 * Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhti6 Otava e paivitetty 10.8.2017
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

335. a) P(B| A) tarkoittaa todennékdisyyttd tapahtumalle B, kun tapahtuma 4
tapahtuu, eli ’satunnaisesti valittu henkild opiskelee pitkéa
matematiikkaa, kun hén urheilee”, eli ”satunnaisesti valittu urheilija
opiskelee pitkdd matematiikkaa”.

P(B | A) tarkoittaa siis todenndkoisyyttd sille, ettd satunnaisesti valittu
urheilija opiskelee pitkdd matematiikkaa.

Vastaavasti P(4 | B) tarkoittaa todennékdisyyttd tapahtumalle
”satunnaisesti valittu pitkdn matematiikan opiskelija urheilee”.

Vastaus: P(B | A): todenndkoisyys, etti satunnaisesti valittu urheilija
opiskelee pitkdd matematiikkaa. P(4 | B): todennékdisyys, ettd
satunnaisesti valittu pitkdin matematiikan opiskelija urheilee.

b) Koska 65 % opiskelijoista urheilee, niin 35 % opiskelijoista ei urheile.
20 % ei urheile eiké opiskele pitk&d4 matematiikkaa, jolloin
35 % — 20 % = 15 % ei urheile, mutta opiskelee pitkdd matematiikkaa.
Siis lukion opiskelijoista opiskelee pitkdd matematiikkaa ja urheilee
40 % — 15 % = 25 %. Piirretdéin havainnollistus ja médritetddn sen
avulla kysytyt todennikoisyydet.

Urheilijat 65 %  Pitka matematiikka 40 %

20 %

Olkoon lukiolaisia 7 kappaletta. Talldin:

0,4n lukiolaista urheilee, mutta ei opiskele pitk&d matematiikkaa.
0,25n lukiolaista urheilee ja opiskelee pitkda matematiikkaa.
0,15n lukiolaista opiskelee pitkda matematiikkaa, mutta ei urheile.
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Kysytyt todennikoisyydet ovat

P(B|4)

= P(urheilija opiskelee pitkdd matematiikkaa)
0,250

0,651

—0,38461...

=38,481%

~ 38 %.

ja

P(4|B)

= P(pitkdn matematiikan opiskelija urheilee)
_0,25n

~0,40n

=0,625

=62,5%

~ 63 %

Vastaus: P(B | A) =38 %, P(4 | B) =63 %
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336.

Madritetdén ryhméan koko vastatapahtuman “kaikilla on eri syntymépéaiva”
avulla. Jos ryhmén koko on 2 henkild4d, niin todenndkoisyys, jolla heilld
on sama syntymépiivé, saadaan laskettua vastatapahtuman avulla.

Jos ensimmadiselld henkil6lld on syntymépédivé jonakin vuoden

365 péivistd, niin toisella henkil6lld on oltava syntymépéivé miné tahansa
muuna vuoden 364 paivésta.

P(kahdella henkil6lld on sama syntymépaiva)
= 1 — P(kahdella henkil6ll4 ei ole samaa syntymépaivad)
_ 1365 364

365 365
Vastaavasti jatkamalla saadaan kolmen henkilon ryhmalle

P(ainakin kahdella kolmesta henkildstd on sama syntymépéiva)
=1 — P(kenellékéédn kolmesta henkilOsté ei ole samaa syntymépéivad)
365 364 363

= 1-365 365 365

Taulukoidaan taulukkolaskentaohjelmassa todennédkodisyyksié vastaavalla
tavalla eteenpdin.
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A B i D E F G H
1
2 |Henkilgitd PaEivia "vapaana" Todenndkdisyys
3 1 365 0,000
4 2 364 0,003
3 3 363 0,008
6 4 362 0,016
7 5 361 0,027
8 6 360 0,040
9 7 359 0,056
10 8 338 0,074
11 9 357 0,095
12 10 356 0,117
13 11 335 0,141
14 12 334 0,167
15 13 353 0,154
16 14 352 0,223
17 15 351 0,253
18 16 350 0,284
19 17 349 0,315
20 18 348 0,347
21 19 347 0,379
22 20 346 0,411
23 21 345 0,444
24 22 344 0,476
25 23 343 0,507 Ensimmaisen kerran yli 50 % todennakdisyys
26 24 342 0,538
27 25 341 0,569 | .l
28 26 340 0,598
29 27 339 0,627
30 28 338 0,654
21 29 337 0,681
32 30 336 0,706
33 |Kaava: 1-PRODUCT(BS3:B33)/365°A33
34

Taulukoinnin perusteella 23 hengen ryhméssé ainakin kahdella on sama
syntymépaiva yli 50 % todennikoisyydella.

Vastaus: 23 henked
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337.

Listataan kolmilapsisen perheen mahdolliset lapsikokoonpanot.
TTT
TTP
TPT
TPP
PTP
PTT
PPT
PPP

Merkitdan tapahtumat 4 ja B seuraavasti:
A ="perheessi on sekd tyttdjd ettd poikia
B = perheessi on enintdéin yksi tytto”

2

Tallsin P(4)=8=3;

_4_
3 =4 18 P(B)=3

1

X

Tapahtuma 4 ja B” tarkoittaa tapahtumaa “’perheessé on tdsmaélleen yksi
tyttd”, joten P(A4 ja B) = %.

Riippumattomuuden ehto on

P(4 ja B) = P(A) - P(B).
Sijoitetaan yhtéloon tiedossa olevat todennikoisyydet ja tutkitaan,

toteutuuko yhtdlo.
3_.31

8 42

3_3

8 8

Yhtilo toteutuu, joten tapahtumat ovat riippumattomat.

Vastaus: ovat
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338.

Tutkitaan vaitettd ”Jos tapahtumat 4 ja B ovat riippumattomia ja
tapahtumat B ja C ovat riippumattomia, tapahtumat 4 ja C ovat
riippumattomia” valitsemalla jotkut tapahtumat, joilla véite mahdollisesti
ei ole voimassa. Valitaan tapahtumat 4, B ja C seuraavasti:

A: ”arpakuution silméluku on 1 tai 2”

B: “korttipakasta nostettu kortti on dssd”

C: arpakuution silmdluku on 1”

Arpakuutio ja korttipakka eiviét vaikuta toisiinsa, joten tapahtumat 4 ja B
ovat riippumattomia. Samasta syysté tapahtumat B ja C ovat
riippumattomia. Jos tutkittava véite on tosi, niin tilldin myds tapahtumat
A ja C ovat riippumattomia. Tutkitaan, ovatko 4 ja C riippumattomia.

Jos A tapahtuu, niin arpakuution silméluku on 1 tai 2. Talldin
todenndkdisyys sille, ettd arpakuution silméluku on 1, on 0,5, eli
tapahtuman C todennékdisyys on 0,5, kun A4 tapahtuu.

Jos taas A ei tapahdu, niin arpakuution silméluku on 3, 4, 5 tai 6. Tall6in
todennékdisyys sille, ettd arpakuution silméluku on 1, on 0, eli
tapahtuman C todennékdisyys on 0, kun 4 tapahtuu.

Siis tapahtuman A4 tapahtuminen vaikuttaa tapahtuman C
todennikoisyyteen, joten tapahtumat 4 ja C eivit ole riippumattomia.

Tutkittava viite on siis epatosi.

Vastaus: epéatosi
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3.2 Yhteenlaskusaanto

ALOITA PERUSTEISTA

339.

340.

a) Helteelld ei voi sataa lunta, joten tapahtumat 4 = sataa lunta” ja
B ="on hellettd” ovat erillisid.

Vastaus: ei voi, ovat

b) Pakkasella voi sataa lunta, joten tapahtumat 4 = sataa lunta” ja
B ="0on pakkasta” eivit ole erillisié.

Vastaus: voi, eivit ole

¢) Jari voi treenata samaan aikaan kuin Mari jumppaa, joten tapahtumat
A ="Jari treenaa” ja B = "Mari jumppaa” eivét ole erillisi.

Vastaus: voi, eivit ole

d) Ari ei voi luistella ja ajaa autoa yhté aikaa, joten tapahtumat 4 = ”Ari
luistelee” ja B = Ari ajaa autoa” ovat erillisia.

Vastaus: ei voi, ovat

Koska pakkasta ja hellettd ei voi olla samassa paikassa samaan aikaan,
niin tapahtumat “on hellettd” ja ”on pakkasta” ovat erillisid. Erillisten
tapahtumien yhteenlaskusdannén mukaan

P(on helletta tai pakkasta)

= P(on hellettd) + P(on pakkasta)
=2%+17%

=19 %.

Kaupungissa on pakkasta tai hellettd 19 %:n todennékdisyydella.

Vastaus: 19 %
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341.

342.

a) Koska tapahtumat 4 ja B ovat erillisié, niin

P(A tai B) = P(4) + P(B) = 0,24 + 0,39 = 0,63.

Vastaus: 0,63

b) Yleisen yhteenlaskusdannoén mukaan

P(A4 tai B) = P(4) + P(B) — P(4 ja B) = 0,24 + 0,39 — 0,09 = 0,54.

Vastaus: 0,54

a) Tapahtuma “molemmat ehtivét lentokoneeseen” voidaan ilmaista

muodossa ”Virpi ehtii lentokoneeseen ja Petri ehtii lentokoneeseen.”
Viite on oikein.

Vastaus: oikein

b) Tapahtumaa "Vain toinen ehtii lentokoneeseen " tarkoittaa, ettd Virpi

ehtii ja Petri ei ehdi, tai sitten Petri ehtii ja Virpi ei ehdi. Viite on siis
Vadrin.

Vastaus: védrin, ”Virpi ehtii lentokoneeseen ja Petri ei ehdi
lentokoneeseen, tai Petri ehtii lentokoneeseen ja Virpi ei ehdi
lentokoneeseen”.

Tapahtuma “Kumpikaan ei ehdi lentokoneeseen” tarkoittaa, ettd Virpi
ei ehdi lentokoneeseen ja Petri ei ehdi lentokoneeseen. Lause "Virpi ei
ehdi lentokoneeseen tai Petri ei ehdi lentokoneeseen" tarkoittaa, etti
ainakin toinen myohéstyy, mutta ei tarkoita sitd, ettd molemmat
myOhdstyvét. Viite on siis vaarin.

Vastaus: védrin, ”Virpi ei ehdi lentokoneeseen ja Petri ei ehdi
lentokoneeseen”
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343.

a)

Kertolaskusidédnnon mukaan todennikoisyys sille, ettd kaikki kolme
lasta ovat poikia, on

P(1. lapsi on poika) - P(2. lapsi on poika) - P(3. lapsi on poika)
=0,512-0,512-0,512

=0,512°

=0,13421...

=13,421... %

~13,4%

Kaikki kolme lasta ovat poikia todennékoisyydelléd 13,4 %.

Vastaus: 13,4 %

b) Koska syntyvistd lapsista 51,2 % on poikia, niin tyttdjd on

100 % — 51,2 % = 48,8 %. Kertolaskusdannon mukaan todennékdisyys
sille, ettd kaikki kolme lasta ovat tyttdjé, on

P(1. lapsi on tyttd) - P(2. lapsi on tyttd) - P(3. lapsi on tyttd)

=0,488 - 0,488 - 0,488

= 0,488’

=0,11621...

=11,621... %

~ 11,6 %.

Kaikki kolme lasta ovat tyttdjad todenndkoisyydelld 11,6 %.
Vastaus: 11,6 %

Kaikki kolme lasta ovat samaa sukupuolta, jos he ovat kaikki poikia tai
he ovat kaikki tyttdjd. Tapahtumat “kaikki kolme ovat poikia” ja
”kaikki kolme ovat tytt6jd” ovat erillisid, joten erillisten tapahtumien
yhteenlaskusdannén mukaan

P(kaikki kolme lasta ovat samaa sukupuolta)

= P(kaikki kolme ovat poikia) + P(kaikki kolme ovat tyttoja)
=13,421... % +11,621... %

=25,043... %

~25,0%

Kaikki kolme lasta ovat samaa sukupuolta todennikoéisyydelld 25,0 %.

Vastaus: 25,0 %
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344.

345.

Tiedetdén, ettd

P(lukiolainen pitéd ruotsista ja lukiolainen pitdd englannista) = 0,35, joten
tapahtumat “’lukiolainen pitéé ruotsista” ja “’lukiolainen pitdd englannista”
eivit ole erillisid. Kaytetddn yleistd yhteenlaskusaantoa.

P(lukiolainen pitda ruotsista tai englannista)

= P(lukiolainen pitdd ruotsista) + P(lukiolainen pitdd englannista)
— P(lukiolainen pitd4 ruotsista ja lukiolainen pitd4d englannista)
=0,45+ 0,60 — 0,35

=0,70

=70 %

Satunnainen lukion opiskelija pitdé ruotsista tai englannista 70 %:n
todenndkoisyydella.

Vastaus: 70 %

Merkitéén tapahtumia seuraavasti:

A = sanomalehti saapuu kello 4-5

B = sanomalehti saapuu kello 5-6

Tiedetdin, ettd P(B) = 0,67.

Koska sanomalehti tulee joka aamu klo 4—6, niin P(4 tai B) = 1.
Tapahtumat 4 ja B ovat erilliset, silld sama lehti ei voi saapua kahtena eri
aikana.

Muodostetaan yhtild erillisten tapahtumien yhteenlaskusdénnon

P(A4 tai B) = P(A) + P(B)

avulla. Sijoitetaan tunnetut tiedot ja ratkaistaan P(4).
1=P(A4)+0,67

P(A4)=1-0,67

P(A4)=0,33

Lehti saapuu kello 4-5 todennékdisyydelld 0,33

Vastaus: 0,33
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346. Taulukossa olevien nappuloiden yhteisméard on T Afrikan @ha
1+2+3+4+3+5+12=30. 2 rubiinia
3 smaragdia
a) Tiedetéin, ettd 4 topaasia
b 3 rosvoa
P(1. kiekko on rubiini) = ——, 5 hevosenkenkai
30 12 tyhjid
P(1. kiekko on smaragdi) = % ja
P(1. kiekko on topaasi) = %

Tapahtumat 1. kiekko on rubiini”, 1. kiekko on smaragdi” ja 1.
kiekko on topaasi” ovat erillisié. Erillisten tapahtumien
yhteenlaskusddnnoén mukaan

P(1. kiekko on rubiini, smaragdi tai topaasi)
2,3 .4

=30 730 730

-9

- 30

-3

10

=0,3.

Ensimmadinen kddnnetty kiekko on rubiini, smaragdi tai topaasi
todenndkdisyydelld 0,30.

Vastaus: 0,30
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b) Koska kiekkoja on kdénnetty 6, kddntdméattomien kiekkojen
yhteisméérd on endd 30 — 6 = 24. Kéannetyistd kiekoista yksikéén ei
ollut rubiini eikd hevosenkenkd, joten niiden médrit ovat ennallaan.

Sama kiekko ei voi olla seké rubiini ettd hevosenkenkd, joten
tapahtumat 7. kiekko on rubiini” ja 7. kiekko on hevosenkenk&” ovat
erillisid. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusdénnén mukaan

P(7. kiekko on hevosenkenka tai rubiini)
= P(7. kiekko on hevosenkenkd ) + P (7. kiekko on rubiini)
=25
24 24
A
24
=0,291...
~0,29.

Seuraava kaannetty pahvikiekko on hevosenkenka tai rubiini
todennikdoisyydelld 0,29.

Vastaus: 0,29
347. a) Jos ensimmdinen sukka on vasemman jalan sukka, laatikossa on

jéljelld kaksi vasemman jalan sukkaa ja kolme oikean jalan sukkaa, eli
yhteensd 5 sukkaa. Toinen sukka on oikean jalan sukka

todennikdisyydell % =0,6.

Vastaus: 0,6
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348.

b) Hanna saa sukkaparin, jos hén ottaa ensin vasemman jalan sukan ja

sitten oikean jalan sukan, tai jos hén ottaa ensin oikean jalan sukan ja

sitten vasemman jalan sukan.

P(sukkapari) = P(vasen) - P(oikea) + P(oikea) - P(vasen)
33,33 _3_
65765 500

Hanna saa sukkaparin todennikoisyydelld 0,6.

Vastaus: 0,6

Merkitddn tapahtumia seuraavasti:
A =matkustajalla on késineet”

B ="matkustajalla on pipo”
Tiedetdan, ettd

P(4)=10,30

P(4jaB)=0,20

P(A4 tai B) = 0,65

Tapahtumat 4 ja B eivét ole erillisi4, silld samalla henkil6l1ld voi olla
késineet ja pipo. Muodostetaan yhtilo yleisen yhteenlaskusdannon
P(A tai B) = P(4) + P(B) — P(A4 ja B)

avulla ja ratkaistaan P(B).

0,65 = 0,30 + P(B) — 0,20
0,65 = 0,10 + P(B)
P(B)=0,65-0,10
P(B)=0,55

Matkustajista 55 prosentilla on pipo padssaan.

Vastaus: 55 %
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349.

Matilda saa tdsmilleen yhden voittoarvan, jos ensimmaéinen voittaa ja
toinen ei voita, tai jos ensimmaéinen ei voita ja toinen voittaa.

Koska arpoja on suuri mééré, ei yhden voittoarvon poistaminen vaikuta
toisen arvan voiton todennédkdisyyteen. Ensimmdisen ja toisen arvan
voitto ovat siis riippumattomia.

Todenndkoisyys sille, ettd yksittdinen arpa ei voita, on 1 — 0,15 = 0,85.

P(Matilda saa tasan yhden voittoarvan)

= P(ensimmadinen arpa voittaa ja toinen ei voita)

+ P(ensimmaéinen arpa ei voita ja toinen arpa voittaa)

= P(arpa voittaa) - P(arpa ei voita) + P(arpa ei voita) - P(arpa voittaa)
=0,15-0,85+0,85-0,15

=0,255

=25,5%

Matilda saa tismilleen yhden voittoarvan 25,5 %:n todenndkoisyydella.

Vastaus: 25,5 %
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VAHVISTA OSAAMISTA

350. Piirretdén tilanteesta appletin avulla puukaavio.

1. henkilo

2. henkilg

a) Puumallissa suotuisa haara on oikeanpuoleisin haara, jossa molemmat
valot ovat punaisia.
P(molemmat kévelevit punaisia pdin) = 0,15 - 0,35 = 0,0525 = 0,053

Molemmat kdvelevét punaisia pdin todennédkdisyydelld 0,053.
Vastaus: 0,053

b) Suotuisa haara on vasemmanpuoleisin haara, jossa molemmat valot
ovat vihreita.
P(kumpikaan ei kdvele punaisia pdin) = 0,85 - 0,85 = 0,7225 = 0,72

Todenndkoisyys sille, ettei kumpikaan kévele punaisia péin, on 0,72.
Vastaus: 0,72

¢) Suotuisia haaroja on molemmat keskimmaiset haarat, joissa toinen
valo on vihred ja toinen punainen.
P(tdsmilleen yksi heistd kdvelee punaisia péin)
=0,85-0,15+0,15-0,65=0,225~=0,23

Todenndkoisyys sille, ettd tismélleen yksi jalankulkijoista kdvelee
punaisia péin, on 0,23.

Vastaus: 0,23
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351. Tiedetéén, ettd P(4 tai B) = 0,46 ja P(4) = 0,31.

a) Muodostetaan yhtélo erillisten tapahtumien yhteenlaskusdannon
P(A4 tai B) = P(4) + P(B) avulla ja ratkaistaan P(B).

0,46 = 0,31 + P(B)
P(B)=0,46 — 0,31
P(B)=0,15

Vastaus: 0,15

b) Tapahtumat 4 ja B eivit ole erillisid, silld P(4 ja B) = 0,12.
Muodostetaan yhtélo yleisen yhteenlaskusddannon
P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(4 ja B) avulla ja ratkaistaan P(B).
0,46 =0,31+ P(B)— 0,12
0,46 =0,19 + P(B)
P(B)=0,46—-10,19
P(B)=10,27

Vastaus: 0,27
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352.

Merkitéén tapahtumia seuraavasti:
A =satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla 1. paivénd”
B ="satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla 2. pdivdna”

a) Koska 1. pdivind osallistuu 8300 henkild4 ja yhteensd 11 400

S _ 8300
henkild, niin P(A4)= 11400°
. 10100
Vastaavasti P(B)—m.

Koska kaikki satunnaisesti valitut osallistujat osallistuvat ainakin
jompanakumpana pdivind, niin P(4 tai B)=1.

Muodostetaan yhtélo yleisen yhteenlaskusaannon
P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(4 ja B)
avulla ja ratkaistaan siitd P(4 ja B).

8300 10100_ .
1=1T200 * 11200 P (412 B)

18400

1=T100 F(412B)
-0 =—P(4jaB)
i
P(AjaB):%

P(4jaB)=0,614...

Satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla molempina péivina
todennikoisyydelld 0,614... = 0,61.

Vastaus: 0,61
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b) Todennikoisyys sille, ettd satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla
8300
11400

sille, ettd satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla molempina

7000
18400°

1. pdivénd, on P(A4)= ,ja a-kohdan perusteella todenndkoisyys

pdivind, on P(A4 jaB)=

Todennidkoisyys sille, ettd satunnaisesti valittu osallistuja on festareilla
vain ensimmadisend paivand, voidaan ilmaista muodossa P(4 ja ei-B).
Erillisten tapahtumien yhteenlaskusdanndn mukaan

P(4)=P("4 ja B” tai 4 ja ei-B”) = P(4 ja B) + P(4 ja ei-B).

Muodostetaan téstd yhtalo sijoittamalla tunnetut tiedot. Ratkaistaan
yhtélostd kysytty todenndkoisyys P(4 ja ei-B).

18300 _ 7000 -
11400 ~ 18400 + P (Ajaci-B)

o 8300 7000
P(A jaei-B)= 11206~ 18 400
1300
P(A4 ja el—B)——11400

P(Ajaci-B)=0,114...

Satunnainen festareille osallistuva henkilo on festareilla vain
ensimmadisend paivana todenndkdisyydelld 0,114... =0,11.

Vastaus: 0,11
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353.

354.

Merkitéén tapahtumia seuraavasti:
A = "vieras s6i munia”
B ="vieras soi pekonia”

Tiedetdédn seuraavat todennikoisyydet:
P(4)=0,40
P(B)=10,30

Tapahtumat 4 ja B eivét ole erillisié, silld vieras voi syodd molempia.

Tapahtuma vieras ei syonyt kumpaakaan” on tapahtuman “vieras soi
munia tai pekonia” vastatapahtuma.

P(vieras ei syonyt kumpaakaan) = 0,55,
joten P(A4 tai B) =1 — 0,55 = 0,45.

Muodostetaan yhtélo yleisen yhteenlaskusdannon

P(A tai B) = P(4) + P(B) — P(A ja B)

avulla ja ratkaistaan kysytty todennikoisyys P(4 ja B).
0,45=0,30+0,40—P(A4 jaB)
0,45=0,7—-P(A4 jaB)

P(AjaB)=0,7-0,45

P(A4jaB)=0,25

Vieras s0i seké pekonia ettd munia todennékdoisyydella 0,25.

Vastaus: 0,25

a) Erilliset tapahtumat ovat tapahtumia, joilla ei ole yhteisid
alkeistapauksia. Esimerkiksi tapahtumat ”arpakuution heitossa tulee
pariton silméluku” ja “arpakuution heitossa tulee parillinen silméluku”
ovat erillisié.

b) Riippumattomat tapahtumat ovat tapahtumia, joissa toisen
tapahtuminen ei vaikuta toisen todennékdisyyteen. Esimerkiksi
tapahtumat “’korttipakan paéllimmaéinen kortti on dssd” ja “arpakuution
heitossa tulee silméluku 2” ovat riippumattomia.
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355.

a) Soittolistalla on kappaleita yhteensé 6 + 5 + 4 = 15. Néistd 6 on

bluesia, joten P(1.kappale on bluesia) = % Jos ensimmdinen kappale
on bluesia, listalla on viela jéljelld 14 kappaletta, joista 5 on bluesia,

joten P(2.kappale on bluesia) = %

Todenndkoisyys sille, ettd kaksi ensimmadisti kappaletta ovat bluesia,
on

P(1.ja 2. kappale ovat bluesia)

= P(1. kappale on bluesia)- P(2. kappale on bluesia)

_6 5

~15'12
=0,142...

~0,14.

Kaksi ensimmaista kappaletta ovat bluesia todennikéisyydella 0,14.

Vastaus: 0,14

b) Soittolistan 15 kappaleesta on muuta kuin bluesia 9 kappaletta, joten

P(1. kappale ei ole bluesia) = % Jos ensimmaéinen kappale on muuta
kuin bluesia, listalla on viela jéljelld 14 kappaletta, joista 8 on bluesia,

joten P(2.kappale ei ole bluesia) = %

Todenndkoisyys sille, ettd kaksi ensimmdisti kappaletta ovat
blueskappaleita, on
P(1. ja 2. kappale ovat muuta kuin bluesia)
= P(1. kappale ei ole bluesia)- P(2. kappale ei ole bluesia)
9 8

=15'12
=0,342...

~0,34.

Kaksi ensimmadistd kappaletta ovat muuta kuin bluesia
todennékdisyydelld 0,34.

Vastaus: 0,34
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¢) Soittolistan 15 kappaleesta reggaeta tai bluesia on 11, joten

P(1. kappale on reggaeta tai bluesia) = %

Jos ensimmaéinen kappale on reggaeta tai bluesia, listalla on vield
jéljelld 14 kappaletta, joista 10 on reggaeta tai bluesia, joten

P(2. kappale on reggaeta tai bluesia) = %

Todenndkoisyys sille, ettd kaksi ensimmaisti kappaletta ovat reggaeta
tai bluesia, on

P(1.ja 2. kappale ovat reggaeta tai bluesia)

= P(1. kappale reggaeta tai bluesia)- P (2. kappale reggaeta tai bluesia)
1110

15 14

=0,523...

~0,52.

Kaksi ensimméistd kappaletta ovat reggaeta tai bluesia
todenndkdisyydelld 0,52.

Vastaus: 0,52
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356.

Suotuisia arpakuution silmilukujen summia ovat “ensimmaiselld heitolla
2 ja toisella heitolla 3” sekd “ensimmaiselld heitolla 3 ja toisella heitolla
2”. Lasketaan todennékdisyydet, joilla kahta arpakuutiota heitettiessd
tulee silmélukujen summaksi 2 tai 3.

Kahdella heitolla silmélukujen summa 2 voi tulla ainoastaa parilla 1 + 1
1

kaikista 36:sta mahdollisesta parista. Siis P(summa on 2) = 36

Kahdella arpakuutiolla silmédlukujen summa 3 voi tulla pareilla
1 +2ja2 + 1 kaikista 36:sta mahdollisesta parista. Siis

P(summa on 3) = 3_26

Kysytty todennékdisyys on
P(yhteensa 5 askelta)
= P(summa on 2) - P(summa on 3) + P(summa on 3) - P(summa on 2)

~1.2,2 1
36 36 36 36

=0,003086...

~0,0031

Pelaaja etenee kahden heittovuoron aikana tismailleen viisi askelta
todennikéisyydella 0,0031.

Vastaus: 0,0031
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357.

Mummon tietokone alkaa asentaa paivityksia tai jumiutuu muuten vaan,
jos se alkaa asentaa péivityksid, tai se ei ala asentaa péivityksié ja
jumiutuu muuten vaan.

Merkitéén tapahtumia seuraavasti:
A ="kone alkaa asentaa paivityksid”
B ="kone jumiutuu muista syista”

Tiedetéén, ettd jos tapahtuma A ei tapahdu, niin tapahtuma B tapahtuu
todenndkdisyydelld 0,04. Koska tapahtumat 4 ja B ovat erillisid, niin B voi
tapahtua vain silloin, kun 4 ei tapahdu. Kertolaskusdannoén mukaan

P(B) = P(A4 ei tapahdu) - 0,04 = (1 - 0,18) - 0,04 = 0,0328.

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusddnnon mukaan
P(4 tai B)=0,18 + 0,0328 = 0,2128 = 0,21.

Mummon tietokone alkaa asentaa paivityksid tai jumiutuu muuten vaan
todennékdisyydelld 0,21 = 21 %.

Vastaus: 21 %



Huippu 5 * Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhti6 Otava e paivitetty 10.8.2017
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

358. Olkoon A4 = veriryhmé on A, B = veriryhmé on B, C = veriryhmi on AB
ja O = veriryhmé on O. Tunnetaan seuraavat todennikoisyydet:

P(4) = 0,44
P(B)=0,17
P(C)=0,08
P(0)=031

Jos valitaan kaksi henkil6d, muodostuu pareja A4, AB, AC...
Sama veriryhmi on pareilla A4, BB, CC ja OO.

P(AA) = P(A4 ja A) = P(A) - P(A) = 0,44

P(BB) = P(BjaB)=P(B)- P(B)=0,17
P(CC)=P(CjaC)=P(C)- P(C)=0,08

P(00) = P(0 ja 0)=P(0) - P(0)=0,31°

Tapahtuma ”puolisot kuuluvat samaan veriryhméén pitdd” voidaan
kirjoittaa muodossa A4 tai BB tai CC tai OO

P(44 tai BB tai CC tai 00)

= 0,442 + 0,172 + 0,08% + 0,312
= 0,325

=32,5%

~33 %

Puolisot kuuluvat samaan veriryhméain 33 %:n todenndkoisyydell.

Vastaus: 33 %
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359.

Olkoon A = péivé on kirkollinen juhlapyhd” ja B =" pdiva on
viikonloppuna”.

Tiedetddn seuraavat todennakoisyydet:

P(4 tai B) = 0,3014
P(4) = 0,0274
P(B) = 0,2877

Muodostetaan yhtéld yleisen yhteenlaskusdannon
P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(4 ja B)
avulla ja ratkaistaan todennédkoisyys P(4 ja B).

0,3014=0,0274+0,2877 — P(4 ja B)

0,3014=0,3151—P(4 ja B)
P(4jaB)=0,3151-0,3014
P(4jaB)=0,0137

Satunnainen péiva on siis seké kirkollinen juhlapyha ettd viikonloppu

todennékoisyydelld 0,0137. Koska pdivié oli vuodessa 365, niin
viikonlopulle osuvia kirkollisia juhlapyhié oli tuona vuonna
0,0137 - 365 =5,0005 = 5.

Kyseisend vuonna 5 kirkollista juhlapyhéé osui viikonlopulle.

Vastaus: 5 juhlapyhii
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360.

Viallinen tuote péésee ldpi jos tarkastaja A ei huomaa virhetti ja tarkastaja
C ei huomaa virhettd, tai tarkastaja B ei huomaa virhettd ja tarkastaja C ei
huomaa virhetta.

Olkoon A = tarkastaja A huomaa virheen”, B = “’tarkastaja B huomaa
virheen” ja C = tarkastaja C huomaa virheen”.

P(4) = 0,90, joten P(A4)=1-0,90=0,10
P(B)=0,92, joten P(B)=1-0,92=0,08
P(C)=0,98, joten P(C)=1-0,98=0,02

Kysytty todenndkoisyys on
P("AjaC" tai "B ja C")
=P(4)-P(C)+P(B)-P(C)
=0,10-0,02 + 0,08 - 0,02
=0,0036

=0,36 %

Satunnainen viallinen tuote pédsee linjastosta lépi 0,36 %:n
todennékdisyydella.

Vastaus: 0,36 %
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361. Merkitdén tapahtumia seuraavasti.
A =" Anni pédsee jatkoon”
E ="Erno paisee jatkoon”
P ="Pazilaiti paasee jatkoon”

Listataan kaikki tapahtumat joissa ainakin kaksi heisté paisee jatkoon.

Kolme péidsee:
"AjaFEjaP”

Kaksi paidsee:

“djaEja P ”

“djaPja E”

“EjaPja A”

Lasketaan yksittdisten kilpailijoiden kohdalla todennékdisyydet sille, ettid
kilpailija ei péadse jatkoon.

P(A) = 0,90, joten P(A)=1-0,90=0,10
P(E)=0,85, joten P(E )=1-0,85=0,15
P(P)=0,95, joten P(P )=1-10,95=0,05

Todennékdisyys sille, ettd kaikki kolme paésevit jatkoon, on
P(4jaEjaP)=P(A4)-PE)-PP)=0,90-0,85-0,95=0,72675.

Lasketaan todenndkoisyydet kullekin kahden kilpailijan jatkoon
paisijoiden joukolle.

P(AjaEja P)=0,90- 0,85 - 0,05 = 0,03825
P(4jaPja E)=0,90-095-0,15 = 0,12825
P(EjaPja 4)=0,85-0,95- 0,10 =0,08075
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P(ainakin kaksi heistd padsee jatkoon)

=P("AjaEjaP”tai”AjaEja P”tai”’AjaPja E”tai”EjaPja A”)
=P(djaEjaP)+PjaEja P)+P(4jaPja E)+P(EjaPja A)
=0,72675 + 0,03825 + 0,12825 + 0,08075

=0,974

=974 %

=97 %

Todenndkoisyys sille, ettd ainakin kaksi kilpailijoista padsee jatkoon, on
97 %.

Vastaus: 97 %
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362.

a) Kyseisessi lukiossa on opiskelijoita yhteensd 133 + 106 = 239.

Satunnainen opiskelija on tyttd todennikdisyydelli % =0,556... ja
poika todennikdisyydell % —0,443..

Kysytty todenndkoisyys on erillisten tapahtumien yhteenlaskusdannon
mukaan

P(satunnainen lukiolainen on vérisokea)

= P(satunnainen lukiolainen on vérisokea tytto tai virisokea poika)

= P(satunnainen lukiolainen on tytt6 ja vérisokea)

+ P(satunnainen lukiolainen on poika ja vérisokea).

Kertolaskusddnnon mukaan tdima todenndkdisyys on
0,556...-0,005+0,443...-0,10

=0,04713...

=4,713...%

~5%.

Satunnainen lukion opiskelija on varisokea 5 %:n todennikéisyydella.

Vastaus: 5 %

b) Virisokeus ja vasenkitisyys voidaan ajatella riippumattomiksi.

P(satunnainen lukiolainen on vérisokea ja vasenkétinen)
= P(satunnainen lukiolainen on vérisokea)

- P(satunnainen lukiolainen on vasenkétinen)
=0,04713...- 0,10

=0,00471...

=0,471... %

=~ 0,5 %

Satunnainen lukion opiskelija on virisokea ja vasenkéitinen 0,5 %:n
todennikéisyydella.

Vastaus: 0,5 %
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363.

Lasketaan todenndkoisyys sille, etté kaikki kortit ovat eriarvoisia.
Ensimmaéinen kortti voi olla miké tahansa 52:sta kortista. Toisen pitééd olla
eriarvoinen kuin ensimmaiinen, joten toiselle kortille on 48 suotuisaa
vaihtoehtoa 51:sté pakassa olevasta kortista. Todennikoisyys, etti toinen

. o : : . . 48
kortti on eriarvoinen kuin ensimméinen, on siis I3h
Vastaavalla tavalla todenndkoisyys sille, etté kolmas kortti on eriarvoinen

kuin kaksi ensimmaistd keskendén eriarvoista korttia, on % Jatkamalla

tdhin tapaan saadaan

P(kaikki eriarvoisia) =%-%-%-j—g% =0,507...%0,51.

Kaikki kortit ovat eriarvoisia todennékdisyydelld 0,51.

Vastaus: 0,51
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364.

Positiivisia kaksinumeroisia kokonaislukuja ovat luvut 10 — 99, joita on
90 kappaletta.

Pienin kaksinumeroinen kolmella jaollinen positiivinen kokonaisluku on
12 ja suurin kaksinumeroinen kolmella jaollinen kokonaisluku on 99.
99-12
=29
3

Néiden erotus on 99 — 12 =79, ja luku 3 sisdltyy erotukseen

kertaa.

Kaksinumeroisten kolmella jaollisten positiivisten kokonaislukujen
médrid laskettaessa tdhan on liséttdva yksi, koska esimerkiksi lukujen 12
ja 15 erotus on 3 ja luku 3 siséltyy erotukseen %: 1 kertaa, mutta lukuja
on kuitenkin 2 eikd 1. Kaksinumeroisia positiivisia kolmella jaollisia
kokonaislukuja on siis 29 + 1 = 30.

P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen kolmella)
_30_1

90 3

Pienin kaksinumeroinen neljéllé jaollinen positiivinen kokonaisluku on 12
ja suurin kaksinumeroinen neljéllé jaollinen kokonaisluku on 96.
Kaksinumeroisia neljalla jaollisia positiivisia kokonaislukuja on

26121122

P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen neljalla)
_2_1

90 45

Tapahtumat “luku on kolmella jaollinen” ja ’luku on neljilla jaollinen”
eivit ole erillisi4, silld luku on jaollinen kolmella ja neljilla, jos se on
jaollinen luvulla 3 - 4 =12.

Suurin kaksinumeroinen kahdellatoista jaollinen kokonaisluku on 96 ja
pienin 12.

Kahdellatoista jaollisia kaksinumeroisia positiivisia kokonaislukuja on
96-12
12

+1=8.
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P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen kahdellatoista)
_8_4
90 45°

P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen neljéllé tai
kolmella)

= P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen kolmella)
+ P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen neljalla)
— P(kaksinumeroinen positiivinen kokonaisluku on jaollinen

kahdellatoista)
_1 11 4 22 ~
=3 + 45 45" 45 0,488...~0,49.

Satunnainen kaksinumeroinen kokonaisluku on jaollinen kolmella tai
neljélld todennédkdisyydelld 0,49.

Vastaus: 0,49
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365.

Jan ehtii junaan, jos hin ehtii bussiin ja junaan tai ei ehdi bussiin, mutta
ehtii junaan.

Jos Jan ehtii bussiin, hin my6hédstyy junasta todennikoisyydella 0,1 ja
ehtii junaan todennékoisyydelld 1 — 0,1 =0,9.

Jos Jan mydGhéstyy bussista, hin mydhéstyy junasta todennédkdisyydelld
0,4 ja ehtii junaan todennékdisyydelld 1 — 0,4 = 0,6.

Merkitddn B = Jan ehtii bussiin” jaJ =" Jan ehtii junaan”. Talldin
P(Jan ehtii kouluun)

=P(BjaJ)+ P(B jaJ)

=P(B)-09+P(B)-0,6

=P(B)-09+[1—-P(B)]-0,6

=0,9P(B) + 0,6 — 0,6P(B)

=0,3P(B) + 0,6.

Tiedetéddn, ettd P(Jan ehtii kouluun) = 0,85. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan siitd P(B).

0,3P(B)+0,6=0,85
0,3P(B)=0,85-0,6

0,3P(B)=0,25 |:0,3
P(B)=0,833...

Jan ehtii bussiin todenndkoisyydelld 0,833... = 0,83.

Vastaus: 0,83
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366.

Kirjoitetaan taulukkoon tehtdvanannossa kerrotut tiedot (sininen tausta) ja
tdydennetédn taulukkoa vaihe vaiheelta.

Onnistuu biologiassa Epéonnistuu Yhteensd
biologiassa
Onnistuu kemiassa
Epédonnistuu 210-112=98 112 210
kemiassa
Yhteenséd 1300 — 350 = 950 350 1300
Onnistuu Epédonnistuu Yhteensd
biologiassa biologiassa
Onnistuu kemiassa 950 — 98 =852 350 - 112=238 1300 — 210 = 1090
Epéonnistuu 98 112 210
kemiassa
Yhteenséd 950 350 1300

a) 1300 kokelaasta 852 onnistuu molemmissa kokeissa, joten
P(satunnainen kokelas onnistuu molemmissa kokeissa)
_ 852

=300 = 0:655...% 0,66.

Kokelas onnistuu molemmissa kokeissa todennikéisyydella 0,66.
Vastaus: 0,66

b) 350 biologian kokeessa epdonnistuneesta kokelaasta 112 epdonnistuu
my0s kemiassa, joten
P(satunnainen biologian kokeessa epdonnistunut kokelas epdonnistuu
112

kemiassa) = 350 =0,32.

Biologian kokeessa epdonnistunut kokelas epdonnistuu myds kemian
kokeessa todenndkoisyydelld 0,32.

Vastaus: 0,32
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¢) 1300 kokelaasta ainakin toisessa kokeessa epdonnistuu
238 + 112 + 98 = 448.

P(satunnainen kokelas onnistuu ainakin toisessa kokeessa)

448 .
=300 = 344~ 0.34.

Kokelas epdonnistuu ainakin toisessa kokeessa todennédkoisyydelld
0,34.

Vastaus: 0,34
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367. Merkitddn tapahtumia seuraavasti:
L ="Linnea onnistuu yksittéiselld yritykselld”
K ="Kalle onnistuu yksittéiselld yrityksella”

Kalle onnistuu paremmin kuin Linnea, jos

e Kalle onnistuu molemmilla yrityksillé ja Linnea vain
ensimmadiselld yritykselld

e Kalle onnistuu molemmilla yrityksilld ja Linnea vain toisella
yritykselld

o Kalle onnistuu molemmilla yrityksilld ja Linnea ei onnistu
kummallakaan yritykselld

e Kalle onnistuu vain ensimmdiselld yritykselld ja Linnea ei onnistu
kummallakaan yritykselld

e Kalle onnistuu vain toisella yritykselld ja Linnea ei onnistu
kummallakaan yritykselld

Merkitédn ndma tapahtumat ovat lyhennysmerkintdja kdyttden:

"KjaKjaLja L”
"KjaKja L jaL”
"KjaKja L jaL”
"Kja K jaL jaL”
"K jaKja L jaL”

P(K)=0,7,joten P(K )=1-0,7=0,3.
P(L)=0,8,joten P(L)=1-0,8=0,2.

P(Kalle onnistuu paremmin kuin Linnea)

=P(KjaKjaLija L)+P(KjaKja L jal)+P(KjaKja L ja L)
+P(Kja K jaL jaL)+P(K jaKjaL jaL)
=0,7-0,7-0,8-0,2+0,7-0,7-0,2-0,8+0,7°0,7-0,20,2
+0,7-03-02-0,2+0,3-0,7-0,2-0,2

=0,193...

~0,19

Kalle onnistuu paremmin kuin Linnea todennédkoisyydelld 0,19.

Vastaus: 0,19

SYVENNA YMMARRYSTA
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368.

Jos laatikosta A tulee valkoinen pallo, niin laatikossa B on 4 valkoista

kuudesta pallosta. Talloin P(laatikosta B tulee valkoinen) = %

Jos laatikosta A tulee punainen pallo, niin laatikossa B on 3 valkoista

kuudesta pallosta. Talloin P(laatikosta B tulee valkoinen) = %

Valkoinen pallo nousee B:sti tapauksissa ”A:sta valkoinen ja B:std
valkoinen” tai ”A:sta punainen ja B:std valkoinen”.

P(laatikosta B tulee valkoinen)

= P(laatikosta A tulee valkoinen ja laatikosta B tulee punainen)

+ P(laatikosta A tulee punainen ja laatikosta B tulee punainen)

= P(laatikosta A tulee valkoinen) - P(laatikosta B tulee valkoinen)
+ P(laatikosta A tulee punainen) - P(laatikosta B tulee valkoinen)
24,33

=S E 3 220,566..%0,57

Toisena otettu pallo on valkoinen todennékdisyydella 0,57.

Vastaus: 0,57
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369. Todennékdisyys sille, ettd 300 osallistujasta ensimmiinen tarvitsee
ladkérin hoitoa ja muut 299 eivit tarvitse, on
P(ensimmadinen tarvitsee hoitoa ja muut eivét)
=0,006 - (1 —0,006)*”.

Vastaavasti todennikoisyys sille, ettd 300 osallistujasta toinen tarvitsee
ladkéarin hoitoa ja muut 299 eivit tarvitse, on

P(toinen tarvitsee hoitoa ja muut eivit)
=0,006 - (1 — 0,006)**

ja

P(kolmas tarvitsee hoitoa ja muut eivét)
=0,006 - (1 —0,006)*”

janiin edelleen. Todenndkoisyydet ovat keskenéén yhté suuria, joten
kysytty todennékdisyys on

P(tdsmaélleen yksi tarvitsee ladkérin hoitoa)

=300 - 0,006 - (1 —0,006)*”

=0,29771...

=29,771 %

~30%

Todenndkdisyys sille, ettd osallistujista tismélleen yksi tarvitsee 1dikirin
hoitoa, on 30 %.

Vastaus: 30 %
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370.

371.

Sijoitetaan lausekkeeseen (Z) P* (1= p)" " heittojen méri n = 60,

kuutosten méaérd £ = 10 ja kuutosen todennikoisyys p = %
60 1 10 1 60-10
[1o)(s) (=)
60 1 10 5 50
B (10)(6) (6)
=0,1370...
~0,14

Kun arpakuutiota heitetdan 60 kertaa, saadaan tdsmaélleen 10 kuutosta
todenndkdisyydelld 0,14,

Vastaus: 0,14

Tapahtuman 4 tai B tai C” todennékdisyys voidaan laskea summan
P(A4) + P(B) + P(C) avulla. T4lloin kuitenkin alueet "4 ja B”, ”4 ja C” ja
”B ja C” tulevat laskettua kahdesti, joten vihennetién ne kerran.

Vastaavasti alue 4 ja B ja C” tulee laskettua kolme kertaa, mutta
vihennettiessd alueet ”4 ja B”, ”4 ja C” ja”B ja C” alue "4 ja Bja C”
tulee vahennettyd kolmesti. Talldin P(4 ja B ja C) tulee lisdta takaisin
kerran.

P(A tai B tai C) = P(4) + P(B) + P(C) — P(4 ja B) — P(4 ja C) — P(B ja
C)+P(4ja Bja C)

Vastaus: P(4 tai B tai C) = P(4) + P(B) + P(C) — P(4 ja B) — P(4 ja
C)—P(BjaC)+PdjaBjaC)
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372. a) Esimerkiksi tapahtuman “arpakuution heitossa tulee kahdesti perdkkain
sama silméluku” todennékdisyydessé kéytetddn riippumattomien
tapahtumien kertolaskusééntoé ja erillisten tapahtumien
yhteenlaskusdantoa:

Todennikoisyys sille, ettd saadaan kahdesti perdkkéin sama silmaluku,
on erillisten tapahtumien yhteenlaskusédédnndn mukaan

P(saadaan kahdesti silmdluku 1)

+ P(saadaan kahdesti silméluku 2)
+ P(saadaan kahdesti silméluku 3)
+ P(saadaan kahdesti silmdluku 4)
+ P(saadaan kahdesti silméluku 5)
+ P(saadaan kahdesti silméluku 6).

Riippumattomien tapahtumien kertolaskusdannon mukaan tdma
todennikoisyys on

P(1. heitolla silméluku 1) - P(2. heitolla silmiluku 1)

+ P(1. heitolla silméluku 2) - P(2. heitolla silmdluku 2)
+ P(1. heitolla silméluku 3) - P(2. heitolla silméiluku 3)
+ P(1. heitolla silméluku 4) - P(2. heitolla silméluku 4)
+ P(1. heitolla silmdluku 5) - P(2. heitolla silméluku 5)
+ P(1. heitolla silméluku 6) - P(2. heitolla silméluku 6).

Vastaus: "arpakuution heitossa tulee kahdesti perdkkdin sama
silmaluku”
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b) Esimerkiksi tapahtuman “korttipakan kaksi pdéllimmaista korttia ovat
samaa maata tai molemmat kuvakortteja” todennékoisyyden
laskemisessa tarvitaan riippuvien tapahtumien kertolaskusdantda ja
yleistd yhteenlaskusdantoa:

Todennikoisyys sille, ettd korttipakan kaksi paallimmaiistd korttia ovat
samaa maata tai molemmat kuvakortteja, on yleisen
yhteenlaskusddnnon mukaan

P(kaksi paéllimmaistd korttia ovat samaa maata tai molemmat
kuvakortteja)

= P(samaa maata) + P(molemmat kuvakortteja) — P(samaa maata ja
molemmat kuvakortteja).

Téssé kohtaa tarvitaan myds erillisten tapahtumien yhteenlaskusdantoa,
jonka kéyttdd ei ole tehtdvénannossa kielletty. Erillisten tapahtumien
yhteenlaskuséddnnoén mukaan tdmi todennékoisyys on

P(molemmat herttoja) + P(molemmat ruutuja) + P(molemmat

patoja) + P(molemmat ristejd) + P(molemmat kuvakortteja) — P(samaa
maata ja molemmat kuvakortteja).

Riippuvien tapahtumien kertolaskusdannén mukaan tima
todennikoisyys on

P(1. kortti on hertta) - P(2. kortti on hertta)

+ P(1. kortti on ruutu) - P(2. kortti on ruutu)

+ P(1. kortti on pata) - P(2. kortti on pata)

+ P(1. kortti on risti) - P(2. kortti on risti)

+ P(1. kortti on kuva) - P(2. kortti on kuva)

— P(1. kortti on herttakuva) - P(2. kortti on herttakuva)
— P(1. kortti on ruutukuva) - P(2. kortti on ruutukuva)
— P(1. kortti on patakuva) - P(2. kortti on patakuva)

— P(1. kortti on ristikuva) - P(2. kortti on ristikuva)

1312, 1312, 1312 . 1312, 1211

52 51 52 51 52 51 52 51 52 51

— — — — M
molemmat herttoja ~ molemmat ruutuja  molemmat patoja ~ molemmat ristejd ~ molemmat kuvia

3.2 _ 32 _ 32 _ 3.2

51 51 51 51 51 51 51 51

molemmat herttakuvia ~ molemmat ruutukuvia ~ molemmat patakuvia ~ molemmat ristikuvia

Vastaus: “korttipakan kaksi padllimmaisti korttia ovat samaa maata tai
molemmat kuvakortteja”
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ALOITUSAUKEAMAAN LIITTYVIA TEHTAVIA

1. Kertoimet ovat eri lopputulosmahdollisuuksille arvioitujen
todenndkdisyyksien kddnteislukuja.

Kotijoukkueen voiton todennékdisyys on 50 % eli 0,50.
Tasapelin todenndkoisyys on 30 % eli 0,30.
Vierasjoukkueen voiton todennékdisyys 20 % eli 0,20.

Kertoimet saadaan todenndkdisyyksien kdédnteislukuina:

Kotijoukkueen voiton kerroin on 0—15 =2,00.

: : 1 N
Tasapelin kerroin on 030 3,333...~3,33.

Vierasjoukkueen kerroin on =5,00.

1
0,20

Vastaus: kotivoitto 2,00, tasapeli 3,33 ja vierasvoitto 5,00

2. Kotivoiton kerroin on 10.
Tasapelin kerroin on 2,5.
Vierasjoukkueen kerroin on 2.

Kertoimien kéénteisluvut ovat todennakdisyyksia:

Kotijoukkueen voiton todennékoisyys on % =0,1=10 %.

Tasapelin todennékdisyys on % =0,4=40 %.

Vierasjoukkueen voiton todennikoisyys on % =0,5=50 %.

Vastaus: kotijoukkueen voitto 10 %, tasapeli 40 % ja vierasjoukkueen
voitto 50 %



