Kertausosa

Kertausosa

1.

a) 1,6-360° =576°

b) Peruuttaessa pyoérihdyssuunta on
vastapaivaan. Kulma on siis
—2,4-360° = -864°

Vastaus: a) 576° b) —864°

b 0,88
) o =2=="20 =0 6769... ~ 0,68 (rad)
r ,3m
83
b) =" =1,930.. ~ 1,9 (rad)
3cm

Vastaus: a) a = 0,68 (rad) b) £ =1,9 (rad)

2) 51,0°=51,0°—— rad = 0,89011...rad ~ 0,890 ad
180°

b) 127°=127°—— tad = 2216... rad ~ 2,22 rad
180°

Q) 445° = 445°. K’;O rad = 7,766... tad ~ 7,77 rad

Vastaus: a) 0,890 rad b) 2,22 rad c) 7,77 rad

180°

a) 6,12rad = 6,12- O 350,6..0%351°
T
180°

b) 0,24 rad = 0,24 - O 137.0%14°
T
180°

o) 11,0rad =11,0- =630,25..° % 630°
T

Vastaus: a) 351° b) 14° ¢) 630°
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5. Merkitddn sddettd kirjaimella . Kaaren pituus
on talléin r—3.

-

r-3
0,6 rad
o=
r
0.6=""2 |-r#0
r
0,6r=r—3
~0,4r==3  |:(-0,4)
r="17,5

Vastaus: 7,5 cm

6. a) sin% = 0,3826... ~ 0,383
27
b) cos? =0,30901... ~ 0,309
T
©) tanﬁ =0,293062... ~ 0,294
a) Sinin arvo on sama kuin kehépisteen

y-koordinaatti.
Kuvan perusteella sin65° = 0,9.

Laskimella sin65° = 0,90063...

b) 360° —65° = 295°
VA

0,2 \

02 o4 o6 08 1o x
=65°

Kuvan perusteella sin295° = —0,9..
Laskimella sin 295° =—0,90063...
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¢) Kosinin arvo sama kuin kehipisteen
x-koordinaatti.
Kuvan perusteella cos65° = 0,4

Laskimella cos65° =0,4226...

d) 180°-65°=115°
vA
T

\

65°

L

S
<y

-1j0 -0,8 -0,6 2 04 06 08 1

Kuvan perusteella cos115° = —0,4
Laskimella cos115°=-0,4226...

a) Tangentti on sama kuin tangenttisuoran ja
kulman vasemman kyljen leikkauspisteen
_y-koordinaatti.

45°

L
S
1
=)
©
L
)
o
1
<)
~
1
S
)
<)
)
=)
i
)
o
<)
)
S
bl 4

tan45° ~ 1
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b)

207

Z1J0 —0j8 —0)6 —0ja 42 02 04 o6 08 1o x

)

y4
et
0,8
R R A
0,6 i
‘
‘
/ 0,4 ' \
‘
02 !
T AKase
i >
-1j0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,2 04 06 0,8 10 X

sin45° = 0,7
d) cos45°=0,7

5

20°7%
o —ols —ol6 -0j4 -d)2 02 o4 o6 98 1o x
6,2 3
)
=06 be - - ,,,‘

sin320° = —0,6

f) cos320°=0,8
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9. a) Ratkaistaan ensin cos f yhtilostd 10. 2)
(sin,b’)2 Jr(cos,b’)2 =1 e

(ijz + (cos,B)2 =1 uo

1
Leospy = <2 :
-1)0 -0,8 -0,6 0,4 -0,2 0,2 04 06 08 10 X
15 0.2
(coslb’)zzE \ N /

15 =J,0
cosp ==, f— 0,8
p 16 ~

J15

cosff=t——
4 B ~160°
Koska kulma f sijaitsee ensimmiisessi b)
neljanneksessi, on kosinin arvo positiivinen. i I

\/E siope|- - 1- /

COS Ea—
F==

—~1_|

Lasketaan tan f tarkka arvo sinin ja kosinin
avulla. 1o

—
—

xVY

4 1 1lo

~—_/

L =260°
1
Vastaus: tan f = ——
J15
1 sinx  1—cosx
" 1+ cosx sin x

Kerrotaan ristiin.
sinx -sinx = (1 + cos)(l — cosx)

(sinx)2 =1- (cosx)2

(sinx)2 + (cosx)2 =1

1

Yhtalo on tosi.O
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12. tan150° = tan (120° + 30°) 13. 9)
sinx =0,54
Kaavan mukaan x =32,6..°+n-360°
tan120° + tan 30° ~ 33°+-360°
tan(120°+30°) = - - X n
1—tan120°- tan 30 TAI
1
— 3+ﬁ x =180°—32,6...°+ 7-360°
=——— x=147,3..°+ - 360°
1‘(\/3)'\/3 x % 147°+ 1+ 360°
n=0,£1%2,..
Sievennetain nimittaja
1 b)
— 3 +—
NE) sinx =—0,26
1_(\/3).L 5 =—15,07..°+ 7~ 360°
V3 x =~ —15°+7#-360°
1
-3+ ——= TAI
_ V3
= NG x =180°—(—15,07...°)+n~360°
1+'ﬁ 5 =195,07..°+ 7 360°
1 x ~195°+ 7-360°
— 3 +—
B NE n=0,£1%+2,..
2
Lavennetaan osoittajan termit samannimiksiksi 14.
5 sin2f =0,40
“/3+j_ 28 =23,57..° + n-360° 2
1 3
Y B =11,78..°+ 1-180°
N B~11,8+1-180°
7\5 & . TAI
__ BB
B 2 2 =180°—-23,57..°+ n-360°
-2 2 =156,42...° + n - 360° 2
_\3 £ =78,21..°+ n-180°
22 1 B ~78,2°+ 1-180°
:ﬁg n=0,21,+2,..
= _L Vastaus:
J3 B ~11,8+1-180°
P =78,2°+1-180°
1
Vastaus: tan150° = ——
NG
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15. Sijoitetaan 5 =24 cm yhtal6on.

48sin(75¢°) = 24
sin(75z‘°) =0,5

|:48

75¢°=30°+1-360°  |:75°
t=0,4+n-4,8
TAI

75¢° =180° —30° + 7 - 360°
75¢° =150°+ 7 - 360°
t=2+n-4,8

:75°

Ensimmiisen kerran hypyn korkeus on 24 cm
kun #=0,4s.

16.
5sin3x—4=0

5sin3x =4 :5

sin3x =—
5

3x =0,927...4+n2x :3
x= 0,309...+n~2?”

2
Xz0,3l+n-?ﬂ-

TAI
3x=m—0,927...4+n2x
x=2214..+n2x :3

2
x= O,738...+n-?ﬁ

xz0,74+ﬂ-2?”

Vastaus:

2 2
xzo,31+ﬂ-?” tai xz0,74+ﬂ-?7[

17. a) Asteina:
cosa =0,15

o =+81,37..° + - 360°
o ~+81° + 1+ 360°

Radiaaneina:
cosa =0,15

a ==x1,420...+ n2x
a=t,4+n2x

b) Asteina:
tana =18

a=86,8..°+1n-180°
a~87°+1-180°
Radiaaneina:
tana =18
a=1515...+n1

a~=1,5+nr

Vastaus: a) o = £81°+»-360°
a=*l,4+n2r

b) & ~87° +1-180°

a=1,5+nr
3
18. a) cosx:£
2
x=i£+n2ﬂ'
6
b) t !
anx =———
J3
5
X=—+nx
6
19. a)
3cos4x =1 3
1
cosdx =—

4x =%£70,52..°+ n-360°
x =%17,63..°+ n-90°
x = *17,6°+n-90°
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b)
tan2x —5=2
tan2x =7
2x =81,86...°+ #-180° :2
x =40,93..°+ 7 -90°
x =~ 40,9°+7-90°
Vastaus:

a) x ®+£17,6°+7-90°
b) x ~40,9°+%-90°

20. /=120m

0=0,144 5" /m

v, =47m/s
p=18°

Sijoitetaan arvot yhtaloon.
120=0,144-47*(tany —tan 18°)
120 =318,096- tan y — 318,096 tan18°
318,096 tany =120+ 318,096 tan18° |:318,096
120+ 318,096 tan18°
T 18,09
tany =0,7021...
y=35,07..°+n-180°
y ~35°+n-180°

Vastaus: 35 asteen kulmassa

21. Sijoitetaan yhtalo66n 5 =30,0m .

30,0 = 4,0- cos(%z‘j +32,0

4,0~cos(£f) =-2,0
12
cos(zf) =-0,5
12

X = 42,094...+ n27
12

mt =225132...+ n24rx
t=18+n24

Kun »=0, #=8h eli kello on 9.00.

Vastaus: Kello on 9.00
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22.
1
x cos—x
2
1
—47x | cos 5 (—47[)) = cos(—27r) =1
=3 cos _3—”) =0
2
-2
257 | cos ’57[) = 0,707
2
-2
-2 cos —j =-1
2
-1
—1,57 | cos ’SEJ =-0,707
2
- cos j) =0
2
0,57 | cos| 222 ”j = 0,707
2
0
0 cos —j =1
2

Piirretddn ndiden perusteella funktion

f(x)= cos%x kuvaaja.

% \
Wn 4r X

—4r

23. Funktio sinx saa suurimmillaan arvon 1
T T ..
kohdassa — = 1,6. Tastd syysti
2
tummansiniselld piirretty onsinx :n kuvaaja.

Tilloin A=1.

Funktio 2sinx saa suurimmillaan arvon
2-1=2,joten tummanpunaisella piirretty on
sen kuvaaja. Tilloin A =2.

Funktion 3sinx kuvaaja on tilloin piirretty
tummanvihreélld eli 4 =3.
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24.

25.

Funktio —sinx saa pienimmin arvonsa —1
T - .
kohdassa — ~ 1,6 . Vaaleansininen kuvaaja on
2

funktion —sinx kuvaajaeli A4 =-1.

Oranssi kuvaaja kuvaa funktiota —2sinx eli
A==-2

VA
54 tanx

S
>

Kuvaajan perusteella yhtilé tanx = 2,5

toteutuu esimerkiksi kohdassa, joka on —:n
ja B :n puolessa vilissa.

VA
42

Yhtalon tanx =3 ratkaisu

T
X R—+urw

3
Vastaus: x & —+ 7

a)
—2cos2x+0,2=0

—2cos2x=-0,2  |:(-2)
cos2x =0,1
25 = £84,26..° + 1+ 360°
x=142,13..°+ 1 -180°
x & +42° 4 5-180°
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26.

b)
tan2x—6=0
tan2x =06
25 =80,53...°+ n-180° :2

x =40,26...°+ n-90°
x = 40°+7-90°
n=0,=1,%+2..

Vastaus:

2) x ~42° + - 180°
b) x = 40°47-90°

. . . (37
a) Vaunu sijaitsee kauimpana, kun sin (—fj

saa suurimman arvonsa.

%”f —1,5707...+ n27

TAI
%ﬂf = 11,57+ 127

=1,57...+ n27 (samat kulmat)

3
2 1,57+ n27 |4
4

37t =6,28...+ 187 |:37

t=0,6060...+ 7 2,60...
n=0,x1,£2 ..

Ensimmaisen kerran kauimpana, kun

+=0,666...s ~ 0,67s

3
b) Kun sin(f tj =1, niin funktio saa arvon

5,0-1=5,0 (cm).

Vastaus: a) 0,67 s b) 5,0 cm
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27. 2)

£(5,4)= 13O+505in(%.5’4)
=170,45..
~ 170 (cm)

b)
f(#)=155

130+ 50sin| 27 | =155

50sin| —¢ |=25 :50

sin| —# |=0,5

b

%z =0,523...+n27 |2

at=1,047...+ndx |7
t=0,33...+4n
TAI

%; = 71— 0,523...+ 127

%z =2,617..4+n2z |2

7t =523+ n4rx |:7
£ =1,66...+ 4
n=0,41,42,.

Ensimmiisen kerran sormenpiiden etiisyys
on 155 cm, kun aikaa on kulunut
0,333..s ® 0,33s .

Toisen kerran etdisyys on 155 cm, kun aikaa
on kulunut 1,66...s = 1,7s.

Kun 7 =1, saadut ajat ovat toisella
kierroksella.

¢) Yhteen pyoraytykseen kuluu jakson verran
aikaa eli 4s.

Vastaus:

2) 170 cm

b) 0,33 sja 1,7 s
c)4s

28. a)
1
AZE-3,4-3,6-sin118°

=5,403...
~54 (mz)
b)
A=13-22-sin42°
=191,37...

~190 (cm®)

Vastaus: a) 5,4cm” b) 190cm?

29. 37,1dm* =3710cm’

76 cm

115 cm

1
E-76-115-sin0{ =3710

4370-sina =3710 |:4370

Vastaus: 58°

30.

4,1 km 3,5 km

51°
4,0 km

A =%~4,0km -4 1km -sin51°

=6,372..km° = 6,4km”

Vastaus: 6,4km”
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31. Sirmion tilavuus
'=A ) -h

Korkeus 4/ =7,5cm
)

Tilavuus

7 =8lcm’-7,5cm
=607,5cm’
~610cm’

Vastaus: 610cm’

1
A 25-18cm-18cm -sin 30° = 81cm”

32. a)
84 X
sin88°  sin28°
x -sin88° = 84 -sin 28° : sin 88°
84 -sin 28°
X=—
sin 88°
x =39,45...
x = 39 (cm)
b)
6,2  x
sin21°  sin142°
x-sin21°=06,2-sin142° :sin21°
6,2-sin142°
X ="
sin21°
x =10,65...
x ~11 (dm)

Vastaus: a) 39 cm b) 11 dm
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33.

14 cm 17 cm

65° B
X

Ratkaistaan ensin kulma £ .
14 17

sinf8 sin65°

17sin B =14sin65°  |:17
. 14sin65°
smp =——
ST
B =48,27..°+n-360°
TAI

P =180°-48,27..° 4+ n-360°
=131,72..°+ n-360°
Ei kiy, koska ff osana kolmiota,

jonka toinen kulma on 65°.
P =48,27..°

Kulma y saadaan kolmion kulmien

summasta.

65° +48,27..°+ y =180°
¥ =66,72..°

Ratkaistaan sivun x pituus
X 17
sin66,72...°  sin65°
x-5in65° =17 -5in66,72..° |:sin65°
17 -sin66,72...°
x=—
sin 65°
x =17,230... (cm)

Suunnikkaan ala
A=14cm-17,230...cm - sin 65°

=218,62...cm’
~220cm’

Vastaus: 220cm”
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34.

12cm
a =180°—85°—75°=20°

Ratkaistaan sivun x pituus.
X 12

sin20°  sin75°
x-sin75°=12-5in20° |:sin75°
12 -sin 20°
X=—————"
sin75°
x =4,249... (cm)

Kolmion ala
A= % -12cm - 4,249...cm - sin85°

=25,397...cm” = 25cm”

Vastaus: 25cm”

sina sin72°
2,9-sina =1,7-sin72°  [:2,9

. 1,7 -sin72°
smo =——
2,9
o =33,88..°(+n-360°) ~ 34°
TAI

a =180°—33,88...°(+1-360°)
a =146,11..° Eikiy

Kolmas kulma

S =180°—72°—34° =74°

Vastaus: Muut kulmat 34° ja 74°

96

36. a)
x> =14 4+19*=2-14-19 - cos 32°
x* =557 =532 cos 32°

x> =105,83...
x = £4/105,83...
x =%10,28...

Sivun pituus positiivinen, joten x ~ 10m.

b)
x'=2"422"-2.2-22-cos110°
x* =11,849...

x =43442...

Sivun pituus positiivinen, joten x = 3,4dm .

Vastaus: a) 10 m b) 3,4 dm

5,2dm

6’ =4,5"+5,2"—2-4,5-52-cosa
36 = 47,29 — 46,8 cos

46,8cosa =11,29 146,8
11,29
CcosOo =
46,8

o =76,04..° = 76°

4,5°=52"+6,0°-2-52-6,0-cos 3
20,25 = 63,04 — 62,4 - cos 3

62,4 -cos B =42,79 |:62,4
42,79
COS =
p 62,4

B =46,70..° ~ 47°
7 =180° —47° —76° = 57°

Vastaus: 47°, 57° ja 76°
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38.

39.

3,2 km 4,1 km

\
P

x°=32"441"-2-32-41-cos50°
x> =10,183...
x =43,191...

Pituus positiivinen, joten x ~ 3,2km

Vastaus: 3,2 km
Sarmion tilavuus 7= A -}
Selvitetddn ensin pohjan ala.

1,46 m 1,40 km

1,60 m

1,40> =1,46> +1,60° —2-1,46-1,60 - cos &t
1,96 =4,6916— 4,672 - cosx

4,672-cosa =2,7316 14,672
2,7316
cosa =
4,672
a=5421.°

Kolmion ala

A/’

é-1,46m 1,60m -sin54,21..°

=0,947...m"

Tilavuudesta saadaan yhtalo

0,947..-h=1,04  |:0,947...
h=1,097...
b ~1,10 (m)

Vastaus: 1,10 m

97

40.

41.

42.

a) b ijaT

b) ¢

a) Vastavektori on samanpituinen, mutta
vastakkaissuuntainen.

b) )

.

d) Yksikkovektorin pituus on 1. Alkuperiisen
vektorin pituus on kolme, joten
yksikkévektori on:

N
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43.

-

AC DE

>
<V

a) Siirretddn vektorit alkamaan samasta
pisteesta.

Vektorien valinen kulma a on nelion sivun
ja lavistdjan valinen kulma.

o =45°
b)
DE
o
« ]
EB
Kulma

o =90°+45°=135°

Vastaus: a) 45° b) 90°

44. )

—2a

98

b)
1,5b
c)
J c
a b
Z+b+7=0
d)
—c N
— /
b //
// b-+¢c
45. a)
-1,5b _
—2a
—2a-1,5b | | T
b)
a
_ a-1,5b-¢
-1,5b
-
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46.

I
L
Q|
Il
|
|
S
|
~

|
|

[

47.2) 2=1-b ja1>0,niin 7 TT5.

b) z=ZJa%>oJmnzTTZ.

N | =

Q) 7=-3b
Koska =3 <0, niin 2 Nb.

d) 47 -56 =0
47=5b |4
5—
a==b
4

5 —
Koska Z >0, niin z ™.

Vastaus: a) on b)on c¢)ei d) on

49.

50.

99

48.

Tapion siirtyrn'}ivektori
52+10b +7 =47 +3b
T=-a-7b

Pekan siirtymavektori
Z+4b+p=47+3b

p=3a—b
Vastaus:
T=—a-Tb
P=3a—b
b a
b — ol
// d

T=a—b
Vastaus:
d=a+2b
T=a-b

~7i —j =r(2i = j)+(i +4))
~7i—j=2ri—rj+ti +4t;

—77—72(2r+z‘)7+(—r+4z‘)]

Komponenttien oltava samat.

2r+¢r=-7
—r+4r=-1 |-2
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51.

—2r+8tr=-2
9t=-9 |:9
t=-1

Sijoitetaan 7 =—1 yhtilo6n —r+47=-1.

—r+4-(-1)=-1

—-r—4=-1
-r=3 |-(—1)

r=-3

Vastaus: —3(27 - 7) - 1(2_ + 4])

5746 —k=r(7+k&)+s(7 +27 k)
57+67—E:V7+7/€+5?+21j—5/€
57+6?—/€:(r+s)7+257+(V—J)E

Komponenttien tulee olla samat.

r+s=5
25=6
r—s=-1
2s5=6 |:2
s=3

Ensimmiisestd yhtdlostd saadaan:
r+3=5

r=2

Tutkitaan toteutuuko viimeinen yhtalo, kun
r=2jas=3.

r—s=-1
2-3=-1
—1=-1 Tosi

Vastaus: 2(7+/€)+ 3(7+ 27—2)

100

52.
—2é(z>-52)—s(—zr+32)
=-2k7—10kb +s5a —35b
=(—2&+s)7 +(10k£=3s)b

Jotta vektorit olisivat samat, on oltava
voimassa ehdot:

{—2k+;=-3 .5

10k —3s =23
-10k+ 55 =15
10k —35 =23
25 =8 2
s=4

Sijoitetaan 5 =4 ensimmiiseen yhtaléon.

—2k+4=-3
—2k=-7 |«(-2)

£=1

2

£=31

2

1
Vastaus: &= 35 , =4

53. Vektorit yhdensuuntaiset, kun 16ytyy luku
t# 0, jolla on voimassa ehto

v=tu
67 =147 +4k =#(2x7 +7; - 2)
67 —14 ) +4k =2xt7 +7t ] — 2tk

2xt =06
7t=-14
—2t=4

Jos 7t =-14  niin # =-2.
Jos =2 =4 niin t =-2.
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54.

Sijoitetaan 7 = -2 ensimmiiseen yhtial66n.
2x-(-2)=6

~4x =6 |(-4)
6 3
N =——=——
4 2

Koska # =—-2 < 0, vektorit ovat etisuuntaisia.

3 . . ..
Vastaus: x = ——, vektotit ovat erisuuntaisia

=<V

2) [a]=~/3" +27 =413
7] =J(-4)" +(-3)" =v/25 =5

Qa+b =3 +2j+(-47 -3j)=—i -
d)@—b =3 +2/—(—4i —3))
=3/ +2/+4; +3
=7i+5;
€) —2z —5,5b =—2(3i +27)—5,5(-47 —3/)
=—6i —4;+22; +16,5/

=167 +12,5,
Vastaus:
a) |Z| = \/E
b) [¢]=5

Qa+b=—i—
d)a—b=7i+5;
¢) —2a —5,5b =167 +12,5;

101

55. 04 =27 +4;

OB=-i +3;

& A2, 4)

B(-1,/3)

0B \

>y

Vektorin OA x-akselin suuntainen
komponentti on 2 kertaa niin pitka kuin

vektorin OB.

Piirretdan perakkain kaksi OB:n

vastavektoria.
YA

A\

9|

ol 4

A
04 =-20B
=-2(—7 +3/)
=2/ -6/
A=(2,-06)
Vastaus:
OA=2i +4;
OB=-i +3;

Pisteen y-koordinaatti olisi —6.
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56.

57.

bl

AB=(3-3)7 +(2-(-1))/ =37

EEENEEE

AC=(0-3)7 +(6-(-1))j ==37 +7,
[AC|=y(-3) +7* =58
BC=(0-3)7 +(6-2)7=-3/ +4;

[BC|=\(-3)" +4” =25 =5

o[-

Vastaus: ‘@‘ =3,

R\=5

yA

A5, 1)

(2

B(-4, -2

0A=5i+
OB=—4; -2

AB=A0+0B
=—0A+0B
=-5/—j—4i -2/
=-9; -3/
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58.

Miiritetdan pisteen P paikkavektori.

YA

<l

\lg
)
ol 4

wIN
b

=—4; -2/ +6i +2
Pisteen P koordinaatit ovat (2,0)
a)

b—a=-2i+3]—5k—(i+]+k)
=—2i +3j-5k—i—j—k

=3, +2/ -6k

b)

T—b=T7+]+k—(-2i +37-5F)
=7+ j+k+2/ -3/ +5k
=3/ -2 +6k

T+2b =i+ +k+2(-2i +3;—5k)
=i+ +k—4i+6;-10k
=37 +77-9%

[@+25] = (-3) +7* +(-9)
=139

Vastaus:

a) =37 +27 — 6k

b) 3/ —2/ +6k

9 J139



Kertausosa

59.2)0OA=-2i -3/ +6k

60.

61.

OB=5i —12j +%

b) 04 =1(-2)" +(-3)’ +6 =
OAO:_21_3J+6/é:_2Z—_§7+éE
7 7 7 7

¢) OB=5i —12 +%

OB =15 +(—12)’ +1 =170

Vastaus:
a)0A=-2; =3/ +6k,0B=5/ —12] + £

&) OB=A+/170

BERGEG

Jos |E| =10, saadaan yhtilo
£ +6> =10
2 +36=100
+* =64
r=18

Vastaus: # =18

(0-1)7 +(-3-2)7+(5-1)k=—7 =5,/ +4&
(-5-1)7 +(7-2) 7 +(11-1)k==6/ +5/ +10&
(2=1)7 +(-1-2) 7 +(9-1)k=7 =3, +8%

SN

7
Muodostetaan vektoti 7 + & + 7

—/ —5)+4k—6/ +5;+10k+7 -3/ +8k
=—6/ —3] +22k

Z+b+7 eli

~6i =37 +22k

ol ol

+d =
+d =
d=06i +3;—22k

Vastaus: d =67 +3; —22k
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62. 2)
Y

0]

OX =-5i + -2k
OY =—i +3;

Olkoon piste P janan XY keskipiste.
OP = OX + %ﬁ

Muodostetaan ensin vektori XY .
XY =X0+0Y
=-0X +0Y
=5/ — j+2k—7 +3]
=47 +27+2k

@:o_;u%ﬁ

—57+]—ZE+%(4?+27+22)

~5i + ] —2&+2i + j+k
=3/ +2/ -k

P(-3,2,-1)

b) Keskipisteen koordinaatit saadaan
paatepisteiden koordinaattien keskiarvona.

» —5+(-1) 1+3 —2+0
2 727 2

j=P(—3, 2,—-1)

Vastaus: a) P(—3, 2, — l)



Kertausosa

63.2) 7-b=-3-7+2-(-9)=-39

Vastaus: a) =39 b) 162°

64. Koska kolmio on tasakylkinen, on vektorien

pituuksien oltava samat.

7] =4 + 5% =16+ 57

] =(-5)" =25 =5

2 =[]
16+ x° =25

x*=9

x =13
b) [a]=[s|=5
Kun x=3

7-b=4-0+3-0+0-(-5)=0

Kun x=-3

b =4-0+(-3)-0+0-(-5)=0

Vektorien vilinen kulma on 90°.

Vastaus: a) x =23 b) 90°
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65.

Z:b=0
“3x(=x)+x-2=0
At +2x=0
x(3x+2)=0
x=0 tad 3x+2=0
3x=-2 |:3
2
X =——
3
Kun x =0,

Z=-3-0{ +0,=0
Kateetti ei voi olla nollavektori, joten x =0
ei kiy.

Hypotenuusan ¢ pituus Pythagoraan lauseen
mukaan.

el =[af" +[o]

_2 40 40
=5+
9 9
=5
9

7| = i\/@
9

Pituus positiivinen, joten
80
7] = /? =2,9814...~ 3,0

2
Vastaus: x = —g , hypotenuusan pituus 3,0



Kertausosa

66.

- a
b

- >
Lavistajat:
a=7c+d
=2/ +3/—k—4i + j+7k
=—6i +4 ] +6k
b=—d+7
=4/ - j—Tk—2i+3/ -k
=2/ +2/ -8k

Lavistijien pituudet

7] = /(- +M+62‘J_
a =\/2 +27+(-8)" =

Pistetulo

7b=-6-2+4-2+6-(-8)=-52

Vektorien valinen kulma

Zb
COoSO = =
2l o]
COSQ__—52
V8872
a =130,78..°
a~131°

Vastaus: livistijit —67 +4 / +6& ja

2/ +2/ —8k , kulma 131°.

1.

105

Harjoituskoe 1

a)
5y NG
Ty R e |
i
=3/ -2/
‘T
J
— “T
t )
“T
J
A__
]
i
7=2i+4;
V_l_
e v/
= v!
—i =i |||
7=-5/ -3/




Kertausosa

a) 3. Q) a-b=1-(-2)-3-4=-14
sinx =0,54 - .
x=0,5704...+ n27 @l =1 +(=3)" =~10
x~0,57+n27 ‘Z‘: (—2)2+42 =+/20
TAI
x=71—0.5704...+ n27x Vektorien valinen kulma
=257 1.+ 127 cosa =2
x % 2,64+ 27 2y
—14
n=0,£1,£2,.. cosg =
V10420
b) a =171,86..° ~ 172°
cos2x—3,1=2.8
cos2x =0,3 bya+b=7-3/-2i+4,=—1+
25 =%x1,266...+ 27 |:2 -
A a+b o p

x =10,633...+ 11

x = 20,63+ nx

n=0,£1,42,.. °

A(0,2)

c)

2tan2x =12 |:2 — —
OP=0A+(a+1b)

tan2x =0

:2_._T+_.
25 =1,405..+ 7 |:2 ST
=—i+3;

T
XZO,702...+7¢E

- Piste P =(-1,3)
xz0,70++715

p=0.4+1+2 Vastaus: a) 172° b) (—1, 3)

Vastaus:
a) x ~0,57+n27 tal x ~ 2,6 +n2xw
b) x ~%0,63+nr

4. Lampun pohja

18 cm 24 cm
T
c) x~0,70 + +nE

22 cm

Lasketaan kulma «a kosinilauseella.
24% =18°+22°-2-18-22- cos
576 =808 =792 - cosax
792cosa = 232 :792
cosa =0,2929...
a =172,96...+ n- 360°

Koska @ on kolmion kulma, & =72,96...°
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Kertausosa

Kolmion ala

A :%-22-18-511172,96...o

=189,314... (cm®)

Lampun tilavuus
V=A-h

=189,314...-7,2
=1363,06... (cm”)

1363,06...cm” =1,363dm’

Vastaus: 1,4dm’ =1,41

2) x=10s
£(10) = 25sin(%-10] =12,5 (m)
b)

f(x)=23

ZSSin[lxj =23 |25
60

sin (ﬁx) =0,92
60

X e =1,168... + 27
60

x=22,308...+#-120
TAI

2 = 21168+ 127

L =193+ 127
60

x=37,69...4+1-120

Ratkaisuista vilille [0,6] kuuluvat
x =22,308...s ® 225 ja x =37,69... s ® 385

Vastaus: a) 12,5m b) 22s5ja 38 s

1.

107

4i 427 =r(i —j)+s(27 -37)
47+27:r7—r7+2y7—337

47 + 2= (r + 2;)7 + (—r - 35‘)7
Komponenttien tulee olla samat.

r+2s=4
—r—=3s=2

Sijoitetaan s = —6 yhtilo6n r+ 25 =4.
r+2-(-6)=4
r=16

Vastaus: 16(7 - j) - 6(27 - 3])

Harjoituskoe 2

a) Kulman suuruus radiaaneina
b 2,3dm _ 23cm

r - 15cm B 15cm

=1,533..

Kulman suuruus asteina

180°
T

1,533...-

=87,85..° ~ 88°

Sektorin ala

2

a
A= “Tr

360°

_ 87,85..°
R
=172,5 (cm?)

715

5
b) 750:75.L:_ﬂ
180 12
1 [e]
4 4 ‘ 80 1440

) —m=—7
5 Vs

5
Vastaus: a) 88°,170cm’ b) % ) 144°



Kertausosa

a) b)
sinx =0,066 4tanda —7=0
x =41,29..°+ n-360° 4tanda =7 |:4
x ~41°+n-360° 7
TAI tan4a —Z
x =180°—-41,29..° + # - 360° 4o =60,2..°+n-180° |:4
x =138,7..°+ n-360° a =15,06...° + 1 - 45°
x = 139°+7-360° o ~15°+ - 45°
n=0,£1,+2,..
n=0 a=15° kiy
b) n=1 a~15°+45°=060° kiy
cosa =—0,765 n=2 a~=15°4+2-45°=105° kiy
n=3 a=15°4+3-45°=150° kiy
=+ ° 4+ 1-360°
¢ —139;90'" +”0360 n=4 a~15°+4-45°=195° kiy
a = £140%+#- 360 n=5 a=15°+5-45°=240° kiy
n=0,£1,+2,... =6 a~15°+6-45°=285° kiy
n=7 a~15°+7-45°=330° kiy
0) n=8 a~15°+8-45°=375° eikiy
sin2x = —0,87
o o Vastaus:
2x =—-060,45...° + - 360 2 2) 127°, 307°
x =-30,22..°+n-180° b) 15°, 60°, 105°, 150°, 195°,
x & —=30°+1-180° 240°, 285°, 330°
TAI
2x =180°—(—60,45..°) + 7-360°  |:2 4. a)
x=120,2..°+ n-180° Ve
x ~120°+-180°
n=0,£1,+2,..
1
Vastaus: R
a) x ®41°47-360° tai 139° + - 360° 1 X
b) +140°+ - 360°
Q) x ~—30°+7-180° tai x ~120°+7-180° <6, =1
a)
tanx = _i B(-2, -5)

x =-53,13..°+n-180°

BA=(1-(-2))7 +(4—(-5))7 =3 +9;
x ~—53°+1-180° — ( ( ))Z_ ( ( ))]_ Z_ j_
BC =(6—(=2))i +(-1—(-5))/ =8i +4
n=0 " x=-53° cikiy CA=(1-6)7 +(4—(-1))j==5i +5;

n=1  x=-53°+180°=127° kiy (1=0)7+(4=(-1)/ =57 +5/
n=2 x ~—=53°+2-180° = 307° kidy
n=3  x~-53°+3-180°=487° ei kiy
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Kertausosa

BA-BC=3-84+9-4=60%0
BC-CA=8-(=5)+4-5=-20#0
BA-CA=3-(-5)+9-5=30#0

Kolmiossa ei ole yhtddn 90° kulmaa, joten se

el ole suorakulmainen.

b) [BA|=+3"+9" =90
‘R‘=\/82+42 =80

50
jB4[Bc]
60

COSU = —F7—F—
90+/80

o =45°

CosX =

Kolmion ala

A= % -|BA|[BC| - sin45¢
= é\/%\/% - 5in 45°
=30 (m?)

Vastaus: a) ei ole b) 30m?

=8/ —G6j
@] = /8% +(=6)" =10
Yksikkovektori
- 1, — _
5o L (g7 63
a 10( i—6j)
A 3=
5° 57

Timin suuntaan kuljetaan 250 m eli pitkin
vektoria

4— 3- -
250(? —E/jzzooz ~1507

109

670)

(0]
OP =670/ +2007 —150;
=200 +520;
|OP| = /200" + 520°
= /310400

=557,13...
~ 560 (m)

Vastaus: 560 m

2)

Z+b=—i+4;]-3k+2i -5 -2k
=7 - 75k

b)

T—b=—i+4] -3 —(27 5] —2k)
=3/ +9/ -k

<)

@—3b =—i +4] -3k —3(2i —5] —2k)
=—i +4 -3k —6i +15/ + Gk
=-77 +19/ +3k

Z-3b+7=0
~7i +197+3k+7=0
T=7/-197 -3k

Vastaus:

a) 7—7—52

b) =3/ +9/ -k

o) 7i =197 -3k



AB=(-2-1)7 +(1-(-2))7 +(5-(-1))%

=-3i +3/ +6k

=3 +37+ 6k =r(i —&)+s(7+&)
—3?+37+62=r7—r£+;7+x/€
30 +3/+6k=ri +sj+(s—r)k

r=-3
s=3

s—r=06

Sijoitetaan 7 =—3 ja s =3 viimeiseen
yhtdl6on.
s—r=0

3—-(-3)=6

6=06 tosi

Vastaus: —3(7 - E) + 3(; + E)

Harjoituskoe 3

1.

a) sin0,37 = 0,3616... ~ 0,36

b)
sinx =0,37

x=21,71..°+ 7 360°

TAI
x=180°—21,71..° + - 360°
x=158,28..° + 11+ 360°

)
cos2f =-0,67

28 =4230..+ n27 |:2
B=+1,152..+ n7

n=0  B=1152..~1,2

n=1 P=1152..+71=4,294..~4,3
n=2 P=1,152..4 27 227 ei kiy

Vastaus: a) 0,36 b) x = 22°+7-360° tai

x~158°+7-360° ¢)1,2;4,3

Vastaus:
a) A(-3,—4), B(-8,4), C(5,2)
b) 5,00 m; 8,94 m; 5,39 m

c) i7+é_'
5 5j
a) cosa = ab _
' jalle] V23
a =45°

b) |7l =y(-1) +2” +(-3) =14
7| =4 +57 + 27 =45

ab=-1-4+2-5-3-2=0
Kulma a =90°

Vastaus: a) 45° b) 90°



4.

Kertausosa

a)
tanﬂ:ﬂ
dﬂ
tan45° = 22 1,5
1,5
a, =1,5-tan45°
a,=1,5
b)
0,9m/s”
tan B =
p l,Orn/s2

P =41,98..°+x-180°
Ratkaisuista kelpaa S =41,98...° = 42°

Vastaus: a) a, = l,5rn/s2 b) f = 42°

67 +97 —15k =#(47 +6/ —10£)
=447 +6t 10tk

Tutkitaan, ovatko komponentit samat.
4t =06 |:4

6t=9 |:9

~10z=-15 |:(-10)

£n arvo aina sama, joten vektorit ovat
samansuuntaiset. Koneet nousevat samaan
suuntaan.

Vastaus: Nousevat samaan suuntaan.

389 m
o

550 m

A=38)m -550m -sin 48°
=158995,83... m*
=15,89... ha
~16ha

Vastaus: 16 ha
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