Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

/
/
y =[f(x)
L
/ |

Raja-arvot voidaan pédtelld kuvaajan avulla.
Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim /(x) =2.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lirP f(x)=2.

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, funktiolla on raja-
arvo kohdassa 1. Funktion raja-arvo kohdassa 1 on

lim £ (x) =2.
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Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
lir{l g(x)=2.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
lirP g(x)=3.

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa 1.
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i
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Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lir]n h(x)=2.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lirP h(x)=2.
Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret, funktiolla on raja-
arvo kohdassa 1. Funktion raja-arvo kohdassa 1 on

lim () = 2.
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Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
lim i(x) = 2.

x—=1-
Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
limi(x)=2.

x—1+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuret, funktiolla on raja-
arvo kohdassa 1. Funktion raja-arvo kohdassa 1 on
lil’Illi (x)=2.

Vastaus  a) kaikki kolme
b) vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen raja-arvo
kohdassa 1
¢) kaikki kolme
d) kaikki kolme
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Kuvaajasta havaitaan, ettei funktio ole maaritelty, kun x =1.
Néin ollen funktio ei ole vasemmalta jatkuva, oikealta jatkuva
eikd jatkuva kohdassa 1.
b)
A y y= g( X)
[l x
l e

Funktion ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa 1, silld

linln g(x)=2 mutta g(1)=3.

Funktio on oikealta jatkuva kohdassa 1, silld

lirP g(x)=3 ja g(1)=3.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 1, koska funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa 1.



i
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Funktio on vasemmalta jatkuva kohdassa 1, silld
lirP h(x)=2 ja f(1)=2.

Funktio on oikealta jatkuva kohdassa 1, silld
1ir¥1 h(x)=2 ja h(l)=2.

Funktio on jatkuva kohdassa 1, silla
lin} h(x)=2 ja h(l)=2.
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Funktion ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa 1, silld
limi(x)=2 mutta i(1)=1.

x—1-
Funktio ei ole oikealta jatkuva kohdassa 1, silla
lil’P i(x)=2 ja i(l)=1.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 1, silld
lin}i(x) =2 ja i(l)=1.

Vastaus  a) ei mitdédn néistd
b) oikealta jatkuva
¢) kaikki kolme
d) ei mitién néisti



a)

b)
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Raja-arvot voidaan péételld kuvaajan avulla.
Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lir{l f(x)=2.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lirP f(x)=1.

Koska toispuoliset raja-arvot ovat erisuuret, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa 1.

Funktion on vasemmalta jatkuva kohdassa 1, silld
lirEf(x)zz ja f()=2.

Funktio ei ole oikealta jatkuva kohdassa 1, silla

lir?f(x)zl ja f()=2.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 1, koska funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa 1.

Funktio on jatkuva vililld [-2, 1], koska se on jatkuva vilin
jokaisessa sisdpisteessd ja toispuolisesti jatkuva péétepisteissa
—2jal.

Funktio on jatkuva vélilld ]1, 3[, koska se on jatkuva vélin
jokaisessa pisteessa.

Funktio ei ole jatkuva vililla [-2, 1], koska se ei ole jatkuva
kohdassa 1.



Vastaus  a) vasemman- ja oikeanpuoleinen raja-arvo
b) vasemmalta jatkuva
c) jatkuva vililla [-2, 1] ja valilla 1, 3[
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Piirretdén funktion f(x)=+/x+1 kuvaaja laskimella.

=1

-2

=3

Neli6juuri on méadritelty epinegatiivisille luvuille. Funktio on
madritelty, kun

x+120
x=>-1.

Funktio on jatkuva vililla [-1, oo[.



b) Piirretiin funktion f(x)=+/x"+1 kuvaaja laskimella.

-3 -2 -1 0 1 2

=1

Funktio on mééritelty, kun

x> +1>0

x*>-1.

Tama pétee kaikilla reaaliluvuilla, koska reaaliluvun neli6é on
aina epanegatiivinen. Funktio on siis jatkuva koko reaalilukujen
joukossa R.



c) Piirretdén funktion f(x)= Ll kuvaaja laskimella.
x+

41y
2 y = f(x)
1\\\\\“-‘__
X
3 2 1 0 1 2 3 4

Funktio ei ole médritelty, kun

x+1=0

x=-1.

Kaikilla muilla x:n arvoilla funktio on méaritelty. Funktio on
jatkuva vélilld ]—oo, —1[ javalilld ]—1, oof.



d) Piirretdén funktion f(x)= % kuvaaja laskimella.
X+

3y
oy =[] Kuvaajassa on aukko
kohdassax=-1,
! vaikka laskimen
x  piirtdmassa kuvassa
R ! 2 3 sjtd einay!

-2

Funktio ei ole médritelty, kun

x+1=0

x=-1.

Kaikilla muilla x:n arvoilla funktio on miéritelty. Funktio on
jatkuva vélilld ]—oo, —1[ javalilld ]—1, oof.

Vastaus  a) [-1, oo
b) koko reaalilukujen joukko R
c)]-oo, —1[ ja ]-1, 0o
d)]-oo, —1[ ja ]-1, of



a)

b)
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Funktio f(x)= 1 ei ole médritelty, kun x=0.
X

Kaikilla muilla x:n arvoilla funktio on mééritelty.
Néin ollen méérittelyjoukko on R\{0}.

Funktio on jatkuva vélilld ]—oo, O[ ja vililld ]0, oof.

Funktio on siis jatkuva koko méirittelyjoukossaan.

Funktio ei voi olla kaikkialla jatkuva, koska maarittelyjoukko ei
ole R.

1
Funktio f(x)=14 %" " **® on mitritelty kaikilla
3 kinx=0

reaaliluvuilla.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 0, koska funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa 0.

Funktio ei siis ole jatkuva eiki kaikkialla jatkuva, koska funktio
ei ole jatkuva kohdassa 0.

Vastaus  a) Madrittelyjoukko on R\{0}. Funktio on jatkuva, koska

se on jatkuva koko maérittelyjoukossaan.
Funktio ei voi olla kaikkialla jatkuva, koska
maédrittelyjoukko ei ole R.

b) Maéirittelyjoukko on R. Funktio ei ole jatkuva eika
kaikkialla jatkuva, koska funktio ei ole jatkuva
kohdassa 0.
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On osoitettava, ettd kohdassa 0 funktion vasemman- ja
oikeanpuoleinen raja-arvo on yhté suuri kuin funktion arvo.

Kohdassa x = 0 funktion lauseke on f(x)=—-5x+3.
Siten f(0)=-5-0+3=3.

Kohdan x = 0 vasemmalla puolella f(x)=x"+3.
Siten lir(I)zf(x) = lirgli(x2 +3)=0"+3=3.

Kohdan x = 0 oikealla puolella f(x)=—-5x+3.
Siten liI})l_f(x) = lirgl_(—5x+3) =-5.0+3=3.

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret kuin funktion arvo,
funktio f'on jatkuva kohdassa 0.

Vastaus  Koska lir(l)’l_ f(x)=3, lir(l)’l_ f(x)=3 ja f(0)=3,

niin funktio f'on jatkuva kohdassa 0.
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Jos toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret kuin funktion arvo
kohdassa —1, funktio f'on jatkuva kohdassa —1.

a) Kohdassa x =—1 funktion lauseke on f(x)=—x"+2.
Siten f(~1)=—(-1)"+2=1.

Kohdan x = -1 vasemmalla puolella f(x)=4x+5.
Siten lir,rll, f(x)= lir7r117(4x +5)=4-(-1)+5=1.

Kohdan x = —1 oikealla puolella f(x)=—x"+2.
Siten lim f(x)= lim (—x*+2)=—(-1)>+2=1.

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtéd suuret kuin funktion arvo
kohdassa —1, funktio f'on jatkuva kohdassa —1.

b) Funktio f on médritelty vain, kun x # —1.
Funktiota ei ole mééritelty kohdassa —1.
Niin ollen funktio ei ole jatkuva kohdassa —1.

Vastaus  a) Funktio f'on jatkuva kohdassa —1,
koska lirrll f(x)=1, linll f(x)=1ja f(-D=1.

b) Funktio f'ei ole jatkuva kohdassa —1,
koska se ei ole médéritelty kohdassa —1.
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Jos toispuoliset raja-arvot ovat yhtéd suuret kuin funktion arvo
kohdassa 4, funktio fon jatkuva kohdassa 4.

x> —16
x—4
Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo.

Kohdan x = 4 vasemmalla puolella f(x) =

. x*-16
lim
x—>4— x_4
4) (=4
()T
x—>4— x\4\

=lim (x+4)=4+4=8.

x—4—

x> —16
x—4
Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo.

Kohdan x = 4 oikealla puolella f(x)=

. x"—16
lim
x4+ x —4
4 4
i O ) (7=4)
x—>4+ X\A\

=lim (x+4)=4+4=8.

x—4+

Jotta funktio olisi kaikkialla jatkuva, taytyy olla f(4) =8.

Vastaus  f(4)=8
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a) Funktio f(x)= |x| on madritelty ja jatkuva kohdassa x=0.

iy )=l - |-

b) Funktio f(x):M
X

joten tdytyy tutkia toispuoliset raja-arvot.

ei ole médritelty kohdassa x =0,

: e x, kunx >0
Itseisarvon maaritelma |x| =
—x, kun x <0.

Lasketaan funktion f° vasemmanpuoleinen raja-arvo.

lim [MJ
x—0-{ x

= lim (_—
x—0— X

= lim (—1) =-1

x—>0-



Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo.

lim {Mj
=0+ x

- tin[
= lim (1) =1

x—0+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa 0.

2
Funktio f(x)= |x_ ei ole médritelty kohdassa x =0,
X

joten téytyy tutkia toispuoliset raja-arvot.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo.

2

lim (X—J

x—>0- |x|
(2
:}L%l_(_—xj

~ lim (~x)=-0=0

x—>0-



Lasketaan funktion f* oikeanpuoleinen raja-arvo.

2

. X
lim| —
x—0+ |)C|

= lim (i\j
_x~>0+ X

= lim (x)=0

x—>0-

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, funktion f raja-
arvo kohdassa 0 on 0.

Vastaus  a) raja-arvo on (
b) raja-arvoa ei ole
¢) raja-arvo on 0
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2
|x — 6x|

fx)= 5

X
Nimittdjdn x—6 nollakohta on x =6.
Funktio f on maédritelty ja jatkuva, kun x # 6.

a) Funktio f on maédritelty ja jatkuva kohdassa x =0.
Téaten

, 0°-6-0] 0
£grgf(X)=f(0)=0—_6=_—6=0-



b) Funktio fei ole mééritelty kohdassa x =6,
joten téytyy tutkia toispuoliset raja-arvot.

Kun x — 6-, niin x* —6x=x(x—6)<0.
;6 <0

Tallsin [x* - 6x| = —x(x—6).
Lasketaan funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo.

] |x2 — 6x|
lim
x—6— X — 6
_—x (=)
=in—<T%

= lim (-x) = -6

x—6—

Kun x — 6+, niin x> —6x = x(x —6)>0.
;6 >0

Tallsin |x* - 6x| = x(x - 6).
Lasketaan funktion oikeanpuoleinen raja-arvo.

) |x2 - 6x|
lim
x>6+  x—6
 Jim XG0
x—>6+ x\ﬁ

=limx=6
x—>6+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa 6.



Ratkaisun voi tarkistaa piirtdmaélld funktion kuvaajan laskimella.
i

8

6

-8 -6 4 -2 2 4 6 8

Vastaus  a) raja-arvo on 0
b) raja-arvoa ei ole
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Raja-arvot voidaan pédtelld kuvaajan avulla.

Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 0 on
liron f(x)=3.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 0 on
lim f(x)=3.

x—>0+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret,
funktiolla on raja-arvo kohdassa 0.

Funktion raja-arvo kohdassa 0 on
ling f(x)=3.

Funktion arvo kohdassa 0 on

£(0)=3.

Koska funktion raja-arvo on yhtd suuri kuin funktion arvo,
funktio on jatkuva kohdassa 0.



b)

Y <

Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 2 on
lir? f(x)=2.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 2 on
lim f(x)=2.

x—2+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret,
funktiolla on raja-arvo kohdassa 2.

Funktion raja-arvo kohdassa 2 on
lin; f(x)=2.

Funktion arvo kohdassa 2 on

f(@2)=3.

Koska funktion raja-arvo on eri suuri kuin funktion arvo,
funktio ei ole jatkuva kohdassa 2.



Y <

Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 4 on
lir? f(x)=1.

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 4 on
lim f(x)=2.

x4+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret,
funktiolla ei ole raja-arvoa eikd funktio ole jatkuva kohdassa 4.

Vastaus  a) on raja-arvo ja on jatkuva
b) on raja-arvo, ei ole jatkuva
¢) ei ole raja-arvoa eiki ole jatkuva
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a) Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 4 on
1i1£1 f(x)=1.

Funktion arvo kohdassa 4 on

f(4)=2.

Funktio ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa 4, koska funktion
vasemmanpuoleinen raja-arvo on eri suuri kuin funktion arvo.

b) Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 4 on
lim f(x)=2.

x—>4+

Funktion arvo kohdassa 4 on

f(4)=2.

Funktio on oikealta jatkuva kohdassa 4, koska funktion
oikeanpuoleinen raja-arvo on yhté suuri kuin funktion arvo.

¢) Funktio on jatkuva vililla ]2, 4[, koska se on jatkuva vilin
jokaisessa pisteessa.



d) Funktio ei ole jatkuva vililld ]2, 4], koska se ei ole vasemmalta
jatkuva paitepisteessd 4.

e) Funktio on jatkuva vililla J—oo, 2[, koska se on jatkuva vilin
jokaisessa pisteessa.

f) Funktio on jatkuva vililld [4, oo, koska se on jatkuva vilin
jokaisessa pisteessd ja oikealta jatkuva péétepisteessad 4.

Vastaus a)ei b)on c)on
d)ei e)on f)on
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a) Piirretddn funktion f(x)= % kuvaaja laskimella.
X+

- N W A~ O,

-4 -3 -2 10 1.2 3 4 5
=1

-2
=3
-4

=5

Funktio ei ole mééritelty, kun

x+3=0

x=-3.

Kaikilla muilla x:n arvoilla funktio on mééritelty.
Funktio on jatkuva vélilld ]—oo, =3[ ja vélilld ]-3, oo[.



b) Piirretddn funktion f(x)= kuvaaja laskimella.

X +1

Mutta reaaliluvun nelié on aina epénegatiivinen.
Funktio on siis jatkuva koko reaalilukujen joukossa R.



c) Piirretdén funktion f(x)=+/3x-1 kuvaaja laskimella.

Neli6juuri on mairitelty epanegatiivisille luvuille.
Funktio on maéaritelty, kun

3x-1=20

x=—.

3

Funktio on jatkuva vililla [% , 0.



d) Piirretddn funktion f(x)=

kuvaaja laskimella.

1
V3x-1

Funktio on mééritelty, kun

3x-1>0
1

xX>—.

Funktio on jatkuva vililla ]% , .

Vastaus  a) -0, —3[ ja ]-3, ool.
b) koko reaalilukujen joukko R

1
C)[E,OO[

1
d)]§,°°[
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2
-1
x—,kun x#-1

S(x)=17 x+1

-2,  kun x=-1

On osoitettava, ettd kohdassa —1 funktion raja-arvo on yhté suuri
kuin funktion arvo.

Funktion arvo kohdassa —1 on f(-1)=-2.

Lasketaan raja-arvo kohdassa —1.

x* =1

lim
=1 x+1

= lim M)('x — 1)
T+l

x—-1

= lim(x - 1)

x—>—1

=-1-1=-2

Koska raja-arvo on yhtd suuri kuin funktion arvo,
funktio f on jatkuva kohdassa —1.

Vastaus  Koska lirn1 f(x)=-2 ja f(-1)=-2,

niin funktio f on jatkuva kohdassa —1.
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x+2, kunx<-1
f(x)={ax*+bx,kun -1 <x <8
10, kun x > 8

Polynomifunktiot ovat mairittelyjoukoissaan jatkuvia, joten riittaa
tutkia kohdat —1 ja 8. Funktio on jatkuva tietyssd kohdassa, jos
funktion vasemman- ja oikeanpuoleinen raja-arvo on yhta suuri kuin
funktion arvo.

1) Tutkitaan ensiksi kohtaa —1.

Kohdassa x =—1 funktion lauseke on f(x)=x+2.
f(-H=-1+2=1
Kohdan x =-1 vasemmalla puolella f(x)=x+2.

lim f(x)= lim (x+2)=—1+2=1

Kohdan x=-1 oikealla puolella f(x)=ax” +bx.

lim f(x)= l_1>r_111+ (ax* +bx)=a- (-1’ +b-(-1)=a—-b

x—>—1+

Jotta funktio f olisi jatkuva kohdassa —1, tulee olla

a—-b=1.



2) Tutkitaan seuraavaksi kohtaa 8.

Kohdassa x =8 funktion lauseke on f(x)=ax’ +bx.
f(®)=a-8 +b-8=64a+8b

Kohdan x=8 vasemmalla puolella f(x)=ax’ + bx.
xlil}},f(x) :xlir,l}, (ax* +bx)=a-8 +b-8=64a+8b
Kohdan x =8 oikealla puolella f(x)=10.

lig /()= lip10=10

Jotta funktio f olisi jatkuva kohdassa 8, tulee olla

64a +8b=10.



3) Saadaan yhtdlopari
a-b=1
64a +8b=10.
Ratkaistaan ensimmaéisestd yhtdlostd a.

a—-b=1
a=b+1

Sijoitetaan saatu tulos toiseen yhtaloon.

64(b+1)+8b=10
64b+64+8b=10

72b=10—- 64
72b = —54
541 3
T 72 4

Ratkaistaan a.

a=b+1
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2x-=5kun x<3

2) f(x):{—x+2,kun x>3

Koska polynomifunktiot ovat méérittelyjoukoissaan jatkuvia,
niin funktio f on jatkuva vililli x <3 ja valilld x> 3.
Koska funktio f ei ole méadritelty kohdassa 3, sillé ei ole
epdjatkuvuuskohtia.

2x—-5,kun x<3

b) f(x):{—x+2,kun x23

Polynomifunktiot ovat méadrittelyjoukoissaan jatkuvia, joten
riittdd tutkia kohtaa 3. Funktio on jatkuva kohdassa 3, jos
vasemman- ja oikeanpuoleinen raja-arvo on yhté suuri kuin
funktion arvo.

Kohdassa x =3 funktion lauseke on f(x)=—-x+2.
f(3)=-3+2=-1

Kohdan x =3 vasemmalla puolella f(x)=2x-5.
li_g{f(x):}i_)rg(2x—5):2-3—5:1

Koska vasemmanpuoleinen raja-arvo on eri suuri kuin funktion
arvo, funktiolla f* on epdjatkuvuuskohta kohdassa 3.



2x—5,kun x<3

©) f(x):{—x+4,kun x>3

Funktio on jatkuva kohdassa 3, jos vasemman- ja
oikeanpuoleinen raja-arvo on yhté suuri kuin funktion arvo.

Kohdassa x =3 funktion lauseke on f(x)=—-x+4.
f(3)=-3+4=1

Kohdan x =3 vasemmalla puolella f(x)=2x-5.
}i_)rg{f(x):}i_)rg(2x—5):2-3—5:1

Kohdan x =3 oikealla puolella f(x)=—-x+4.

)}i_)ngf(x):)}i_gl+ (—x+4)=-3+4=1

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret kuin funktion arvo

kohdassa, funktio on jatkuva kohdassa 3.
Funktiolla ei ole epédjatkuvuuskohtia.

Vastaus  a) Ei ole, koska funktio ei ole méadritelty kohdassa 3 ja
muualla funktio on jatkuva.

b) On, koska funktio on médritelty mutta ei ole jatkuva
kohdassa 3.

¢) Ei ole, koska funktio on jatkuva myds kohdassa 3.
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Vihje: Piirréd ensin janoista ja pisteistd koostuva kuvaaja, joka
toteuttaa ehdot. Muodosta sitten funktion lauseke.

a) Funktio f(x) on aidosti kasvava,
jos f(a)> f(b) aina, kun a>b.

Esimerkiksi alla oleva kuvaaja tiyttdd annetut ehdot.

3y

y = f(x)

P

=1
Funktion lauseke on

x, kun 0<x <1
x+1, kun 1< x <2,

-]



b) Esimerkiksi alla oleva kuvaaja tiyttad annetut ehdot.

3Ty

=1
Funktion lauseke on

x, kin 0<x<1

f(x):{o, kun1<x<2.

x, kun 0<x <1

Vastaus  a) esimerkiksi x)=
) S {x+1,kunl£x£2

x, kun 0<x <1

b) esimerkiksi =
) ' /) {0, kuin1<x<2



18

Sf(x)
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-4
Cox+2

Nimittdjdn x+2 nollakohta on x=-2.

Funktio f on maédritelty ja jatkuva, kun x = -2.

a)

Funktio f'ei ole méairitelty kohdassa x =-2,
joten tdytyy tutkia toispuoliset raja-arvot.

Kun x —> —2—, niin x*<4 eli x*-4<0.
mem,h2—4=—(ﬁ—4)

Lasketaan funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo.

) |x2 — 4|

lim ~——

xo-2- x4 2

2

= fym — =9
2= x+2

= lim _(N)(x_z)
X—>-2— (}/\4_\2)

= 1ir121 -(x—-2)

= (2-2)=—(-4)=4



b)

Kun x — -2+, niin x> >4 eli x*-4>0.
Talloin |x2 —4|=x*-4.

Lasketaan funktion oikeanpuoleinen raja-arvo.

o (= 2D(x-2)
N x1_1>r3+ (X+2)
= lim (x—2)

X—>=2+

=2-2=-4

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat eri suuret,
funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa —2.

Funktio f on maédritelty ja jatkuva kohdassa x =2.

lim 7(x)

) |x2—4|
=lim

=2 x+2

2°-4 o
242 4



Ratkaisun voi tarkistaa piirtdmélld kuvaajan laskimella.

Vastaus  a) ei raja-arvoa
b) raja-arvo on 0
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|x2—l|—1
f(x)="———
]

Nimittdjan |x| nollakohta on x=0.

Funktio f ei ole méadritelty kohdassa x =0,
joten tdytyy tutkia toispuoleiset raja-arvot.

Kun x—0—, niin x*<1 eli x*—1<0.
Talldin |x2—1|=—(x2—1) ja |x|=-x.

Lasketaan funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo.

-1
lim +———
x—0—- |x|

. —(x*=1-1
i = =D -1
x—0- —-X

. —x"+1-1
=lim——
x—0— —-X

=

= lim —

x—0— _x\
=limx=0

x—>0—



Kun x— 0+, niin x> <1 eli x*-1<0.

Tallsin [x* —1|=—(x" 1) ja |x|=~x.

Lasketaan funktion oikeanpuoleinen raja-arvo.

-1
lim
x>0+ |.X|
2
_ fim — =D
x—>0+ X
. —x"+1-1
= lim
x—=0+ X
s
= lim —
x—=0+ X
=lim (-x)=0

x—=0+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret, niin funktion raja-arvo
kohdassa 0 on 0.

i |x2 - 1| -1
Vastaus Iim———=0

x—0 |)C|



Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

20

1
xsin—, kunx #0

f(x)= x
0, kuinx=0

Piirretddn funktion kuvaaja laskimella.

0.15 \y

Koska —-1< sinl <1 kaikilla x #0, niin lirrol (x- sinl) =0.
X x> X

Toisaalta f(0)=0.

Siten funktio f on jatkuva kohdassa 0.
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a) Oletus: Funktiolle /: R\{0} —» R pitee
fix) fl—x) =—1 kaikilla x#0.

Viite: Funktiolla 1 ei ole raja-arvoa kohdassa 0.
Todistus:

Oletetaan vastoin viitettd, ettd on olemassa raja-arvo
lim f(x)=a.

Kun x — 0, niin mydés —x — 0. Siten £1_1>13 f(—x)=a.
Talloin £iilgf(x)f(—x) —a-a=a’.

Oletuksen mukaan f{x) fi—x) =—1 kaikilla x#0.
Siten 161_1)13 f(x)f(-x)= lgrol (- =-1.

Tésti seuraa ristiriita a = —1.

Koska vastaoletus johtaa ristiriitaan, vdite on tosi.



b) Esimerkiksi funktio

I, kunx<0

-]

-1, kunx>0

toteuttaa vaaditut ehdot.

. o I, kunx<0
Vastaus  b) esimerkiksi f(x)=
-1, kunx>0
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Funktiolle f pitee f(a+b)= f(a)+ f(b) kaikilla a ja b.

a) Sijoitetaan ylld olevaan yhtdloon arvot a=0 ja b=0 ja
ratkaistaan f{0).

JS(0+0) = f(0)+ £(0)
f0)=f£0)+£(0)  |-f(0)
0=7(0)

Siis  £(0)=0.

b) Jos funktio f on jatkuva kohdassa 0, niin
lirro1f(x) = f(0)=0.

Olkoon a jokin reaaliluku. Télloin jokainen luku x on
muotoa x=a+h.

Kun x —a, niin & — 0. Télloin

lim / (x)
=1im f(a+h)
=lim (f(a)+ f(h))

= f(a)+1(0)
= f(a@)+0
= f(a).

Siis f on jatkuva kohdassa a.



c) Esimerkiksi f(x)=2x.

Koska k(a+b)=ka+kb kaikilla k, a ja b, niin esimerkiksi
kelpaavat kaikki muotoa f(x)=/kx olevat funktiot.

Vastaus  c) esimerkiksi f(x)=2x
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<
Il

|

) JE

—_

Funktion derivoituvuus voidaan péételld kuvaajan avulla. Funktio on
derivoituva tietyssd kohdassa, jos tdhdn kohtaan voidaan piirtad
yksikdésitteiselld tavalla tangentti.

a)

Ay .

—_

Y <

Kohtaan x =2 voidaan piirtdd tangentti yksikésitteiselld
tavalla. Funktio f on derivoituva kohdassa 2.



b)

T -
4 \\\\
1 ~.

Y x

Kohtaan x =3 voidaan piirtd tangentti yksikésitteiselld
tavalla. Funktio f on derivoituva kohdassa 3.

c) Kohdassa x=4 kuvaajalla on terdva kirki, eiké siithen voida
piirtdd tangenttia yksikdsitteiselld tavalla. Funktio f ei ole
derivoituva kohdassa 4.

d) Funktio f ei ole méairitelty kohdassa x =35, joten kohtaan

x =5 eivoida piirtdd tangenttia. Funktio f ei ole derivoituva
kohdassa 5.

f) Funktio f ei ole jatkuva kohdassa x =7, joten tdhédn kohtaan ei

voida piirtdd tangenttia yksikdsitteiselld tavalla. Funktio f ei ole
derivoituva kohdassa 7.

Vastaus  a) on derivoituva
b) on derivoituva
¢) ei ole derivoituva
d) ei ole derivoituva
e) ei ole derivoituva
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Piirretdén kuvaaja geometriaohjelmalla.

I

2 A

o
N
N
w
~
&)
)

Funktion kuvaajalle kohtaan x =2 piirretyn tangentin
kulmakerroin ndyttdd olevan 0. Siten f'(2) = 0.



2 10 1234&6
1

Kohtaan x =3 piirretyn tangentin kulmakerroin niyttda olevan

k=12 _ 5
-2

Siten £'(3) ~ 2.

Huomaa! Tangentin kulmakertoimen voi méérittdd myds
geometriaohjelman kulmakerroin-toiminnolla.



b) Suurennetaan kuvaajaa yha uudestaan kohdassa 2. Kuvaaja
ndyttdd oikenevan suoraksi viivaksi. Alla esimerkkisuurennus.

4.015

3.985
98 1985 199 1995 2 2005 201 2015

Vastaava tapahtuu my0s kohdassa 3.

¢) Suurennetaan kuvaajaa yha uudestaan kohdassa 4. Kuvaajassa
on aina terdva karki. Alla esimerkkisuurennus.

0.08
0.06
0.04

0.02

3.96 3.98 4 4.02 4.04 4.06

Vastaus a) f'(2)=0 ja f'3)=-2
b) kuvaaja ndyttdd oikenevan suoraksi viivaksi
c¢) kuvaajassa on aina terdva karki
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Tapa 1: Kiytetddn madritelmid f'(a)= %lmg

flath)-f(a)
h

Muodostetaan funktion f(x)=x" erotusosamiiri kohdassa 3.

fla+h)—f(a)

h

_SB+h)-10)

h
B4y =3
- h
_9+6h+h -9
- h
_6h+h’
ok
:ﬁ(i:h)=6+h, kuin 220

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

f'3)=1im (6+h)=6+0=6



Tapa 2: Kaytetddn médritelmdd f’(a)=lim

xX—a

PACIRPAC)]
x-a

Muodostetaan funktion f(x)=x" erotusosamiiri kohdassa 3.

f(x)-f(a)
X—a

_ S -f3)
x—3

B x* -3

o x-3

_(x+3)(=3)
>3

=x+3, kun x#3

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

f'3)=lim (x+3)=3+3=6

Vastaus  f'(3)=6
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Tapa 1: Kiytetddn madritelmid f'(a)= %lmg

flath)-f(a)
h

Muodostetaan funktion f(x)=x"+3x erotusosaméiiri kohdassa 0.

fla+h)—-f(a)

h
_JSO+h)-1(0)
h
_(0+h) +3(0+h)— (0> =3-0)
h
W +3h-0
ok
R +3h
~h
:ﬁ(2+3):h+3,mnh¢0

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

£10)=lim (h+3)=0+3=3



Tapa 2: Kaytetddn médritelmédd f'(a)=lim

xX—a

PACIRPAC)]
x-a

Muodostetaan funktion f(x)=x"+3x erotusosamiiri kohdassa 0.

S(x)—f(a)
xX—a
_ S~ ()
x—-0
B x> +3x—(0>=3-0)
B x—-0

_x2+3x

X
_ X (x+3)
X

=x+3, kun x#0
Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

£10)=lim (x+3)=0+3=3

Vastaus  f'(0)=3



Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

27

Kiytetiin madritelmaa f(q) = lim 2=/ (@)
—da

xX—>a x
Muodostetaan funktion f(x)= 2J/x erotusosamiird kohdassa 1.

S~ f(a)

X—da

ACORNAU)

x—1
2Jx =241

B x—1

2Jx-2

x—1

(2& —2)(2& +2)
(x=1)(2vx +2)
)
(x-1)(2Vx+2)
4x -4
(x - 1) (2\/; + 2)
4I>\Q
) =) (2vx +2)

, kun x #1

lavennetaan lausekkeella 2\/; +2

4
C2dx 42



Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

4 4
'(0) = lim - —1
SOy =lim 2Jx+2 2J1+2

Vastaus  f'(1) =1
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flath)-f(a)
h

Derivaatan médritelmd on f’(a) =lim
h—0

Koska funktiolle f pitee lim ACh: hz mAC Y
niin f'(2)=0.

Funktio f on siis derivoituva ja siten myos jatkuva kohdassa 2.

Funktion arvosta f(2) ei voida pédtelld mitaén annetuilla tiedoilla.

Vastaus  Funktio on jatkuva ja derivoituva kohdassa 2.
Derivaatta f'(2) =0.

Funktion arvosta f(2) ei voi péatelld mitdén.
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5—x* kunx <2

3—x, kunx>2

f(X)={

Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 2.
f(2)=3-2=1

fim /0= lim (537 =5-2" =1

lim 9= i (3-0)=3-2=1

Koska

£@)=lim f(x)=lim £(x),

niin funktio f on jatkuva kohdassa 2 ja siten se voi olla derivoituva
kohdassa 2.

Tutkitaan, onko funktio f derivoituva kohdassa 2. Koska

funktion lauseke vaihtuu tdssd kohdassa, on méaritettava
toispuoliset derivaatat.



Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 2.

f_r(z) = lim f(x)—f(2)

x—2- X — 2

— lim 2-x)2+x)
x—2— X — 2

(= (2+x)

= lim

x—2— N
= lir? -(2+x)
=—(2+2)
=-4

Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 2.

() - lim L=/
f@)= lim S

X2+ X

3—x-1
m




Koska toispuoliset derivaatat ovat eri suuret, funktio ei ole
derivoituva kohdassa 2.

Vastaus  vasemmanpuoleinen derivaatta —4 ja oikeanpuoleinen
derivaatta —1, ei ole derivoituva
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x*+2, kunx <1
S(x)=
2x+1, kunx>1

Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 1.
fH=1"+2=3
li_gq_f(x):}i_m(x2+2):12+2:3
li_{ﬂf(x)zli_{ﬁ 2x-1)=2-1+1=3

Koska

£ =lim £(x) = lim £(x),

niin funktio f on jatkuva kohdassa 1 ja siten se voi olla derivoituva
kohdassa 1.

Tutkitaan, onko funktio f derivoituva kohdassa 1. Koska

funktion lauseke vaihtuu tdssi kohdassa, on maaritettava
toispuoliset derivaatat.



Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

7= tin L9 0)

x—>1- —1

=lim (x+1)

x—1-

=1+1
=2

Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

JIORIA0)
£/ = lim 2

x—1+
. 2x+1-3
=lim——
x—l+ x—1
. 2x—=2
=lim
x—1+ X _1
~lim 2(x<1)
x—1+ N

=lim 2

x—=>1-

=2

Koska toispuoliset derivaatat ovat yhtd suuret, niin (1) = 2.
Funktio f on siis derivoituva kohdassa 1.



Piirretddn funktion kuvaaja laskimella.

-2 -1 0 1 2

Vastaus on derivoituva
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3x+1, kunx < -1

x’, kunx>-1

f(X)={

Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa —1.
fED =1 =1

xl_i)I_l;l_f(x) = xl_i)r_rll_ Bx+1)=3-(-H+1=-2

Koska

lim f(x)=-2 ja f(-1)=-1,

funktio f* on epdjatkuva kohdassa —1.

Siten se ei voi olla derivoituva kohdassa —1.

Vastaus  Koska lin} f(x)=-2 ja f(-D)=-1,

funktio f'on epdjatkuva kohdassa —1.
Siten se ei voi olla derivoituva kohdassa —1.
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Tutkitaan funktiota f(x)=x"g(x).

Funktion f arvo kohdassa 0 on

f(0)=0"-g(x)=0.

Funktion f erotusosamédird kohdassa 0 on

fla+h)-f(a)

h
_ SO0+~ £(0)

h
_(0+h)-g(0+1)-0
h
_ ig(h)
N

=h-g(h).

Lasketaan erotusosaméérén raja-arvo.

Koska -20<g(x)<16 ja %in3h=0,
niin f'(0) = £1r13 h-g(h)=0.

Funktio f on siis derivoituva kohdassa O.



Vastaus  Koska lim
h—0

SO =TO i 4. g (1) =0

niin funktio f on derivoituva kohdassa 0.
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Hahmotellaan ensiksi kuvaaja, joka on jatkuva, mutta ei derivoituva
kohdassa 3.

=1

Muodostetaan sitten funktion lauseke.

x, kunx<3

f(X)Z{

3, kunx >3

Osoitetaan, ettd funktio f on jatkuva kohdassa 3.
f3)=3
lir?f(x)z lirgl x=3

lim f(x) = lim 3=3



Koska f(3)= lirg f(x)= lirgl f(x), niin funktio f on jatkuva
kohdassa 3.

Osoitetaan, ettd funktio f ei ole derivoituva kohdassa 3.

Koska funktion lauseke vaihtuu tdssd kohdassa, on maéaritettava
toispuoliset derivaatat.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 3.

N ACORNAC)
10 =lim ==

3

=lim —
x—3— N

=lim1

x—3—

=1

Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 3.

£/(3) = lim

x—>3+

S()-f3)
x=3

Koska toispuoliset derivaatat ovat eri suuret, funktio f eiole
derivoituva kohdassa 3.



_ o x, kunx <3
Vastaus  esimerkiksi f(x)=
3, kunx<3
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Funktiolla f* on seuraavat ominaisuudet:
e  f(x+y)=f(x)+f(y) kaikillareaaliluvuilla x ja y
e fl0)=0

e f on derivoituva muuttujan arvolla 0.

a) Koska funktio f on derivoituva kohdassa 0 ja f(0)=0,
niin on oltava

7Ot D=SO i SO

)

Lasketaan funktion f° derivaatta kohdassa x.

1) = f(X+h) S ()

_h‘ﬂw+fw)fu)

h—0

Niin ollen funktio f on kaikkialla derivoituva
ja f'(x)= f'(0).



b) Esimerkiksi funktio f(x)=23x.
Koska k(x+y)=hkx+ky kaikilla k, x ja y,

niin esimerkiksi kelpaavat kaikki muotoa f(x)=kx olevat
funktiot.

Vastaus  b) esimerkiksi funktio f(x)=3x
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Y x

a) Kuvaajasta ndhdédn, ettd funktio ei ole jatkuva kohdissa x =1
ja x=35.

b) Funktio on derivoituva niissé kohdissa, joihin voidaan piirtaa
yksikisitteiselld tavalla tangentti.

Koska funktio ei ole jatkuva kohdissa 1 ja 5, ei se mydskédédn
ole derivoituva kohdissa 1 ja 5.

Kohdassa x =4 kuvaajalla on terdva kirki, eiké siihen voida
piirtdd tangenttia yksikdsitteiselld tavalla. Funktio ei siis ole
derivoituva kohdassa 4.

Funktio ei ole derivoituva kohdissa 1,4 ja 5.

c) a-jab-kohdan tuloksien nojalla funktio on jatkuva, mutta ei
derivoituva kohdassa 4.

d) Jos funktio on derivoituva, niin se on myds jatkuva. Funktio f
ei siis ole missddn kohdassa derivoituva mutta ei jatkuva.



Vastaus  a) kohdissa 1 ja 5
b) kohdissa 1,4 ja 5
c¢) kohdassa 4
d) ei missddn (jos funktio on derivoituva, niin se on myds
jatkuva)
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Piirretdén kuvaaja geometriaohjelmalla.

12

10

a) Piirretddn kohtaan x =1 tangentti.

ER\Y

Geometriaohjelman kulmakerroin-toiminnolla tangentin
kulmakertoimeksi saadaan noin —0,22, joten f’(1) = —0,22.



b) Kohdassa x=2 kuvaajalla on terdva karki, eiké sithen voida
piirtdd tangenttia yksikasitteiselld tavalla. Funktio f ei ole
derivoituva kohdassa 2.

c) Piirretddn kohtaan x =3 tangentti.

Geometriaohjelman kulmakerroin-toiminnolla tangentin
kulmakertoimeksi saadaan 2, joten f'(3)=2.

d) Funktio f eiole méiritelty kohdassa x =4, joten kohtaan
x=4 eivoida piirtdd tangenttia. Funktio f ei siis ole
derivoituva kohdassa 4.

Vastaus a) f'(1)~-0,22
b) ei ole derivoituva
¢) f'3)=2

d) ei ole derivoituva
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Tapa 1: Kiytetddn madritelmid f'(a)= %lmg

flath)-f(a)
h

Muodostetaan funktion f(x)=— erotusosamiira kohdassa 2.
X

fla+h)—f(a)

h
_SC+m)-f(2)
h
2) 1 2»/1)1
__2+h 2
h
2 2+h
C202+h) 2(2+h)
- h
2-2-h
_2@+h)
ok
K
_2@2+h)
K
1
=— , kun 2 #0
2(2+h)

Lasketaan erotusosaméérén raja-arvo.

N D S |
S = T~ 2250 4




Tapa 2: Kaytetddn médritelmédd f'(a)=lim

xX—a

PACI N AC))
xX—a
Muodostetaan funktion f(x)= 1 erotusosamaird kohdassa 2.
X

S(x)-f(a)
xX—a
_S@-fQ)
x=2
107
x 2
x=2

2 X

—2x 2x
x-2
2—x

2x

=<2

1
=——, kun x#2
2x

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

1
‘2)=lim-——=-———=——
S @)= =57y

Vastaus  f'(2) = —%
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flath)-f(a)
h

Tapa 1: Kiytetddn madritelmid f'(a)= %lmg

Muodostetaan funktion f(x)= x|x| erotusosaméérad kohdassa 0.

Sfla+h)—f(a)
h
_S(O+h)- f(0)
h
:(0+hﬂ0+M—o¢q
h

_ A
R
h|, kun h#0

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

f'(0)=lim |n|=|0|=0



Tapa 2: Kaytetddn médritelmédd f'(a)=lim

xX—a

PACIRPAC)]
x-a

Muodostetaan funktion f(x)= x|x| erotusosaméird kohdassa 0.

S(x) - f(a)
xX—a

_ S =10

x—-0

_ x[x[=0-[0)

 x-0

_ AN
X

, kun x#0

= | x
Lasketaan erotusosaméérén raja-arvo.

f'(0)=lim x| =[0[=0

Vastaus  f'(0)=0



Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

39

Tapa 1: Kiytetddn madritelmid f'(a)= %lmg

flath)-f(a)
h

Muodostetaan funktion f(x)= Jx erotusosaméri
kohdassa a > 0.

Sfla+h)-f(a)
h
Varha

h
(Ja+h—a)(Ja+h +a)
h(WNE)
(Yaxh) ~(Ja)
h(\/er«/g)

at+h—a

:h(m+x/2)

%
w(Ja+h+a)

1

Na+h +\/E,

kun 2 #0

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo.

f'(a) =lim ! ! !

’HO\/a+h+\/;:\/E+\/Z:2\/;



Tapa 2: Kiytetisn madritelmid f'(a) = lim /D =/(@
X—da

xX—a

Muodostetaan funktion f(x) = Jx erotusosaméiri
kohdassa a > 0.

f(x)—f(a)

X—da

Jiva

(=) ()
 (x—a)(Vx++a)
() - (a)
(x—a)(\/;+\/g)
N(\/;+x/;)

kun x #a

1
e~ b
NS
Lasketaan erotusosaméérén raja-arvo.

(@) = lim—— !

I
=iy +da Na+va 2Ja




Koska f'(a)= kaikilla a >0,

1
2a
niin  f'(x) = 1 kun x>0

2Jx’ '
Vastaus  f'(a) = 1
2Va

, kun x>0

' _L
f(x)_z\/}
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Hahmotellaan ensiksi kuvaaja, joka on kaikkialla jatkuva ja yhdessa
kohdassa epdderivoituva. Muodostetaan sitten funktion lauseke.

I, kinx <1

x, kunx>1

f(X)={

Vakiofunktio 1 on jatkuva ja derivoituva vililld x <1 ja
polynomifunktio x on jatkuva ja derivoituva vélilld x> 1.

Osoitetaan, ettd funktio f jatkuva kohdassa 1.
JF=1

lirlnf(x): lirPlzl

lirPf(x): lir}q x=1

Koska funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, niin
funktio on f on jatkuva kohdassa 1.



Osoitetaan, ettd funktio f ei ole derivoituva kohdassa 1.
Koska funktion lauseke vaihtuu tdssd kohdassa, on méaritettava
erotusosaméérén toispuoliset raja-arvot.

Lasketaan funktion f erotusosaméérin vasemmanpuoleinen raja-
arvo kohdassa 1.

x—1- x—1
~ lim =
x-l-x —1
= lim
xol- x — 1

Lasketaan funktion f erotusosaméddridn oikeapuoleinen raja-arvo
kohdassa 1.

i S =)
x—1+ x—1

=lim 1

x—=1-

=1

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktio f eiole
derivoituva kohdassa 1.

1, kunx <1

Vastaus  esimerkiksi f(x)=
x, kunx<0
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Oletus:  Funktio f ei ole jatkuva kohdassa a.
Viite: Funktio f ei ole derivoituva kohdassa a.

Todistus: Oletetaan vastoin viitettd, ettd funktio f on derivoituva
kohdassa a.

Mutta talloin funktio f* on jatkuva kohdassa a, miki on
ristiriita oletuksen kanssa.

Koska vastaoletus johtaa ristiriitaan, niin vaite on tosi.
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b)
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V'

—

Kun x <2, funktion f kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on
1. Funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 2 on
siis 1.

Muodostetaan funktion f erotusosaméirin oikeanpuoleinen
raja-arvo kohdassa 2.

Kun x> 2, niin f{x) =2, mutta f(2)=1.

lim 20 =/@) 271 1 , jota ei ole médritelty.
xX—2+ X — 2 X2+ x — 2 O

Koska erotusosamaédrilli ei ole oikeanpuoleista raja-arvoa, niin
funktiolla ei ole oikeanpuoleista derivaattaa kohdassa 2.

Vastaus a) 1

b) lim PAC VA CI R

x—2+ X — 2 X2+ x — 2

ei ole médritelty
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f(x):{ x* =3, kunx <1

2x—4, kunx>1
Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 1.
f)=2-1-4=-2
lLrEf(x)zlirE (x*-3)=1"-3=-2
}Lrgf(x)=}ir2 2x—4)=2-1-4=-2

Koska funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, niin
funktio f on jatkuva kohdassa 1 ja siten se voi olla derivoituva
kohdassa 1.

Tutkitaan, onko funktio f derivoituva kohdassa 1. Koska

funktion lauseke vaihtuu tdssi kohdassa, on maaritettava
toispuoliset derivaatat.



Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

, f(X) f(l)
S () = lim ===
:hmx2_3_02)
x—1- _x_l
2_
~ fim 21
x-l- x —1
_ i DG D
x—1-
= hnl}(erl)
=1+1=2

Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

f(x) = f(1)
£ = lim 2L

T )

x—>1+ x—1

Koska toispuoliset derivaatat ovat yhtd suuret, niin f'(1) = 2.
Funktio f on siis derivoituva kohdassa 1.



Piirretddn funktion kuvaaja laskimella.

v

Vastaus on derivoituva
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a) Muodostetaan funktion f (x):L erotusosamaira

1+|x|

kohdassa 0.

S(O0+h)-f(0)
h
0+h 0

C1+[0+4] 1+]0)
B h

_ k1
BREZRA
o

T

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo kohdassa 0.

S B
f(o)_¥5131+|h|_1+|0|

Koska erotusosamaéérélld on raja-arvo, niin funktio / on
derivoituva kohdassa 0.



b) Kun x<0,niin f(x)=

X
1-x

ja

I--x)-x-(-1) I-x+x 1

8=/ = = T T T

Kun x >0, niin f(x) =1L ja

I-+x)—x-1 IT+x-x 1
(1+x)?  (1+x)° (1+x)?*

gx) = f'(x) =

Kun x=0, niin g(0)= f'(0)=1.

Lasketaan funktion g vasemmanpuoleinen derivaatta
kohdassa 0.

g '(0)= }g&%

B 1 (1-x

(1 — X)2 _ lim (1 _ x)z (1 _ x)2
x

x—0—- X

= lim
x—0-

. 1-(1-x)" . 1-1+2x—x"
= lim = lim >
x—0— x(l — x) x—0— x(l — x)

J— 2 J—
Cim 2 iy 2220

x—>0- x(l — x)2 x—0- X(l — _x)2

) 2—x 2-0
= lim == =2
=0-(1—x) (1-0)




Lasketaan funktion g oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 0.

. g(x)—g(0)
'(0) = lim &———=—~=
g,'(0)= lim =0
1 1 1 (1+x)’
2 2 2
_ lim (I+x) T (I+x)” (A+x)
x>0+ X x—0+ X
1-1+x)> .. 1-1-2x—x
m >~ = lim 5
=0+ x(1+x) =0t x(1+x)
J— J— 2 J— J—
m—2x x2 = lim—X( 2 x2)
x>0+ X(l + X) x—>0+ )((1 + X)
—2-x -2-0

im = =—
=0s (1+x)° (1+0)

Koska funktion g toispuoliset derivaatat kohdassa 0 ovat eri
suuret, funktio g ei ole derivoituva kohdassa 0.
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Funktiolla f* on seuraavat ominaisuudet:
e f(x+y)=f(x)f(»y) kaikillareaaliluvuilla x ja y

e flO)=1

e f on derivoituva muuttujan arvolla 0.

Koska funktio f on derivoituva kohdassa 0, niin on olemassa

()= 1(0)

F10) = lim =2

Lasketaan funktion f erotusosaméddrin raja-arvo kohdassa x.

llmf(x+h)_f(x)

h—0 h

-y L=/
—tim - L=
-t - L)
= ')

Koska erotusosaméérélld on raja-arvo, niin funktio f on
derivoituva kaikkialla ja f"(x)= f(x)f'(0).



Esimerkiksi funktio f(x)=e" toteuttaa ehdot.

Vastaus  esimerkiksi funktio f(x)=e"
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Funktio f(x) maaritelldén kaavalla

F) = p(x)cos (%), kun x>0,
In(1-x), kun x <0,

missi p(x)=ax’+c on toisen asteen polynomi.

Funktio f on derivoituva, kun x#0.

Jotta funktio f olisi derivoituva kohdassa 0, sen tulee olla jatkuva
kohdassa 0.

Koska
f(0)=In(1-0)=0,
on oltava

lim f(x)= lim (ax’+c)cos (lj =0.
x—>0+ x—0+ X

Niin kiy vain, jos

lim (ax*>+c¢)=c=0.

x—>0+

Siis funktio f on jatkuva kohdassa 0 vain, jos p(x)=ax’.



Funktio f on derivoituva kohdassa 0 vain, jos sen toispuoliset
derivaatat kohdassa 0 ovat yhta suuret.

Lasketaan funktion f* oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 0.

i SO+~ £(0)

h—0+ h
= lim f(h)_o
h—0+ h

= lim ah -cos(lj =0
h

h—0+

Koska funktio In(1—x) on tavalliseen tapaan derivoituva kohdassa

0, on sen erotusosamédrin (vasemman- ja oikeanpuoleinen) raja-arvo
kohdassa 0 derivaattafunktion arvo kohdassa O.

arvo kohdassa 0 on —1.

Derivaattafunktion DIn(l—x) = "

Siten funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 0 on

lim O+ -/O)

h—0+ h

Koska toispuoliset derivaatat kohdassa 0 ovat eri suuret, funktio f
ei ole derivoituva kohdassa 0.

Vastaus Kertoimia a ja ¢ ei ole olemassa.
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a)
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Funktio f(x)=x’—x+2 on polynomifunktio ja siksi se on
jatkuva vélilld [—1, 2] ja derivoituva vélilla ]-1, 2[.

Viliarvolauseen mukaan vililld ]-1, 2[ on sellainen luku c, ettd

S2)-f(=D
2—(-1)

J(e)=
Lasketaan funktion f(x)=x’—x+2 arvot.
f(2)=2"-2+2=38

fED =) =(-D+2=2

Lasketaan derivaattafunktion f'(x)=3x"—1 arvo.

f(c)=3c"~1
Saadaan
32 -1=572
2+1
¢t =

c=1 tai c=-1

Yhtilo toteutuu vililld -1, 2[ kohdassa ¢ =1.



b) Yhtilon

2)— f(-1
)L @SN
2—-(-1)
oikea puoli on kuvaajan pisteitd (-1, 2) ja (2, 8) yhdistdvéin
suoran kulmakerroin ja vasen puoli kohtaan 1 piirretyn tangentin
kulmakerroin.

Yhtilo tarkoittaa, ettd vilin padtepisteitd (-1, 2) ja (2, 8)
yhdistdva suora ja kohtaan 1 piirretty tangentti ovat
yhdensuuntaiset.

i\

52/ 1 1 2 3 7

Vastaus a) c=1
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Funktio f(x)=2"—x" on kaikkialla jatkuva ja derivoituva.
Viliarvolauseen nojalla vililld ]0, 1] on siis sellainen luku ¢, ettéd

S~ 10
1-0

@ -r)-(-0)

1

fo=

o,
1

Ratkaisua voi havainnollistaa piirtdmalld kuvaajan.

s

o @==mmmmmmeamaaa

(=]
o




Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

49

Maédritetddn erotusosaméérén toispuoliset raja-arvot kohdassa a.
Kaytetdadn hyvéksi differentiaalilaskennan viliarvolausetta, jonka
oletukset ovat voimassa.

S~ fa) _
X—a

Kun x> a, niin f'(c,) jollakin luvulla ¢, € ]a, x[.

Kun x — a+, niin myds vélilld Ja, x[ oleva luku ¢, ldhestyy a:taja
télloin oletuksen mukaan f'(cy) — b.

Nain ollen lim 20 =/(@ _ ;) f(c.)=b.

x—a+ x —_ a xX—a+

Funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa a on f'(a)=b.

Vastaavasti, kun x < a, niin

SO S@ _ @S0 _ e
X—a a—Xx

jollakin luvulla ¢, € Jx, a[. Kun x — a—, niin my®ds vililld Jx, af

oleva luku ¢, ldhestyy a:ta ja tilloin oletuksen mukaan f'(cy) — b.

Niin ollen lim EACIRNAC)] =lim f'(c,)=b.
x—a

x—>a- x—>a-—
Funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa a on

fia)=b.

Koska funktion f toispuoliset derivaatat ovat kohdassa a yhtd
suuret, on funktio tdssd kohdassa derivoituva ja f'(a) = b.
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lx, kunx <2

a) f(x)=92
vx—1, kunx>?2

1) Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 2.

f@)==2-1

1
2

. ) 1 1
}H?f(”-li%l(gx] =5 2=l

lim /(x) = lim V¥ —1=v2-1=1

Koska funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret,
niin funktio f on jatkuva kohdassa 2 ja siten se voi olla
derivoituva kohdassa 2.

2) Vililli x<2 on f'(x) =%.

1
2Jx -1

vililli x<2 on f'(x)=



3) Lasketaan derivaattafunktioiden toispuoliset raja-arvot
kohdassa 2.
lim //(x) = lim ~ =
R A )
1 1 1
lim f'(x) = lim = =_
S =2 x—1 24J2-1 2

X2+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtéd suuret, niin f'(x) = 5



x2, kunx <2

2%, kunx > 2

b) f(X)={

1) Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 2.
f(2)=2"=4
. _ . 2 _ 2 _
fim /0= Jim (+*) = 2" =4
lim f(x) = lim 2" = 2° =4

Koska funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret,
niin funktio f on jatkuva kohdassa 2 ja siten se voi olla
derivoituva kohdassa 2.

2) Vililld x<2 on f'(x)=2x.
Vililld x<2 on f'(x)=1In(2)-2".

3) Lasketaan derivaattafunktioiden toispuoleiset raja-arvot
kohdassa 2.

fim /0= lim (20)=2-2=

lim f"(x) = lim (In(2)-2%)=1In(2)-2* =In(2)-4 (# 4)

x—2+

Koska toispuoliset raja-arvot eivét ole yhtd suuret, funktiolla ei
ole derivaattaa kohdassa 2.



lxz, kunx <2

¢) f(x)=48

Inx, kunx > 2

1) Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 2.

1 5, 1
f(2)—§~2 =3

1 1 1
lim f(x)=lim| —x* |==-2* =—
X%Z—f( ) x~>2—(8 ] 8 2

. . 1
lim f(x) = )}ann_(ln x)=In2 (= 5)

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, niin funktio f ei

ole jatkuva kohdassa 2 ja siten se ei voi olla derivoituva
kohdassa 2.

Vastaus a) f '(x):%

b) Derivaattaa ei ole, koska toispuoleiset derivaatat ovat
eri suuret.

c¢) Derivaattaa ei ole, koska funktio ei ole jatkuva.
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b)

Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

T~

X
>

Luetaan kuvaajalta kidnteisfunktion f~'(y)=x arvot.
f7(0)=0

fH=1

(=14

S #)=2

Funktio f jakéinteisfunktio f~' ovat vastakkaisia
operaatioita, joten yhdistetyssd funktiossa ne kumoavat toisensa.
[ f@)=2

fU3)=3



c) Funktion f arvojoukko on [0, o[, joten kidnteisfunktion f~'
maédrittelyjoukko on [0, oof.

Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.

S(x)=y

x2=y

x:i\/;
Koska nyt x>0, niin x=\/;.

Kiinteisfunktion on lauseke on f~'(y) = \/; .

Vastaus a) f'(0)=0, f"'(D)~1, f'2Q)=14 ja f(4)=2

b fT(f(2)=2 ja f(f(3)=3

¢) médrittelyjoukko [0, oof
jalauseke f7'(y)=4[y
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Ratkaistaan muuttuja x yhtilostd f(x)=y.

fx)=y

x3 =y
=3
Kiinteisfunktion lauseke on /() = 3/y.

Kun vaihdetaan muuttuja, saadaan ' (x) = Yx.



b) Piirretddn funktioiden f(x)=x' ja f~'(x)=</x kuvaajat
laskimella.

Funktion f maédrittelyjoukko on R ja arvojoukko R.
Kiinteisfunktion f~' méirittelyjoukko on R ja arvojoukko
R.

Vastaus  a) f'(x)=3x

b) Funktion f mdérittelyjoukko on R ja arvojoukko

R. Kiénteisfunktion f~' madrittelyjoukko on R ja
arvojoukko R.
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Ratkaistaan muuttuja x yhtilostd f(x) = y.

—2x+6=y
2x=y-6 |:(-2)
1
xX=—=y+3
4

Kééanteisfunktion lauseke on
1 1
S =—Zy+3
2
Kun vaihdetaan muuttuja, saadaan

fl(x):—%x+3.



b) Piirretddn funktioiden f(x)=-2x+6 ja f'(x)= —%x +3

kuvaajat.

Vastaus  a) f'(x)= —%x +3
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a)

b)
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Derivoidaan funktio f(x)=-x"+35.

f'(x)=-2x

Koska —-2x<0, kun x>0,
ja —2x =0 vain yksittdisessd kohdassa x =0,
niin funktio f on aidosti viheneva vililla [0, oo.

Siten funktiolla f on kainteisfunktio.

Koska funktio f on aidosti vihenevi, sen suurin arvo on

f(0)=5.

Funktion f kuvaaja on alaspdin aukeavan paraabelin se osa,
jossa x>0.

Siis funktion f maéérittelyjoukko on [0, oof
ja arvojoukko ] —oo, 5].

Taten kéddnteisfunktion mairittelyjoukko on ] —oo, 5]
ja arvojoukko [0, oof.

Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.

fx)=y
X" +5=y
x’=5-y

x=4/5-y tai x=—5-y



Koska funktion f madrittelyjoukossa x>0, niin x=./5-y.

Siis f7'(y)=+/5-.

Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

fil=, 510, oof, fT(x)=5-x.

Vastaus  a) Funktio f on aidosti vdhenevé, kun x>0,
joten silld on kdénteisfunktio.

b) f:]-o, 5] [0, oo, £ (x)=5-x
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a)

b)
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Derivoidaan funktio f(x)=e".
f1(x)=2e*

Koska 2¢™ >0 kaikilla x, niin funktio f on aidosti
kasvava.

Siten funktiolla f on kddnteisfunktio.

Funktion f médrittelyjoukko on R ja arvojoukko ]0, oof.

Téten kdédnteisfunktion méaarittelyjoukko on ]0, oof ja
arvojoukko R.

Ratkaistaan muuttuja x yhtilostd f(x) = y.

f(x)=y
e2x=y
2x=Iny |:2
1
x=—In
> y

Siis ()= %1ny.
Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

f71:00, o[ >R, f_l(x)=%lnx.



) (X)) =)= %m e :%-2x-lne = x

Vastaus  a) Funktio f on aidosti kasvava, joten silld on
kadnteisfunktio.

b) £7:10, o[ >R, f7'(x) =%lnx

c) fl(f(x))zélnez" :%-Zx-lne:x
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a)

b)
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Derivoidaan funktio f(x)=—x"—x+5.

f'(x)=-3x" -1
Koska
3x*-1<0-1<0

kaikilla x, niin funktio f on aidosti vihenevé.
Siten funktiolla f on kadnteisfunktio.

Tehtdvana on maarittaa

. N
sellainen x, ettd \
5

S1B)=x ja f(x)=3. | I
y = f(z)

4

Kéytetddn apuna funktion

kuvaajaa.
3

Huomataan, etti
2

fH=-1-1+5=3,

joten

7'3)=1. h o 1 \ 2 ?



Tehtdvand on méirittda sellainen x, ettd

O =x ja f(x)=0.

Ratkaistaan likiarvo laskimella.

J(x)=0
—x’=x+5=0
x=1,5160...

Saadaan f7'(0)~1,52.
¢) Kainteisfunktion nollakohta on se muuttujan y arvo, jolla
f()=0 eli f(0)=y.
Koska
f(0)=-0"-0+5=5,
niin

£7(5)=0.

Vastaus  a) Koska f’(x) <0 kaikilla x, funktio f on aidosti
viaheneva ja silld on kédédnteisfunktio.

b) 'B3)=1ja f'(0)=1,52

c)5
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a)
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Derivoidaan funktio f(x)=e"+x+1.
f(x)=e"+1
Koska

e"+1>0+1>0

kaikilla x, niin funktio f on aidosti kasvava.
Siten funktiolla f on kadnteisfunktio.

Tehtdvand on madrittdd sellainen x, ettd

f@=xja f(x)=2. ly
Kiytetddn apuna funktion 4
kuvaajaa.

Huomataan, etti
f(0)=e’+0+1=1+1=2,

joten

2 -1 0 1 2
r@=o. v




c) Tehtdvdnd on madrittidd sellainen y, ettd
[T(=2 eli f(2)=y.
Koska
f(Q)=e*+2+1=¢>+3,
niin
y=¢e +3.

Vastaus  a) Koska f’(x)>0 kaikilla x, niin funktio f on
aidosti kasvava ja silld on kddnteisfunktio.

b /7(2)=0

c) kohdassa e’ +3
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a) Derivoidaan funktio f(x)=x"—2x.
fl(x)=2x-2
Koska 2x—-22>2-1-2=0, kun x2>1,
ja 2x—-2=0 vain yksittdisessd kohdassa x =1,
niin funktio f on aidosti kasvava vililld [1, oof.

Siten funktiolla f on kdanteisfunktio.

b) Ratkaistaan muuttuja x yhtilostd f(x) = y.

Jx)=y
x'=2x=y
x*=2x—y=0 Yhtdlon voi ratkaista
myos laskimella.
aefeaty
2
s Aray
2
o 2+4(1+y)
2
L 21+y
2




Koska funktion f méérittelyjoukossa x >1,

niin x=1+,/y+1.

Siis f7'(y)=1++/y+1.

Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

F(x)=1+x+1.

Piirretéisin funktioiden f(x)=x>-2x ja f'(x)=1++x+1
kuvaajat.




Vastaus  a) Funktio f on aidosti vihenevéd, kun x>0,
joten silld on kdénteisfunktio.

b) ' (x)=1+vx+1



Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

59

Neliéjuuren méadritelmén mukaan

x:\/;<:>x2:y ja x>0.

Funktion f(x)=x, missi x> 0, kiiinteisfunktio on f~'(y)=/y.
Funktion f(x)=x" derivaattafunktio on f"(x)=2ux.

Sovelletaan kaanteisfunktion derivointikaavaa funktioon

) =4y

(f")on= I (x)
1
r(Jr)
1
5
missd y > 0.

Siis D \/;—

missd y > 0.

o

C 1 -
Kun muuttujaksi vaihdetaan x, saadaan D Jx=——, missi x>0.

2x’



Vastaus D \/; = L missd x>0

2x’
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Tekija e Pitkd matematiikka 13 e 3.7.2018

Derivoidaan funktio f(x)=x"+x+3.
f'(x)=3x"+1

Koska 3x*+1>0, kaikilla x,
niin funktio f on aidosti kasvava.
Siten funktiolla f on kadnteisfunktio.

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(fl)'(1)=ﬁ, missi  f(x)=1.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

S(x)=1
X +x+3=1
x=-1
Siis
f-D=1

f'(=D)=3-(=1)’+1=4
ja

1 1
) = =_.
O=F5




Vastaavasti

(f_1 )’(—7) = ,1 , missd f(x)=-7.
S'(x)

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

S)=-1
¥ +x+3=-7
x=-2
Siis
f(=2)=-7

f(=2)=3-(=2)’+1=13
ja

1 1

f(2) 13

(/)=

Vastaus  a) Koska f’(x)>0 kaikilla x, funktio f on aidosti
kasvava ja silld on kédénteisfunktio.

b) (1YW = Ja (7)) =
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Derivoidaan funktio f(x)= %x3 +3x° +9x+7.

f’(x)zx2+6x+9=(x+3)2

Koska (x+3)2:0, kun x=-3,

ja (x+3)2 >0, kun x#-3,
niin funktio f on aidosti kasvava.
Siten funktiolla f on kddnteisfunktio.

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

( fl)'(7)=ﬁ, missid  f(x)=7.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.
f(x)=17
%)C3Jr3>)c2 +9x+7=7

x=0



Siis

1) =7
£1(0)=(0+3)*=9
ja
1 11
N =—===.
Ly S 9

¢) Kaiinteisfunktio f~' ei ole derivoituva kohdassa y = f{x), jossa
f'(x)=0.

a-kohdassa havaittiin, ettd f’(x) =0 ainoastaan kohdassa

x=-3.

Kiinteisfunktio f~' ei ole derivoituva kohdassa

y=f(—3)=%-(—3)3+3-(—3)2+9-(—3)+7=—2.

Vastaus a) Koska f’(x)=0, kun x=-3, ja f'(x)>0
muuten, niin funktio f on aidosti kasvava ja silld on

kianteisfunktio.
-1\ 1
b) (/)M =5

c) kohdassa -2
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f(x)=Inx+x—1, missd x>0

a) Derivoidaan funktio.

b)

F10 =141

X

Koska l+1>0, kun x>0,
X

niin funktio f on aidosti kasvava, kun x > 0.
Siten funktiolla f on kéanteisfunktio.

Tehtdvand on madrittdd sellainen x, ettd

fO0)=x ja f(x)=0.
Ratkaistaan muuttuja x.

f(x)=0
Inx+x-1=0

x=1

Siis £7'(0)=1.



Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(/)= 1 , missi f(x)=0.

Ize
Nyt

=0,
jKD:%+1:2

ja

(1O =757

Vastaus  a) Koska f’(x)>0, kun x>0,
niin funktio f on aidosti kasvava
ja silla on kaanteisfunktio.

1

1
b) f(0)=1 ja (f)(0)= =—
) SIO=a (1)@= =3
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Funktion f(x)=sinx kéénteisfunktio on f~'(x)=arcsinx.

a) Koska singzl,

.. . T
niin arcsinl = 5

b) Koska sin(—g):—l,

niin arcsin(-1) = —g.




c¢) Koska sin0=0,

niin arcsin 0 =0.

T oL
Vastaus a) — b) —— ¢)0
u )2 ) 5 )
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a) Funktion f(x)=sinx kiinteisfunktioon f'(x)=arcsinx.

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(ffl)’(O) = ﬁ, missd  f(x)=0.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

S(x)=0
sinx=0
x=0

Derivoidaan funktio f(x)=sinx.

£1(x) = cos x

Siis

£(0)=sin0=0

£1(0) = cos0 =1

ja

0= F -



b)

Funktion f(x)=sinx kéinteisfunktioon f'(x)=arcsinx.

Kaénteisfunktion derivointikaavan mukaan
ny 1) 1 o 1
— |=———, missid x)=—.
(f )(2 e ORS

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

1
X)=—
S(x) 5
. 1
sinx =—
2
T
xX==
6

Siis



c) Funktion f(x)=sinx kiinteisfunktioon f~'(x)=arcsinx.

Kaénteisfunktion derivointikaavan mukaan

(f )(ﬁj 0 missd  f(x)=sinx ek

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

Sf(x)=

1
V2
sinx=L
V2

s

4




c)\/E

Vastaus a)l b)

2
3
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Y %

Luetaan kuvaajalta kidnteisfunktion f~'(y)=x arvot.
S M=0

[ =1

[ ®=13

b) Funktio f jakiinteisfunktio f~' ovat vastakkaisia
operaatioita, joten yhdistetyssd funktiossa ne kumoavat toisensa.

[Ury=1
f(r@y=2



¢) Funktion f arvojoukko on ]0, oof.
Kéénteisfunktion médrittelyjoukko on siis ]0, oof.

Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.
f(x)=y

3=y

x=log,y

Kéinteisfunktion lauseke on f7'(y) =log, y.

Kun vaihdetaan muuttuja, saadaan f~'(x) = log, x.

Vastaus a) f'()=0, f'(3)=1 ja f'(4) =13

b [TfM)=1ja f(f)=2

¢) médrittelyjoukko ]0, oof
jalaueke f7'(x)=log, x
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a) Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x)=y.

f(x)=y
ex—lzy
x—1=Iny
x=Iny+1

Kiinteisfunktion lauseke on f~'(y)=Iny+1.

Kun vaihdetaan muuttuja, saadaan f~'(x) =Inx +1.

b) Funktion f(x)=e"" arvojoukkoon A, =]0, oo[.
1

c) Kiinteisfunktion f'(x)=Inx+1 maédrittelyjoukko on
M = 10, oo].

d f1:10, o[ >R, f'(x)=Inx+1



e) Piirretiin funktioiden f(x)=¢"" ja f'(x)=Inx+1
kuvaajat laskimella.

Vastaus a) f'(x)=Ilnx+1
b) Af = ]07 OO[

c) Mf,1 = 10, oof

d)f1:10, o[ >R, f'(x)=Inx+1
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a)
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Funktio f(x)= %x —4 on aidosti kasvava ja sen kuvaaja on

nouseva suora.

Siten funktiolla f on kddnteisfunktio.
Funktion f maarittelyjoukko on R ja arvojoukko R.
Taten kdadnteisfunktion méérittelyjoukko on R ja arvojoukko

R.

Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.

fx)=y
2
—x—-4=
3 y
3
=—y+6
x==y

Siis f7'(y) = %y + 6.
Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

fT:R5R, f"(x)=%x+6.



0
S @) = fl(%x —4)

3.2
=—-(=x—-4)+6
5 G¥=4)
=x—-6+6

=X

Vastaus  a) Funktio f on aidosti kasvava, joten silld on
kadnteisfunktio.

b) /' :R>R, f‘l(x)=%x+6

c) f"l(f(x)):%-(éx—4J+6:x
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a) Derivoidaan funktio f(x)=x"—2.

f'(x)=2x

Koska 2x<0, kun x<0,
ja 2x=0 vain yksittéisessd kohdassa x =0,
niin funktio f on aidosti vdhenevé vililld ]—oo, 0].

Siten funktiolla f on kadnteisfunktio.

b) Koska funktio f on aidosti vdhenevi, sen pienin arvo on

f(0)=-2.

Funktion f kuvaaja on ylospdin aukeavan paraabelin se osa,
jossa x<0.

Siis funktion f madrittelyjoukko on ]—oo, 0] ja arvojoukko
[—2, o[

Téten kddnteisfunktion méaarittelyjoukko on [—2, o[ ja
arvojoukko ]—oo, 0].



Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.

fx)=y
X' -2=y
X =y+2

X=4y+2 tai x=—y+2

Koska funktion f mdidrittelyjoukossa x <0,

niin x=—/y+2.
Siis f'(y)=—y-2.

Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

2 o e, 0], £ = —rr2

Vastaus  a) Funktio f on aidosti vihenevé, kun x <0,
joten silld on kdénteisfunktio.

b) f':[-2, o[ > ]-0, 0], f(x)=—Vx+2
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Derivoidaan funktio f(x)=x"+x+2.
f'(x)=5x"+1

Koska

5x*+120+1>0

kaikilla x, niin funktio f on aidosti kasvava.

Siten funktiolla f on kddnteisfunktio.

Tehtdvana on maarittda sellainen x, ettd

S (0)=x ja f(x)=0.
Kéytetddn apuna funktion kuvaajaa.

Huomataan, etti

S(=1)= (_1)5 +(-1)+2 y = f(x)
=—1-1+2
-0, 2

joten i

0 =-1. = = / T



Tehtdvana on méarittaa sellainen x, ettd

f1@)=x ja f(x)=3.

Ratkaistaan likiarvo laskimella.

f(x)=3
X +x+2=3
x=0,7548...

Saadaan f7'(3)=0,75.

c) Kiinteisfunktion nollakohta on se muuttujan y arvo, jolla
f(»)=0 eli f(0)=y.
Lasketaan nollakohta y.
y=£(0)=0"+0+2=2

Vastaus  a) Koska f’(x)>0 kaikilla x, funktio f on aidosti
kasvava ja silld on kédénteisfunktio.

b) f(0)=-1 ja f'(3)=0,75

c)2
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a) Derivoidaan funktio f(x)=xe™".
fl(x)=1-e""+x-e¥"-2=2x+ 1)’

Derivaattafunktio f”(x)=(2x+1)e>" saa positiivisia arvoja,
kun

2x+1>0

xX>——.

Koska (2x+1)e**"' >0, kun x> —%,

niin funktio f on aidosti kasvava vililla [—%,oo[.

Siten funktiolla f on kdanteisfunktio vélilld 7 = [—%,oo[.



b) Funktioiden f(x) ja f'(x) kuvaajat leikkaavat toisensa
suoralla y = x. Leikkauspisteiden x-koordinaatit (ja samalla
my0s y-koordinaatit) saadaan ratkaisemalla yhtidlo f(x) = x.

x=f(x)
x =xe!

x—xe =0

x(1-e>*")=0
x=0 tai 1-e**'=0
er—lzl
2x—-1=0
1
xX=—
2

Kuvaajat leikkaavat toisensa pisteissd (0, 0) ja (%,%).

Vastaus a) [ :[—%,oo[

b) (0,0) ja %,%)
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xX+2 e .
, x >3 kéaanteisfunktio.

Selvitetdan funktion f(x)=

Ratkaistaan muuttuja x yhtdlostd f(x) = y.

fx)=y
x+2
x-=3
‘= 3y+2
y—1
missd y#1.
Kéinteisfunktion lauseke on f~'(y) = 3y +12.
y—

3x+2
x—1"

Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan f'(x)=



Péatellddn madrittelyehto kuvaajan avulla.

L

13

-2—;{ 1 2 3 4 5 6 7V 8B 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 &
42

Funktion f arvojoukko on vili y> 1.

Kagnteisfunktion /' madrittelyjoukko on vali x> 1.



Lasketaan yhdistetyn funktion arvo, kun x> 3.

x+2

U=
x-3

3(x+2)+2
:L
x+2_1
x—3
3x+6+2(x—3)

x—3 x—3
x+2 1(x-3)

x—3 x—3

=

Vastaus [ 7'(x) =

3x+2 e
= madrittelyalue x>1
x J—
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Logaritmin maéritelman mukaan
2=y x=log,y.
Siis funktion f(x)=2" kiinteisfunktioon f'(y)=1log, y.

Funktion f(x)=2" derivaattafunktioon f'(x)=2"-In2.

Sovelletaan kaanteisfunktion derivointikaavaa funktioon
f(y)=log, y.

1
')
_
f’(10g2 y)
B 1

287 n2
1

yin2

(/)=

missd y>0.



Siis D log,y :;, kun y>0.
yin2
Kun muuttujaksi vaihdetaan x, saadaan

1 .
D log,x =——, missd x> 0.
xIn

Vastaus D log,x = , missd x>0.

xIn2
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f112,5]1 > 1[25,52], f(x)=2x"—-21x*+60x
Maéiritetdén derivaattafunktio.
f'(x)=6x>—42x+60

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

6x° —42x+60=0

x=2 tai x=5

Derivaattafunktion kuvaaja on
ylospéin aukeava paraabeli,
joten f'(x)<0 wvililld 2<x<5.

Funktio f on siten aidosti vihenevé ja sen suurin arvo on
f(2)=52 japieninarvo f(5)=25.

Koska funktio f* on jatkuva, sen arvojoukko on [25, 52].

Funktiolla f on siis kii4inteisfunktio g= " : [25, 52] - [2, 5].



Kéanteisfunktion arvo g(45) saadaan ratkaisemalla sellainen x,
ettd g(45)=x ja flx) =45.

f(x)=45
2x* = 21x* + 60x = 45
x=3

Siis g(45) =3.

Kaanteisfunktion derivointikaavan mukaan

(/)45 =ﬁ, missd £ (x) = 45.

Siis

OB
f'3)=6-3"-42-3+60=-12

ja

wasy = ( F 1 \Vasyo L _ L __ 1
g'(45)=(f )(45>—f,(3) STIETY

Vastaus  g(45)=3 ja gr(45):_é
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a) Derivoidaan funktio f(x)=(x’>+1)e".

f'(x)=2xe" + (x2 + l)ex
= (x2 +2x+1)e"

=(x+ 1)2 e"
Koska
e >0,
(x+1)"=0 vain kohdassa x=-1
ja (x+1)">0 muualla,

niin funktio f on aidosti kasvava. Siten funktiolla f on
kédanteisfunktio.



b)

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(fl)'(1)=ﬁ, missi  f(x)=1.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

S(x)=1
(x2 +1)ex =1
x=0
Siis
f0)=1

£10)=(0+1) e’ =1

ja




c) Kiinteisfunktio f~' ei ole derivoituva kohdassa y = f(x), jossa

f'(x)=0.
a-kohdan perusteella f'(x) =0 vain kohdassa x =—1.

Lasketaan kohta y.

y=fED=((1) + e =2 —=

12
ee.

e . O o 2
Kiinteisfunktio f~' ei ole derivoituva kohdassa —.
e

Vastaus b) 1

c¢) kohdassa 2
e
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f(x)=Inx+x+1,missd x>0

f’(x)=l+1, missd x>0
X

Koska l+1 >0, kun x>0, niin funktio /" on aidosti
X

kasvava. Siten funktiolla f on kiinteisfunktio g= f".

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(fl)'(z)zﬁ, missd £ (x) = 2.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

f(x)=2
Inx+x+1=2
x=1
Siis
f=2
f’(l):%+1:2
ja

) =( V-1
g@=(rs )(2)—f,(1) >



c)

d)

Funktioiden f(x) ja g(x) kuvaajat leikkaavat toisensa
suoralla y =x. Leikkauspisteiden x-koordinaatit (ja samalla
my0s y-koordinaatit) saadaan ratkaisemalla yhtidlo x = f(x).

x=f(x)

x=Inx+x+1
Inx=-1

x=¢"

Kuvaajat leikkaavat toisensa pisteessi (e, e™").

Kuvaajien vilinen kulma on leikkauspisteeseen (e™',e™")
piirrettyjen tangenttien vélinen kulma.

Funktion f kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin on

f’(e’l):%+1:e+l.
e

Kaéanteisfunktion g kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin
on

R N A Vo N 1 _ b
gen=(r)e )_f'(e’l)_e+1'



Lasketaan tangenttien vélinen kulma.

kl_kz
tana =
1+ kk,
e+1—L
tana = e+11
I+(e+1)—
e+1

tana =1,72467...
a =59,89.." =59,9°

Vastaus a) f'(x)= l+1 >0 kaikilla x>0,
X

joten f on aidosti kasvava ja silld on kainteisfunktio.
b) g(2)=1
& 2

c) (e, e™)

d) 59,9°
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a) Katso c-kohdan kuvaajat.

b)

f =

f@=3v

F@=s2=2
L.

Kaéainteisfunktion derivointikaavaan mukaan

1 1
V2= ——=—.
(/)@ 702

f'(x) on xy-koordinaatistossa funktion f kuvaajalle

kohtaan x piirretyn tangentin kulmakerroin.

( [ )'( y) on yx-koordinaatistossa funktion f~' kuvaajalle
kohtaan y = f(x) piirretyn tangentin kulmakerroin.

Néma kulmakertoimet ovat toistensa kédéanteislukuja.



l
|/

3\
\

Vastaus b) '(2)=2 ja (fl)’(z):%
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Funktion f(x)=cosx ki#nteisfunktioon f~'(x)=arccosx.

a) Koska cosO=1,

niin arccosl=0.

b) Koska cosmt=-1,
niin arccos(—1) = 7.




c) Koska cosg =0,

.o . T[
niin arcsinQ = E

Vastaus a)0 b) =« C)g

SR ]
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Funktion f(x)=cosx kiinteisfunktio on f'(x)=arccosx.

Kaéainteisfunktion derivointikaavan mukaan

(ffl )r(O) = f'ix) , missd f(x)=0.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

S(x)=0
cosx=0
T
x==
2
Nyt
f'(x)=—sinx
f(g) =-sinZ =-1
ja



b) Funktion f(x)=cosx kiinteisfunktioon f'(x)=arccosx.

Kaénteisfunktion derivointikaavan mukaan

(fl){ﬁjz ! missi f(x)zﬁ.

2 ) S 2
Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

3

f(x)=7

NG
COSX =—

2

T

x==

6
Nyt
f'(x)=—sinx
)i
ja




c) Funktion f(x)=cosx kiinteisfunktio on f~'(x)=arccosx.

Kaénteisfunktion derivointikaavan mukaan

a1 1 - 1
(f )(_Ej:f’(x)’ missd f(x)=—5.

Ratkaistaan derivointia varten muuttuja x.

1
f(x)__E
cosx=——
2n
===
3
Nyt
f'(x)=—sinx
J(2m)_ 2_n__£
f(3)_ 3T
ja

Vastaus a) -1 b) -2 c¢) _ 2

V3
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