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Alkusanat
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oppikirjaan Lukion Calculus 5:een, ja se
on tarkoitettu helpottamaan opettajan tyo-
t4 ja nopeuttamaan tehtdviin tutustumista.
Aineisto sisaltdd kurssien Trigonometri-
set funktiot ja lukujonot ja Integraali-
laskenta tehtdvien ratkaisuja.
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jotka ovat melko mekaanisia. Sitd vastoin
kaikki soveltamista, analysointia tai todis-
tamista edellyttévat tehtdvat on ratkaistu.

Tehtévien ratkaisuihin on pyritty liitta-
maan sanallista selvitysté ja havainnollista-
via piirroksia. Tavoitteena on, ettd myos
oppilaat tottuvat esittdmaan tarpeelliset pe-
rustelut ja laatimaan vastauksensa niin, etta
siitd kay ilmi, miten ratkaisu on ajateltu.
Tama edellyttdd usein juuri taydentdvén
sanallisen selvityksen ja selkeiden piirros-
ten kayttoa.
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Tehtavien ratkaisuja

Trigonometriset funktiot

1 Suunnattu kulma

1. a) b) C)

450° = 360° + 90° —270° 1 000° =2 - 360° + 280°
2. a) 400° =360°+40° b) —1234°=4-(-360°) + 206°

) 4500°=12-360°+180° d) —270° =-360°+90°

3. Sekuntiviisari kiertdd 1440 (= 24 - 60) kertaa tdyden ympyrdn negatiiviseen kier-
tosuuntaan eli —1440-360° = -518400°.

4.  Positiiviset kulmat: esimerkiksi 315° ja 675°
Negatiiviset kulmat: esimerkiksi —405° ja —765°

5. a =-180°+30°=-150°, B =180°+30°=210°, y =-90°+30°=—-60°
6. a) f=-a+n-360° b) f=180°-a+n-360° cC) f=a+180°+n-360°

7. Kun ratas R kiertyy —180°, siithen yhteydessd oleva pieni ratas ja samalla sithen kyt-

ketty isompi ratas kiertyvét % -(+180°) = +1080°. Alempi pienisti rattaista kiertyy

talloin — % -1080° = —3240°. Ratas S kiertyy positiiviseen kiertosuuntaan kulman

% -3240° =1620° verran.

2 Radiaani
T T Y4 T 117z
9. a)450=" b) —150°=—-150- 2 =% () 495°=495. % -7
180 6 180 4
d) 28,65° = 28,65-—— ~ 0,500 €) —1044° = —1044. % = _ 2%
180 180 5
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. 180°
2 2 V.4
180°

2 12 =
&) 10 =103
T

=270°

=105°

=573°

a) 150° = 150° =%
180° 6

C) ~540° = ~540° dd

e) 1080° = 1080°-—— =67
180°

_Ar_ 2
a) 3 3

d) 14~2-27+143

a) b=5?ﬂ~72,6 cm ~ 190 cm

¢) b=240-7.72,6 cm ~ 304 cm
180

a =§rad=grad ~ 38,2°
12 3

a) 62932 = 62° 4+ 2
60

T

=62,53° ja 125°7'30" =125°+ —+

b)z_”=2_”.180 =720
5 5 T
g 237 _ B 180°
12 12
b) — 2550 = —2550. % _17%
180° 12
d) 157.5° = 157,50 % =%
180° 8

b)%:2ﬁ+% 0) Sr=2-27+x

€) —25~4-(=27)+0,133

b) »=0,987-72,6 cm ~ 71,7 cm

d b= %~72,6 cm~ 57,0 cm

7°  30°

=125,125°
60 3600
/4

b) 114°14' =114,23° "180° ~ 1,99 ja 27°27'27" = 27,4575°-1— ~ 0,48

00

a) b=1-1,00 km =1,00 km

OO

b) b= .1,00 km ~ 0,017 km
180

¢) b=—" 100 km~0.29 m d) b=—— ™ .100 km ~ 0,48 cm
60 180 3600 180
Oheisen kuvan merkinndin poikkeama on 2x ja /%
a= i -360° = 5,52° . Suorakulmaisesta al2 N
6000 1200 m

kolmiosta saadaan

ol o =sin 2,76°, josta x ~ 57,8 jandin ollen 2x = 115,6. Poik-

keama on noin 120 metrid. Koska kulma on pieni, voidaan poikkeama laskea myos

kaaren pituutena. Téll6in saadaan

© Lukion Calculus 5
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18.

19.

20.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Séiderzéz L2 =
a 5Srx/4

Aiemmin geometriassa (ks. MAA3 s. 21) on osoitettu, ettd sektorin pinta-ala

A= Eb r, kun b tarkoittaa kaaren pituutta ja r sddettd. Ottamalla huomioon, ettd

b =ar,saadaan A:%a-rz.

a) A=2.8-11,4* cm? ~ 182 cm?
_2:12

b) o — = L,Srad ~ 85,9°, ja kaaren pituus b =1,5-4=6.
4
r e . o . 52,7
Lihin etdisyys on tarkkailusektorin sdde eli » = ———— m =21m.
145. *
180

Kulma yksikkdympyrassa

a) cos70° = 0,34 b) sin(-50°) ~ 0,77 c¢) cos% ~ 0,94 d) tan%[ =1,00

a) u= 60° b) u=225° c) u=180°

a) sin% =d b) cosg =a C) sin(—g) =h
T S5r 137

d) cos— =e e) cos(——) =c¢ sin— =5

) cos ) cos(-27) f) sin-

a) 2sin(—a) + sin(180° — ) + sin( +180°) = —2sin @ + sina —sina@ = -2sina
b) cos(—a) + cos(a +180°) + cos(a +360°) = cosa —cosa + cosa = cosa

a) sin(—a) = —sina :—% b) cos(—a) =cosa :—%

3 4. 12 3
C) sin(—a)cos(—a)=——-(——)=— d) sin(r —a) =sina ==
) sin(—a) cos(~a) s ( 5) 55 ) sin( ) s
a) a ~159,82° b) a ~107,74° C) a ~177,44°

sin165°=sin(180°—-15°) =sin15°=a

sin 345° =sin(360° - 15°) = —sin15°=—a
sin195° = sin(180° +15°) = —sin15° = —a
sin 885° =sin(2 - 360° +165°) =sin165° =a

1 | 1 V2

a) sin1500=5 b) c05240°=—5 C)cosl35°=——=——

V2 2

d) tan225° =1 e) tan1200° = tan(120° + 6-180°) = tan120°= —/3

© Lukion Calculus 5



6 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ) Tehtdvien ratkaisuja

30. o 0° — 90° 90° — 180° 180° — 270° 270° — 360°
sin o 0—1 1> 0 0—->-1 -1-0
cos o 1 >0 0—>-1 -1-0 01
tan a 0> —0—>0 0—>w —o0—>0

31. a) P(x,y)= P(cos59° sin59°) ~ P(0,52; 0,86)
b) P(x,y) = P(cos160°, sin160°) ~ P(—0,94;0,34)
C) P(x,y)= P(cos310° sin310°) = P(0,64;—0,77)

32. a) Loppukylki on kolmannessa neljanneksessa. Sini ja kosini ovat negatiivisia, tan-
gentti on positiivinen.

b) Loppukylki on kolmannessa neljanneksessa. Sini ja kosini ovat negatiivisia, tan-
gentti on positiivinen.

¢) Loppukylki on negatiivisella x-akselilla. sin(—157) = tan(—157) =0 ja
cos(—157) =—

d) Loppukylki on neljannessa neljanneksessé. Sini ja tangentti ovat negatiivisia, ko-
sini on positiivinen.

33. Esimerkiksi a) 89,95°, b) 90,005°.

sin(180°—a)  sina

34. a) Esimerkiksi tan(180°—«) = =—tanc .

cos(180° — a) —cosa

Vastaavalla tavalla saadaan tan(180°— ) = —tan
tan(180° + ) = tan
tan(—a) = —tan .

b) Tangentti on pariton funktio.

35. sina=+vl-cos’a == 1—% = i% . Koska kulma o on kolmannessa neljan-

neksessd, sen sini on negatiivinen. Siksi tuloksena on sin o = 3

Toisin: Mairityksessd voidaan kdyttdd apuna suorakulmaista kolmiota, jonka sivut
ovat 5, 12 ja 13.

36. cosa=+\l-sin’a == 1—— +— Koska kulma o on kolmannessa neljén-

=

neksessd, sen kosini on negatiivinen. Siksi tuloksena on cosa = ——— . Kulman tan-

V5

. 1 . ..
gentti tan x = 5 saadaan sinin ja kosinin suhteena.

Toisin: Médrityksessd voidaan kédyttdd apuna suorakulmaista kolmiota, jonka sivut
ovat 1,2 ja NER

© Lukion Calculus 5
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37.

38.

39.

Kosinin suurin arvo on 1, joten funktion f(x)=35—-3cosx pienin arvo on 2. Vastaa-
vasti suurin arvo on 8, silld kosinin pienin arvo on —1.

. . 2 . 2 . .2 .
a) sina —sina -cos’ & =sina(l—cos? @) =sina -sin® a =sin’ &

1-cos’ a sin’ a sin
b) — =— = =tan @
sing-cosa Ssin¢g-cosa  cosa
1 1 l-sina+1+sina 2
l+sina 1-sina 1-sin’ a cos’ a

Yhtilostd x + 2x +3x =180° saadaan x = 30°. Talléin (sin x + sin 2x + sin 3x)? =

1 3 1)2 :[3+\/§J2 94634364343
2

(sin30°+sin60°+sin90°)2 =|—+—+
2 2 4 2

4 Trigonometristen funktioiden kuvaajat

40.

41.

42.

a) Sinin arvojoukosta saadaan kaksoisepayhtdlé —1<sin x <1, josta kolmella kerto-
malla —3<3sin x < 3. Saatu tulos tarkoittaa, ettd funktion f(x)=3sin x suurin arvo
on 3 ja pienin arvo —3.

b) Kosinin arvojoukosta saadaan kaksoisepédyhtilo — 1< cos x <1, josta kertomalla

1 :lla saadaan — 1 < —lcos x < 1 . Funktion suurin arvo on 1 ja pienin — l
2 2 2 2 2 2

¢) Tulon —2sinx arvot vaihtelevat —2:n ja 2:n vélilld mainitut arvot mukaan lukien.
Niin ollen funktion 5 — 2sinx suurin arvo on 7 ja pienin 3.

d) Koska 0 <cos” x <1, saa nimittija kaikki arvot vililti [2, 3] ja funktio vastaavas-
ti kaikki arvot vililta {% ,%} Funktion suurin arvo on siis % ja pienin %

a) Sinin arvojoukosta saadaan kaksoisepayhtdlo —2< 2sin x < 2, joten funktion
f(x) =1+ 2sin x suurin arvo on 3 ja pienin arvo -1.

b) Koska x e |:%,7Z'i| ,on 0<2sinx <2, jolloin 1 <1+ 2sinx <3. Funktion suurin

arvo on 3 ja pienin arvo 1.

c) Koska x |:%,27Z’:| ,on —2<2sinx <2 jolloin —1 <1+ 2sinx <3. Funktion suu-

rin arvo on 3 ja pienin arvo —1.

a) Koska tangenttifunktion arvojoukkona on R, ei funktiolla f(x) =3+ 2tanx ole
suurinta eikd pieninti arvoa.

b) Kun x e {0,%{ , tanx > 0, jolloin funktion f'(x) =3+ 2tan x pienin arvo on 3.

Suurinta arvoa funktiolla ei ole.

© Lukion Calculus 5



8 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ) Tehtdvien ratkaisuja

43. a) y=1+sinx b) y=-sinx C) y=sin(x—%)
44. Kuvaajasta ndhdédn, etti
a) sin3x:n perusjakso on 2% b) sin%: n perusjakso on 67

C) tan2x : nperusjakso on % d) tan% :n perusjakso on 27 .
45. Kuvaajan perusteella

a) sin? x : nperusjakso on 7 b) 4sinxcosx:n perusjakso on 7
C) sinx +sin2x perusjakso on 27 .

46. a) Annetut kdyrit yhtyvit. b) Annetut kéyrat yhtyvit

YA YA

y=2cos(x|- y=2cos(n|- x

_ / 1
\ By 1/
N / N

v =2cos(-x] 2Cosx

<
I

1
T

«v” |

Kohdan a kéyrit ja vastaavasti kohdan b kdyrdt ovat samat, koska kosini on parilli-

nen funktio.
47. a) y= |sinx| b) y =sinx —|sin x|
YA YA
v . ™\ < =21 -T ] 19 o
3 TR TN AT TN/
[ NS A4

48. a) Koska —1<cos3x <1, saadaan yhtdlét 9=2—-a-(-1) ja 9=2—-a-1, joista
a=17.
b) Kullakin a:n arvolla funktio f(x)=3cos5x+ 2a saa suurimman arvonsa kun

cos5x saa suurimman arvonsa 1. Funktion suurin arvo on 9, kun a = 3.

49. Kuvaajasta ndhdéddn jaksollisuus.
a) jakso 7 b) jakso 2 7 C) jakso 2
d) jakso 2 7 e) jakso 2 f) jakso 7

50. a)jakso2rx
b) Funktio g ei ole jaksollinen.

¢) Funktio % ei ole jaksollinen.

© Lukion Calculus 5
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5 Trigonometriset yhtalot

5.1 Perusyhtdaloita

51l

52.

53.

54,

55.

56.

S7.

a) asteina x = n-360° tai x =180° + - 360°
radiaancina x=n-27 tai x=7+n-27

b) asteina x = 90°+n-360°, radiaaneina x = % +n-27w

c) asteina x =270°+n-360°, radiaaneina x = 37” +n-2rx
d) asteina x =90°+r-360° tai x = 270°+n-360°
radiaaneina x :§+n-27z tai x 2377[+n-27r

e) asteina x = n-360°, radiaaneina x =n- 27
f) asteina x =180°+n-360°, radiaaneina x=7+n- 27

a) asteina x = n-180°, radiaaneina x = nx

b) asteina x = 45°+n-180°, radiaaneina x=%+n7f
. . . kY2
C) asteina x =135°+n-180°, radiaaneina x = 2 +nrx
a) x:%[+n~27ztaix:%+n-27r b) x=+tZyn.2z
C) x:izT”+n-27r

a) x = 20,2° +n-360° tai x ~ 159,8° + n -360° b) x ~ £97,1° + n-360°

C) x~72,3°+n-180° d) ei ratkaisua

a) x=034+n-27 taix~2,8+n-27 b) x~*19+n-27
C) x~12+nrx

a) x ~81,9°+n-180°

b) Ratkaistaan aluksi kulma 2x. Sini on 0,5, kun kulma 2x =30°+ n-360° tai
2x =150°+n-360°. Tastd x =15°+n-180° tai x =75°+n-180°.

c) Ratkaistaan ensin kulma 23_x Kosini on %, kun 23_x =460° +n-360°. Tasta

x =190°+n-540°.

a) Ratkaistaan aluksi kulma 3x. Sini on %, kun 3x ~ 48,6°+ n-360° tai
3x~131,4° + n-360°. Tasté ratkaisuna x ~16,2°+ n-120° tai x ~43,8°+ n-120°.
b) Yhtélostd tan 2x =1saadaan 2x =45°+n-180° ja edelleen x =22,5°+n-90°.

© Lukion Calculus 5
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58.

59.

60.

61.

62.

C) Aluksi siirretddn i oikealle puolelle, jolloin yhtilo saa muodon sin% = % . Yhtélo

toteutuu, kun % ~48,6° + n-360° tai % ~131,4° + n-360° .Tisti edelleen

x ~194,4°+ n-1440° tai x = 525,6°+ n-1440°.

a) Ratkaistaan aluksi kulma 2x — % Tangentti on —1, kun 2x —% = 377; +nrx . Tasta

ratkeaa 2x = 11—7z+ nrx jaedelleen x = Hz +nZ,
12 24 2

b) Siirretddn V3 oikealle puolelle, jolloin saadaan yhtilo sin(% -x)= 3 (=-173).
Télla yhtélolla ei ole ratkaisua, koska sinin arvojoukko on [— L 1].
a) Yhtélosta sin(2x — 60°) = 0,342 saadaan 2x —60° ~ 20,0° + n - 360° tai

2x —60° ~160,0°+ n-360°. Niistd edelleen 2x =~ 80,0° + n-360° tai
2x =~ 220,0°+ n-360° . Ratkaisuna x ~ 40,0°+ n-180° tai x ~110,0°+ n-180°

b) Yhtdlostd cos(44° —3x) =—0,444 saadaan 44°—3x ~ £116,4°, josta
—3x~—44°%+116,4°+ n-360° jaedelleen x » —24,1°+n-120° tai
x=53,5°+n-120°.

¢)Yhtdlostd tan(5x +11°)=0,25 saadaan 5x +11° = 14,0°+n-180° ja edelleen
5x ~3,0°+n-180°. Ratkaisuna x ~ 0,6°+ n-36°.

Yhtalon cos2x = % ratkaisu on x =330° + n -180°. Eri kohtien ratkaisut ovat seu-

raavat:
a)x=30°+n-180° tai x=60°+n-180° b) x=30°+n-90°
C) x = +75,5°+n-360° d) x=430°+n-180°

. . 3. 3 .
e) Yhtilo saatetaan aluksi muotoon cos” x = 2 jaedelleen cosx == - Ratkaisuna

on x =130°+n-360° tai x = £150° + - 360° . Kun ratkaisut yhdistetéédn, saadaan
x=130°+n-180°.

Alkuperiisen yhtdlon kanssa sama ratkaisu on kohtien d ja e yhtélgilla.

Yhtilon sin2x = ratkaisu on x = §+ nrx tal x = ?+ nz.Kun n=-1, saa-

1
V2
daan ratkaisuksi x = —5?”.

. 1 . 1-5 . ,
Kirjoitetaan yhtélo aluksi muotoon cos3x = Ta . Ottamalla huomioon, ettad

1-5a

—1<cos3x <1, saadaan kaksoisepdyhtdlo —1< <1, jonka ratkaisuna on

—ESaSL

© Lukion Calculus 5
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63.

64.

65.

66.

67.

a) Yhtilostd sin? x —1 = 0 saadaan sinx = +1, jonka ratkaisuna x = B +n-2r tai
3z . e . V4
X= - + n- 27 . Ratkaisujen yhdistdiminen antaa tulokseksix = By +nrx.

b) Erottamalla yhteinen tekijd yhtdlo saadaan muotoon sin x(sin x +1) = 0, josta jat-
ketaan tulon nollasdannolla. sin x = 0, kun x = nz. Vastaavasti sinx+1=0, kun

x:3—7z+n-27r.
2

c) Erottamalla yhteinen tekija yhtilo saadaan muotoon cos x(cos x —5) = 0.Tasta
cosx =0,kun x = By + nsr. Yhtdlolld cos x — 5 = 0 ei ole ratkaisua.
a) Toisen asteen yhtilo ratkaistaan sin x :n suhteen. Saadaan sin x = 5 taisin x = —1.
Edellisen ratkaisuna x = i +n-27 taix = i +n- 2z . Jalkimmadisestd yhtalosta

V4
X=——+n-2rm.

2
b) Ratkaistaan toisen asteen yhtdlé cosx :n suhteen. Saadaancosx = 1 tai cos x = 5

Edellisen ratkaisuna x = n-27z ja jilkimmaisen x = J_rzTﬁ +n-2rx.

Koska funktio on murtolauseke, jonka osoittaja on vakio ja nimittdjd aina positiivi-

nen, saavuttaa f suurimman (tai pienimmén) arvonsa, kun nimittija saavuttaa vastaa-
vasti pienimmaén (tai suurimman) arvonsa. Tamé taas tapahtuu silloin, kun cos2x :114
on pienin (suurin) arvonsa. cos2x :n pienin arvo on —1 ja suurin arvo +1. Pienin arvo

. Vs ) N
saavutetaan, kun 2x =7 +n-2x, josta x = > + nzr . Suurin arvo cos2x :11d on, kun

2x=n-2rm,josta x = nzr. Ndin ollen funktion f suurin arvo on %(1) =5, kun
—+ o(—

5
=—,kunx=nr.

X :£+n7z,ja pienin arvo
2 4+3-1 7

a) Annetuilla matkan ja alkunopeuden arvoilla saadaan sin 2a ~ 0,8707, jonka rat-
kaisuna o ~30° tai a = 60°.

b) Kantaman lauseke saa suurimman arvonsa 69 m, kun sin 2« =1elia = 45°.

a) y=20cos(3:-1,7) = 7,6

b) Yhtdlo 20 cos 3¢ = 0 toteutuu, kun cos3t =0, josta 3¢ = % +nrjat= %+ n%

Antamalla n:lle arvoja 0, 1, 2, ... saadaan ¢ ~ 0,5 s; 1,6 5; 2,6 s; 3,7 s jne.

© Lukion Calculus 5
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68.

69.

a) y(3)=350+350- cos%[ =350 (kpl)

b) Yhtédlon 350 +350 cos%t = 0 ratkaisuna 7 =2 + 4n, jonka kaksi ensimmdisti po-

sitiivista arvoa ovat 2 ja 6 (vuotta).

¢) Vaihtelujakson pituus on nelja vuotta.

Suurin veden korkeus on 6,0 m. Se saavutetaan, kun cos x = 1. Pienin veden korkeus
1,0 m saavutetaan arvolla cos x = —1. Vastaavat kellonajat saadaan ratkaisemalla aika

z(t-2) z(t—-2)
6 6

t yhtéldistd cos =1 tai cos = —1. Edellinen antaa kellonajat 2 ja 14,

jalkimmaiinen ajat 8 ja 20.

5.2 Yleisempié yhtaldita

70.

71.

72.

a) Yhtdlo sin2x =sinx toteutuu, kun 2x = x +n-360° tai 2x =180°—x+n-360°.
Edellisestd x =n-360° ja jalkimmadisestd x = 60°+n-120°.

b) Yhtdlo cos3x =cosx toteutuu, kun 3x = £x +n-360°. Edelleen saadaan

2x =n-360°, josta x =n-180°, tai 4x =n-360°, josta x = n-90°. Ratkaisujen yh-
distiminen antaa tulokseksix = n-90°.

c) Yhtélon cos(x + %) = cosx ratkaisuna saadaan aluksi x +% =tx+n-2x. Tastd
jatkamalla paddytddn muotoon 2x = e +n-2x,jolloin x = T +nr.

d) Yhtdlo tan 2x = tan(x + 30°) toteutuu, kun 2x = x +30°+ n-180°. Ratkaisuna
saadaan x =30°+n-180°.

a) Yhtdlo sin(x —45°) = sin 3x toteutuu, kun x —45° =3x+n-360° tai
x—45°=180°—-3x+n-360°. Edellisestd x = —22,5°+n-180° ja jilkimmiisesti
x~56,3°+n-90°.

b) Yhtél6 sin(x + 45°) = sin(30° — x) toteutuu, kun x +45°=30°—x+n-360° tai
x+45°=180°—(30°—x)+n-360°. Edellisestd x =—7,5°+ n-180°. Jilkimmadiisella
yhtdl6lla ei ole ratkaisua.

) Yhtdlo cos2x = cos(x + 75°) toteutuu, kun 2x = +(x + 75°) + n-360°. Edelleen
2x =x+75°+n-360°, josta x =75°+n-360°, tai 2x =—x—75°+n-360°, joka
antaa tuloksen x = —-25°+n-120°.

Yhtilo ei toteudu kohdissa, joissa cosx = 0. Jakamalla yhtdlo cos x : 114 saadaan
muoto tanx =2, josta x ~ L1+ nz . Annetulla vililld [O, 27[] ovat néisté ratkaisuista
x~Ll jax=~4.2.
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73.

74.

75.

76.

Yhtélo sin(Z —-X)= sin(z — x) toteutuu, kun T x=T x+n-2r tai
3 4 3 4
3 X=7— (Z —x)+ n- 27 . Edellisestd saadaan o n- 27 , joten silld yhtilolla ei

. e 5 . 5
ole ratkaisua. Jilkimmaisesti saadaan 2x = — -2 +n- 27 ,josta x = —2—Z +nr.

a) Muutetaan yhtélo aluksi muotoon sin 2x = sin(% —3x). Tdma4 toteutuu, kun
2x = % —-3x+n-27 tal 2x =7 — (% —3x)+ n- 2z . Edellinen sieventyy yhtdloksi
S5x= By + n- 27, jonka ratkaisuna on x = m +n - Jalkimmainen yhtéldisti antaa

. T
ratkaisun x = —5 +n-2rx.
b) Kirjoitetaan aluksi sin(x + %) = sin(% - (% -Xx)) = sin(% + x). Tdma toteutuu,
kun x+%=§+x+n~2ﬁ tai x+%= ﬁ—(%+x)+n-27z. Edelliselld yhtalsll4 ei

ole ratkaisua. Jalkimmadisestd 2x = % +n-2r jaedelleen x= o +nrx.

Toinen aloitustapa: Palautuskaavalla sin x = cos(% — x) saadaan yhtdlo
V4 T V4 . V1 V1 .
cos(——x——) =cos(——x) eli cos(——x) =cos(——x), josta
G ) =% = (g =%)]

%— x= i(%— x)+n -2z . Tadmai johtaa ratkaisuun x = 52—Z+ nrw.

- v sin o .
a) Muutetaan yhtdlo cosx : 114 jakamalla muotoon Y —tanx= /3. Tésts ratkai-

COS X

T
suna x=§+n7r.

b) Kirjoitetaan yhtdlo ensin muotoon sin x = sin(% —(2x+ %)) , josta
sin x = sin(—2x) . Tdma yhtalo toteutuu, kun x=-2x+n 27 tai x=7+2x+n-2x.

Edellisestd saadaan 3x =n-27 ja edelleen x = nZT” , jalkimmaisestd x =7 +n-2x.

a) Kun yhtdlo jactaan — 3 cos x : 114, saadaan tan x = —% , jonka ratkaisuna

x=~-059+nr.

b) Termin siirrolla yhtilé saa muodon V3 sin x =cos x, josta edelleen tanx =—.

&Sl -

Téamaén ratkaisuna x = —+nr.

© Lukion Calculus 5



14

Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9) Tehtdvien ratkaisuja

77.

78.

79.

80.

81.

Kyseinen kulma x ratkaistaan yhtdlostd cosx = %sin x, kun x € ]0°, 90°[. Kun yhti-

16 jaetaan Ecosx :114, saadaan tanx = 2, jonka ratkaisuna terdvd kulma x = 63,4°.

Termin siirrolla yhtilé saadaan muotoon sin x = —sin 3x, josta sinin parittomuuden
perusteella paddytddn muotoon sin x = sin(—3x) . Yhtilo toteutuu, kun
x=-3x+n-360° tai x=180°+3x + n-360°. Edellinen antaa ratkaisuksi x =#n-90°
jajilkimmaéinen x =-90°+n-180°. Viliin [Oo, 360°] ratkaisuista kuuluvat

0°, 90°, 180°, 270° ja 360°.

a) Muutetaan yhtédlé muotoon sin(0,5x + 2,53) = sin(% —1,5x) . Yhtilo toteutuu, kun

0,5x +2,53 = % ~15x+n-27 tai 0,5x+2,53 =7 — (% —1,5x) + n- 27 . Edellinen

sievenee muotoon 2x ~ —0,96 + n - 271, josta ratkaisuna x ~ —0,48 + nz . Jilkimmadi-
nen yhtilo sievenee muotoon — x ~ —0,96 + n - 27, josta ratkaisuna x ~ 0,96 +n-2mw.

b) Lausumalla kosini sinind ja kdyttdmalld kaavaa sin(—x) = —sin x saadaan yhtilo
V4 V4 T . T V4 T

sin(— — (5x + —)) = sin(—2x — —), joka toteutuu, kun ——(5x+—)=-2x——+n-2x
( 5 ( 3 )) = sin( 2) J 5 ( 3 ) 5

tai 3 (5x + E) =7 —(—2x- 5) + n - 27 . Edellinen yhtiloisti sievenee muotoon

2 . 2 2 . e s
3x=—+n-2x,jostaratkeaa x = 5 +n BN Jalkimmainen yhtdlo sievenee muo-
4 2T

toon 7x = _4r + n -2, jonka ratkaisuna x = ———+n—.
3 21 7

Juurtamalla paastdén yhtiloihin sin x + V3= % tai sinx++/3 = —% , joista
edelleen sinx = BN tai sin x = - Jalkimmdiselld yhtdlolla ei ole ratkaisuja,

koska sinin pienin arvo on —1. Edellinen yhtilo toteutuu, kun x = 3 +n-2rx tai

. 2
ta1x=T+n-27r.

Lausumalla tangentti sinin ja kosinin avulla saadaan muoto sin 2x — 3sin2x ,
2cos2x
josta edelleen sin 2x(1- 3 ) = 0. Tulon nollasdanndn perusteella
2cos2x

sin2x =0 tail - = 0. Jalkimmaiselld yhtdlolla ei ole ratkaisuja. Yhtilon

2cos2x

. ) T
sin 2x = 0 ratkaisuna x = nE .
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82.

83.

Muutetaan yhtilo sinx = 5 —a? sinx muotoon sin x = . Koska —1<sinx <1

1+ a?

5
5> > 0, on oltava

<1 eli5<1+qa”. Tisti edelleen a’ >4 eli|a| >2.
l+a l+a

ja
Vastaus: Yhtalolld on ratkaisu arvoilla a < -2 taia > 2.

Yhtilolld 2sin® x +3sinx +a = 0 on vililld J0,2n] tarkalleen yksi ratkaisu silloin,
kun sinx =1 tai sinx = —1. Edellinen ehto antaa @ = -5 ja jdlkimmédinen a = 1. Arvo

a =1 et kuitenkaan kiy, koska silloin sinille tulisi yhtilostd myos arvo —% . Sitd vas-

toin arvo a = —5 tuottaa sinin toiseksi arvoksi — 25 , Joka ei johda ratkaisuihin.

Kun a = 0, yhtilé saa muodon 2sin” x + 3sinx = 0 ja edelleen sin x(2sinx +3)=0.
Soveltamalla tulon nollasdidntda saadaan sin x=0 tai 2sin x + 3 = 0. Jalkimmadiselld

yhtdlolla ei ole ratkaisua, edellisen ratkaisu on x = 7z, kun x = ]O, 27[[.

Yhteenvetona: a =0 tai a =-5.

*5.3 Trigonometristen muunnoskaavojen kaytto

84.

85.

86.

87.

a) sin(x + 30°) =sin x - cos 30° + cos x - sin 30° = %sin X+ %cos X

b) cos(x — 60°) =cos x - cos 60° + sin x - sin 60° = %cos X+ 73sin X

o tanx + tan45° tanx+1 1+tanx
C) tan(x +45°) = = -
l-tanx-tan45° 1—-tanx 1-—tanx

a) sin(r —a)=sinz-cosa —cosz-sinaa=0-cosa — (—1)sina =sina
b) cos(r + a)=cosz-cosa —sinz-sina=-1-cosa—0-sina =—cosa

C) sm(z—a)zsm—-cosa—cosg'sma:l'cosa—O-smazcosa
a) cos(a + 45°) + cos(a — 45°)
=cosa -cos45° —sina - sin45° + cosa - cos45° + sin« - sin 45°

= 2cosa-cos45°:2cosa-iz 2cosa

V2
b) sin(f — 60°) —sin( S + 60°)
= sin f - cos 60° — cos £ - sin 60° — sin £ - cos 60° — cos S - sin 60°

V3

=—2cosﬂ-sin60°=—2005ﬂ-7=— 3cos
a) c052x=2cos2x—1=2-(—z)2—lzi—lz_ﬂ
5 25 25
2.2
b) tan2x = Ztan;c = 2 __20
l-tan” x 1_(5)2 21
2
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

Peruskaavasta sin’ x + cos> x =1 saadaan cosx =+4/1—sin’ x . Koska x on kol-

mannessa neljinneksessé, kosini on negatiivinen, joten etumerkiksi on valittava mii-

nus. sin2x=2sinx'cosx=25inx~(—m )=2'(_%)'(_%)=%

o it 2 )
Muunnoskaavoja kéyttden yhtilé sin 2x =cos” x —sin” x saadaan muotoon

sin 2x = cos 2x, josta edelleen tan2x = 1. Ratkaisuna x = % +nZ,

2

a) Alkuperiinen yhtélo saadaan muotoon sin 2x = % , joka toteutuu, kun x = % +nrw

) hY/4
tal x=—+nrx.
12
b) Yhtél6 saadaan muotoon cos2x =cosx, joka toteutuu, kun 2x = £x+n-2n. Rat-

. ) 2
kaisuina x =n-27 taix = nT

a) Muokataan yhtdlon vasenta puolta:
cos? x —sin? x = (cos? x + sin? x)(cos® x —sin? x)= 1-cos2x = cos 2x
Yhtdlo saa siis muodon cos2x =sin 2x, josta edelleen tan2x =1. Tdmén yhtdlon

) T T
ratkaisuna x = —+ nz .

. . R 3£5 ..
b) Ratkaistaan toisen asteen yhtdlé cosx:n suhteen. Talldin cosx = R joista

- . | 2r
ratkaisuista vain cosx = Y kay. Siitd ratkeaa x = iT +n-2rm.

a) Muokataan aluksi yhtilé muotoon 2cos” x —1+cosx +1=0 ja edelleen muotoon
2cos” x + cosx = 0. Erottamalla yhteinen tekiji saadaan cos x(2 cos x + 1) = 0. Tésti

. T . 27
ratkaisuna x:5+n7z tai x:J_rT+n-27z.

b) Yhtils >0 2x

=1 on maédritelty, kun x # nz . Muokataan yhtél6 ensin muotoon
tan x

2sinx - coS x . lar e .
2~ 27 —1 jaedelleen yhtiloksi 2cos” x =1. Ratkaistusta muodosta
sin x

COS X

1 : . .
cos x =+ — saadaan juuret x = i% +n-2x tal x= i%[ + n - 27 . Yhdistimalla

V2

ratkaisut padstdin tulokseen x = 7 +n R

Koska cos2x =1-2sin? x, voidaan funktio fesittdid muodossa
f(x) =-2sin? x + 2sin x + 1. Muokataan funktion lauseke sellaiseksi, ettd siiti voi-
daan péitella suurin ja pienin arvo:
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94.

95.

96.

97.

f(x)=-2sin? x+2sinx +1

= —2(sin® x —sinx) +1

=—2(sin2x—sinx+l)+l+l
4 2

3 . 1.,
=——2(sinx ——
2 ( 2)

. . 3 . 1 . .
Funktion fsuurin arvo on > kun sin x — 5= 0. Pienin arvo on -3, kun sinx =—1.

Toinen ratkaisutapa perustuu funktion derivaatan kayttoon. Ks. seuraava luku.

Taulukkokirjan kaavan sin x + cosx = V2 sin(% + x) nojalla yhtélo voidaan kirjoit-

1,41422

V2

talolla ei ole reaalijuuria, koska tulee olla —1 <sin f(x) <1.

taa muotoon +/2 sin(% + x)=1,41422, josta sin(% +x)= ~1,00000455. Yh-

Koska kyse on kolmion kulmista, pitee yhtilo y =n—o —f. Silloin

sinasin 3 = cos(n— o —P) = —cos(a + ) = sinasin 3 —cosa cos 3. Téstd seuraa, ettd
cosacosfP =0, jolloin joko cosa =0 tai cosf = 0. Tilloin joko o :g tai B = g
Molemmissa tapauksissa kolmio on suorakulmainen.

Koska —%Sxé%ja 7 <y<2m,on cosx=+Vl—sin’x ja siny=—/1-cos’ y.

Talloin

2 2
sin(x — ) = sin x cos y — cOs x sin L) 1- L 1- _1
4 4 Y7473 4 3

L, /E.JE__L+2@_2@—1
12 16 V9 12 12 12

~ 0,83.

sin x
Ehdosta tan x = cos x saadaan
COS X

=cosx (cosx # 0)ja edelleen

. 2 2 veq e .2 . .
sinx=cos” x=1-sin” x. Yhtadlon sin“ x +sinx —1 =0 ratkaisuna

_1+4/5
2

sinx = . Merkkivaihtoehdoista vain plusmerkki kdy. Kulmalle x saadaan as-

teina kaksidesimaaliset likiarvot x ~ 38,17°+ n-360° tai x ~ 141,83° + n-360° .
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6 Trigonometristen funktioiden derivaatat

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

a) D(2sin3x)=2-3cos3x = 6cos3x  b)D sin%=%cos%

€) D (—cosx)=—(-sinx)=sinx d) D(4cos8x)=4-8-(—sin8x)=—32sin8x
. T V4 x 1 .X 1 . x

a) Dsin(— + x)=cos(— + b) D cos— =—-(—sin—=) = ——sin—

) (4 x) (4 x) ) 33 ( 3) 3503

L osE—2x)= L2 (=sin(Z - 2x)) = sin(~ -
C)DECOS(E—ZX)— 5 (-2)-( sm(6 2x)) sm(6 2x)

d) D tan3x= 3(1 + tan’ 3x)

a) D(x?sinx) = 2xcosx + x> cos x

sinx x?cosx—2xsinx xcosx—2sinx
b) D 2 4 = 3
X X X

COSX _ —XSInX—Ccosx

X x2

€) D(xcosx ) = cos x+x(—sin x) = cos x — xsin x d) D

a) D (sin2x —cos3x) = 2cos2x + 3sin3x
b) D (sin® x +cos’ x) =D1 =0 (Termeittiin derivointi johtaa luonnollisesti samaan.)

¢) Dsin’ x = 3sin? x - cosx d) Dtan® x= 2 tan x(1 + tan? x)
d .
a) d—(Acos(a)t+go))=—Aa)s1n(a)t+(p)
t
d .
b) —(sinwtcos wt)
dt
=@ cos wt cos wt — wsin it sin ot = w(cos” ot —sin’ wt) = wcos 2wt

a) Kun f(x)=x+sinx,niin f'(x) =1+ cosx. Yhtdlon 1+ cosx =0 ratkaisuna
X=rx+n-2r.

b) Kun f(x)= 37)6 —cosx,niin f'(x) = % +sin x . Yhtélolla %+ sinx =0 eli
sinx = —% el ole ratkaisua.

c) Kun f(x)=sinx—cosx,niin f'(x)=cosx+sinx. Yhtdldo cosx+sinx =0 saa-

: 3
daan muotoon tanx = —1. Ratkaisuna onx = Tﬁ +nrx.
Ratkaistaan yhtilo D COS(E —x) =sin x . Derivoinnin jdlkeen yhtdlé on muodossa
sm(z—x) =sin x, josta E_X =x+n-2rx tai E_X =7 —x+n-2x . Edellinen antaa

ratkaisuksi x = %+ nr , jalkimmaiselld yhtdlolla ei ole ratkaisua.
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

. . . 2 .2
sinx cosx-cosx—sinx-(—sinx) cos” x+sin” x
Dtanx=D = =

COS X COS2 X COS2 X

. Vaihtoehtoinen tulos saadaan

.2 2 .
Koska sin” x + cos” x =1, saadaan tulokseksi >

cos” x
. s cos’ x+sin’ x sin? x )
jakamalla termeittdin:. —————=1+———=1+tan" x.
cos” x cos” x
a) Tim S0% — jim S0% 5155 b Tim S0 = fim L. S0¥ 1,1
x>0 x x>0 Sx x>0 Sx x>05 x 5 5
0 limSin3x—limsm3x-§—1-é—é
x>0 2x -0 3x 2 2 2
. 2 . 2
-1 ) -1
d) Tim S =D g ST =D S22
x—l x—1 e T

Kiyrille y =sin x pisteeseen (%, sin %) piirretyn tangentin yhtildé on muotoa

T T T ) 1 T T, .
—sin— = f'(=)(x —=). Yhtilo sievenee muotoon y —— = cos— (x ——), josta
y o f(6)( 6) y=3 6( 6) J

3

6—\/572
_— .
2

.. LY
x——) jalopuksi y=—x
( 6)) p y=- 5

1
edelleen y —— =
Y 2

Funktio sin2(x + Z) saa suurimman arvonsa 1 kohdissa, joissa

2(x+ %) =2x +% = % +n- 27 . Ratkaistuna ndméi kohdat ovat nr .

Kun f(x)= Asinx+Bcosx,on f'(x)= Acosx— Bsinx. Ehdot f(§)=7zja

f ’(%) = 2 johtavat yhtdlopariin 4 =7 ja — B =2. Ratkaisunad =7, B=-2.

Funktio f(x) = sin’ x +cosx on jaksollinen, perusjaksona 27, joten kaikki funktion
arvot esiintyvat valilla [0, 27[] . Derivaatta on f"'(x) = 2sin xcosx —sin x

=sin x(2cos x—1). Se saa arvon 0, kun sin x =0 tai cosx = % . Nollakohdista ovat

vilill [0,27] vain 0,%, ﬂ,S?ﬂja 27. Arvoista f£(0)= f(2m) =1, f(%)zl%,

) S 1 . 1
n)=-1j1a f(—)=1— suurinon 1—.
f(m) J f(3) 1 1

Funktio f(x)=cos® x+sinx on jaksollinen, perusjaksona 27, joten kaikki funktion
arvot esiintyvat valilla [O, 27r] . Derivaatta on f'(x) =2cosx - (—sin x) + cos x

.. 1 .
=cos x-(—2sin x+1). Se saa arvon 0, kun cos x =0 taisin x = 5 Nollakohdista ovat
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112.

113.

114.

115.

116.

T 37 7m. 5% z 3z i 1
vililla [0,27] vain =, 75, % ja > Arvoista £(2) =1, =-Lfe =1,
0.26] ain £, 32, 7 & =11 =1 1) =15
FEE) =15 ja £(0) = £(2) =1 pienin on -1,

Tutkitaan funktion f'derivaatan f'(x) = 2cos(2x — %) merkkid valilla [O, 7r]. Deri-

vaatan nollakohdat saadaan yhtdlostd 2x —% = % +nreli x= % + n% . Naistd

ovat vililli [0, 7] arvot x=% ja x=%. Koska f'(x) > 0 vileilld 03x<%
. 11z ) iy OTT 11z N5z 1z

a—<x<rm,ja f'(x)<0 vililla — < x <——, on kysytty osavéli | —,——|.
D) Ja f1) 12 1o 0O [12 12}

a) Funktion f(x)= 3—cosx suurin arvo on 4, ja se saavutetaan, kun cosx =—1.
Pienin arvo 2 tulee kosinin arvolla 1.

b) Funktion f(x)=5—-2sin’ x suurin arvo 5 saadaan, kun sin” x =0 . Pienin arvo 3

.2
saavutetaan, kun sin” x=1.

¢) Funktiolla f'(x)=

s on suurin arvo, kun nimittdjilla on pienin positiivinen
+sinx

) . I . . 1 .. .
arvo. Ndin on, kun sin x = —1. Suurin arvo on 3 Pienin arvo 2 tulee sinin suurim-

malla arvolla 1.

Koska A(x) =50tanx, niin 4’ (x) = 50(1+ tan’ x). Silloin

h’(%) =50(1 + tan? %) =100, joten korkeuden 2 muuttu-

misnopeus sanotulla hetkelld on 100 m/rad eli 1,7 m/°. r__xx 50m

Funktion f(x)=sinx derivaatta on f'(x)=cosx. Vililld 0< x < /2 on voimassa
f'(x)=0. Derivaatta on 0 vain yksittdisessd kohdassa x = > joten f'on aidosti kas-

R |
vava ja f ' ndin ollen olemassa. Yhtalosti 5 =sinx, 0<x < /2, saadaan x = g .

2 243

Kysytty derivaatta on ndin ollen ( f ’1)’(1) = ! = 1 =

Funktion f(x) = sinxcos(x+ @) suurin ja pienin arvo 16ydetdin mukavimmin
muokkaamalla laskulauseke toiseen muotoon esimerkiksi kdyttdmalld kaavaa

) | ) ) }
sin xcos y = —(sin(x + y) + sin(x — . Talloin funktion lauseke saadaan muotoon
y=5 (sin(x+ y) (x=y))

© Lukion Calculus 5



Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ)  Tehtdvien ratkaisuja 21

117.

118.

119.

%(sin(2x +a)+sin(—a)) = %(sin(2x + a)—sin a) . Siitd ndhdiin suoraan, ettd funkti-

on suurin arvo on %(1 —sina) ja pienin %(—1 —sina) = —%(1 +sina).

a) f(x)=sinx W (x)=sinx 7Y (x)=sinx
f'(x) = cosx 79 (x) =cosx 74D () =cos x
/ (x) = —sinx £ (x) = —sinx FE) (1) = —sinx
J7x) = ~cosx 77 (x)=—-cosx £ (x) = —cosx

Voidaan paitelld, ettd £ (x) = £**) (x) = —cosx.

b) f(x)=cosx £ (x)=cosx £ (x) =cos x
f'(x)=—sinx £O(x)=—sinx £ (x) =—sinx
f:ISX) _ @ (x)=—cosx FE (x) = —cosx
S7(x) = sinx £ (x) = sinx @13 () = sinx

Voidaan paitelld, ettd £ @7 (x) = f“@*) (x) =sinx.

-25m-7 . 7w(t-2)
p sin

=—leli M:377[+n27r,josta t=11+12n. Tdhdn

Vesi nousee nopeimmin, kun 4’ (¢) = saa suurimman arvonsa.

m(t—2)
6

Niin kiy, kun sin

sopivat n:n arvot 0 ja 1, joten kysytyt ajankohdat ovat klo 11 ja klo 23.
Vastaavasti vesi laskee nopeimmin, kun %'(¢) saa pienimmaén arvonsa. Niin kiy, kun

7z(t—2): . w(t=-2) 7

sin 1 eli T +n2r ,josta t =5+12n. Téhdn sopivat n:n arvot 0

ja 1, joten kysytyt ajankohdat ovat klo 5 ja klo 17.

Valitaan muuttujaksi kulma « ja lausutaan kourun poikkipinta-ala o :n avulla.

A(a):15h+2-l-15cosa-h

2
=15(15sina +15cosa - sin &) \ /Ih
o 15Icm o

=225(sinx + %sin 2a)

Tarkastelu voidaan rajata vilille 0 < < g, silld suoran kulman ylityksen jilkeen

poikkipinta-ala pienenee. Ratkaistaan derivaatan A' (@) =225(cos @+ cos2a) nolla-

kohdat.
— +,/ — 1+
cosa+cos2a =0 2cos’ a+cosa—1=0< cosa = 1+ 1+8: 13

4 4

Saadaan cosa = % tai cosa = —1. Tarkasteluvalilla o= %[ .
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120.

121.

122.

Luvuista4(0) =0, A( ) 225ja A(— )— ~ 292 viimeksi mainittu on suurin.

6753
4

Kouru kuljettaa eniten Vetta, kun p01kk1p1nta—ala on suurin mahdollinen. Néin on,

kun o = g = 60°, jolloin 4 ~292 cm?.

Lampotila /(¢) =22 — 2,7cos%t on suurin, kun cos%t =—leliarvoilla t=5+10n.

Kysymykseen tulevat vain ne n:n arvot, joilla laskettu kellonaika osuu aukioloaikaan,
tdssd tapauksessa vain n = 0. Lampdtila oli siis korkeimmillaan klo 14.
T 2,771 .

Lampdotilan nousunopeus /' (1) =-2,7-(— sin?) 3 = s sm%t on suurin, kun

sin%t =1 eli hetkelld t =2,5+10n. Téssd vain n = 0 sopii, jolloin vastaava kellon-

aika on 11.30.

a) f(x)=(sinx—cosx)? =sin’ x—2sin xcosx+cos’ x = 1—sin 2x. Suurin arvo on
2 ja pienin 0.

b) g(x)=sin(x— z) -sin(x + z)
4 4
= (sin xcos 7 cosxsin Z)(sin xcos - + cos xsin Z)
4 4 4 4

cos x)(L sin x + 1 COS X)

22 V2

1 1
(sinx —cosx)(sinx + cosx) = —(s1n x—cos’ x) = —Ecos 2x

= (

sin x —

to]-

Sl
o~ sd#

Suurin arvo on osinin ollessa —1. Pienin arvo _5 tulee kosinin arvolla 1.

1
2
Kayrien leikkauspisteet saadaan yhtidlon sin 2x = cos2x ratkaisuina. Muokataan yh-

talo muotoon tan 2x =1, josta x = — + n— . Jaksollisuuden vuoksi riittdd, kun laske-

taan kyseinen kulma kohdassa x = g Maiiritetddn seuraavana leikkauspisteeseen

piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet: Kun f,(x) =sin2x, on

V4 2 2
k, = f{(~) =2cos— = ——. Vastaavasti, kun X)=cos2x, on

ky=f, (Z) =-2 sin2—7Z __2 . Leikkauspisteeseen muodostuva kulma « saadaan
8 8 V2
‘ 2,2 ‘
-k, 4
yhtélostd tan o = | | = 2 ﬁ — =2J2. Tilléin a ~ 70,5°.
‘ +kyk, 2 2 2
V2 2
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123.

124.

125.

126.

1-x

- 1 .
Funktion f(x) = cos I=x derivaatta on f'(x) = — sin . Ehto f'(x) =0 toteu-
X X

X .
=nrx eli x= Kunn=0,onx=1.Kunn>0,on 1+nz>1,

tuu, kun
X l+nx

joten 0 < < 0. Derivaatan

<l.Kunn<0,on l+nz <-1,jolloin —1<
l+nrx l+nrx

nollakohdat ovat niin ollen vélilla ]-1, 1[ aina, kun n #0,n e Z.

Funktio f(x)= cos2x+2x—1 on méadrittelyarvoillaan x > 0 jatkuva. Sen derivaatta
f'(x)=-2sin2x+2 =2(1-sin2x) on kaikilla x:n arvoilla ei-negatiivinen. Derivaa-

tan nollakohdat ovat yksittéisid (x = 1 +nr ), joten funktio f'on aidosti kasvava jou-

kossa x > 0. Koska f(0) =0, on vélttdmittd f(x) >0 arvoilla x > 0. Se merkitsee,
ettd cos2x>1-2x, kun x> 0.

Tutkitaan funktiota f(x) =5tanx—3—10x, kun x € } %,%[ . Funktio on jatkuva ja

5

COS2 X

merkkikaavion mukaan funktiolla on maksimi F(x)

derivoituva kyseiselld valilla. f'(x) = —-10=0,kun x = i%. Derivaatan

~a

=y

[\S]=Te]

+
d

INEEE
INEEE

+
N -

N1

kohdassa x = —% ja minimi kohdassa -

X = % . Koska maksimi f (—%) =-0,146 < 0, funktiolla ei ole nollakohtaa vililla

}— %,—ﬂ . Mikili funktiolla on yksi nollakohta, se sijaitsee vililld Eg[ .

Haarukoidaan kyseistd vélid: f(1) » =5,2 <0, f(1,5) ~ 52,5, f(1,25)~-0,45<0,
f(1,30)=2,01>0, f(1,275) = 0,66 >0 ja f(1,26) ~ —0,03. Edellisen perusteella
voidaan paitelld, ettd yhtalolld Stanx —3 =10x on tdsmdlleen yksi juuri vélilla

}— %,%{ , ja sen yksidesimaalinen likiarvo on x ~ 1,3.

i) Funktion f(x) = x+sinx derivaattaon f'(x)=1+cosx.Koska —1<cosx <1,
niin aina f"'(x) > 0. Koska lisdksi ehto f'(x) =0 toteutuu vain yksittdisissa pisteissa,
funktio f'on aidosti kasvava koko R:ssi.

i) Koska fon aidosti kasvava, ki#nteisfunktio /' on olemassa. On méiritettiva

. -2
derivaatta (£ ) (y,) = ny,= 37[7 Luku x, toteuttaa yhtdlon

BRI
J'(xo)
3r-2 . . 3z : Lo

= x, +sin x,. Huomataan, ettd x, = - Muita ratkaisuja ei ole, koska funk-

tio f'on aidosti kasvava. Saadaan ( f _1)’(37T _ 2) = ! =1.

2 RY/4
1-cos—
2
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Lukujonot

1 Lukujonon kdasite

127. a)5,7,9, 11, 13 b) 24, 21, 16,9, 0 ©)3,53,53 d)-5-5,-5,-5 -5
2
128. a) a,, =99-11-10=—11 b) a,, = 107 _100_,16
21041 21 21
c) a, =cos(107) =1 d) a,, =Ine'® =10Ine =10
129. a)5,6,7 a,=n b) 0, 4, -8 a, =20-4n
¢) 125,216,343 a, =n’ g 2 LB, _2n-l

10’1214 " 2n
e) -5,6,-7 a,=(-D"-n f)35,48,63 a, =n(n+2)

130. a) Kyseessd ovat parilliset negatiiviset kokonaisluvut eli a, =-2n (n=1,2,3, ...).
b) a, =20+5n (n=1,2,3,...)
3 3

¢) Kirjoittamalla lukujono muotoon Zi, 2——,2——,... ndhdéén sdénto
10 100" 1000

a, :2+% (n=1,2,3,...).

131. a) Yhtélon 120 =20+ 5n ratkaisuna n = 20.
b) Yhtilon 120 =n? + 2n + 40 ratkaisuista — 10 ja 8 kelpaa n = 8.

c) Ratkaisemalla yhtdlo n! =120 (esimerkiksi kokeilemalla) saadaan n = 5.

132. a)2,5,8, 11, 14 b)2,2,2,2,2 ¢)1,2,5,29, 866 d)1,1,2,3,2

133. a) Jokainen jdsen saadaan toisesta jasenestd lahtien lisdamalld edelliseen luku 3 eli
a,=7,a,=a,,+3 (n>2).
b) Jokainen jésen saadaan toisesta jdsenestd lahtien kertomalla edellinen luvulla 3 eli
a, =4,a,=3a,,; (n>2).
¢) Kolmannesta alkaen kukin jdsen on kahden edellisen erotus eli
a,=a,=1a,=a,,-a,, (n>3).

134. a) Nappailladn seuraavasti: [—] [17] [EXE] [—] [ 5 ] [EXE] Jokaisella EXE-

painalluksella saadaan seuraava jasen. Lukujonon kymmenen ensimmaisté jasenté
ovat ndin ollen 17, -22, 27, -32, -37, 42, 47, -52, -57, —62.

b) Nippdilldin seuraavasti: (1024] [EXE [+ ] [05) [EXE Jokaisella EXE-

painalluksella saadaan seuraava jasen. Lukujonon kymmenen ensimmaéisté jdsentd
ovat ndin ollen 1 024, 512, 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2.
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135.

136.

137.

138.

139.

a) Lukujonon ensimmadinen jidsen on @, = 3. Seuraava jasen saadaan, kun edellinen
jésen kerrotaan luvulla 3. Néin ollen a, =3".

b) Lukujonon ensimmaéinen jdsen on &, =11. Seuraava jdsen saadaan lisddmalla
edelliseen jdseneen luku 11. Téll6in a, =n-11.

Kun auton arvo vdhenee vuosittain 25 %, jéljelld oleva arvo on aina 75 % edellisesti
arvosta, ts. arvo n vuoden kuluttua on 35 000-0,75" . Kymmenen vuoden kuluttua

arvo on 35 000-0,75'° =2 000 (euroa)

Jaettavien palkintojen suuruudet ovat (euroina) 1 280, 640, 320, 160, 80, 40, 20 ja
10. Palkintoja on 8 kappaletta.

Toisin: 1280~(l)n >10 < (l)n > L S (l)n > (1)7, kunn=0, 1, ..., 7. Palkinto-
2 2 128 2 2
jen lukumaiiriksi ndhdiin 8.
a) b) c) d)
AL g g A
5 2 2
4 1 1 1
3 0 > 0 ——> 075+
2 1 40 41133430 45
1 -2 -2 0,25
> -3 -3 >
1 2345n 12345n
a, =n+l1 a, =3-2n a, = (-1 a =
n+1

a) Lukujonon yleinen jésen a, =—. Jono on aidosti vihenevi, koska
n

a—a -+t b _nrl=n_ 1 ikilanez, .
n n+1 n(n+1) n(n+1)
. . . 1 1 n—-1 n
b) Lukujono on aidosti kasvava, koska a, —a,,, =1-——(1— )= -
n n+1 n n+1
2_.1—-n2
ot 1 kaikillanez, .
n(n+1) n(n+1)
¢) Lukujono on aidosti vihenevé, koska
n n+1 n n+1
ay —ayy = - = -
4n-1 4(n+1)—-1 4n—-1 4n+3
_ @n+3)n—-@n-1(n+1) 1

>0 kaikillane Z, .
(4n-1)(4n+3) (4n—-1)(4n+3)

d) Lukujono on aidosti vihenevai, koska
8, — 8y, =(2n-n*) = (2(n+1) - (n+1))°
=2n-n®-2n-2+n*+2n+1
=2n-1>0kaikillane Z,.
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n+1 1+ g + i
a,., npa N+2n+1 n n? . , _ .
140. a) ™= =— = > 1 kaikilla ne Z, ja lukujonon jésenet
a, n n°+2n 142
n+1 n
ovat positiivisia, joten lukujono on aidosti kasvava.
3n+4 1404

a a1 6n?+5n—4 6n  6n?
py et - 20+1 <1 kaikilla n € Z, ja lukujonon
a

_3n+1_6n2+5n+1_1 5 1

+—+—
2n-1 6n  6n°
jdsenet ovat positiivisia, joten lukujono on aidosti viheneva.
en+1
a n+2)! e _y . . e
c) - ( ) = <1 kaikilla n e Z, ja lukujonon jésenet ovat positiivisia,
a, e" n+2
(n+1)!

joten lukujono on aidosti viaheneva.

141. a) Jonon rekursiosdanndksi sopii a,,, = &, -0,3. Télldin ag = 0,0006561.

2
78 125

b) Jonon rekursiosddnnoksi sopii a,,; = —-. Télloin ag =
5

142. a) Tarkastellaan funktiota f(X)= Ll’ X > 1, joka on jatkuva ja derivoituva maarit-

-1

1)2

telyjoukossaan. Derivaatta f '(x) = < 0. Funktio on siis aidosti vdhenevi,

jolloin myds vastaava lukujono (a,) on aidosti viheneva.
X2 x?
b) Funktion f(x)= <52’ X >1, derivaatta f'(x) =
X+

( 2)2 >0, kun X > 1. Koska
X+

funktio on aidosti kasvava, my0s vastaava lukujono (a,) on aidosti kasvava.

143. a) Tarkastellaan funktiota f(x)= x* —4x, kun x > 1. Derivaatan f'(x) = 2x—4

nollakohdassa x = 2 funktio saa pienimmén arvonsa f(2)=—4. Lukujonon (a,) pie-

nin luku on siis 4.
3

X
b) Funktion f(x)= 3 x* —3X, Xx>1, derivaatan f '(X) = x2 —2X —3 nollakohdat

ovat—1 ja 3. Funktion pienin arvo on f(3) =-9. Lukujonon (@) pienin luku on til-
161in 9.

144. Tarkastellaan funktiota f (X) = 2x—75Inx, kun x > 1. Derivaatan f'(x)=2- ]
X

nollakohta X = 37,5 osoittautuu derivaatan merkkitarkastelussa funktion pienimmén
arvon kohdaksi. Tutkitaan, kumpi arvoista n = 37 vai n = 38 antaa funktiolle pie-
nemmaén arvon. f(37)=74-75In37 ~-196,8188 ja f(38)=76—-75In38

~ —196,8190 . Pienin luku on néin ollen 76 — 75In38 ~ —196,8 , kun n = 38.
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145.

146.

147.

3 4
WX

4
Tutkitaan funktiota f(Xx)= )2(—)( , X>0. Derivaatta f'(x) =

x*(4—xIn2) = 0. Tallin X =0 tai x = % ~ 5,8. Edellinen juuri ei tdytd ehtoa
n

X > 0. Jalkimmaéinen juuri osoittautuu derivaatan merkkitarkastelussa funktion suu-
rimman arvon kohdaksi. Tutkitaan, kumpi arvoista n = 5 vai n = 6 antaa funktiolle

suuremman arvon. f(5) = 19;—; ja f(6)= 20% . Suurin lukujonon luku on siis kuu-

4
des jdsen 6—6 = 201.
2 4
Merkitddn 1+2\/§ =a ja # = b. Téll6in yleinen jdsen saadaan muotoon
a"-b"
a, = - Eri n:n arvoilla a, sievenee ja saa seuraavat arvot:
a_
n=1,a =220
a-b
2 K2 B
n=2,a2:a b :a+b:1+\/§+1 \/gzl
a-b 2 2
3 3
— 1 1 1- 1-
=3 a=2 " atsabab? o (B LS IV VS
a-b 2 2 2
4 4 2 h2v(a2 4 k2
n=4, a, =220 @ =D)@ ALY o patin) =3
a-b a-b
5 RS
n=>3, a5=a E =a*+a’h+a’h?+ab’+b* =5
a_

Samalla tavalla jatkamalla saadaan lukujonon kymmenen ensimmaista jasentd

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55. Lukujono (a,,) voidaan osoittaa Fibonaccin jonoksi.

Muodostetaan lukujonon kahden perdkkiisen jasenen suhde.

Bpq _ (D! N _(n+D! 0 (+Dent o (0 )
a, (+Dhmt nn n (n+1)n+ n! (n+Dm (n+1

Koska —*L <1 ja jonon jisenet ovat positiivisia kaikilla n € Z, , jono (a,) on aidosti
n
viheneva.
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2 Lukujonon raja-arvo

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

a) Lukujonon yleinen jasen on a, = 3Ln Tallgin lim . 0.

n—o 3
2
n+2 n+2 )
b) Lukujonon yleinen jasen on a, = ——. Tdlldin lim —— = lim — Ny,
n+1 n—wo N+ 1 N l
n

¢) Yleinen jisen on a, =(—1)"-n. Lukujonolla ei ole raja-arvoa, silld jisenet saavat
vuorotellen positiivisia ja negatiivisia, itseisarvoiltaan kasvavia arvoja.

a) lim @ =0 b) lim

n—o N N—o0

1
— 1 7n — 1 —
o =0 C) r1]1_r>£10(2 +3)—r11_r)1010(—2n +3)=3

a) Koska a, =1—-3n— —oo, kun n — oo, lukujono hajaantuu.

9-n*>  (n-3)n+3) _

b) Koska a, = ;= 3 =—(N+3) = —oo, kun N — oo, lukujono
n-— n-—
hajaantuu.
3
2n-3 n . . 2
a) a, = = — —, kun n— oo . Lukujono suppenee. Raja-arvo on —.
3n+2 2 3
3+—
n
1
I-n p 1 . . 1
b) a, = = — ——, kun n— 0. Lukujono suppenee. Raja-arvo on ——.
2n+3 3 2
2+ —
n
2 2
C) a, = T _niodrd n-2 +i—> o, kun n — co. Lukujono hajaantuu.
n+2 n+2 n+2
a)a,=3- Z — 3, kun n — oo. Lukujono suppenee. Raja-arvo on 3.
n+
b) a, = n+2 = n+2 _ ! — 0, kun n — oo, Lukujono suppenee. Raja-
n>—-4 (n+2)(n-2) n-2
arvo on 0.
2 — —_—
) a, = n 24 = (n+ 2)(r12 2) =n+ 2 — o, kun n — . Lukujono hajaantuu.
n-— n-

Annettujen jasenten perusteella voidaan paitelld, ettid lukujonon yleinen jisen on

2
S R
-2 . . . 3n-2 n
muotoa a, = . Lukujonon raja-arvo on 3, koska lim a, = =—0=3.
n+1 n—o0 n+1 1+1
n

n
a) Raja-arvo lim(l + lj on Neperin luku e = 2,7183.

n—oo n
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155.

156.

157.

30
n n _ —
34t (-l
4" +2" (%)”H

b) Yleinen jésen voidaan kirjoittaa muotoon a, = , josta raja-arvo

—1 on helppo péitell.

a) 1im 0,99" =0, joten lim#zlb) lim1,01" =0, joten lim 2 =0
n—oo now | + 0,99n n—om n—o | + 1,01”

3

1
3 | —=2 3
a) Supistetaan n:1la: a, :(1_2nj SEL %(—gj :—i,kun n— oo
3n+2 3.2 3 27
n
1
n(6—\/7J
_ n
b) Supistetaan n:1l4: a, = 6n—n = —>i=3x/5,kun n— oo
[2n2 +n+1 11 2
nJ24+—+—
n n?
2 n+1
2n+1 +3n+1 (3} +1 1
a) Supistetaan 3" :1la: a, = = — —=3kunn— o
2" +3° 1{(2\" 1
sls) 7
b) @mtn ___@mtn 0 1 — —,kun n— . Raja arvo=l
@n+D! - @2mt@n+D) 2n+l o, 1 2’ A 2’

3 Aritmeettinen lukujono

158.

159.

160.

a) Lukujono voi olla aritmeettinen, koska d =17-13=13-9=9-5=4.
b) Lukujono ei voi olla aritmeettinen, koska perdkkéisten jasenten erotus ei ole va-
kio.

. . . . 5 3 1 1
¢) Lukujono voi olla aritmeettinen, koska d = 5 2= 5 -1=1- 5=5
d) Lukujono voi olla aritmeettinen, koska d =-3-(-2)=-2—-(-1)=-1-0=-1.

. . . . . . . .. . 1 1
Aritmeettisen jonon ensimmadinen jdsen a, = 13Z ja differenssi d = SZ - 13Z =-8.

Yleinen jdsen a, =13%+(n—1)~(—8) =—8n+21% ja ay =—8'30+21i=—218§.

4
Viisi ensimmaista jasentd ovat: a) —5,-2, 1,4ja7 b) 20, 31,42, 53 ja 64
c) Differenssi d = l - l = l Talloin viisi ensimmadistd jdsentd ovat %,%,%, 1ja % .
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161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

a) Ensimmdinen jésen &, =—1 ja differenssi d = 4. Jonon rekursiivinen muoto on
a, =-lLjaa, =a,+4 kunn>1.

b) Ensimméinen jésen &, =55 ja differenssi d =—10. Rekursiivinen muoto on

a, =55,jaa,,; =a,—-10, kunn>1.

c) Ensimmadinen jdsen a, = 2 ja differenssi d = h Rekursiivinen muoto on télloin

1 . 3
a, =Z,Ja Ang =4, +Z,kunn21.

Lukujonon yleinen jisen on muotoa a, =105 —5n. Perdkkdisten jdsenten erotus on

an, —a, =105-5(n+1)— (105 —-5n) =-5. Koska erotus on n:sti riippumaton va-

n+1

kio, jono on aritmeettinen. a,, =105—-32-5=-55.

a) Pisteet sijaitsevat suoralla y =4x —5. b) Pisteet ovat suoralla y = —% X+7.

c) Ehto a, =a,_, —2 kirjoitettuna muotoon a, —a,_, = —2 osoittaa lukujonon arit-
meettiseksi jonoksi, jonka differenssi on —2. Kaava a, =a, +(n—1)d tulee muotoon

a, =—2n+4, joten jonon jdsenet sijoittuvat suoralle y = -2x+4.

Kysytty x:n arvo X = 11,5 saadaan yhtélostd (4 + x) —12=12 - (x - 3).

a)a,=10+(n-1)-7=7n+3 b) a, =-0,5+(n-1)-0,5=0,5n-1
I 1

c)a,=—+(n-1)-—==n

) a, (- =

Ehdosta 10,7 =12,3 + 2d saadaan d:lle arvo —0,8. Néin ollen a, =12,3-0,8(n—1).
Epéyhtdlon 13,1 —0,8n > O ratkaisusta n < 16,375 paitelladn positiivisia jasenii ole-
van 16.

Ehto 3=-2+(7-1)-d antaa differenssille arvon % , joten lukujonon viisi puuttuvaa

jdsentd ovat —ll,—l,l,llja 21.
6 32 3 6

Yhdellitoista jaolliset kolminumeroiset luvut ovat aritmeettisen jonon 110, 121, ...,
990 jésenid. Lukumiird n = 81 saadaan yhtdlon 990 =110 + (n—1) - 11 ratkaisuna.

Penkkirivien lukumiérd n = 20 saadaan yhtdlon a,_, =132 =60+ (n —2) - 4 ratkai-
suna.

Yhtélostd 10 =13 + (7 —1)d saadaan differenssille arvo d = —%. Epéyhtilon

13+(n-=1)-(— %) < 0 ratkaisuna n > 27. Ensimmdinen negatiivinen jésen on

1 1
Ay =13+(28-1) (- )=
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171.

172.

173.

174.

Lankojen paksuudet (3, 10, 17, 24, 31, ...) muodostavat aritmeettisen jonon, jonka
ensimmadinen jisen on 3 ja differenssi 7.

a) Tietokone ei tunnistanut tilattua lankaa, koska yhtélolld 152 =3+ (n—1)-7 eiole
kokonaislukuratkaisua. Asiakas on ilmeisesti tarkoittanut paksuutta 150.

b) Tehdas valmistaa 27 eri paksuista lankaa, koska yhtdlon 185 =3+ (n—1)-7 rat-
kaisuna on n = 27.

Olkoon jonon kolme perdkkdistd jasentd a, , =a, +(n—-2)d, a, =a, +(n—-1)d ja
a,, +a,, a +(n-2)d+a +nd 2a +2(n-1)d

- 2 - 2
=a, +(n—1)d. Saatu tulos on jonon keskimmaéinen jdsen a, .

a,, =a, +nd. Télloin

Kolmella jaollisten kolminumeroisten kokonaislukujen mééra 300 saadaan yhtélon
999 =102 + (n—1) -3 ratkaisuna. Vastaavalla tavalla selvida viidella jaollisten luku-
jen madrd 180. (Katso oppikirjan esimerkki 5. ) Lisdksi on otettava huomioon, etté
on 60 sellaista lukua, jotka ovat jaollisia kolmella ja viidelld. Ndiden lukujen méara

puolestaan saadaan ratkaisemalla yhtdl6105 + (n—1)-15=990 .

P(jaollinen kolmella tai viidelld) = 300+180-60 _ 7 ~ 0,47

900 15

1 1. 1 . L bt s e
Luvut a ovat aritmeettisen jonon perdkkéisid jisenid tarkalleen

b+c’c+aJ a+b

o 1 1 1 1 . b-a c—b .
silloin, kun - = - . Tasta = ja
c+a b+c a+b c+a (c+a)b+c) (a+b)c+a)

2

b? —a? ~ c?-b
(a+b)c+b)b+c) (a+b)c+b)b+c)

ehdolla b? —a* =c¢? —b?, joka puolestaan on voimassa siksi, etti a*, b? ja ¢ tie-

edelleen . Jalkimmaéinen yhtilo on tosi

detddn aritmeettisen jonon perdkkisiksi jaseniksi.

4 Geometrinen lukujono

175.

a) Lukujono on luetelluista jasenistd paétellen geometrinen, koska
§=ﬂ=&=2(=vakio=q).

10 20 40

b) Lukujono ei ole geometrinen, koska perdkkaisten jasen suhteelle ei 10ydy vakioar-
voa.

c) Lukujono on geometrinen, koska S B 3715 2,5 (=vakio=qQ).
24 6 15
d) Lukujono ei ole geometrinen, koska perikkaisten jasen suhteelle ei 16ydy vakioar-

voa.
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176.

177

178.

179.

180.

181.

182.

183.

2

6 2 5 1

a) Lukujono on geometrinen, koska — = = = 3 = — (= vakio = ).
) j g TR 3( q)

b) Lukujono ei ole geometrinen eiké aritmeettinen.

¢) Jono on aritmeettinen, koska —2 —0 = -4 —(-2) = —6 — (-4) = -2 (= vakio = d).
:L:l:i(zvakm:q)

. . 1 I 1
d) Kyseessd on geometrinen jono, koska —:2 =—:—
2 8 2 32 8

.a)108,—54,27,——13é3 6%—(q:=—2) b) 3,6,12,24,48 (q=2)
2 7 5 2
C 6949 2_5 1_7 1_ ==
) 3797 27 (@ f

a) Koska a, =3 ja q =2, rekursiivinen muoto on @, =3 ja a,,, =2a,,kun n>1.

n+1

b) Koska a, =100 ja ¢ =l, saadaan rekursiiviseksi esitysmuodoksi a, =100 ja
5
Ay zéan,kun nx1.

c) Koska a, =1 ja q= 1 , rekursiivinen muoto on a; =1 ja a lan ,kun n>1.
2 2

n+l =

Ehdosta 768 = 3 - q* saadaan suhdeluvulle arvo q = 4, jolloin viisi ensimméisti jasen-
td ovat 3, 12, 48, 192 ja 768.

2 =24

a
Yhtéloparin 14 s ratkaisuna on a, =96 jaq = 1 . Ndin ollen
11
1 3
a, =96 ——| =-——.
. [ 2} 64
4x-2 x+1

Jono on geometrinen, kun

=——_ Ratkaisuna on X = l tai X = 5. Edelliselld
Xx+1 x-3 3

arvolla ovat kysytyt jésenet %, —% ja % , Jalkimmaiselld 54, 162 ja 486.

Koska a, 2, b ja 32 ovat geometrisen jonon perdkkiiset jasenet, ovat voimassa yhtalot

2 b . b 32 . .. . [ab=4 _ a=l  la-_ 1
—=— ja —=—. Yhtéloparin ratkaisuna 2 tai 2
a 2 2 b b? = bog be 8

Neljannelld pompulla pallo jdd ensimmadisen kerran alle puolen metrin. Tulos saa-
0,5

2 ~39. Vii-

In0,7

In

daan ratkaisemalla epéyhtilo 2-0,7" <0,5. Tdmén ratkaisuna n >

dennellitoista kerralla nousukorkeus on 2 -0,7" =~ 0,0095 (m) ~1 cm.
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

Ainetta oli 50 vuotta sitten 10-0,966 " ~ 56,4 (mg).

Puoliintumisaika t ratkaistaan yhtdlostd m - 0,966' =0,5m, jossa m tarkoittaa alkupe-
In0,5

In 0,966

rdistd massaa. Kun massa m on supistettu, saadaan t = ~ 20,04 . Puoliintu-

misaika on 20 vuotta.

a) Vuonna 2011 asukasluku ylittd4 25 miljoonan rajan. Epdyhtélon 13-1,04t > 25
ratkaisuna t > 16,67 (vuotta).

b) Vuonna 2010 alittuu sadan asukkaan raja. Epdyhtdlon 500-0,9t <100 ratkaisuna
t > 15,3 (vuotta). Vuonna 2054 olisi asukkaita vain yksi. Aika t ~ 59 ratkeaa yhti-

16std 500-0,9' =1.

Olkoot a, ag, aq?, aqf ... geometrisen jonon perdkkaisid jasenid. Jdsenten logaritmit

loga,logag,logaq?,logag’.... voidaan kirjoittaa muotoon log a, log a + log q,
log a + 2log g, loga + 3logq,..., josta ndhdiin, ettd perdkkaisten jdsenten erotus on
vakio eli log q.

Olkoot a, , =a,q"%,a,=a,q" "' ja a,,, =a,q" geometrisen jonon kolme perik-

kéistd jasentd. Talloin \/anfl a,, = \/alq”*2 a,q" = \/aqu"*z =a,q"".

Saatu lauseke esittdd jonon keskimmaistd jasentd.

a,q°+a,q* =3
a,q* +a,q° =9375
1 5 25 31
+ + = :
250 250 250 250

Yhtéloparin { ratkaisuna a, = 2;—0 jaq=>5. Télloin

a, +a, +a, =

Olkoot geometrisen jonon kolme perdkkéista jasenti E, a jaaq . Tuloehdosta saa-
q

daan 2, a-aq=a’ =343, jostaa = 7. Tilld a:n arvolla summaehto saa muodon

7 1 L . 2 o

—+7+79=7(—+1+Qq)=24,5 jasievennettynd q° —2,5q+1=0. Tamin toisen as-

q q

teen yhtdlon ratkaisuina q =% tai g =2. Kysytyt jdsenet ovat 3%, 7 ja14.

P

a) Merkitdan 1— 100 = X. Olkoon m alkuperdinen jodin maard (mg). Yhtéaloparin
m-x* =172 , 96 -
ratkaisuna X =7/—— = 0,92. Téll6in kysytty luku p = 8,0.
m-x'' =96 172

b) Yhtilon m-0,92* =172 antaa alkuperiiseksi mézriksi m ~ 240 mg.
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191.

192.

Olkoon geometrinen jono a, ag,aq’,... Annettujen tietojen perusteella
a+aq+aq’=3ja

a+aq+aq”+aq’ +aq’ +aq’

—a+aq+aq’ +q’°(@a+aq+aq’)=3+3q° =3(1+q°) =12.

Yhtilon 3(1+q°) =12 ratkaisuna q =3/3 . Yhdekséin ensimmdisen jisen summa on
12+aq® +aq’ +aq® =12+q°(@a+ag+aq’) =12+ 3/3)*-3=12+3-9=39

Tiedosta, etti a, b ja ¢ ovat geometrisen jonon perikkaisid jasenid, saadaan b* = ac.

,L ja olisivat aritmeettisen jonon perdkkaisié jasenid, tulee olla
b-a2b” b-c
L = LI . Kerrotaan tdma yhtdlo nimittdjien tulolla 2b(b — c)(b — a).

b-c 2b 2b b-a

Jotta

1 1 1 1
bc 2 2 boal 090
2b(b—-a)—(b—-a)b—-c)=(b-a)b-c)—-2b(b-c)

2b%2 —2ab—-b? +bc+ab—-ac=b% —bc—ab+ac—-2b% +2bc

2b% =2ac
Péaadyttiin yhtédpitdviin toteen yhtdloon, joten 1ahtoyhtéld on tosi, ja , 2ib ja
5 ovat siis aritmeettisen jonon perdkkaisii jésenid.
—-C
5 Summamerkinta
6 10 j
193. a) ZE = l+E+§+i+§+é b) L =i+§+é+z+ﬁ+i+m
=2 2 2 2 2 2 2 i—al+ 6 7 8 9 10 11 12
2 i+1
C) (_1)'+1L:i_§+§_1+§_2+£
i=3 -1 2 3 4 5 6 7 8
4 5 4 .
194. a) Y (k*+1)=2+5+10+17=34 b) (-2)' =1-2+4-8+16=11
k=1 i=0
8
c) D(-5=-5-5-5-5-5-5=-30
k=3
6 5
195. a) Y. x;=-1+1+5+2+4+3=14 b) Y x; =1+5+2+4=12

i=1 i=2

6 4
¢) (% -2)=-3-1+3 +0+2+1=2 d) (x,-1) =8+0+64+1=57
i=1

i=1
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196.

197.

198.

199.

200.

16
a) 5+6+7+...+16= Yk b) 2,3.2
k=5 3 4 5

23
C) 1-:3+2-4+3-5+...+423-25 = Y k(k+2)
k=1

5 6 7
ot —t— =Y ——
6 7 8 2

4 .

2 3 4 _ i

a) a, +a, X+a, X" +a;X° +a,Xx —_Z(:)aix
=

5 . .
b) X5 _Xl() +X15 _X20 +X25 — Z(_l)l+1 X5I
i=1

9 10 11 12 13 20
Kun summan luvut kirjoitetaan murtolukumuotoon — + — + = + ry + 1 + ...+ 55

8 . 2 k+8
T joten summa on )|

o2k +1°

ndhddin yhteenlaskettavien olevan muotoa

5

a) Termit vdhenevit aina neljilld edelliseen ndhden, joten summa on ) (23 —4K).
k=0

b) Kirjoitetaan summa 2 + 6 + 18 + ... + 486 muotoon

2-3%42.3'4+2.3% + .. +2:3%,
5
Téstd saadaan summan lyhyempi esitysmuoto > 2- 3k
k=0

n
a) > (a +b)=a,+b,+a,, +b, +a,,+b,,+..+a, +b,
k=p

n n
=(a, +ay, +a,, +..+ta,)+bO,+b,, +b +.+b)=Da +> b
k=p k=p

Summamerkkid voidaan soveltaa kumpaankin termin yhteenlaskettavaan erikseen.
n n
b) > (ra)=ra,+ra,, +ra , +..+ra, =r@, +a,, +a,, +..+a,)=ry a,
k=p

k=p
Termien yhteinen tekijé r voidaan siirtdd summamerkin eteen.

6 Aritmeettinen summa

201.

202.

Kyseisessd jonossa 8, =8 ja d =3.

8+65

8+155

b) a5, =8+49-3=155, S, =50- =4075

5+ 60

aa:,:,a:-i--:’ =12 - —
Ya, =5d=5a,=5+11-5=60, S, =12 390

b) &, =6, d =3, a5 = —6+14-(-3) =48, S =15-_6+TH&=—405

c) S6=6-6+30 _9+4O)_

=108 d) S, =10-
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203. a) S =10-2723 140 b) &100-%:15 850 ) S=10-147 190
. . T ran
204. a) Yhtdlosta 4ﬂ=§+(n—l)-§ saadaan n=12. Summa on 12 - =261 .
1,22
1 e e 92

b) Yhtélosta 22 =—+(n-1) 3 saadaan n = 8. Summa on 8 - ———=—.
e e e 2 e

205. Kyseiset luvut ovat vélilld 102-986. Yhtélostd 986 =102 + (n—1)-17 saadaan ter-

mien lukuméérdksi n = 53, jolloin S =53 % =28832.

4=a, +(10-1)d
13=a, + (16 - 1)d.

Ratkaisuna on a, =-9,5 jad = 1,5. Kolmen ensimmaéisen termin summa on —24.

206. Ensimmdinen termi @, ja differenssi d ratkaistaan yhtdloparista {

207. Kun avataan summamerkinté, saadaan yhtdlo
(10x—6) + (12x — 6) +(14x — 6) +(16X — 6) = 28. Sen ratkaisuna X = 1.

208. Ensimmdisen avioparin mies kittelee 18 muuta henkil6d, samoin ensimmaéisen avio-
parin nainen kéttelee 18 muuta henkil6a.
Toisen avioparin mies kéttelee 16, ja nainen 16 muuta henkil6a.
Kolmannen parin kohdalla sekd mies ettd nainen kittelevat kumpikin 14 muuta hen-
kiloa.

Yhdeksénnen parin kohdalla sekd mies ettd nainen kittelevdt kumpikin kahta muuta
henkil6a.

1842

Yhteensd kattelyitdon 2- (18 +16+...+2)=2-9- =180.

209. Epidyhtdlon 1+2+3+..+m < 462 241 vasen puoli on aritmeettinen summa, minka

+m

. 1 . :
nojalla saadaan muoto m- <462 241. Sievennys antaa toisen asteen epayhta-

16n m? +m—924 482 < 0. Vastaavan yhtilon nollakohdat ovat —962 ja 961. Koska

m on luonnollisena lukuna >0, on 0 < M <961. Suurin kysymykseen tuleva luku on
961.
210. Annetuista ehdoista saadaan yhtélopari 8 +a,+a; +a, =43, +6d =11
ag +a, +ag +a, =4a, +26d =1,
jonka ratkaisuna a, =3,5 jad =-0,5. Talloin ag =3,5+7-(-0,5)=0.

211. Kyseessd on aritmeettinen summa, jossa @, =1 ja d =2. Lukujen mééra ratkaistaan

1+(n—=1)-2

epayhtdlostd n- >12 000. Sieventimisen jilkeen 2n* —n—24000 >0,

jostan >110. Summaan on otettava vahintdin 110 lukua.
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212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

Yhtéloparin {

5a, +10d =10

3

ratkaisuna a; =-10 ja d = 6. Télloin

10a, +45d =170

-10+74

=480.

Annetussa jonossa d =7 — 5 = 5% . Termien (jasenten) lukumidrd n = 22 ratkaistaan

yhtildstd 117 :%+ (n —1)-%. Tillsin S =222

Koyttd on yhteensd 12 -

10,0z +(10,0+11-2-1,2)7

é+117 |
=1303—.
2

2

~ 8,75 (m) laskettuna sisdmitan

mukaan. Laskettuna kdyden keskeltd saadaan pituudeksi 9,20 m. Pituudeksi voidaan
arvioida pyoredsti 9 m.

n—oo |’]2

Yhtélosta

. 1 2 n .1 .1 n(dl+n
lim(——+ 2+ 4+ = lim (1424 .+ 1) = lim . A0
n2 n2 n—w 2 n—»o0 N2 2
il 1
n»o 2n 27 2
1+(2s-1 . . . )
n % = s? saadaan termien lukumairiksi n = s. Differenssin arvo

2 ratkaistaan puolestaan yhtdlostd a, =2n—1=1+(n—-1)d. Summan seitsemin en-

simmadistd termid ovat 1, 3,5, 7,9, 11 ja 13.

Kolminumeroisia positiivisia kokonaislukuja on yhteensd 900 kpl, ja niiden summa

n 900

100

81

100+999
108+

110+990

999

=494 550. Yhdeksilld jaollisia on 100, ja niiden summa on
= 55 350. Yhdellidtoista jaollisia lukuja on 81, ja niiden summa on

=44 550. Yhdeksilld ja yhdelldtoista jaollisia lukuja on 9, ja niiden

summa on 5 346. Néin ollen kysytty summa on 494 550 — (55 350 + 44 550 — 5 346)

=399 996.

a) Yhtélostd 9 =12+ (7—1)-d ratkeaa d = —%. Epéyhtdlon 12+ (n— 1)(—%) <0

1

ratkaisuna n > 27, jolloin ensimmadinen negatiivinen jdsen on a,, = ——

b) Epayhtdlon S, =n-

12412+ (n —1)(—%)

2

<0 eli —0,5n? +24,5n < 0 ratkaisuna

n >49. On otettava vdhintddn 50 jdsentd, jotta summa olisi negatiivinen. Télloin

12+12+49-(—%)

2

UL
2
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218, S+ G+ H(G S+

+§ i)+ +(—+2+ +n_—1)

)+ 5 n n

3 1 2
— _+_
4 5 5
(n_1)1+n—1

2 :%+1+3+2+ +n—1

= l+1+—+2+...+
2 n

Kysymyksessd on aritmeettinen summa, jossa on N — 1 termid. Summan arvo on
1 n-1 n

(n—l)% (n— 1) n(n—l)

4

n

n 2.2 6 4 6 4 6 4 6 4
220. S, =YB3-k5H)—=>(—-k—)=(—--1"—)+(—-2-—)+...4(——n-—
e N e e B R e S AR L

k=1

:n-g—(1+2+...+n)i=n-§—n-l— i—6 (— 2):4—g
n n2 n 2 n? n
Raja-arvoksi tulee lim S, =
n—o
/ Geometrinen summa
26
221, a)q=3, S, =243 _ 1829 b) q =4, sé_w ~7371
1-3 1-(-4)
11— Ly 36(1— (- )8
9q=,S=—=3—=1_  da=-_5= =302
2 1 32 6 1 216
- =)
2 6
222. a) Kirjoitetaan summa muotoon 4' +47 +...+4'?. Summa on geometrinen, joten
412
_ 4240  22369620.
b) Kyseinen summa on geometrinen, jossa a;= 1 Z(%)O jaQg= —%. Summan vii-
1
1 (1-(-")
meinen termi kirjoitetaan muotoon (— g)9. Saadaan S = — = 0,833.
1—(——
( 5)
223. Jokainen summista on geometrinen.
_n6 1 _ 8
a)a =1,q=2, S¢ :M:@ b) a, =6,9=6, S :M:2015538
1-2 1-6
1 1
1 g E'(l_(g)g) 0.2
C)a]_gaq_ga S_I_—lN 35
5
1 1,13
- (=)™
dya=-" q=-L.5,=-2 3 ~-0,028
27 3 —-}h
3
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224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

>1 000 000 sievenee muotoon 5" <800001. Ratkaisuna on

n
Epéayhtilo —5(11 >)

n> 8,445. Summa ylittdd miljoonan rajan arvosta n =9 alkaen.
1
. . 1 . L= 43
a) Jono on geometrinen, a, =1jaq=——. Tilléin S, = — T
2 1-(- 5) 64
20+(—4)

b) Jono on aritmeettinen, a, =20,a, =—4 ja d =—4.Télloin S, =7- 56.

c) Jono ei ole aritmeettinen eikd geometrinen, vaan jono on muodostettu perdkkaisten
luonnollisten lukujen nelidistd. S; =1+44+9+16+25+36+49=140.

Geometrisen jonon ensimmadinen jésen a, = % ja suhdeluku q = % : % = 3. Néin
Y- |
ollen n:n ensimmadisen jasenen summa S, = 21—3 :Z(3” —1). Summa ylittdd

miljoonan, kun %(3n —1) > 10°. Epéyhtild sievenee aluksi muotoon

In(4-10° +1)

1 3
n

~13,837.

Miljoonan raja ylittyy arvosta n = 14 14htien.

N a(1-4" ,
Annetuista tiedoista saadaan yhtélo ad=47) = 3844775 . Ratkaistaan tdstd sum-
man ensimmadinen termi: a, = 3844775 3 11.Kymmenes termi
1048575

a,=a,q° =11-4° =2 883 584.

Koska annetut termit ovat geometrisen summan kolme ensimmadistd termid, on

=2 X+l Shas toteutuu, kun x =35 tai x = %

X+1 x-3
N , 2(1-3%) IR,
Edellisessd tapauksessa a;, =2,09 =3 ja S; = ——= =19 682. Jalkimmaiselld X:n
8 1o
~2-())
: 2
arvolla &, =—2%, q __ L ja Sy = 3 2 =—1—5z—1,781.
3 2 1 32
1-(=)

Kyseessd on geometrinen summa, jonka ensimméinen termi a, = 319 suhdeluku
g =39%! ja termien lukumééra n = 10. Summa on

310 (1—(30.1)10) 6
S = =
1=30.1 1{)/5_1

~ 51,67.

10(1-0,5'%)

Ladkettd tarvittiin yhteensd S,, = os
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231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

. . c e e 20(1_264) 19 . ..
Palkkion maksamiseen tarvittaisiin S = 5 =1,8447-10" vehnédnjyvai. Nii-

den yhteinen massa olisi 5,5-10'"* kg. Maailman vuotuinen vehnisato on vain noin

tuhannesosa luvatusta palkkiosta.

Annetussa lukujonossa on a, = V2 jaq= ﬁ = /3. Tillsin a; = \/5(\/5)6 =272

NG

as$, = 2 (11_\(/?)7) =136 + 4042 .

Lukujono a*, a’b, a’b?, ab?, b*on geometrinen, koska
b* ab’ a’b® ab b

= = = = — (= vakio). My0s vastaava summa
ab’ a*b®> a’b a* a

-0 gy

1_9 a-b
a

Suurimman nelidn pinta-ala (cm®) on 4* =16 ja seuraavan (2\/5 )? =8 . Kolmannen

a'+a’b+a’b? +ab’ +b*on geometrinen, ja S =

ala on 27 = 4, neljénnen (\/5 )? =2, jne. Pinta-alat muodostavat geometrisen jonon,

1
| 160-()") 5
jossa a, =16 jaq ZE. Sio =—:313—2z3l,97.

- @

n
Summa l&hestyy lukua 32, silla (é) —0,kunn - .

2 2

a) 3-4! -(%)lcmZ 40cm b) 3-4° -(%)5 cm ~12,6cm c) 3-4% ~(%)500mz 53km

d) Epéyhtilén 3-4" -(%)n >10 000 ratkaisuna n > 28,2, jolloin tarvitaan vihintiéin
29 sakarointia.
e) Vastaavasti epiyhtilon 3-4" -(%)n >100 000 ratkaisun mukaan tarvitaan vihin-

tdan 37 sakarointia.

Puumaéiri kahdeksantena vuotena viimeisen istutuksen jilkeen on

450-(1-0,92%)

0,92% -5 000+ 450-(0,92" +0,92° +...+1) = 0,92* - 5000 + ~ 5300

1-0,92

Kahdeksan vuoden kuluttua metsidssd on noin 5 300 puuta.

Olkoon ensimmaisen eli suurimman pallon sidde I, ja suu-
rimman kuution sdrmé s, . Halkaisija 2r, on samalla pallon si-

sadn piirretyn kuution avaruuslévistijé, ja sen pituus on S, V3.
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2r : " S, nho.o . e
Niin ollen s, =—=. Toisen pallon side on r, = ST ja toisen kuution sdrmé

5 5

2r : .. . L
L Perikkiisten kuutioiden tilavuudet muodostavat geometrisen jonon,

(+3)?

3
jonka suhdeluku on sédrmien suhteen kuutio eli (L} = % . Kymmenen ensim-

V3) 33

S, =

maisen kuution tilavuuksien summa on

8 Sovelluksia

238. 1. vuoden lopussa palstalla oli puuta (m®) 200-1,12 — 20, ja vastaavasti
2. vuoden lopussa (200 -1,12 —20)-1,12-20 = 200-1,12% —20(L12 +1)
3. vuoden lopussa 200-1,12° —20(1,12% +L12+1)

10. vuoden lopussa  200-1,12'0 —20(1,12° +1,12* + 1,127 +...+1)

1,121 —1

200-1,12' —20- ~270 (m?)

b

239. Pallon pompuista muodostuu geometrinen summa

10,8+2- (%)-10,8+ 2. (%)2 108 +...+2- (%)11 10,8

2. 2
E(l—(g)“)
=108+2-108-2——>—~535m.
1——
3

240. Paillekkdin ladottujen kuutioiden tilavuudet muodostavat geometrisen summan:
1,00° +0,90° +0,81° + ..., jossa a, =1,00°, g =0,90> ja S, = 1,003(1_0’930%) :
1-0,90

1,00°(1-0,90°")

1-0,90°
suna saadaann > 9,38 . Tarvitaan siis vahintdin 10 kuutiota.
1,00°(1-0,90°")

1-0,90°
josta edelleen 0,9°" < —0,084 . Koska tilld epdyhtildlli ei ole ratkaisua, tornin tila-
vuus ei koskaan saavuta 4,0 m’:n rajaa.

> 3,5. Ratkai-

a) Kuutioiden lukumééra n ratkaistaan epdyhtalostad

b) Epayhtilo > 4,0 sievenee aluksi muotoon 1—0,90°" >4.0,271,

(Paattymittoman geometrisen sarjan summakaavaa kayttden saadaan rakennelman
maksimikorkeudeksi noin 3,7 m’.)
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241.

242.

243.

244,

Kahden viikon aikana potilas ottaa ld4kettd 15 kertaa. Elimistdssd olevan ladkkeen
méérd saadaan geometrisen summan arvona:

5,0(1-0,7")

50+0,7'-50+0,72-50+0,7>-50+...+ 0,7 .50 = ~16,6. Kahden

b

viikon ladkekuurin jilkeen potilaan elimistossd on noin 16,6 mg kyseistd ladketta.

- . . 10000
Pystytettévid pylviitd on yhteensa

+1=201 kappaletta, joten joudutaan ha-

201 . . . o
kemaan % =67 kuormaa. Kun kolme ensimmadisté pylvistd on viety paikoilleen,
on kuljettu 2-2,1 kilometrid. Kun otetaan huomioon, ettd matka aina pitenee 150
metrid, saadaan aritmeettinen summa
2-21+(2,1+0,15)+(2,1+2-0,15)+...+(2,1+66-0,15)) =
2,1+(2,1+66-0,15)

2

2-67- =944,7. Kuljettava matka on vihintdén 945 kilometrid.

20 . .
—_— = —0, josta pienemman
10-x/2 10

nelion sivu X = 10. Kunkin pienemmain nelién sivu on aina puolet edellisen nelion si-
vusta.

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto

a) Nelividen piirit muodostavat geometrisen summan, jossa ensimméinen termi on

80 ja suhdeluku % Tallsin S, = 80+80%+80-(%)2 +...+80-(%)6

1
1'(1—(5)6)
= 80- N ~ 158. Piirien summa on noin 158 cm.
l_i
2 20

b) Nelididen pinta-alat muodostavat geometrisen summan,

X
jossa ensimmdinen termi on 207 ja suhdeluku % :
1
S, =207 +20% - = +20% - (=)* +..4+20% - (-)°* =20 - ——F — ~ 533,
4 4 4 l—l
4

. . . 2
Pinta-alojen summa on noin 533 cm”.

Olkoon pallon séde I, ja kuution sdrméd a,. Koska pallon sisilld olevan kuution 14-

vistdjd on 2r,,on al2 +(q \/5)2 = (2r1)2, josta a, =—=. Kun kuution sis##n asete-

NG

a I
taan pallo, on sen séde r, = 71 = ﬁ

r
a) Kahden perikkiisen pallon siteiden suhde = = L Tama ei riipu pallojen séteis-

o3

td, joten pallojen sdteet muodostavat geometrisen jonon suhdeluvulla —.

NG
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245.

246.

247.

248.

b) Perdkkdisten pallojen pinta-alojen suhde on niiden séteiden suhteen neli6 eli %
Koska tdmi ei riipu pallojen séteistd, muodostavat pinta-alat geometrisen jonon suh-
deluvulla %
c) Perdkkdisten pallojen tilavuuksien suhde on niiden sédteiden suhteen kuutio eli

1
33

non suhdeluvulla L

343

Kaloja on toisen viikon alussa K, =0,8-5 000+100 ja kolmannen viikon alussa
K;=08-K, +100= 0,82 -5 000+ 0,8-100+100. Vastaavalla tavalla jatkamalla

20. viikon alussa on K,, = 0,8 -5 000+0,8'% -100+0,8' -100+...+0,8-100+100 .
Kalastussesongin pééttyessa eli 20. viikon lopulla kaloja on

Koska tdma ei riipu pallojen siteistd, muodostavat tilavuudet geometrisen jo-

K, =0,8-(0,8" -5 000+ 08" 100+ 0,8"7 -100 +...+ 0,8 - 100 + 100)
=0,8%" -5 000+100-(0,8" +0,8" +...+0,8)
0.8-(1-0_8")

=0,8%° -5 000 +100 - ~ 452.

5

Kaloja ostettiin kaikkiaan 5 000 + 19 - 100 = 6 900 kappaletta. Pyydettyjé kaloja oli
ndin ollen 6 900 — 452 = 6 448 kappaletta. Kun kappalehintaa merkitdéan x:114, saa-
daan yhtélo 6 448X +452-13=6 900 -10 + 50 000, josta X ~ 17,55 (mk).

Tililld oli Sveitsin frangeja vuoden kuluttua 1,008 - 58, kahden vuoden 1,008 - 58 ja
n vuoden 1,008" - 58 . Pddoma on kaksinkertaistunut, kun 1,008" - 58 = 2 - 58. Tésti

saadaan n:lle yhtild 1,008" =2 eli nIn1,008 =In2, josta n = ~ 86,99.
In 1,008
Kyseesséd on vuosi 1786.
Pddoma on nelinkertaistunut ajassa n = 1 lln(?og ~ 173,98 . Kyseessd on vuosi 1873.
nl,

Vuoden 2001 alussa pddoma on kasvanut madrain 1,008 .58 ~ 643,44 Sveitsin
frangia.

Perédkkiiset talletukset muodostavat geometrisen summan

S=12500-1,0525" +2500-1,0525% +...+2500-1,0525, jolle saadaan arvo

S 2500-1,0525° (1-1,0525°%)
- 1-1,0525

~ 2210110 (euroa).

Vaihtoehdossa A auton hinta on 0,40 -8 000 + 0,60 -8 000-1,04757* ~ 7 575 (euroa),

vaihtoehdossa B 0,15-8 000 + 0,85-8 000-1,04757" ~ 7 692 (euroa). Néin ollen vaih-
toehto A on Kaleville edullisempi.
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249. 1. vaihtoehto:
Maksettavaksi jadvin 130 000 euron nykyarvo on 130 000-1,0557" =123222,75

(euroa), jolloin konehankinnan nykyarvo on n. 373 223 euroa.

2. vaihtoehto:
Maksettavan summan nykyarvo on 400 000-1,0557% ~ 359381 (euroa).

Siis jalkimmadinen vaihtoehto on edullisempi.

250. Lasketaan eri tarjousten nykyarvot.
Tarjous A: 100 000 +150 000-1,072 +300 000-1,07 ~ 444 910 (curoa)

Tarjous B: 200000 + 200 000-1,07 +75000-1,07* ~ 420 480(euroa)

Tarjous C: 395 000 (euroa)
Vastaus: Tarjous A on edullisin.

251. Ensimmadisen vuoden lopussa tilille on kertynyt rahaa maara

K :(1+ﬂ)-100+(1+ﬂ)-100+...+(1+ 51 )-100
1200 1200 1200
5 5.78
=(12+ (12+11+...+1)-100 = (12 =) 100 = 1 232.5 (euroa)

1200

Sama mairé kertyy muina vuosina edellisten kasvaessa korkoa korolle. Alusta lasket-
tuna n:n vuoden kuluessa tililld on rahaa

I—an 1-1,05n
(! +am2+. . +a+1)K = K=

l-a 1-1,05
josta n = 6,98 . Tavoitesummaan padseminen kestéa siis seitsemin vuotta, joten tililtd

on nostettavissa 10 000 euroa vuoden 2007 lopussa.

-1232,5=10000,

252. Korkotekija q =1,0015 . Ensimméiisen vuoden korko on
200-0,015-(12+11+...+1)/12 =19,5 . Pddoma ensimmadisen vuoden jélkeen on
K=12-200+19,5=2 419,5, toisen vuoden jélkeen (1 + q)K, kolmannen vuoden

jilkeen (1+q+q*)K jne.
418

a) Kun poika tiyttia 18 vuotta, tililld on rahaa (1+q+q* +...+ 9" )K = 1-q K

1-q
~ 49 574,0446 .
n
b) Jos kaksioon on talletettu n vuotta, on K 1-q =135 000, josta
-1 —
0" =1+ 372135000 eli n=——In(1+3=1.135 000) ~ 40,84,
K Inq K

Vastaus: a) Pojan tayttdessd 18 vuotta tililld on rahaa 49 574,04 euroa.
b) Kaksion osto vaatii 41 vuoden talletukset.
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253.

254.

255.

256.

257.

Koneen vuosittaisten nettotuottojen nykyarvo 5 %:n korkokannalla on
4200-(1,05-1 +1,05-2 + 1,053 + 1,05+ + 1,05-5)~ 18 183,80 (euroa).

Vastaavasti poiston nykyarvo on 3 300-1,05-° = 2 585,64 (euroa).

Koneen hankinta ei kannata, koska nettotuottojen ja poiston yhteinen nykyarvo
20 769,44 euroa on pienempi kuin hankintahinta 22 000 euroa.

Summa a kasvaa 1.1.2002 alkaen tililld korkotekijan ¢, =1,0254 mukaan ja 1.1.2003
alkaen toisella tililld oleva samansuuruinen summa a korkotekijén ¢, =1,0325 mu-

kaan. Kun jidlkimmaisestd hetkestd on kulunut t vuotta, ovat summat kasvaneet yhta

suuriksi. Saadaan yhtilé g/ a =q} a eli q1t+l =@} . Téstd saadaan

In
t+Dng =tlngyelit= _ ~3,6350. Koska 3,6350 vuotta on 3 vuotta

Ing, —1Inq,
7,6 kuukautta, ovat talletukset yhté suuret elokuussa 2006.

Viitend ensimmaéisend vuotena yritys tuottaa voittoa 5 - (500 000 —105 000) euroa =
1 975 000 euroa ja viitend seuraavana vuonna 5-500 000 euroa = 2 500 000 euroa.

Kymmenen vuoden aikana voitto on yhteensi 4 475 000 euroa.
Merkitdén kirjaimella k rahaméarad, joka yrityksestd kannattaa maksaa. Koska sijoi-
tettu rahaméérd halutaan saada takaisin korkoineen kymmenessa vuodessa, on voi-

massa yhtilo 1,06' -k =4 475 000. Yhtilon ratkaisuna k ~ 2 498 816,63.

Vastaus: Yrityksestd kannattaa maksaa noin 2,5 miljoonaa euroa.

Olkoon uuden auton hinta a euroa. Liisa on kdyttdnyt 12 vuoden aikana auton ostoon
rahaa yhteensa

a(l+1,05° +1,05° +1,05° +1,05"%)-0,9°a(1 + 1,05°> +1,05° +1,05”) ~ 3,164a .
Matti on kéyttanyt vastaavana aikana rahaa
a(l+1,05% +1,05* +1,05'%)-0,9*a(1+1,05* +1,05*) = 3,065a.

3,164a—3,065a
3,065a

Liisa on kéyttanyt -100% = 3,2 % enemmén rahaa kuin Matti.

a) Korkoa maksetaan kaikkiaan

0,15K +0,15(K —§)+0,15(K —2 -§)+...+O,15(K —(n —1)-%)

005K ~ 015K+ 2 4.+ 12D
1+n-1

_0I5K(N—L-(n—1)- )=0,075K (n +1).
n

b) Epdayhtilon 0,075K(n+1) > K ratkaisuna n >12,3 eli tdysind vuosina n >13.
c) Kohonneet korkomenot ovat 0,085K(n +1 ). Télloin korkomenojen suhde on

0,085
0,075

~ 1,133, joten korkomenot nousevat 13,3 %.
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Lisatehtavia Trigonometria

Suunnattu kulma ja radiaani

2. a)36°=36-— == b) —315°=_315. % = _'%
180 5 180 4
T

¢) 1170°=1170-— =BT 4y _1065° = —1 065~ = — 1%
180 180 12
9,57 1 Tz

3. ab=165-78 cm=1287cm b)r= "

~6,786; A=—-——.6,786> ~1013
2 5

5

2r+b=p
b/r=1,

P

4. a) Yhtdloparista { jossa r on side ja b kaari, saadaan r = 3

2

.. 1 P2 P
b) Sektorin pinta-ala A=—-1-(=)" = —.
) P 2 (3) 18

YksikkOympyrd, kuvaaqjia ja lausekkeita

3. sin 660° = sin 300° = —% , €08660° = cos300° = % , tan 660° = tan 300° = _\/E

4. Q) sin27z+sin2—”—sin4—ﬂ :0+£+£=\/§
3 3 2 2
sins—ﬂvtcosz l+0
b) 6 2 — 2 :\/5_1
tan3—7[ \/E_"l 2

5.  Koskakulma S on neljinnessé neljanneksessé, niin cos 8 = ++/1 —sin?

/ 5., 12
= J1-(-=)" =—.
( 13 ) 13
6. Koska kulma X on kolmannessa neljdnneksessé, kosini on negatiivinen. Niin ol-

lencosx=—1/1—(—i)2 =—§. Talloin tan X = Sin X :ﬂ:i.
5 5 cosx —=3/5 3

7. tant = sint
cost

.2
smt=1

) sint la n s .
=2, joten cost = - Yhtilostd sin’t+cos?t =sin’t +
saadaan sint = £—. Sini on kolmannessa neljanneksessi negatiivinen, joten
sint = —

=
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8. a)sin(r—¢)+sin(¢+7)=sing—sing =0
b) 2cos(—p) + cos(f +27w)=2cos S+ cos f =3cos
C) cos( — X)+ 3sin(—X) + sin(X + 7)=—cos X —3sin X —sin X = —4sin X — cos X
9.  Sinikdyri on piirretty alla oleviin kuviin katkoviivalla.
a) y=-—sinXx b) y =-2sinx C) y =3sinX
)fl‘ )‘/z# )gu
: : AUEENYA
_ 1 T AN N T N TN
L NEA AN P /SRR SN 7 b B s
N \| |/ \
u
. . 1 . .
10. a: y=I+sinXx b: y=2-sinx C:y:Esmx d: y=-2sin X
11. a) Koska sinin arvojoukko on [—1, 1], sin3X:n suurin arvo 1 ja pienin —1.
b) Koska sinin arvojoukko on [-1, 1], lausekkeen 1 — 2sinX suurin arvo on 3 ja pie-
nin —1.
c) Kosinin arvojoukko on [-1, 1]. Koska lausekkeen 3 — cosX pienin arvo on 2 ja
. 2 . o]
suurin 4, lausekkeen ———— suurin arvo on 1 ja pienin —.
3—cosX
12. Kolmionala A= % -3,6-4,8 -sin ¢ saa suurimman arvonsa 8,6 cm2, kun sina =1,

jolloin a =90°.

Trigonometriset yhtalot

a) cosX=%c> X~ 170,5°4+n-360°~ 1,23+ n-2n

b) cos2x =%<:> 2X = +70,53°+n-360° ~ £1,231+n-21
< X~ 2353°+n-180° = £0,62 + nx
C) cos3x :% < 33X~ 170,53°+n-360° = £1,231+n-2m

& X~ 423,5°41-120° ~ iO,41+n2T7[

a) cos3x=%<:>3x=J_r60°+n-360°=i£+n-27c

o x:i20°+n-120°=i§+n—
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b) sin2X=%<:>2X:45°+n-360°=§+n-2ntai
2x:135°+n~360°=%n+n-2n
T .
<:>x=22,5°+n-180°=§+n7zta1
RY/4
x:67,5°+n-180°:?+n-7z

C) tan2X:—1c>2X:135°+n-180°:377[+ nz

o x=675°+n-90° = F 4 n~
g 2

3. a) sin(E—X)=1<:>£—X=£+n-2n<:>X=n-2n
2 2 2

b) cos(x—%)=—1<:>X—£=n+n-2n<:>x=5—n+n-2n

C) tan(ZX—E):—l<:>2X—£:3—ﬁ+n7z<:>2X:M+n7z<:>X:ﬁwan
6 6 4 12 24 2
4. @) sinx=sin(X+17°) < x=Xx+17°+n-360°tai x =180°— x—17°+n-360°
< 2x=163°+n-360° < x =81,5°+n-180°
b) sin X =sin(2x—90°) < X = 2x—90°+n-360° tai X = 180° — 2X + 90° + n - 360°
< =X =-90°+n-360°tai 3x = 270° + n - 360°
< Xx=90°+n-120°
) cos(2x —10°) = cos(X + 25°) <> 2X —10° = +(X + 25°) + N - 360°
< X =35°+n-360°tai 3x = -15°+n-360°
< X=35°+n-360°tai X = —-5°+n-120°
5. a) cosXx—cos3Xx=0< cosX=cos3X < X=23x+n-360°
< —2x=n-360°tai4x =n-360° < x =n-180° tai X =n-90°
& X=n-90°

. . . ) 1. ..
b) sin X —cos2X =0 < sin X+ 2sin”* x—1=0 < sin X = — tai sin X = —1

< X=30°+n-360°tai X =150°+n-360°tai X =-90°+n-360°
< X=30°+n-120°

SIN2X ., gin 2x(1 -
oS 2X cos 2X

< 2x=n-180°tai2X =n-360°
< X=n-90°taiXx=n-180°< x=n-90°

C) sin2X = tan2X =

)=0<sin2x=0taicos2x =1

6. a)sinx=2sin’ X < sin X —2sin? x = 0 < sin X(1 - 2sin x) = 0

) .. 1 ) Vs ) S5
c>sz:0ta1sz:E©X:n7z ta1X:g+n-27rta1X:?+n-27r
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*10.

*11.

1
b) 2cos(x—%)+\5:0 <:>cos(x—%)=——<:>x—%=i3%+n~27z

V2
. T
C>X27'C+n-27'c'[alX:—E+n-2TC

. : sin X
a) 2sinX=3tan X < 2sin X —3

=0 < sinx(2 -
COS X COS X

)=0

} ) . . 3
<sinXx=0ta12— =0 smmxXx=0taicosXx=—<< X=Nnrx

cos X
b) sin” X +2sinx =0 <> sin X(sin X +2) = 0 <> sin X = Otai sin X = -2 <> X = N7z
Etsitiiéin yhtiilon /3 sin X —cos X = 0 ratkaisut, kun X e [0, 7].
. 1 T T . T
\/551nx—cosX:O<:>tanX:—<:>X:g+n7z®X=gJa x=?,

NE)

kunx e [O, 7r]

Sijoittamalla juuret X, = 7 ja X, = Y yhtiléon acos® Xx—bcosx—1=0 saadaan

yhtélopari a+b—1= Oja%a—%b—l = 0. Sen ratkaisuna a =2 jab =—1. Nailla

arvoilla saadaan yhtild 2cos® X+cosX—1=0, josta cos X = % tai cos X = —1. Ratkai-

T )
sut ovat X:i§+n-27zta1X:7r+n-27z.

a) sin’ X —cos® X = sin X cos X <> —cos 2X =%sin2x < tan2X = -2
< 2x~116,57°+n-180°
=N Xz58,3°+n-90°z1,02+n%
b) cos2x+1=cos? X+sin2X < 2cos? Xx—1+1 = cos” X+ 2sin Xcos X

. . . 1
<:>0052X—2szcosX=0<:>cosx(cosx—2smx)=0<:>cosX=0ta1tanX=E

= X=90°+n~180°=%+n7ztaixz26,6°+n-180°z0,46+n7z

Annetusta ehdosta saadaan yhtdlo cos 2x = 2cos X, X € l90° ,180° J
coS2X =2cosX <> 2¢0s” X—1=2cosX < 2cos’ X—2cosX—1=0

1+\/§ 1—\/5
2

< COSX =

(~1,37) tai cosX = ——> < X ~ £111,5° + n - 360°

Ehdon tiyttda kulma, jonka suuruus on noin 111,5°.

© Lukion Calculus 5



50 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ) Tehtdvien ratkaisuja

Trigonometristen funktioiden derivaatat

l+sinX cos” X + sin X(1 + sin X) B cos® X +sin® X + sin X _ l+sinX

3. ab =
cos X cos” X cos? X cos” X
b) Dtan2x = 2(1+ tan* 2x) = %
cos” 2X
¢) D(tan x+ ——) = pEX*1) _sin aal L (vertaa a-kohta)
Cos X cos X Cos™ X
1 , —COS X ..
4. a)Kun f(X)=——,0n f'(X)=— . Ehto f'(x) =0 toteutuu kosinin nolla-
X sin” X

kohdissa x = %+ nr.

X X X, 1 1
b) Kun f(x)=cos’=,on f'(X)=2cos—-(—sin—)-—=——sinX. Ehto f '(x)=0
) (%) 5 (X) 5 ( 2) ) (%)

toteutuu sinin nollakohdissa X = nzx.

) Kun f(x)= —X  on fr(x) =28 X(\2 +cos X) - SH; X(—sin X)
V2 +cosx (V2 +cos X)
= Lcosxz' Ehto f'(x)=0 toteutuu, kun cosX = L eli kohdissa
(\/E +Cos X) N

x:J_rS—”+n-27z.
4

5. Jaksollisuudesta johtuen riittda tutkia vdli X € [O, 27r]. Kayrd y = cos x leikkaa X -

akselin kohdissa x = % jax= 377[ . Ndihin pisteisiin piirrettyjen tangenttien kulma-

kertoimet ovat k, = y'(%) - —sin(%) =1 jak, = y'(%”) = —sin(%”) =1.
Koska k = tan« , saadaan leikkauskulmiksi —45° ja 45° .

6. Kun f(X)=cosx—sinx,on f'(x)=-sinXx—-cosx.Ehto f'(x)=0 toteutuu, kun
tan X = —1. Ratkaisuista 377[ ja %z kuuluvat vilille [O, 27[].

7.  Koska —1<cosx <1 ja kolmas potenssi on aidosti kasvava, on —1<cos® x <1. Sil-
loin —1<—cos’® x <1 jasiis 0 <1-cos® x < 2. Tilloin taas 0 < (1-cos> x)* <8.
Kun esimerkiksi f(0)=0 ja f(xz) =8, funktion pienin arvo on 0 ja suurin 8.
Huomautus: Suurin ja pienin arvo voidaan madrittdd myos tavalliseen tapaan deri-
vaattaa kdyttien.

8.  Funktio on jatkuva ja jaksollinen, joten se saavuttaa suurimman ja pienimmén arvon-
sa ja kaikki niiden viliset arvot vélilld [O, 272] . Derivaatta
f'(X) =2cosX—2sin2X = 2cos X —4sin Xcos X = 2 cos X(1 — 2sin X).
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10.

11.

Sen vililla [0 27[] olevat nollakohdat % 377[ % Ja% ratkeavat ehdoista cosX =0

Jasmx—% Arvoista f( —)=1, f(—)——3 f(—)—— f(—)—— f(0)=1ja

f(27) =1 suurin on % ja pienin —3.

Toinen ratkaisutapa: Tehtdva voidaan késitelld my0s niin, ettd funktion lauseke

muokataan seuraavasti:

25sin X +cos2X = 2sin X+ 1 —2sin? x = —2(sin? X—sinx+%)+1+%

= —2(sin X — %)2 + % Tastd padtellddn suoraan suurin ja pienin arvo. Nama voidaan
16ytdd myos merkitsemalld sin X =1 ja siirtymaélla tarkastelemaan funktiota

g(t) = —2t% +2t+1 valilla —1<t<1.

Funktion f(x)=sin? xcos* x derivaatta f'(x) = 2sin xcos> x(3cos’ Xx—2) on

0, kun sin X = 0 tai cos X = 0 tai cos® X = —. Viimemainitussa tapauksessa

sin® X =1—cos® X = % Sanotuilla yhdistelmilld funktion suurin arvo 2;47 ja pienin 0.

Toinen ratkaisutapa: Koska f(x) = (1—cos? x)cos* x, voidaan merkitd cos® x =t ja
siirtyd tarkastelemaan funktion g(t) = (1-t)t? =t? —t> suurinta ja pieninti arvoa vi-
lilla 0<t<1.

. 2 . : , 2 . e
Funktion f(Xx)=x- gsm X — 7 derivaatta f'(x)=1- gcos X on aina positiivinen,
joten fon aidosti kasvavaja f ' siis olemassa. On méiritettivi derivaatta

(fF Yy, = ETTVRY ( )’ ,kuny, = 0. Luku X, toteuttaa yhtdlon X, —%sin Xg —7m=0.
0

Huomataan, ettd X, = 7 on ratkaisu. Muita ratkaisuja ei ole, koska funktio f on ai-

dosti kasvava. Kédnteisfunktion derivaatan arvoksi saadaan

A 1 _l_g
(FYO)=—F5—=—5=%.

1-—cosz 1+— 5
3 3

Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan lukuarvoyhtdld sin o = 2 ja siitd edelleen deri-

voimalla cos & (il—f = 1dx . Tasta do 1 & . Koska tikkaiden alapditd vede-

7 dt dt " Jcosa dt

tddn nopeudella 0,5 m/s, on % = 0,5 (m/s). Sijoitetaan vield

cos60° = 0,5, jolloin d_a = £ = l Siis kulman kasvunopeus o

d 7-05 7 / m

kysytylld hetkelld on %rad/s ~8,2°/s. X
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Lisatehtavid Lukujonot

Lukujono
1. a)l,2,3,4,... sddntdndesim. a,=n (neZ,)
b)1,2,3,5,... sdintondesim. a, =1, a, =2,a,=2a,,+8a,,,N>3
(kolmannesta alkaen kahden edellisen jdsenen summa)
3
c)1,2,3,6,... Kkiytetddn esimerkiksi sddntod a, = n?— 2n? +147n— 2 (neZ,)
(tai neljannesté alkaen edellisten jésenten tulo)
a, 1 /3 1 /12 1 1/60 1
2- a) 3.1:1,3.2= =_,a3=—:—, 4=—=—’a5:—:_
2+1 3 3+1 12 4+1 60 5+1 360
S I 1 1 . 1
Viisi ensimmaista jisentd ovat 1, —, —,—, ja—.
3 12 60 ° 360
1L 13
b)a, =58,=1+>=1-a,=1+2=1>a,=1+-20=12
10 2 10 20 10 200
|25
as =1 +—200 _ lﬁ. Viisi ensimmadisté jdsentd ovat 5, ll, li,lﬁ,ja 223 )
10 2000 2° 20 200 2 000

c)a =0,a,=1,a,=2-1-0=2,a,=2-2-1=3,a;,=2-3-2=4
Viisi ensimmadisté jasentd ovat 0, 1, 2, 3, ja 4.

-n'1 1 -D*-2 2 -n*-3 3 (-D*-4 4
]=—2 =——, 2:—2 =—,a3= 2 =——’a4: 2 = —
1°+1 2 2°+1 5 37 +1 10 4 +1 17
(-1’5 e 12 3 4 5
as =-—— =—— Viisi ensimmdista jasentd ovat ——, —, ——, —, ja——
57 +1 26 25 10 17 26
Annetuista ehdoista saadaan yhtilopari {;:_r:q(l)::; jostam=2 jac=1.

Olkoot aritmeettisen jonon kolme perdkkdisté jasenti a—d, ajaa + d.
Summaehdosta saadaana—d +a+a—-d =3a=21, jostaa="7.

Tuloehto puolestaan antaa yhtilon (a—d)-a-(a+d)=a(a* —d?*)=315.
Kun otetaan huomioon, ettd a = 7, saadaan d =+2. Kysytyt jasenet ovat 5, 7 ja 9.

|38 +18d =17 . 5.0 02 .
k = 18. Yhtdloparin ratkaisuna a, =— jad = —, jolloin
11a, +88d =77 3 3

ay =§+(k —1)§=3 . Téstéd saadaan k = 18.

Annetun lukujonon differenssi d = (4a—b)—(3a—2b) = a +b. Télloin lukujonon
kolme seuraavaa jasentd ovat 7a+2b, 8a+3b ja 9a + 4b.
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53

10.

11.

12.

13.

3
aq” =1
Yhtéloparin ; 1 ratkaisuna saadaan a, =64 ja Q =%, jolloin
aq =—
9 =256
1. 1
A =64-(—) =——.
10 @ =409

a) Kyseessa on aritmeettinen lukujono, jossa a, =3 ja d =4. Téalloin
a,, =3+9-4=39.

b) Lukujono on geometrinen, ja siind &, =1,0 jaq=12. Talloin

a0 =5,159780352.

c) Jonon yleinen jisen on a, = 2n?, joten ) = 2-10% =200.

Lukujono on aidosti véhenevi, jos a,,; —a, <0 kaikilla ne Z, .

4 g . Nl ~(n+D(* +D)—n((n+1)> +1)
T D241 n? el (N+1)2 +1)(n? +1)
2
— el 6 kun >l
(N“+2n+2)(n" +1)
2+§
. 2n+3 . n ) . .
) lim = lim ——— = 2. Lukujono suppenee, ja sen raja-arvo on 2.
n—o0 n-|-1 n—oo
I+—
n
2 —
b tim " —? — 1im (WD =D i h-2) = 0. Lukujono hajaantuu,
n—o N+ n—>o n+2 n—w
2
¢) lim =2 _ iy MM =9 25 i =2) =1 Lukujono
n—>oon2+5n n—o n(n+5) nswo N n—m n
suppenee, ja sen raja-arvo on 1.
23
a) lim Clim—— =3 ) im 2 fjm =3
noo 7N—=1 n-ow 7 n-o Sn+1 n—o 1 5
7T—— S5+
n n
2 2 2 2 2
¢) lim n~n :limn (n+3)—n (n+1):1imL
nbonN+1 N4+3 now (n+1)(n+3) n>on? +4n+3
2
I
I+ —+—
n n?

Kyseesséd aritmeettinen lukujono, jossa @, =14 ja d =4. Epéyhtilon
14+ (n—1)-4 <1 111 ratkaisuna n <275,25. Ehdon tayttavid jisenid on 275.
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14.

15.

16.

17.

: . . 2% . . .
Tutkitaan lukujonon asemasta funktiota f(X)= —»X 21, joka on mérittelyjoukos-
X

x*-2%In2-2x-2*  2*(x*In2-2x)

saan jatkuva. Derivaatan f'(X) = " o ainoa nol-
lakohta on yhtilén x* In2 —2x = 0 ratkaisux = é ~ 2,9 . Derivaatan merkkitarkas-
telun mukaan funktion arvot pienenevét kohtaan ’
é asti ja kasvavat sen jalkeen. Lukujonon n—z ja- .,"

senet ovat alusta lukien 2, 1, 5, 1, 1215 , ... Talldin 1234567 h

voidaan paitelld, ettd neljd pienintd jasentd ovat a, =1, a; = g, a, =1ja a5 = IZLS'

a) Lineaarisessa mallissa perdakkdisten ikdluokkien erotus on vakio. Ikdluokkien
1-81 viliin voidaan sijoittaa ikdluokat kahdenkymmenen vuoden vilein. Perdkkiiset
ikdluokat ovat niin ollen 1-, 21-, 41-, 61- ja 81-vuotiaat.

b) Eksponentiaalisessa mallissa perakkdisten ikdluokkien suhde on vakio. Suhdeluku
q saadaan yhtilostd 1-q* =81, josta q = 3. Talloin perdkkiiset ikdluokat ovat 1-,
3-, 9-, 27- ja 81-vuotiaat.

Olkoot a ensimmadinen jdsen ja g suhdeluku (a > 0, g > 0). Annetuista ehdoista saa-
a+agq+aq’ =5,07
daan yhtélopariq1 1 1 Sievennetdén yhtéloparia seuraavasti:

—— =3,

a ag aqg’

1+q+q?
2

aq
1+q+0q* =3aq” sijoitetaan edelliseen, saa se muodon a-3aq” = 5,07 . Tésti rat-

a(l+q+q?) =507 ja = 3. Kun jalkimmaisestd yhtalostd saatu

kaistu a = L3 sijoitetaan yhtiloon a(l+q+q*) =5,07, ja tuloksena on
q

g% —2,99+1=0. Toisen asteen yhtilon ratkaisuna q = 2,5 tai q = 0,4. Vastaavasti
a=0,52 tai a=3,25. Lukujonon jdsenet ovat 0,52; 1,30; 3,25 tai 3,25; 1,30; 0,52.

Lukujonon a,, a,, a;, a, kolme ensimmadistd lukua muodostavat geometrisen jonon,

joten a, =a,q ja a; = alqz, jossa q on suhdeluku. Koska annetun jonon kolme

viimeistd luku muodostavat aritmeettisen jonon, on a4, =a, +12 ja a, =a,; +6.

_ _ 2
Koska a, = a,, saadaan yhtdloparit & =& ja {3 =39 Edellinen sieve-
a, =a, +12 a, =a; +6.

129 . o 6q°
nee muotoon a, = 1o jajialkimmaiinen muotoon a; = 1

. Koska a; =a,q, on
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18.

19.

20.

21.

2

16q =q- - 129 . Ratkaisuna q = —% Sijoitukset lukujonon jdsenten lausekkeisiin
—q q
antavat haetut luvut.  Vastaus: Luvut ovat 8, —4, 2 ja 8.

Kirjoitetaan annettu ehto muotoon (8, +6d)+ (g, +9d)= (a, + 7d) + (a, + 8d), josta
ndhdéin, ettd yhtdlon on identtisesti tosi: 2@, +15d = 2a, +15d . Yht&l6 on néin ol-
len tosi kaikille aritmeettisille lukujonoille.

a) Aritmeettisessa jonossa a, =4 ja a; =4+4d =1, joten d = —%. Télloin

3 1 3 3
a,=4--=3—,a,=4-2--=2—,a,=4-3-—=1-jaq,=4-9-—=-2-.
2 4 3 4 Ja day 4 4

1 1 3 3
Vastaus: a, =3—,a,=2—,a, =1—, a;,, = —2—
270 % 5> &=l o
b) Geometrisessa jonossa a, = 4 ja a; =4q”* =1, joten q = +T T&lloin
a,=4- (+—_) 22,8, =4 (% _ =2,a,=4-(% _) =442 ja
1

a,=4-(x =J_rL.Vastaus: aZ:J_rZ\/E a; =2 <’:14=J—f\/E ap ==

\/— 4\/5 > > ) 0 4

Olkoot kolmion sivujen pituudet a, b ja 7,0. Koska sivujen pituudet muodostavat
aritmeettisen lukujonon, on 7—b=b—a, josta a = 2b —7. Kosilauseen mukaan
77 =(2b-7)? +b? —2(2b—"7)bcos120° ja edelleen 7b* —35b = 0. Toisen asteen

yhtélon ratkaisuista tulee kysymykseen vain arvo b =5, jolloin a = 3. Sinilauseella

saadaan selville sivun b vastainen kulma: — 7,0 = ,5’0 . Yhtdlon ratkaisuna
sin120° sin B

S ~38,2°. Kolmas kulma a =180°—120° —38,2° = 21,8°. Kolmion sivut ovat

3,0 cmja 5,0 cm, kulmat 21,8° ja 38,2°.

&

Valitaan mitka tahansa kolme perdkkaistd ympyrdd. Niiden séteet olkoot pienimmas-

td alkaenr, s,jat. Jos —=—, niin I, S, ja t muodostavat tdssd jarjestyksessd geomet-
r s

risen jonon. Samoin muodostavat silloin geometrisen jonon myos kaikkien perak-
kéisten ympyrdiden séteet.

Kuvaan on piirretty kaksi suorakulmaista yhdenmuotoista (kk) kolmiota. Niistd saa-
s—-r t-

=——_ Ristiin

r+s s+t

kertomalla ja sieventdmélld paadytaan

daan verranto

yhtiloén s2 = rt cli yhtloon > =L
r S

Tama todistaa viitteen.
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22. Lukujono (@) on aidosti kasvava, jos a, <a,,, eli a, -a,,; <0,neZ,.

a, —a,,; =n*x> —nx+x—((N+1)*x> —=(n+Dx+x) = (-2n = 1)x* + X < 0. Saadun

. Jotta jalkimmaiinen ehto toteutuisi kaikil-

epdyhtdlon ratkaisuna X <0 tai X > !
2n+1
la n:n arvoilla, tulee olla x > % Tuloksena on X <0 tai X > %

) ) . e 1 .
23. Lukujonon neljd ensimmaistd jdsentd ovat X, =0, X, =1, X, =E+1 ja

2 n-1 n-2
X3:l l+1 +1= 1 +l+1.Yleinenjéisen X, = 1 + 1 +...+l+l.
22 2 2 2 2 2

Kyseessd on geometrinen lukujono, jonka ensimmaéinen jdsen on 1, suhdeluku 5 ja

1

n
{1- 1] )
jasenten lukumadrd n. Siispa X, = — = 2[1 _2_”J — 2, kunn — .
1—
2

Summa

7
1. 2243 +4°+5+6°+7°=>"n’ =783

n=2
:
2. @y -3,3,3,3,3,3,3 1089 _,109

T 3 ST e T T T a0 a0
6

32 6, 8,10, 12 597
izl+2 5 6 7 8 210

c) Z( praf*2 9 10 1 12 13 53839 o131

n+3 10 11 12 13 14 60060

5 5
3. X =-0On? =P +22+3+4° +52 —(1+2+3+4+5)° =-170

4.  a) Kyseessd on aritmeettinen summa, jossa @, =5, d =5 jan=1111. Termien lu-

kumaiiri n saadaan yhtilostd 5 555 =5+ (n—1) ' 5. Talloin

S =1111~@=3088580.

. L 1. .
b) Summa on geometrinen, ja siind a, =1, q = 5 ja n=14. Termien lukumdari n

n-1
ratkaistaan yhtélosté 1- (; ) 81192 , joka sievenee muotoon 2" = 8192, Tasti

n =14, jolloin S = 27 131 19999,
l—l 8192
2
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10.

11.

12.

Annetussa jonossa a, =l, d =§—l=l ja a, =l+(7—1)-l=3l. Talloin
3 6 3 2 3 2 3
1,10
s, _7.3.3 _T1_,5
2 6 6

Kyseisen aritmeettisen jonon differenssi d = —9% -(-10)= % . Viimeisen negatiivi-

sen jdsenen jdrjestysnumero N ratkaistaan epayhtélostd —10+(n—1) % < 0. Epayhta-
16 toteutuu, kun n < 16, mika tulos merkitsee, ettd negatiivisia jdsenid on 15 kappalet-

—10+(—10+14-2)
ta. Néin ollen summa S5 =15- 3~ _80.

Ehto a5 +a,, = 44 saadaan muotoon 23, +19d =44 ja ehto S, = 3S,, muotoon

—12a, +18d = 0. Néistd ratkaisemalla ensimméinen termi a; = 3 ja differenssi d = 2.

Yhdeksilldtoista jaolliset nelinumeroiset luvut muodostavat aritmeettisen jonon, jon-
ka ensimmaéinen jisen on 1 007, differenssi 19 ja viimeinen jasen 9 994. Jasenten lu-
kumaiird 474 ratkaistaan yhtilostd 9 994 =1 007 + (n— 1)-19. Télloin

S= 474~M =2 607 237.
Annetun geometrisen jonon @, = V2 , 0= 2 = /2. Niin ollen

V2

a0 =2 (62 =)0 =32 ja 5, = 2D o 313,

Aritmeettinen summa: a, =1, d = 0,05, a,, =1+9-0,05 =1,45. Télloin

S, =10- 1714 _ 1595

10410
Geometrinen summa: &, =1,  =1,05. Talléin S,, = 1d=1057) (i 1’82 ) ~12,5779.
Summien prosentuaalinen ero on 12,5779 12,25 =27 %.

12,25

Mairittelyehtona on X > 0. Summa on aritmeettinen, kun In(X+4) —Inx =

xt4 = lng,josta edelleen x+4 :5,

X
Ratkaisuista X =2 tai X = 4 vain jalkimmadinen tdyttda mairittelyehdon.

In X —1n2. Yhtilo sievenee muotoon In

Jonon 888. jdsen on 888-2 ja 999. jasen 999 2. S¢e = 888-% =789 432
ja Sy =999 2A99°2 999 000 . Talloin 100 - 999 000789 432 ~ 26,5 %.
2 789 432
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13. Olkoon alkuperiinen aritmeettinen summa S =a, + a, + a; +...+ 8,y + ;- Uudet
summat ovat S, =a,, +a;, +...+ a9, +89, ja S, =a, +a, +...+ Ay + 8,y Edel-
lisessd summassa on 81 termid ja jalkimmaéisessd 50 termid.

SI=81-a“+a91 (a;, +10d) +(a, +90d)

2
@, + 8y =50,(a1+d)+(a1+99d)

=81 =81(a, +50d)| ¢

81
= =

>
S, 50

= 50(a, +50d)

14. a) Aukealla on taimia ensimmaéisen vuoden kevidalld 100 kappaletta, toisen vuoden
kevilld 0,95-100 + 100, kolmannen vuoden kevialld 0,952 -100 + 0,95 - 100 + 100
ja n:nnen vuoden keviilld 0,95"" -100 +0,95"* - 100 + ...+ 100 kappaletta. Yhden-
nentoista vuoden kevailla viimeisen istutuksen jélkeinen taimimééird saadaan geo-

100-(1-0,95')

1-0,95

b) Tuhannesta istutetusta kuusentaimesta on tuhoutunut noin 38, joka on 3,8 % istu-
tetuista taimista.

metrisena summana S,; = +100 = 962,40 ~ 960.

15. a) Harjoitusajat muodostavat geometrisen lukujonon, jossa @, =15 min ja q=1,05.

30-1
5

Harjoitteluaika 30. pdivdnd on a;, =15-1,0 ~62min.

b) Harjoitteluajoista muodostuu geometrinen summa
15-(1-1,05°%)
1-1,05

~997 min=16h 37 min.

S30 =

16. Yhtilostd 3 230 = «” -3 000 saadaan korkotekijiksi o ~1,0249 . Tililld on kuuden
vuoden kuluttua rahaa 1,0249° -3 000 ~3 477,63 (euroa).

17. Merkitddn annuiteettia kirjaimella a. Velan suuruus on
* ensimmdisen vuoden lopussa 1,055 -60 000 —a
« toisen vuoden lopussa 1,055 - (1,055 -60 000 —a)—a = 1,055% - 60 000 —1,055a —a

* kolmannen vuoden lopussa
1,055 (1,055 - 60 000 —1,055a —a) —a = 1,055° - 60 000 —1,055°a—1,055a—a

* kuudennen vuoden lopussa
1,055 (1,055 - 60 000 —1,055a —a) —a = 1,055 - 60 000 —1,055%a—1,055a—a
1,055% -60 000 —1,055°a—1,055*a-1,055°a—1,055°a—1,055a—a
=1,055° -60 000 — a(1,055> +1,055% +1,055> +1,055% + 1,055 +1)

_ 6
=1,055° - 60 000 — a. 171055
1-1,055
6 1-1,055°
Koska velka on maksettu kuudessa vuodessa, on 1,055 - 60 000 — a-m =0,
6 p—
josta a = 2092 160 1082216 L0%9) 12 010,74 (euroa).
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18. Kun lasketaan jokaisen 5 000 euron maksuerin nykyarvot, saadaan kiteishinta:
50 000 + 5 000-1,06™" +5 000-1,06 +...+5 000-1,06 "
=50 000 +5 000(1,06 ™" +1,06™ +...+1,067'*)

1,067 (1-1,067"")
1-1,06"

19. a) Tarjous A: 160 000 euroa

=50 000 + 5 000- ~ 86 800 euroa.

Tarjous B: 50 000 + 25 000-1,05~" +25 000-1,057% +...+ 25 000-1,05°

=50 000 + 25 000(L,05" +1,057% +...+1,057°)

=50 000 + 25 000 -

1,057 (1-1,057)
-1

~158 236,92 euroa

Tarjous A on myyjélle 1 763 euroa edullisempi.
b) Kun korko on 3,5 %, tarjous B:n suuruus on
1,0357'(1-1,0357%)

50 000 + 25 000- 1
1-1,035"

~162 876,31 euroa.

Tarjous B on myyjélle 2 876 euroa edullisempi.

Pikatesti
T 180°
1. a)—1777°=-1777-—— ~ 31,0 rad b) 1777 =1777 - ~101814,6°
180 i
2. ar= 3,5 cm ~1,0 cm b) A :%-5,5 cm-1,0cm = 2,8cm?
4

3. Kaytetddn hyvéksi tietoa, ettd sinifunktion suurin arvo on 1 ja pienin —1.
a) sin5x:n suurin arvo 1 ja pienin arvo —1. (Esim. 5X=7/2 ja 5X=-7/2)

b) 2sin5x:n suurin arvo on 2 ja pienin arvo —2. (Vrt. a-kohta)

c) (1 + 2sin5x):n suurin arvo 3 ja pienin arvo —1. (Vrt. a-kohta)
4. a) sin3x :§ < 3x=41,8°+n-360°tai 3x =138,2°+ n-360°
< X =13,9°+n-120°tai X = 46,1°+n-120°

b) sin X =sin35° < X =35°+n-360° tai X = 145°+n-360°

C) cosX—sinX=0<cosX=sinX < tanX =1<> X =45°+n-180°

X 7 1 X
5. a) Dsin(——-—) = —cos(———
) (G- =50
2, :
b) DcosX: X~ (—sin X) 2XcosX:_Xsmx+2cosX 0 Dtan5:1(1+tan2§)
X2 X4 X3 4 4 4
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6. a)l4,17,20,a, =2+3n b+ 30 4 - N c) 48,75,108, a, = 3n?
6 7 8 n+1
7.  Jasenet kolmannesta ldhtien saadaan kahden edellisen summana. Jonon kymmenen
ensimmadistd jasentd ovat: 1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123. Néin ollen a,, =123.
3n-1 3
8. a) lim =lim—" =3, Lukujono suppenee, ja raja-arvo on 3.
n—-o N+ 1 n—o
I+—
n
n+1 I -
b) lim —— = lim N _o. Lukujono suppenee, ja raja-arvo on 0.
n—on< 41 n—o
n
¢) Lukujono hajaantuu, silli lim (5" —5) = oo.

n—o0

9.  a) Summa on aritmeettinen, &, =7 ja d = 7. Yhteenlaskettavien lukumédéra n =77

7+539

lasketaan yhtélostd 539 =7+ (n—1)-7. Talloin S =77 =21021.

b) Summa on geometrinen, a, =7 ja = 7. Yhteenlaskettavien lukumdird n =7

7-0-7")

lasketaan yhtilostd 823 543 =7-7"". Tilloin S = =960 799.

n
10. Soveltamalla annuiteetin kaavaa a = %~ k saadaan
-

oz 1,04'°(1-1,04)
1-1,04"

-100 000 ~12 329,09 (euroa)

Kertauskoe 1

1. Origoon asetetun tangentin yhtdlo on muotoay = f'(0)- x. Koska f(X)=sinXx, on
f'(0) = cos 0 = 1. Ndin ollen tangentin yhtdld on y = x. Arvo kéyrélti on
y =sin 0,25 = 0,25, ja arvo tangentilta y = X = 0,25.

2. a) cos(%+x)=—0,222<:>%+X=il,795+n-27r<:> x=i1,795—%+n-27r

&S x=101+n-27 taix=-2,58+n-2x
b) sin2x =sin3X < 2X=3Xx+nNn-27 tai 2X =7 —-3X+Nn-27
2

. T
SX=NnN-2rtalXx=—+n——0r
5 5

C) sin3X:73©3X:%+n-27z tai 3X:7z—§+n-27z

T 2w . 2 27
S X=—+nN—-1tal X=—+NnN—r
9 3 3
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Oletuksen mukaan 0 < X,y < g jax+y= g, joten sinX +siny = sin X + Sin(g_ X)

=sinX + cosX. Funktion f (X)=sinX+ cosX derivaatan

. . f!
f’(X) = cosX —sinX nollakohdat saadaan yhtélostéd tan X = 1. Ainoa ®

kysymykseen tuleva kulma on f Se on maksimikohta, ja funktio

saa siind suurimman arvonsa /2 .

Olkoot luvut a ja b. Tallin jonon perdkkéiset jasenet ovata + b, a—b, ab ja %. Eh-
dosta, ettd kyseessé on aritmeettinen lukujono saadaan yhtélopari
a-b-(a+b)y=ab-(a-b) alb-1)=-3b
%- ab = ab— (a—b) 3 cdelleen a(% _2b+1)=h.

Ratkaisuna saadaan a = —% jab= —2.

5

Puumaééri kahdeksantena vuotena viimeisen istutuksen jilkeen on
600 - (1-0,88%)
1-0,88

0,88% - 7000 + 600 - (0,887 +0,88° +...+1) = 0,88% - 7000 + ~ 5700 .

Kahdeksan vuoden kuluttua metsdssi on noin 5 700 puuta.

2

Tutkitaan funktiota f(X) = 3"—210 x >1, joka on jatkuva vililld x > 1 ja derivoi-
X+

. . 420x-x* .
tuva vélilla X > 1. Derivaatan f'(x) = % ainoa nollakohta
(x” +210)
X =3/420 ~ 7,49 on funktion suurimman arvon kohta. Arvoilla 1 < x <3/420 funk-

tio on aidosti kasvava ja arvoilla X >3/420 aidosti vihenevi. Siksi jompikumpi lu-
vuista f(7) tai f(8)on lukujonon suurin jasen. Koska f(7) = g ~ (0,08861 ja

f(8) = % ~ 0,08864 , lukujonon kahdeksas jisen ag = % ~ 0,08864 on suurin.

Summa voidaan jakaa kahdeksi osasummaksi seuraavasti:
1+2+4+5+7+8+..+(3n-2)+(3n-1)
=(1+4+7+.+Bn-2)+2+5+8+.+(3n-1))
Edellinen on aritmeettinen summa, jossa &, =1, d =3, termien lukumééri n ja sum-
1+(3n-2) 3n*-n
2 2
Jalkimmadisessd summassa @, =2, d =3, termien lukumaééré n ja summan arvo

2+3n-1) 3n%+n . 3n>=n 3n’+n
. 5 = 5 . Yhteensa osasummat ovat > + > =

man arvo S =n-

S=n 3n2.
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8.  Kiyrd y =3sin x kulkee origon kautta ja sen ensimmdainen po- YA y = 3sinx
sititvinen nollakohta on X = 7. Suorakulmion kannan pituus on
kuvan merkintdjen mukaisesti 7z —2X. Piirin pituuden ilmaisee
. . /4 .
funktio p(Xx) =2(7 —2X)+6sinX,0 < x < > Derivaatan
X 1

p'(X) = —4 + 6¢cos X ainoa nollakohta x ~ 0,841 ratkeaa yhta-

10std cos X = % Siind kohdassa piiri saavuttaa pisimmén arvonsa p(0,841) = 7,39,

silld médrittelyvilin paétepistearvot p(0) =27 ja p(%) = 6 ovat sitd pienempid.

Kertauskoe 2

1.  Koska kulma a on kolmannessa neljanneksessi, sen kosini on negatiivinen.
CoOSx = — 1—(—1)2 =— 1—2 :—29 tana = —5/13 :i
V 13 169 13 -12/13 12

2. a) sin2x=sin(%—2x)<:>2x=£—2x+n~27r tai 2X=7z—(%—2x)+n~27z

T T T
SAX=—+N-2r & X=—+N—
4 16 2

b) 2cos(x+%):—1<:>cos(x+%):—%<:> X+%:i277[+n-27z

T 2r T .
<:>x:——i7+n-27z<:>x:g+n-27r tal X=—7+Nn-271

1 V4 V4 Vs
C) tan3x=—=S3X=—+Nr S X=—+N—

NE) 6 18 3

3. a) cos4X:n suurin arvo on 1 ja pienin —1. (Esim. 4x =0 ja 4X = 7). Silloin funktion
f(X) =4 —cos4x suurin arvo on 5 ja pienin 3.
Toisin: Tehtdva voidaan ratkaista my0s tavalliseen tapaan ddriarvotehtdvana funktion
derivaattaa kayttien.

b) Muunnoskaavan sin X + cos X = V2 sin(X + %) avulla funktion f(X) = sin g + cos%
lauseke saadaan muotoon f(X) = V2 sin(% + %) . Koska x saa kaikki reaalilukuarvot,
sin[g + %) :n suurin arvo on 1, joten funktion suurin arvo on V2.

. . . . . X X . (X X
Toisin: Jaksollisuuden takia f(X)= smE + COSE = sm(z + n27rj + COS(E + n272'j =

sin (X+n4r)+cos 5 (X+n4r) . Ndhdéén, ettd funktion arvot toistuvat 4z :n vilein,

joten rajataan tutkimus viélille [0, 4 ]. Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
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f(X)=sin£+cos§:> f’(X)=lcos§—lsinﬁ=0<:> fan> =1 x=" 4 n2z
2 2 2 2 2 2 2 2

Kysymykseen tulevat kohdat % ja 577[ Koska f(0)=1, f (%) =42,

f (577{) =2 ja f(4r) =1, funktion suurin arvo on V2.

Portaille asetetut lamput muodostavat aritmeettisen jonon, jossa a, =1 ja d =1.

Alimmalle portaalle tarvittavien lamppujen maird n on sama kuin portaiden luku-
1+(1+(n-1)-1)

' 2

asteen yhtiloksi n* + n—2 162 = 0. Positiivisena juurena n = 46, joka merkitsee

méidra, ja se ratkaistaan yhtdlostdl 081 =n

, joka sievenee toisen

portaitten lukumééraa.

Vaihtoehto A: 20 000 + 20 000-1,047 2 +20 000-1,047* ~ 54 888 (euroa)

Vaihtoehto B: 40 000 +15 000-1,047 > ~53 069 (euroa)

Vaihtoehto C: 52 000 (euroa)
Vaihtoehto A on edullisin.

Olkoon jono a, aqg, aq?,... Talléin on a+agq+aq” =3 ja
12=a+aq+aq’ +..+aq’ =a+aq+aq’ +q°(a+aq+aq’)=3+3q9°.
Siis g +1=4 eli q =3/3. Edelleen

S=12+aq’+aq’ +aq® +ag’ =12+q°(@+ag+aq?) =12 +3@3/3)® =39.

Ehto toteutuu, kun In(2* +1)—In(2* —1) = In(2* —1) —In 2. Sievennyksen tuloksena
saadaan toisen asteen yhtilo (2%)2 —4-2* —1=0, jonka ratkaisuna 2% =2 ++/5 .
In2++5)

~2,08.
In2

Koska miinusmerkki ei tule kysymykseen, on X =

Kosinin vihennyslaskukaavan perusteella yhtilod sin xsin y + cos Xxcos Y =1 voidaan
kirjoittaa muotoon cos(X — y) =1. Tdma toteutuu, kun X —y =n-2z. Yhtalo esittaa

parvea yhdensuuntaisia suoria Y = X+ n-2z,n € Z. Esimerkiksi, jos n =0, suora on
y =X
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Tehtavia eri kielilld

1.  Los foljande ekvationer:
a) sin3x +sinX =0 (Utnyttja att sin(—x) = —sin X.) b) cos? x =3sinx—3

2. Consider the equation 1/ % =COSX.

a) Use an automatic grapher to graph each side as a function of X for -7 < x < 7.
b) For what values of X in the above domain does the equation see to be true?

c) Evaluate both sides of the equation for x = 3%

d) Modify the equation to make it an identity.

3. Differenzieren Sie die Funktionen, deren Terme unten gegeben sind. Wenden Sie
Kettenregel un Produktregel an.
a) x”sinx b) sin(2x?) c) xcos(1—3x)
YA

4.  An welcher Stelle X und unter welchem Winkel a 1 = y = sinx
schneiden sich die Graphen der Sinusfunktion und i
der Kosinusfunktion im Intervall [0; wt]?

X 7
Y = cosX
o.

Find expression for the following series in Y. notation.
4 9 144

a)l+8+27+..+409 b)-2+3-4+5—..+41 C)l+—+—+...+—
4 7 10 37

e 4

6.  Write the first six terms of the sequence 8 =1 Tell, whether the sequence
a, =2a,, +1.

1s arithmetic, geometric, or neither.

7.  Talenx,yochz iar de tre forsta talen 1 en geometrisk talfoljd och talen X, y och z &r
de tre forsta talen 1 en aritmetisk talfoljd. Bestdm kvoten y/x.

8.  In training for marathon, an athlete runs 7 500 meters on the first day, 8 000 meters
the next day, 8 500 meters the third day, and each day thereafter runs 500 meters
more than on the previous day. How far will the athlete run in all at the end of thirty
days?

Svar, Answers, Ldsungen:

V2 V2

l.a) x= nf’ b) x =2, n2z,2.b) T XSE,C) —— and ———, d) Hint: absolute
2 2 2 2 2 2

value, 3. @) 2xsin X + X% cos X, b) 4xcos(2x?), €) cos(1—3x) + 3xsin(1 -3x), 4. X =%,

2

16 3 40 12 n
a=705°,5.a) >n°,b) > (-D"(n+1),c) X
n=1 n=1 n:13n+1

7.y/x=2-+3eller y/x=2++/3,8.442,5 km

,6.1,3,7, 15,31, 63. Neither,
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Tehtavien ratkaisuja
Integraalilaskenta

Integraalifunktio

2 Integraalifunktio

1.

Osoitetaan, ettd F'(X) = f(X), jolloin F on f:n integraalifunktio.
a) F(x)=x+20,joten F'(x)=1= f(x).

b) F(X)=1+2x—x_, joten F'(X)=2—-2x=2(1-x) = f(x).

¢) F(X) = (3x+5)? , joten F'(X) =2(3%x+5)-3=18x+30= f(X).

Koska F(x)=§x3 —6x +§—32,niin F'(x)=§-3x2 —6-2x+%

1
=2x% —12x+ 5 = f(X). Siis F on f:n integraalifunktio.

Kun j f (X)dx = 2X> + 4x +C, niin D(2X> +4x+C) = 6x> +4 = f(X)

a) f(x):F’(x):—XL2
c) f(x)=F'(x)=-sinX
2 1

e)f(x)zF’(x)zgzg,x>0

a) jldx:x+C

c) .|'x2dx=%x3 +C

a) Djexzdx _e¥
c) jf’(x)dx: f(x)+C

1
f(X)=F'(X)=—=,%x>0
b) f(x) (X) 2\/;,x>
d) f(x)=F'(X)=2cos2x
f) f(x)=F'(x)=2e*

1,
b) | xdx=—x"+C
) | :

1
d) [x*dx=—x*+C
) | y

b) Dj f(x)dx = f(X)
d) j fr(x)dx = f'(x)+C

F(x) :Icosxdx =sinX+C. F(%) = sin%+C =1+C =3, josta C = 2. Kysytty

integraalifunktio on F(X)=sinX+2.
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8.  Kaikki funktion f(X)=2X-2 integraalifunktiot ovat

F(X) = x> —2x+C. Niistd yhden kuvaaja sivuaa x-akselia,
jolloin sivuamiskohdassa F'(X) = 0. Tdstd saadaan sivuamis-
kohdaksi x = 1. Edelleen F(1)=0,joten 1-2+C=0ja C=1.

Niinpi kysytty integraalifunktio on F(x) = x* —2x+1.

9.  Kuvassa b funktio F ¢i ole f :n integraalifunktio, koska esi-
merkiksi F'(1) =0 = f(1). Kuva b on ohessa.

o) T T 1T
10. a) j (X +1)e*dx = xe* +C on tosi, silld I\ //
D(xe* +C)=1e* + xe* = (x +1)e*. N/NN/
17&/
b) [(1+1nx)dx = xInX+C, x>0, on tosi, silld 2 X
D(XInX+C) =1 X+ X+ = Inx+1. S /
X |
c) f sin(l1—x)dx = cos(1-x)+C on tosi, silld
D(cos(1 — X) + C) = —sin(1 — X) - (1) = sin(1 - X)
d) j 21 dx = In(x* +1)+C on epitosi, silld D(In(x> +1)+C) = fx .
X“+1 X“+1

11. Koska F'(x) = D(5 —sin? X) = —2sin X cos X = —sin 2x, niin F on funktion
f (X) = —sin 2X integraalifunktio.
G'(X) =2cos X (—sin X) = —2sin X cos X = —sin 2X, joten myos G on funktion f in-
tegraalifunktio.

2
XT . 2

a kK (x)=
1) 2(X) x*+1 (xX*+1)
funktioita, silld F'(X) = F,'(X) = f (x). Koska funktiot F, ja F, ovat saman funktion
integraalifunktioita, ne eroavat toisistaan ainoastaan integroimisvakion osalta. Se

merkitsee, ettd F(X)—F,(X)=C eli F(X)=F,(X)+C. Téssa tapauksessa C =1 eli
R +1
X +1 x*+1

12.  Funktiot F(X) = ovat funktion f (x) = 5 integraali-

3 Yleisid integroimissdantoja

x> +1 > 1, 1
18. a)j = dx:j(x+x Jx = x4 C
x=1. ¢ 5 s o 11
b)j N dx_j(x —X )dx_—;+y+c
c)j(x+1)2dx:j(x2+2+x‘2)dx:lx3+2x—l+C
X 3 X
1 5 3 b 2 3 3
19. a) jﬁdx:jXde:§x2+C=§x\/§+C b)jx3dx:gx3+C

1 1

7 i —
C) Iﬁdx:_ﬁx 2dx=7-2x2 +C =14/x +C
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

1 4 1
3 3 3 3 .13 3
3 — [ v3dyx = 3 — 1y 3 - 3
a) J‘\/xdx_jx dx_4x +C_4xx +C_4x\/x+C

1 2
b) If—xzj‘x_gdx:zx§+C:zi/x—2+C
1 7

c)'[x\/_dx—J‘xx3dx jx3dx—§x3+C— xx3+C_ x23/x +C
7 7

(x)_—x +Xx+C, joten g(6)— g(3)—— 3+6+C— (— 33 +34+C)=66.

3)’_()( D(3x—5)=3x> —8x+5, joten y = x® —4x* +5x+C . Koska
X

y()=1-4+5+C=0,0onC=-2jasiis y = x> —4x* +5x-2.

a) f(x)=x>-3x*+x+C.Koska f(0)=-10, niin C=-10.
b) f/(x)=3(2-x)* =12—12x+3x?, joten f(x)=12x—-6x + x> +C . Ehdosta
f (0) = 0 méardaytyy C = 0.

Derivaatta y'=2X+1 ilmaisee kohtaan X asetetun tangentin kulmakertoimen. Kayrian
yhtilé on y = x* + X+ C. Koska piste (=3, 0) on kayrilld, tulee olla C = —6. Kiyrin
yhtilo on siis y = x> + X —6.

Koska f(x) = 2x + 2, niin F(x) = x* + 2x + C . Integraalikéyrit ovat paraabeleja, joi-
den huiput ovat derivaatan nollakohdassa X = —1. Asetetaan F(—1) = 0, jolloin tulee
olla C = 1. Kysytty integraalifunktio on F(x) = x> +2x+1.

3 1

5 3
a) I(x+1)ﬁdx=](x2 +x2)dx=§x2 +§x2 +C :gx2 x+§x\/;+c

b) j(x—l)\/_dx j(x3—x )dx—3x3—§x s.c=3 2{/_—§xi/;+c
7 4 4
1 3

c) I(\/;—l)deZI(X—ZXE +1)dx:%x2 —§x2 +x+C =%x2 —§Xﬁ+x+c

1 3
X B Curaw 2.3 2
a) J'ﬁdx—j\/;dx_jx dx_gx +C_§x x+C

1
b) j&_xdx=j(x_2—l)dx=2\/;—x+c
WX+ DX -1) 2
)I\/_+1 :_[ Txrl dx:_[(\/;—l)dx:gx X—-x+C
1 2
a) jdr=r+C b)j(s+ﬁ)ds:532+§s s+C

5 7
c) [t*Vtdt = [t2dt BETEIVCEIN e
7 7
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Isinz XdX+J‘cos2 Xdx = J.(sin2 X+ cos” X)dx = Jldx =x+C

J~ +2e e* (x+2)

S j(e +2)dx = j(

= [(-2)dx=-2x+C

~(e +2)dx = [ (e —e* ~2)dx

Ehdon F(0) =1 tiyttivi integraalifunktio on F(X) = % x* —x* —3x+1. Sen derivaa-
tan eli f(X):n nollakohdat ovat —1 ja 3. Derivaatan merkkikaaviosta paételladn &4-

2
riarvon laji. Saadaan maksimi F(-1) = 25 jaminimi F(3)=—

1 1
Funktion f(X)=x?+ x—2 integraalifunktiot ovat F(X) = 3 x> +E x> —2x+C.

Integraalifunktiolla voi olla dériarvo vain derivaattansa nollakohdissa 1 ja —2. Koh-
dan 1 ylityksessa derivaatta muuttuu negatiivisesta positiiviseksi, joten siind funktiol-

la F on minimi. (Kohdassa —2 on maksimi.) Ehto F(1) =—4 antaa C = —% , joten

haettu integraalifunktio on F(X) = % x* +% X% —2x— 2% .

Funktion f (x)=x?—2x kaikki integraalifunktiot ovat F(x) = % x* —x* +C . Integ-

raalikdyrd sivuaa suoraa Y = 3X, jolloin sivuamiskohta saadaan yhtdlosti
F'(X) = x> —2x =3, jostax=—1 tai x=3 . Ehdot F(-1)=3-(-1) ja F(3)=3-3

antavat C:n arvot —1% ja 9. Kysytyt integraalikdyrét ovat y = % x> —x? —1% ja

1 3 2
==X =X"+9.
y 3

Koska y” = 6x — 10, niin y’ =3x*> —10x+C, ja y = x* =5x*> + C,x + C, . Ehdoista
y'(1) =-1 ja y(1) =1 saadaan yhtélopari 3—10+C, =-1jal1-5+C, +C, =1,
joista C, =6 ja C, =—1. Kéyrdn yhtilo on ndin ollen y = x® —5%x% +6x—1.

a) Vakiluvun kasvunopeus on f'(t)=2+ sikt, jolloin vékiluku hetkelld t on
f(t)= j (2 +5t"3)dt =2t + 3,75t3/t + C . Koska vikiluku on 2 600 hetkelld t =0, on

f(0)=C =2 600. Siis f(t) = 2t +3,75t ¥ + 2 600.
b) Viiden vuoden padstd vékiluku on f (5) =2 642.

a) Koska v(t) =27 —0,48t*, niin s(t) = j (27 -0,48t%)dt = 27t — 0,16t + C . Jarru-
tuksen alkaessa matka on nolla, joten s(t) =27t —0,16t>.
b) s(4,0)=27-4,0—0,16-4,0° = 97,8, joten kysytty matka on noin 98 m.

C) Jarrutus paattyy, kun v =0 eli hetkelld 7,5 s. Jarrutusmatka on S(7,5) eli noin
140 m.
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37.

Koska V' (t) =a, niin v(t) = at + C,. Alkuhetkelld v(0) =C, =V,,.
Koska §'(t) = v(t), niin S(t) = j(at +V,)dt = %aﬁ +V,t +C,. Alkuhetkelld

$(0 s) = C, = 25 m. Kun otetaan huomioon, ettd a = 5,8 m/s* ja v, =0,2 m/s ja yh-
distetdén tulokset, saadaan kappaleen ajassa t kulkeman matkan lauseke

S(t) =2,9t% +0,2t + 25 eli yksikoitd kiyttden s(t)=2,9 Ezt2 +0,2 M 25m.
S S

4 Integrointi derivoimissadntdjen avulla

43.

w

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

a) j§=1n|s|+c b) [(eu+e')du="u +e' +C
s 2
¢) [(sint—t)dt = —cost —%ﬁ +C

Funktion f : f(X)=sin x+1 kaikki integraalifunktiot ovat F(x)=—cosx+Xx+C.
Ehto F(0) =3 toteutuu, kun —1 + C = 3 eli C:n arvolla 4. Haettu integraalifunktio on
F(X)=—-cosx+Xx+4.

Kaikki integraalifunktiot ovat F(x) =31In X+ x? —x+C , x > 0. Pisteen (1, 3) kautta

kulkeva integraalikéiyrd madrdytyy ehdosta 3In1+1% —1+C =3, josta C = 3.
Haettu integraalifunktio on F(X) =31n x+x* —x+3, x> 0.

Funktion f (X)=e* —1 kaikki integraalifunktiot ovat F(x) =e* —x+C . Sijoitetaan
tdhdn origon koordinaatit, jolloin 0 =1-0+C eli C =—1. Kysytty integraalifunktio
on F(x)=e” —x—1. Sen pienin arvo voi sijaita vain derivaatan f (x)=e* -1 nolla-
kohdassa X = 0. Derivaatan merkkitarkastelu osoittaa timdn pienimmén arvon koh-
daksi. Pienin arvo on F(0)=0.

X
d|a +C _ 4 LaX+C =L-axlna+0=1na,(a>0,a¢1)
dx{Ina dx\Ina Ina

D(—ln|cos X| +C)= L (—sinX) = smx tan X . Siis Itan xdx = —1n|cos X| +C.
cos X

cos X
) CcOS X 1 .. )
D(Infsin X| +C) = ——-cos X =——— = = cot X . Siis Icot xdx = In[sin | + C .
sin X sinX tanX

a) [(tan® x—3)dx = [ (1+ tan® x — 4)dx = [ (1+ tan® x)dx — 4[ dx = tan x — 4x +C

2
cos” X+1

b) | ——dx=|(1+

'[ cos? X '[ cos? X

)dX = X+tanx+C

Koska f'’(x)=2cosXx—1, niin f’(X)=.[(2cosx—1)dX=25inX—X+C1 ja

f(X) :I(Zsinx—x+C1)dx :—2cosx—%x2 +Cx+C,.
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52. Olkoon X, kahden eri parveen kuuluvan kdyran leikkauskohta. Koska y'=—x ja

: , L . . . :
toisaalta Yy’ = —, niin kéyrille kohtaan X, piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet
X

.1 .. . : :
ovat —X, ja —. Nyt kulmakertoimien tulo on —1 , joten tangentit ovat kohtisuorassa
Xo
toisiaan vastaan. Kéyrat leikkaavat siis toisensa suorassa kulmassa.

53. Funktion f(X)=— kaikki integraalifunktiot esitetdén tavallisesti muodossa
X

o In(—x)+C,, kun X <0,
F(x)= ln|x| +C, X# 0. Tarkempi esitysmuoto on F(X) =
Inx+C, ,kunx>0.
Tésséd vakioiden C, ja C, ei tarvitse olla samat. Ehto Ine+C, =5 antaa C, =4.
In(—x)+C,, kun x < 0,

Vastauksena on F(X) =
Inx+4 ,kunx>0.

54. a) Dsin3x=3cos3x j3cos3xdx=sin3x+C
b) DeX” =eX .2x = 2xe* J'erxzdx=eX2 +C
D(x> +5)'° =10(x> +5)? - 5x*
c) ( ) ( ) jSOx“(x5 +5)°dx=(x" +5)"" +C
=50x*(x° +5)°
d) Dln‘x +x‘ 2x+1 j2;+1dx:ln‘x2+x‘+c
X2 + X X~ + X
5 Yhdistetyn funktion integrointi
61. a) j X =Inpx+4+C
I =1I 3dx :lln|3x+5|+C
3X+5 3x+5 3
—1dx
= =—In/100-x +C
2 J.100 J.100—X | |
62. a J‘22X+3 dx:ln‘x2+3x‘+c
X“ 43X
b)j x+1 = I2X+2 l‘x +2x‘+C
x? +2x X +2x
c dx = X _dx = — 11— 22|+ C
) .[1_2)(2 4 ‘ ‘
1 1
63. a) [e¥dx=—|3e>dx=-e"+C b
) [ S| 5 )

jez‘xdx = —I (-De*Xdx =—-e** +C

c) Ixexzdx =%j2xex2dx =%eX2 +C
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

a) Jsin4xdx = ljsin4xdx = l(—cos4x) +C= —lcos4x +C
4 4 4
b) [cos(x—1)dx = sin(x ~1)+C

C) Icos(l —2x)dx = —lj‘ (—2)cos(1 —2x)dx = —lsin(l -2x)+C
2 2
a) J‘cosédx = 2J.lcos§dx = 2sin§+ C
2 2 2 2
b) | sin(g —x)dx = -[(-1) sin(% —x)dx = —(— cos(% - x)j +C= cos(% —x)+C

C) Isin3 Xcos XdXx = Jcosx(sin X)?dx = %(sin x)* +C :isin4 x+C

1 1

Koska y' = niin y = %'[2(2X+1)2dx :%-2(2x+1)2 +C=2x+1+C.

1
¢2x+1’

Ehdosta y(4) = 4 saadaan 3 + C =4, josta C = 1. Haettu kdyran yhtilo on

=~2X+1+1, x>—%.

f00=[E* -1 dx= [ (€™ —2¢* +1)dx:%ezx —2e* +x+C. Ehto f(0) :1%

1 1
antaa yhtalosta 5 2+C = 15 vakion C arvoksi 3. Kysytty funktio on néin ollen

f(x):%ezx—ZeX+x+3.

1 2

6X 2.3 3 2.3 3 232
a) | ———=dx=|6x(2+3x") 3dx==(2+3x")? +C==3/(2+3x")” +C
J32+3x2 / 2 2
1

2
dx =—[D-x) *dx= —%(1— X)3 +C = —%%/(1— X)2 +C
—X

1 2

0 [ —— X+2 =lj(2x+4)(x2+4x)_5dx=l 3 (X2 +4x)3 +C =2 3,/(x2+4x)2+c
Ux? +4x 2 22
dx _ _ 1
a) je—xz—j(—l)e Xdx = —e X+C:—e—X+C

dx _ _
:‘feX 2dx =e*? +C
e2—x

c) Ie‘x(ex +e**)dx :I(l+e2X)dx = x+%e2X +C

. : 1, . .
a) Ism Xcos Xdx = Icos X(sin x)'dx = E(sm x)* +C = %sm2 x+C
.. . . 1 1 2 1 2
Toisin: Ism X cos XdXx = —I (—sin X)(cosX) dx = _E(COS X)"+C = _ECOS x+C

) 1 ) 1, . 1 ) 1
Toisin: Jsm Xcos Xdx = EI2Slanos XdX = Ejsm 2xdx = Zj2s1n 2xdx = —Zcos2x +C
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

b) jtaandx JSIHZX =__I_2SIH2X

= —lln|cos 2X| +C
Ccos2X 2

CcOS 2X

c) J.(Zsin3x—3cos X)dx = 2-—3J‘(—3sin3x)dx—3jcos Xdx = —%cos3x—3sinx +C

a) I(sin X+ cos X)2dX = I(sinz X + cos? X + 2sin X cos X)dx = I(l + 2 sin X cos X)dx
=X +sin® X+ C (ks. 70. a)

b) I cos X dx = ‘[cosx(smx) dx=—(sinx)" +C =— '1
sin? X sin X

+C

[ 525 ax=nfl+sinx+C

1+sin X

a J‘COSZX =_J‘2cos2x :lln|sin2x|+C
sin 2X sin 2X 2

Ca B 1 11
b) Ism XdX—I(E—ECOSZX)dX—EIdX—ZI2cos2XdX—EX—Zs1n2X+C

5, X 1 1 1 1 1 1 .
C) |cos“ —dX=|(=+—cosX)dX=—|dX+—]|cosXxdX=—X+—sinX+C
>IZI<22>2IZI 253

+C=In(1+e*)+C

a)j
b) [———=

c) j;(lnx)zdx :%(mxf +C

dx:ln‘1+ex

1+e
1

1+e*

—dx=[e*(1+e*) Pdx=—(1+e*) " +C=— +C

(1+e )

1-2 2
a)jx+1 =jx+ dx:j(l—m)dx=x—21n|x+1|+c

b) [ 2 ax = [ 2 1)+2d K= @+ L dx=2x+ 2hx -1+

X+1- 1

c) j—dx j dx :J‘(l—ﬁ)dx:x—ln|x+l|+c

X+1
Funktion f (x)=e*v1+e* integraalifunktiot ovat F(X) = %(1 +e*)V1+e* +C. Eh-
) . V2 .
dosta F(0) = 2 saadaan yhtélo 52\/5 +C =42, josta C = — 3 Haettu integraa-
lifunktio on F(X) = —(1+e WIl+e ——
Olkoon F miki tahansa funktion f (X)=1-2sin X +sin” X integraalifunktio, jolloin

F'(x)= f(x)=1-2sinXx+sin’ x = (1 —sin X)*. Huomataan, etti aina F'(X)>0.
Koska lisdksi derivaatan nollakohdat ovat yksittéisid, funktio F on aidosti kasvava.

X .
S)d = x=In(l+e")+C (I+e" onaina
positiivinen.)

J~ 1 dx_J~1+e d _J‘(l_

1+e* 1+e*
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78.

79.

80.

81.

82.

Funktion f (X)=cosXx+sin2Xx integraalifunktiot ovat F(X) = sin X —%cos2x +C.
. . . . 1 . 1 .
Kun integraalikdyra kulkee origon kautta, niin 0 =0— 5 +C,josta C= 5 Kysytty in-

. 1 1 . . . . .
tegraalifunktio on F(X) =sinXx — 5c0s2x + > Se on jaksollinen, joten ddriarvoja ha-

ettaessa voidaan rajoittua vélille [O, 2 7r] . Télle vilille kuuluvat derivaatan

. : 3z.. 11
F'(X) =cosx+2sinXcosX = cosX(1+2sinX) nollakohdat ovat g,%,fja Tﬂ

Vastaavat integraalifunktion arvot ovat 2, — % ,0ja —% .Koska F(0)=F(27)=0,

. . . 1
funktion suurin arvo on 2 ja pienin — 7

. 1 o ) .
Funktion f (x)= T2x76 kaikki integraalifunktiot ovat F(Xx) =+v/2x+6 +C. Integ-
X+
1

raalikdyrille, joka sivuaa suoraa y = 5 (x—1), pétee sivuamiskohdassa

1

V2X+6

. . 1
koordinaatti lasketaan suoran yhtélosti: y(—1) = E(_l —1) =—-1. Koska myo0s

F'(x)=

1 . . . . o
= > josta saadaan sivuamiskohta X = —1. Sivuamispisteen Y-

F(-1)=-1, niin Vv-2+6 + C = -1 ja C = -3. Kysytty integraalikdyrin yhtdl6 on
F(X)=+2x+6-3.

X x?
Funktion f(x)=2e " ) integraalifunktiot ovat F(x) = —20e "% — 00 +C.
Ehto F(—10) =—-20e antaa yhtélon —20e —1+C = -20e, josta C = 1. Haettu integ-

-0,1x

raalifunktio on F(X) =-20e —+1.

Koska s’ (t) = v(t) = 166 %% niin s(t) = j 16e 4t = —40e"*" + C . Kappale
kulkee aikavililld 2,5 s — 4,5 s matkan
s(4,5s8)—5(2,55)=(-6,61+C—(-14,71+C)) m=8,1 m.

a) v'(t) =a(t) = Acoskt, joten Vv(t) = _[Acos ktdt = ésin kt + C, . Alkuehdosta
k
V(0) = 0 saadaan C, = 0. Nopeus on siis V(t) = %sin kt, joten sen suurin arvo on %
, A . : A . A P
b) s'(t)=v(t) = ?sm kt, joten s(t) = I?sm ktdt = —k—zcos kt +C, . Kéyttamalla

. A : . .
tietoa S(%) = 0 saadaan —Fcosg +C, =0, josta C, =0. Etdisyydelle tasapaino-

kohdasta tulee suurin arvo k—Az\, kun coskt =—1.
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83.

Kun f''(X) =sin2X+cos2X, niin f'(X)= %sin2x —%COSZX +C, ja
f(x)= —lcos2x —lsinZX +C,x+C,. Funktion f kuvaaja kulkee origon kautta, jo-
4 4
1 1
ten f(0)= I +C, =0jasiis C, = r Koska origoon piirretty tangentti on
y = —lx niin f'(0)= 1 eli —lJrC1 __1 josta C, = 1 Funktion f lausekkeek
47’ 4 2 4 g

si tulee —lcos2x—lsin2x +lx—|-l eli —l(sin2x+0052x—x—1).
4 4 4 4 4

Maaratty integraali

1 Pinta-ala suorakulmioiden avulla

84.

85.

Funktio f(X) = 5 X +1 on aidosti kasvava, joten alasumman termit lasketaan osavili-

en alkupisteissi ja ylisumman termit loppupisteissa.

Alasumma s, = f(0)-1+ f(1)-1+ f(2)-1+ f(3)-1=1+1%+2+2%=7

Ylasumma S, = f(1)-1+ f(2)-1+ f(3)-1+ f(4)-1=1%+2+2%+3=9

Vilisumma = f(l)-1+f(§)~1+f(§)~1+f(z)-1:11+13+21+2§=8
2 2 2 2 4 4 4 4

YA
Kuvio on puolisuunnikas. Sen pinta-alan tarkka arvo on yFEa
A= %(1 +3)-4 =8 eli sama, jonka antaa keskipisteitd kdyttava ,
vélisumma. 1 X
. 1 2 . YA /
Muodostetaan funktioon f(X)= 2 X~ +1 kuuluva alasumma ja 6
ylasumma vilin [0, 4] tasajaossa N = 4. ;
Alasummas, = f(0)-1+ f(1)-1+ f(2)-1+ f(3)-1 3 ]
:1+11+2+3l=7l :
4 4 2 ’ |
Yldasumma S, = f(1)-1+ f(2)-1+ f(3)-1+ f(4)-1 1 23 4X
=ll+2+31+5=11l YA /
4 4 2 6
Yldsumma — alasumma = 4 j
N /|
Oheisista kuvista ylempi esittdd ylasummaa ja alempi \;
alasummaa. l R
2 ] X
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86.

87.

88.

89.

Vilisumma funktiolle f(X)=4- % x?, kun vili [-2, 3] on jaettu viiteen yhti suureen

osaan ja laskentakohtina ovat osavilien keskipisteet:

S=1(15-1+f(-0,5 -1+ (0,5 -1+ f(1,5 -1+ (2,51
=3,4375+3,9375+3,9375+3,4375+2,4375=17,1875 = 17%

Ensimmiisessi neljanneksessi y = +/1— x> . Muodostetaan ala- ja ylisummat s, ja S,,.

Sip = (V10,12 +41-0,2% +...+41-12)-0,1 ~ 0,7261
Sip = (W1=0% +4/1-0,1% +...++/1-0,9%)-0,1 ~ 0,8261

Summien keskiarvo %(s10 +S,,)=0,7761. Koska tarkka arvo on /4, virhe on yhden

prosentin suuruusluokkaa.

Vilisumma funktiolle f(X)=sinx+1, kun

N |
—
vili [0, 37/2] on jaettu kolmeen yhtd suureen 0§ % € I I
osaan ja laskentakohtina ovat osavilien keski- 4 4
laskentakohdat

pisteet:
T, T 3. & Sk, @ Vi RY/4 Sz \ &
S=f(X) - =+ (=) =+ () Z=| O+ fF(EO)+fTE | =
Pyt S+EE S ((4)+(4)+<4)]2

= sin£+1+sin3—7[+l+sin5—7[+l - L+3 -£z5,8
4 4 4 2

2 V2

a) Funktio f (X)= VX +1 on aidosti kasvava, joten ylé- ja alasummien erotus on
4 4

Si—S$=(f(4)-1(0)—=3-1)-—= § Tama on pienempi kuin 0,01, kun
n n n

n>800. Vili on siis jaettava vahintddn 801 osaan.

b) Funktio f (X)=— on aidosti vdheneva, joten yli- ja alasummien erotus on
X

Si—s,=(f()-f (5))-% =(5- 1)-% = % Téma on pienempi kuin 0,01, kun

n>1600. Vili on jaettava vdhintddn 1 601 osaan.

2 Madrdatyn integraalin kdsite

91.

92.

93.

Vilisumma on f(0,5)-1+ f(1,5)-1+ f(2,5)-1+ f(3,5)-1=—4.
4

(Vertailun vuoksi: I(2X -5)dx=-4)
0

Vilisumma on f(-2)-1+ f(=1)-1+ f(0)-1+ f(1)-1=10.
2
(Vertailun vuoksi: [(x* +1)dx = 9%)
-2
Muodostetaan valisumma funktiolle f(X) =1-1InX, kun vili [1, 6] on jaettu viiteen
yhté suureen osaan ja laskentakohtina ovat osavélien keskipisteet:
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S=f(5) 1+ (2,5 1+ f(3,5) 1+ f(4,5) -1+ (551
=1-In15+1-In2,5+1-1n3,5+1-1n4,5+1-1In55 ~ —0,7833

6
94. Integraalin j (1-1nx)dx likiarvo on —0,7506 (ja tarkka arvo 10 —61n6).
1

95. Alla olevassa kuvassa nihddin integraalia vastaava kuvio ja pinta-alan arvo.

a) b) c) d)
y y y y
A A A A
t t t t
[ » X [ » X 1 » X 1
21 4,5 4 75
4 3 Loa
9. a) j(x3 —4x%)dx ~ -21,33 b) j x> +1dx ~ 8,18 c) j ——dx~314
0 -1 o X+ 1

97. Alla olevassa kuvassa ndhdédan integraalia vastaava kuvio ja pinta-alan arvo.

a) y b) y
A A

T iy |
a
14 ath.p-a)=1p -a)

» X

Y
N

98. Alla olevassa kuvassa nihddin integraalia vastaava kuvio ja pinta-alan arvo.

a) y y
A A
v
. /11,
1N > X [ i > X
|
/2 on/4

99. Funktion f(x)=+1+x? derivaattaon f'(x)= . Silld on origossa ainoa

X
1+ %2
nollakohta, ja arvoilla X > 0 se on positiivinen, joten funktio f on aidosti kasvava in-
tegroimisvalilla [0, 5]. Kullakin osaviélilld pienin arvo tulee vélin alkupisteessi ja
suurin loppupisteessa.

Ss =1-1+/2-14+4/5-1++/10-1++/17-1~11,936
Ss =/2-1++/5-14+/10 - 14+/17 - 1+~/26 -1~ 16,035

Alasumman ja ylisumman keskiarvoksi tulee yhden desimaalin tarkkuudella 14,0.
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b
100. Maéaritty integraali J.(g + 2)dx voidaan laskea oheisessa
)

kuvassa olevan alueen alana, jolloin saadaan

b 1
I+-+2 1
-(b—(-2)). Arvoon 15, kunb=4. -

>
(o
\ 4

101. Jaetaan véli [a,b] N:44n yhtd suureen osaan, jolloin kunkin osan pituus on
. . . . L b-a b-a
Muodostetaan jakoon liittyva vilisumma z f(t)Ax= Z c = Cz . Kos-
n
k=1 k=1 k=1
ka kaikkien osavilien summa on b—a, vilisummalla on vakioarvo c(b—a). Talloin

myos vilisumman raja-arvo jaon rajatta tihentyessa on c(b—a), joten

b
chx=c(b—a).

k 3
102. a)a=1,b=3, lim »" (t,)’ Ax = [ x’dx
r‘l%oon:1 1

K 3 3
b)a=-3,b=3, lim > t,(1-3t,)Ax = jx(1—3x)dx = j(x—3x2)dx
n—o0 n=1 e e

3 Maaratyn integraalin ominaisuuksia

. 1 .
Sin X Sin X
dx + I

X X

*

dx =

. T . *)1 .
SlnXdX_J‘Slnde:O TaiZJ‘SIHXdX:O
X t X 1 X

0. |
1

——

T

4 4 4
104. j(3f(x)— g(x))dx = 3] f(x)dx—_[g(x)dx =3.2-10=-4
1 1 1

105. 1=

O ey 0

1 5 5 5
f(x)dx:jf(x)dx+j f(x)dx=—2+f f(x)dx, joten [ f(x)dx =3.
0 1 1 1
-2 3 1 3
106. J'f(x)dx:—jf(x)dx:—J'f(x)dx—J'f(x)dx:—2+6:4
3 -2 -2 1
11 1 11 11 11 11
107. 2](5—\/?)dx+ [2v/xdx = [(1=24/x)dx + [ 24/xdx = [ (1= 24/x + 24/x)dx
1 1 1 1 1

11
= [1dx=1-(11-1)=10
1
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2 2 2 2
108. a) j(9x2 —1)dx — J.(3x+2)(3x—2)dx = j(9x2 ~1)dx - j(9x2 — 4)dx
) -2 -2 -2

2 2
= [OX7 —1-9x7 +4)dx = [3dx = 3-(2-(-2)) = 12
~2 -2

b) jsinz xdx + jcosz xdx = J.(sinz X + cos? X)dx = Ildx =l-(r—(-n))=2x

b
109. Koska f (x) < g(x), niin g(x) - f (x) = 0 vilillé [a, b]. Silloin [(g(x)— f (x))dx > 0.
a

b b
Mutta epayhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon I g(x)dx — I f(x)dx >0, josta termin
a a

b b
siirrolla saadaan epayhtilo J. f(x)dx < Ig(x)dx .
a a

4 Analyysin peruslause

1 11 1
114. a) j(x—1)5dx:/_(x_1)6 :O_E(_l)6 -

1/3 1/3 1 1/3
b) j(3x+1) dx—— j3(3x+1) dx—— / —(3x+1) -5 / Bx+1)*
0

1
_Lae-n=1t
pteb=1y

‘ 14 5 1! | 1
0) [ ———dx=—[202x+D) Pdx==/-Q2x+) " =~ (—<+1) ==
0(2x 1)? 23 2% 2° 3 3

31 3 L1 390 2 Loy 2 1
115. a) [Z—dx=[(x2 =x 2)dx=/(=Zx2 -2x2)==.3/3-23-(2-2)=1=
){& {( ) /G )=3 G-2=13

0 10 . 102 2 |
b) jde:—Zj(—4)(1—4x)2dx———/—(1 4%)2 =-(-27)=42
-2 -2

12 ~ o 13 ;2 1
= [33x+1) 2dx==/2(3x+1)> == (4-2)=1—
3{< ) 3/ 20X =2 (-0 =17

1 1
116. a) [e*'dx=/e*! =e’ —e
0 0

f -2X 12 -2X 12 -2X 1 -4 -2
b) [e dx:—EI(—Z)e dx:—z/e :—E(e —e %)=
1 1 1

In5 InS

In5
c) [e*(3-4e¥)dx= [(3e* —4e™)dx= / (3e* —2¢*)=15-50—(3-2) =36
0 0 0
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117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

a)

e
i:/ln|x+e|:1n2e_1ne:1n§:1n2
X+e o o

1
b) =1/1n|1+4x|:1(1n5—1n1)=11n5
4% 4 4

1+4x 43 1+4x

e
I
0
Lodx 1L 4dx
]
0
e
J

€ e
xdx ljlz"d’; ! /1n(1+x2):%(ln(l+e2)—ln(l+e2)):0
+

Tlex? 20, 27

a) jsin XdX=/—-cosXx=—-cosn—(—cos0)=1+1=2
0 0

b) [cos xdx=/sinx=sinm—sin0=0-0=0
0 0
/8 /8 /8

C) J-cos2XdX:l J-2cos2XdX:l / sin2X:l(sin£—sin0):
) 29 24 27 4

1 2

1
2 J2 4
In2 ex n2

| dx:/1n(1+eX):1n(1+2)_1n(1+1):1n3_1n2:1n§
0 1+eX 0 2

1 1 1
jxexzdx:ljzxexzdx:l/eX2 =l(e—l)
! 29 25 2

fX+2 ¢ 2 e

[=——dx=[(1+>)dx=/(x+2In|x) =e+2Ine—(1+2Inl)=e+2—-1-0=e+1
1 X 1 X 1

0 0

jsinxeostX: / lsin2 X:lsin2 O—lsinz(—ﬁ):—l

. 22 2 2 27 2

-2 ;

0 0 0 0
Toisin: '[sin Xcos XdX = % I2sin Xcos XdX = % j sin 2xXdx = % I2sin 2xdx

T

2 2 2 2

L ; (—cos2X) :l(—COSO—(—cos(—n))):l(_l_l):_l
4 'z 4 4 5
2

atl a+l
j(2x+3)dx= /(x2+3x):a2+2a+1+3a+3—a2—3a:2a+4:%,josta
a a

3
a=——=-12.
4 4

2 2
Olkoon f(x)=ax+Db, jolloin J'f(x)dx= /(%ax2 +bx):2a+2b—%+b:O.Eh-
-1

-1
dosta f(—1)=1 saadaan —a+b =1. Syntyneesti yhtéloparista ratkeaa a = —% ja

1 . . . .. 2 1
b= 3 Haettu lineaarinen funktio on siis f(X) = -3 X+ 3
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125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

f L1 1
0(2x+1) O 2(2x+1) 4k+2 2
2 2
K>

—1)=12,josta k3 =9 jak=27 (k>1).

=0,4. Saadaan k=2.

X

Funktion f(Xx)= I(tz — 5t +6)dt derivaatta on x* —5X + 6. Derivaatan nollakohdat
0

ovatX=2jax=3.

5 2 5
— _ 19 _ My6s pinta - alatulkinta
a) .”X B 2|dX - .[(_X +2)dx + J.(X —2)dx = E + E =3 on sovellettavissa.
b)j 1+[x dx—J\/l— dx+J'\/1+ xdx = (—4*/_—3) —4*3/5

3 3
a) I(xz +3y)dy :/(x2y+%y2) =2x> +12
1 1
X X
b) Isin(t —X)dt = / = cos(t — X) = —cos 0 — (—cos(—X)) = —1 + cos X
0 0

a) D(sin X — Xcos X) = cos X — (cos X — Xsin X) = Xsin X. Tamén tuloksen perusteella

szinXdX=sinX—XcosX+C.
b) IXsinXdX=/(sinX—XcosX)=O—7z-(—1)—(0—0)=7z
0 0

Dsin? X = 2sin Xcos X = sin 2X . Kéytetidn saatua tulosta integraalin laskemisessa:

/2 . /2
J‘Sglidx: / ln(sin2x+1):1n2_1n1:1n2
o sin” x+1 0
0
8) F(0)= [e' costdt =0 b) F'(x) =e* cosx, joten F'(0)=e’ cos0 =1
0

¢) F"(x) =e* cosx—e*sinx, joten F"(0) = e’ cos0—e’sin0=1.

X X
F(x)=[(ae' +b)dt = /(ae' +bt) =ae* +bx—a ja F'(x) =ae*+b.
0 0

Yhtiloparista F(1)=ae—a-+b=0 ja F'(1) =ae+b =3 ratkeavat arvot a =3 ja
b=3-3e.

X
Funktion f(X)= J-(t —3)dt derivaatta on f'(X) = x—3. Lasketaan funktion arvot

derivaatan nollakohdassa X =3 ja vilin 2 < X < 6 paitepisteissa.

yt g(x)

. . 1 .
Naista f(6)=4 onsuurinja f(3)= - on pienin. \

3 3
[ food=/g(0=0(3)-g(-D=-1-2=-3
’ /
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135.

136.

137.

138.

Esimerkiksi sopii jatkuva funktio f (X) =6 —12x, silld
1
f(0)=06 ja I f (x)dx = 0. Koska integraali yli vélin [0, 1] on nolla, jokainen ehdot

tayttavad funktio saa positiivisten arvojen ohella myds negatiivisia arvoja. Jatkuvana
funktiona se saa silloin my0s arvon nolla jossakin em. vélin pisteessa.

Kun x>0, niin X+t > x> 0 valilla [0, 1].

1
f(x):J'%:Zln|x+t|:1n|x+1|—1n|x|:ln(x+1)—lnx,x>0

0
¢ dt ! ! 1 ~
_!).(x+t)2_é(x+t) _ﬁﬁ‘ﬁ_i_ F®

a) Kun t <0, niin muuttuja X on integroimisvélilld suurempi kuin t. Siksi
1 1
: 1, 1
X—t=x-tja ||X-tdx=/(=X"-tX)=——
pet=tn [t G -00=

b) Kun t > 1, niin X <t integroimisvalilld, joten |X - t| =—X+t. Télloin

\

1 . y .
“x tldx = (——x +tx)_—5+t 0 T X

c) Kun 0 <t <1, integroiminen on tehtdva kahdessa osassa.

1 t 1 t 1

j|x—t|dx = J.(—x +t)dx+f(x—t)dx = /(—lx2 +tx)+/(lx2 ~1X)
0 0 t 0o 2 t 2

1 2 2 1 1 2 2 2 1
==t +t)+(=—t—=t"+t) =t" -t +—-
(=3 )+G =3 ) 5

a) Kun f on ei-negatiivinen funktio, véliarvolause voidaan tulkita geometrisesti niin,
ettd ainakin yhdessa vilin [a,b] pisteessi t funktio saa sellaisen arvon f (t), ettd suo-
rakulmion ala f (t)(b—a) on yhtd suuri kuin kdyrén alle jddvén kuvion ala.

g y=1x) Y

A=f(yb-a) | _
a t b 'x |

b1) Funktion f(X)= g +1 keskiarvo vililld [0,6] on luku f (t), joka toteuttaa yhti-

6
16n I(§+1)dx= f(t)-(6-0) eli 15=6f (t). Tistd f(t)=2%.
0

b2) Funktion g(x) = x> —2x — 3 keskiarvo vililld [-1,3] on luku f (t), joka toteuttaa
3
yhtlon [ (< ~2x-3)dx= f(t)- 3~ (-1) eli —10% _4f(t). Tastd f (1) = —2%.

-1
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¢) Funktion f(X)=9x(6 —X) keskiarvo valilld [0, 6] on luku f (1), joka toteuttaa yh-
6

talon j9x(6 —x)dx = f(t)(6-0) eli 324 = f(t)- 6. Tastd f(t) = 54. Funktion f mak-
0

simiarvo on kuvaajana olevan paraabelin huipun y-koordinaatti eli f(3)=81. Kes-
kiarvo 54 on tésti kaksi kolmasosaa.

5 Pinta-alan laskeminen

140.

141.

142.

143.

144,

145.

a) A= T(4—x2)dx—2}(4—x2)dx—2;(4x—lx3)—102
- - T 377 3

-2
2 2 3 1 3.3
b) A= [(2+3x—x})dx=/ 2x+=x* —=x*)=6-(-2)=6=
)_jl< k= | x4 x* = xh) =6-(-) =67
33 3
) A=[=dx=/3Inx=3In3-3In1=3In3=1n27
1 X 1
a) A——j(x2 —3)dx——2j(x2 —3)c1x——2}(lx3 —3x)——2(1—3)—5l
| 0 0o 3 3 3
2 21 1 8 11 1
b) A= [(X* +1-X)dX=/ (=X’ +X—=X*)=——(-—) =4~
)_jl( =/ G SX =3 =40
€ X 42 1 16 1
0) A= [(Wx+D)dx =/ (Ex/x+=-%x})=—+2=T7=
) {( PX=/G X == 3
Suoran y = 3x — 2 ja paraabelin y = x* —2 leikkauskohdat ovat x =0 ja x = 3. Néi-
den kohtien vélilld suora on paraabelin yldpuolella.

7 2 ; 032 1o ]
A=[(Bx—2-(x*=2)dx = [Bx—x*)dx =/ (S x> —=x*) =4
0 0 0 2 3 2

Paraabelit y = X* —X—1 ja y = —X* + X + 3 leikkaavat kohdissa X = —1 ja X =2. Nii-
den viliin jddvén alueen ala on

2 2
I(—x2 +X+3-(x* =x—1))dx = J.(—2x2 +2x+4)dx=9.
-1 -1

Kéyrit y =sinX ja y = cosX leikkaavat vélilli Y

[0,2 7] kohdissa 7/4 ja 57/4. Kysytty pinta-ala s y = cosx
S57/4 T >

on I(sin X —cos X)dx = 242 . ‘ ! \> ¥ = sinx

/4
— _ _ _ 3 _ 2 X — + + +
f(x)l_x(x 1)(2x 2) = X" —=3X" +2X o — N i
1 1, 1 X-2 — | — - t 5
A=|fx)dx—| f(X)dx===(——)=— - . >
[ f00dx— ] £ (x)dx 2 P73 f() + =1 +x

0 1
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YA ly=s5x
e
146. Kiyrit y = 6— X" ja y = 5X leikkaavat kohdassa X =1 ja kiyrit
y =6—x"ja ¥ = X kohdassa X =2. Lasketaan ala kahdessa osassa:
1 2 1 1 ¥ =x
A=[(5x=x)dx+ [(6-x* = X)dx =2+2—=4—
0 1 6 6
2 X

147. Lasketaan kdyrien leikkauskohdat ja sitten pinta-ala
kahdessa osassa.

y=x2-4\/
9 1 1 1
A:j(x+2—x2+4)dx+?6~3 =7+9=167 /3 X
-2 _

. y=x+2

kolmion ala V=3x-4

148. Oheisessa kuvassa nikyvit kdyrien leikkauskohdat ja kaksiosainen alue. Symmetrian
vuoksi riittdd laskea osa-alueista vain toinen.

1
y

1 V2 1 J2 _
2 1 2 y,=x?
A=|x2dx+ | (5 -Ddx=/=x+ / (-=—X y
-('). J1.(X2 ) é3 {( X ) 1
_2
=%+(3—2Jz_=3§—2\/§ y= el
Koko pinta-ala on 6% — 442 1,01. /A | AKX

149. Oheisessa kuvassa nihdéin kiyrien y = 2x* — x> ja y = 2x — x* muodostamat sil-
mukat. Kéyrien leikkauskohdiksi lasketaan X = 0,
X =1ja X =2. Lasketaan silmukoiden pinta-alat.

1
A =j(2x—x2 —(2x? —x3))dx=%
0

YA

y=2x*-x’

2
A, :J.(2x2 —x* —(2x—x?))dx =i
1

A x
. . . . o =2x-X*
Silmukoiden alat osoittautuvat yhté suuriksi. y \

150. Paraabelin y = 4x — X ja X-akselin rajaaman alueen ala on

1 4 1 2
A=|Ux=xHdx=/02x*-=x*)=10=.
!( ) é( ;) =102

Paraabelin ja suoran y = 2X rajaaman segmentin ala on
1 1

2 2
A = [(@x=x7 —2x)dx = / (x° —§x3):1§.
0 0

28

Kysytty suhde on A :(A—A1)=§:?=4:28=1:7.

© Lukion Calculus 5



84

Integraalilaskenta (MAA10) Tehtdvien ratkaisuja

151.

152.

153.

154.

Kayra Ix + ﬁ =4 on maédritelty ehdoilla x>0ja y>0.

Kayrian ja koordinaattiakselien leikkauskohdiksi lasketaan
(0, 16) ja (16, 0). Kuvassa ndkyvin alueen pinta-ala on

16 16
A= j(4—&)2dx: j(16—8&+ X)dx
0 0

16
= /(16x—£x\/;+lx2) e
A 3 2 3

\7
16t

’

16 X

X
. ) 1
Alueen pinta-alan lauseke on A(X) = J.(it2 +1)dt (tai muodostettuna D) X +X).

0

1
Derivaatta A’ (X) = 2 x* +1 ilmoittaa pinta-alan kasvunopeuden. Sen kysytyt arvot

ovat A'(1) = 1%, A'(2)=2ja A'(4)=5.

a) Kéyrien y =x -1 ja x = y* —1 leikkauspisteiden y-
koordinaatit ovat y =—1 ja 'y = 2. Integroidaan y-akselin
suunnassa.

2 2
1 1
A= Jy+1=(y7 =Dy =/ Y =2y +2y)
1 1

0 7 1
= _(-L=4a=
3 074

b) Kéyrien x = —y? +2 ja y = —x leikkauspisteiden y-
koordinaatit ovat y =—1 ja y = 2. Integroidaan y-akselin
suunnassa.

2 2
1 1
A= [Cy? +2-(dy=/ (-3y" +2y+-y7)
1 -1

0 7 1
_0 - 4t
3 0974

c) Yhtilostd y = Inx saadaan x = e” . Integroidaan y-akselin

suunnassa.
2 2 1
A=[eldy=/e’ =e’—e” =e’ ——
-3 -3 €

Yhtiloistd y=Inx ja y = x* saadaan x =e” ja x = ﬁ,
kun X > 0. Integroidaan niiden erotus y-akselin suunnassa
valilla [0, 1]. Pinta-alaksi saadaan

1 1 3
2 2
A=j(ey —Jy)dy =/ (e’ —§y2)=e—1§z1,052.
0

0
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155.

156.

157.

158.

159.

160.

Ehdot y > (x—2)? jay < X toteutuvat samanaikaisesti alueessa, y\<
joka on korostettu oheiseen kuvaan. Reunan, joka ei kuulu alu-
eeseen, midradvit kayrit y = (x—2)? jay = X. Ne leikkaavat |
kohdissa X =1 ja x = 4. Kysytty pinta-ala on y =(x-2)

4
(i — (x — N2y = 4L
A—_!‘(x (x=2)")dx =4

Symmetrian takia riittdd laskea ensimmaisessé neljanneksessé olevan alueen ala.

. 1. . .
Kuvaan on laskettu suorien y = 5 X jay = 2X sekd hyperbelin xy = 1 leikkauskohdat.

1742 Np) yA y=2x
X 1 X
A= | @x=2dx+ [ (--2)dx Ny
?f 2f e X2 D 2
1/42 2 o
= /3x2+ / (1nx—lx2)=§+21nf—§=1n2 ; f>
Kysytty pinta-ala on siis 2In2 ~ 1,39.
YA y-e y:ex/a
Kiyrit y=eja y=e*'?, a>0, leikkaavat kohdassa x = a.
Kysytty pinta-ala on
a a
A=j(e—e’”a)dx:/(ex—ae”a):ea—ae+a=a. A
0 0
a X

Yhtdlo y = (X — a)(x — b) esittdd ylospdin aukeavaa paraabelia, joka leikkaa x-akselin
kohdissa a ja b, a <b. Paraabelin ja x-akselin vilisen alueen pinta-ala on

b a a
A= —I(x—a)(x—b)dx = j(x—a)(x—b)dx =/(lx3 a2l v ang
) ) 30 2 2
Ll Lopian Ly i lap i Lo —ap2
32 2 | 2 2

Ll lap Ly :l(b3 —3ab* +3a’b-a’ :l(b—a)3.
6 2 2 6 6 6

P p 3 4
Ehto A = B toteutuu, kun IX( p—Xx)dx = Ixz(p —X)dx eli kun % = 1p—2 Tésta saa-
0 0

daan positiivinen nollakohta p=2.

Origon ja pisteen (a, f (a)) kautta kulkeva suora puolittaa
oheiseen kuvaan korostetun alueen, kun a toteuttaa yhtélon

4 4
la(4a—a2)+.[(4x—x2)dx =1j(4x—x2)dx, 0<a<4.
2 a 20

kolmion ala

Siis 2a* —%a3 +%a3 —2a’ +10§=%-10§ ,josta a® =32 jaa=23/4~3,]17.
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161. Kiyrit y = x* ja ¥ =9 leikkaavat kohdissa X = +3. Niiden vilisen alueen ala on
3
2J- (9 — x*)dx = 36.. Jos suora Yy = C jakaa alueen kahteen yhti suureen osaan, niin
0

Ve 2¢c . 932
3 2

2I(C—X2)dx=18 eli =9, jostac=
0

162. Yhtiloparista Yy = X*ja X’ +y* =2 saadaan X = £1. Kysytty A
pinta-ala voidaan silloin laskea lisddmalld neljinnesympyrin

alaan g kaksi kertaa kiyrien y = X ja y = x* vilinen ala

1

7 1
tulee —+—.
2 3

) V1, 1 .50 1 . . X
j (X=x7)dx = /(= X~ —=x’) = —. Haetun pinta-alan arvoksi
0 0 2 3 6

. 1 : .
163. Kéyrit y=Xxjay= 2 x? leikkaavat kohdassa 4, joten tulee Y4 y=1lx
ollat>4. Alemman alueen pinta-ala on B8/ —x
4 4 N
A= j(x—lxz)dx=/(lx2 ~ 1y 28 o ylemmiin
0 4 0 2 12 3 A
t t 5 _
B:j(lxz—x)dx:/(iﬁ—lx2)=it3—1t2+§. 4t X
2 4 4 12 2 12 2 3
) 1.5 1, 8 8 . -
Alat ovat yhté suuret, kun Et — Et + 3 = 3 elikunt=6. (Arvot =0 ei kiy.)
164. KunXx=t, niin y =t?. i
. ¢ 2 2 t 2 1 3 2 3
Pinta-ala A:j(t —X)dX =/t X==x")=—1".
0 0 3 3
2 2 1 B
Pinta-ala B = [(x* —t*)dx = / (=X’ —t?X) ,
t t 3 A [
1 2 :
=§—2t2—(—t3—t3)=—t3—2t2+§. ' >
3 3 3 3 r2 x

Pinta-alojen summa A+ B = §t3 - 2t? +§ = f(t) on t:n jatkuva funktio valilla

2

0<t<2.Derivaatan f'(t) = 4t*> — 4t nollakohdat ovat 0 ja 1. Arvoista f(0)= 25,

1
f(2)=5 3 ja (1) =2 valitaan suurin ja pienin

165. Viritetyn alueen yhteni rajana on yksikkOympyréin kaaren
neljdnnes. Haettu pinta-ala saadaan vihentdmalld ympyrinel-
janneksen alasta kuvassa olevan valkoisen alueen ala.

0,786 0,786 1

AxZ— [Xdx=2- ) —x’ 0,624
4 4 43
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r r
166. Pinta-alkio on dA=27xdx, joten A= j27rxdx =r/ x* =zr?.
0

167. Olkoon F funktion f(x)=(x?+x+1)"" integraali-

funktio. Silloin kuvaan merkitty pinta-ala on
a+2 dx a+2

A(a) = I—X2+X+1= éF(x)=F(a+2)—F(a). 2 anl

Pinta-alan derivaatta A'(a) = F'(a+2)-F'(a) = ! 1

B —-4a-6
(@’ +5a+7)a*+a+l)
osoittaa, ettd siind kohdassa pinta-ala saa suurimman arvonsa.

saa arvon nolla kohdassa a = —%. Merkkitarkastelu

b b
168. a) A= J.L /—1:1—1—>1,kunb—>00.
1 X° . X b

>

b
b) A= jldx /lnx Inb — oo, kun b — co.
X
1

169. Vilin —f <X< 57” paétepisteet ovat kdyrdn

y=3sinX+sin3x+ 242 perékkaisid nollakohtia.

(a+2)2+(a+2)+1_a2+a+1

y=+x+1)"

Pinta-alan likiarvoksi tulee 17,10.

170. Kiyrd y? = x(x—1)? on symmetrinen x-akselin suhteen. o
Ensimmadisessd neljanneksessd y = |X - 1|\/; . Pinta-ala on

1 1
A= 2[(1 - X)\/;dX = 2_[(\/;— X\/;)dx
0 0

:2j‘(X1/2 ~x¥%)d 2/(2 3/2 2X5/2):§'
0 5 15

171. Kiéyrd on y* = x* —x* maritelty vililli —1< X <1 ja on symmetrinen x-akselin
suhteen. Ensimmaisessé ja kolmannessa neljdnnekses-

x

YA
si y = x+/1—-x*. Pinta-ala on 1+
1 1 y2:x2_
A=4jx\/1—x2dx:4-(-%)](—2x) 1-x2dx
0 0
1 3 -1 1
2 o 4 4 1
=2/21-x*)2 =—=(0-1)=—=1—.
[0 ==30-D=3=13
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6 Tilavuuden laskeminen

172. a)V :n}(\/4—x)2dx :n}(4—x)dx=n;(4x—%x2):8n
0 0 0

2 2 2
b) V =2n[(4-x*)*dx =2n[ (16 -8x* +x4)dx:2n/(16x—§x3 +
0 0 0

4 4 4
X 1 5 256w
O)V=n|l(16——)dX=7t/(16X——X") =
) {( 16) é( 20 )

5

2 2 2

)V = (4-y?)2dy =n] (16-8y* +y' My =7/ (16y - ¥+ y) =
0 0 0
4 4 % 4 3 é 3

OV =r[QRy+4) dy=7[(y+4> =7z/§(y+4)3 =7 32=
24 4 4

1 2 T 2 1 T T
HV==n-1"1+n[Q-y)dy==+71/Qy-——y*)=—+
)V =3 {( V)dy == {(y V=3

173. Kiyrd y = x4/ X+ 3 leikkaa x-akselin kohdissa —3 ja 0. Py6-
rdhdyskappaleen tilavuus on

9 0 1 27m
V=r[x>x+3)dx=n/(=x*+x>)=2"2,
_f3 (X+3) _/3(4 ) 1

174. Kiyrit y=x*jay= VX leikkaavat kohdissa X =0 ja Xx=1.Ky-

sytty tilavuus on

1 1 1
V= ﬂj(ﬁ)zdx—ﬂj(xz)zdx :zj(x—x“)dx _3
0 0 0 10

h 4
175. Olkoon h kysytty veden korkeus. Silloin ﬁj ydy = %ﬂj ydy,
0 0

) 1 :
josta Ehz =4 ja edelleen h=2+/2.

176. Kiyrd y =
X+2
pyordhdyskappaleen tilavuus on
3 I 21 4
V=r[(=-22dy=n| (-—+4dy
172 Y 172 y

2 1
=71 / (-——4In|y|+4y)
172 Y

1

=n(—%—4ln2+8—(—2—4ln§+2))=n(7%—8ln2)z6,14.
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177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

2
a)V =r-3 -4—2nj(x2 —1)2dx
1

g gLy 20
=367 27 [(=X ==X +X)
15 3

1 31 15
b) V = (y+Ddy =n/(Cy> +y)=—"
. 0 2 2

_ o lsin? xdx = [ T x— Lsinax = ©
V—ﬂJ(;SIIl de—5£(1 cos2X)dX—2é(X 2sm2x)— 5

Kiyrit 4y = x* jay = 1 leikkaavat kohdissa X = +2 . YA
2 2 _ 2
1 202 1 ., 1 4 /\Y/—XM
V=27z|(1-=x")dx=27|(1-=%x"+—x")dx ’ -
g( %) g( THRETR f y

2
:27z/(x—lx3 +ix5):32—”
6T T80 15

»
>
X

20 -1 1 2

Kéyrd y =10x(k — x) on alaspéin aukeava paraabeli, joka leikkaa x-akselin kohdissa
X = 0 ja X = k. Oletetaan aluksi, ettd k > 0.

k k 2 5 5
V= ;zj100x2(k — x)2dx =1007r/(k— 3 —gx“ +%x5) _ 1007 X 2 107
0 0

X =
3 30 3

Tilavuus on 8107, kun k = 3. Olettamalla k negatiiviseksi saadaan tulos k = —3.

YA x=2
Integroidaan y-akselin suunnassa 0:sta kédyrien leikkaus-
kohtaan y =4. Poikkileikkausympyrén sédde on
4 |
2—x:2—\/y.TilavuusV:ﬁJ.(Z—\/V)zdy:S?ﬂ. =
o > AL >
__________________ >

Vilin [— %,37”} paitepisteet ovat kdyrdn Yy = sin X +cosX peridkkdisid nollakohtia.

Kysytty tilavuus on

37/4 3z/4 37/4
V=r J.(sinx+cosx)2dx=7z J.(l+sin2x)dx=7z / (X ——cos2X) = 7°.
/ -r/4 2
-/4 —r/4 b1

r r
a)V :2nj(r2 —Xz)dX:zrc/(rZX—lXS):27‘[.%[‘3 :fmd
0 0 3 3 3

r r r
b) V =IA(X)dX=I4RX2dX=4n/lX3 L
3 3
0 0 0
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184.

185.

186.

187.

188.

Maavallin péétyé rajaa paraabeli, jonka yhtdloksi kuvaan piirretyssd koordinaatistos-

2 . .
sa saadaan Yy = —3 x* + 6. Paadyn pinta-ala neliomet- y

3 3 O
reind on A:ZJ(—§X2+6)dX=2/(_§X3+6X)=24. ‘
0 0

Vallin tilavuus on niin ollen 12m?-100m =2 400 m°> .
Autokuormia tisté tulee 240.

100
X

Kayrit y =

21 jay =0,1x leikkaavat kohdissa X =13 . Pyordhdyskappaleen tila-
X7 +1

1 1
vuus on V :nj(l—l)dy:n / (ny-y)=n(In1-1-(In0,1-0,1)) = 4,41.
0,1

0,1

yA
Koordinaatiston pituusyksikko vastaa kolmea
metrid luonnossa, joten koordinaatiston tilavuus-
yksikko vastaa 27 kuutiometrid luonnossa. Hiek- — B —
kakasan tilavuus on noin 27-4,41m?> ~120m?>. 7T o- I 2 X
a) Paraabelin yht4lo on muotoa y = ax* + 2. Sijoittamalla YA

. o 3
pisteen (4, 8) koordinaatit pdddytiddn yhtdloon y = 2 X +2.

b) Pyorahdysparaboloidin tilavuus on

p 58 878 1 2
V, =z x2dy =z 2(y=2)dy = °= /(= y> —2Vy) = 48x.
< b

Nesteméird on 7 -42 -8 — 487z =807z (cm”) eli noin 2,5 dl.

c) Yhtilostd 77-42 -y = 807 saadaan levossa olevan nesteen korkeudeksi y = 5.

Kun ympyrén x* + y2 + 6X+ 5 =0 yhtilo kirjoitetaan y=x-1

yA

muotoon (X +3)% + y* = 4, nihdiin keskipisteeksi

(=3, 0) ja séteeksi 2. Ympyrén ja suoran Yy = —X — 1 leikka-
uskohdiksi lasketaan X = -3 ja x = —1. Pydrahdyskappaleen
tilavuus saadaan vihentdmaélld puolipallon tilavuudesta
suoran ympyrékartion tilavuus. Kartion pohjan séde on 2 ja

korkeus 2. V =g7z~23—l-7z~22~2=8—7z.
3 3 3

Xy

Kiyrd y? = (e* —1)(e—e*) on médritelty, kun oikea puoli on
ei-negatiivinen. Néin on tarkalleen vilillda 0 < x <1. Kédyrin
pyorahtdessa x-akselin ympéri syntyy kappale, jonka tilavuus on

Xy

1 1
V =nf(e* —1)(e—e*)dx = n[ (ee* —e** —e+e*)dx
0 0

1
= [ (ee* _ L —ex+e") = z(e? _Le —e+e—e+l+0—l):7z(le2 —e—l)zl,so
A 2 2 2 2 2
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189.

190.

191.

192.

193.

Kiyrd y? = x(x+1)(x—1)(2—X) on médritelty, kun tulolau- yA

—_—

seke on ei-negatiivinen. Tekijoiden merkkitarkastelu osoit- /\
taa, ettd ndin on véleilld —1<x <0 ja 1<X<2. Kappaleen

muodostuvat, kun ndilld vileilld oleva kdyrd pyorahtid x- -1 1U
akselin ympdri.

bl 4

¢ 2 ? 4 3 2 197
V, =nfy?dx=nf(-x* +2x7 +x —2x)dx=§

-1 -1

2 2
V, = nj y2dy = nj (—x* +2x7 +x? —2x)dx = 139—(7: Kappaleet ovat yhti suuret.
1 1

Integroidaan y-akselin suunnassa. Pyordhdyssiteet ovat R=2+,/y+1 ja

r=2-—,y+1. Tilavuudeksi saadaan

0 0 0 YA T Lk,
Vv =7sz2dy—7zjr2dy =7zj(R2 —r?)dy
-1 -1 -1
® ¢ 167 — %
=;zj(R—r)(R+r)dy=87zj1/y+1dy=7.
-1 -1

Astian tilavuus on noin 16,8 litraa.

a) Vv —quT(b2 b x%)dx = 2n7(b2x—ix3) —on-2b%a =2 nab?
0 a’ 0 3a’ 3 3

b 2 b 2 2 4
bV =2n[(@2 -2 y2)dy=2n/@’y - y*)=2n-Za’b=—na’b
) i( J7 Yy =2m/ @y = sy 3 3

Tasasivuisen kolmion kanta on 2y, joten korkeus on y\/§
ja ala y?+/3. Kappaleen tilavuus on

2 2
V= ﬁjyzdx = ﬁjzxdx =43
0 0

Kuvassa oikealla ndhdddn rasian pitempien sivujen suuntainen pystysuora leikkaus.

19 cm

15 cm 15 cm

. . . X 2. z
Sen yhdenmuotoisista kolmioista voidaan muodostaa verranto — = 3’ josta X = 2

Koska laidat kallistuvat ulospéin kaikki samassa kaltevuudessa, korkeudella z olevan

leikkauskuvion ala on A(z) = (15 + §)(7 + g) - % 22 +112 +105 (cm?).
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8 8
Rasian tilavuus on V (2) :J'A(z)dz = /(é z* +1—21z2 +1052) =1 234% (cm?).
0 0

1
Vastaus: Pinta-ala on A(z) = 2 2’ +112 +105 ja tilavuus 1 235 cm’.

194. Oheinen kuva esittdd rakennuksen pohjana olevaa origokes- yﬂ\x2 +y’=r’
kistd ympyrad. Leikkauskuvio kohdassa X, X > 0, on suora- .
kulmio, jonka kanta on 2y = 24/r* —x* ja korkeus y. Koska J y -~
2r =19,7 m, rakennuksen tilavuus on \ X / X
r r 3
v=2j2(r2—xz)dx=4/(r2x—lx3)=8Lz2550(m3). o
0 0 3 3
YA
2 2 y=e*
195. V =nf(e™ ) dx=nfe " dx~197 >
0 0 2 X
7/ Maaratyn integraalin muita sovelluksia
3 3
196. s= I(l2 +10t)dt = / (12t + 5t*) = 37 . Kuljettu matka on 37 m.
2 2
197. Matka metreind on m/s Av
! 17 1100
= jv(t)dt =.[(1100—16t—0,18t2)dt
f 0
17 , ; .
= / (1100t -8t~ — 0,06t 5
é ( ) 17 N\ s

~18700-2312-295=16 093.
Luotain etenee noin 16 km. (Nopeus on integroimisvililld positiivinen, joten luotain

etenee tarkasteluvililld samaan suuntaan.)

198. Koska kiihtyvyys (m/min?) on a(t) = 124t kappaleen nopeus (m/min) on
3
v(t)=12- %t 2 4C =8/t +C , jossa C on alkunopeus 25 m/min. Kappaleen sijainti

4 416 2
neljin minuutin kuluttua 13hddstd on 100 + j (8t/t +25)dt =100 + /%t 2 425t
0 0

=302,4. Kappale on likimain kohdassa x = 302 m.
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199. Hetkelld t = 2 kappaleen liikesuunta muuttuu vastakkaiseksi, ja siksi kappaleen kul-

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

kema matka lasketaan kahdessa osassa.

i(zt t?)dt }(2t t?)dt 2(t2 1t3) 4(t2 1t3) Ly 4
S = - - - = ——t3) - - >
0 5 é 3 é 3 2 t/s

8 64 8
=4———(16———-4+-)=8 i

370073 3 B
Kappale kulkee kaikkiaan 8 metria.

-84

Koska s'(t) =v(t)=16e"*" niin s(t) = j 16e %' dt = —40e~"*"" + C . Silloin ai-

kavalilld 2,5 s - 4,5 s kuljettu matka on S(4,5 s) —S(2,5 s) # 8,1 m.

Nopeuden lauseke Vv(t) =2(1+ cos%t) el saa negatiivisia arvoja, joten kappale liik-

kuu aina samaan suuntaan. Sen kahden ensimmaisen sekunnin aikana kulkema matka

2 2
on s = [2(1+cos " tydt = / (2t +BinZty=4+2 ~65 (metrid).
0 4 0 V4 4 V4

Pumppuamisnopeus on 400 — 2t litraa minuutissa, 0 <t <200 min. Puolen tunnin

30
pumppuamisen jilkeen veden méédrd on V = I(400 —2t)dt =11100 (litraa).
0

Kun g(t) tarkoittaa laitoksen vedenkulutusnopeutta (m’ / h) ja t keskiydsti laskettua

24

aikaa tunteina, niin yhtdlo _[ g(t)dt =450 ilmaisee, ettd kulutus vuorokauden aikana

0
on 450 m’>.

Nesteen tulo loppuu, kun 60—-0,01t =0 eli t =6 000 (s).

6000
V = j (60 —0,01t)dt =180 000 . Nestettd mahtuu 180 m®.
0

0,1 0,1
a) W= kadx = /%kx2 =1,5. Ty6n suuruus on 1,5 J.
0 0
I VRN I T 2 L2y )
b) W —Ekx2 —Ekx1 —Ek(x2 —X,7)=4,5. Tyon suuruus on 4,5 J.

Yhtilostid F = kx saadaan k = E = 300N
X 0,20m

=1500 N/m . Jousen venyttimiseen

0,30 0,30
kymmenen kertaa lepoasennosta 0,30 m tarvitaan tyd W =10 jkx dx=5/ kx?
0 0
=675 (joulea).
1,7 1,7 1
Jousen venyttdmisessa tehty tyo on W = j kxdx =k / 5 x* =1,2k = 6,0. Tisti
0,7 0,7
k=15,0 (N/m).
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208.

2009.

210.

211.

212.

213.

214,

215.

0,3 0,3
Maédritetddn jousivakion arvo: Ikxdx =k / 1y x? = 0,045k = 2,7 . Téstd ratkeaa
0
k=60 (N/m). Venyttaiminen lepopltuudesta kahden metrin mittaiseksi vaatii tyon

%-60 -0,5% =7,5 (joulea).

60 60
W = J-(50—3\/t+4)dt = / (50t —2(t+4)*'*) =1992 . Ty& on noin 2 kJ.
0 0
P11, 4 301, 2
E= J(—gtz +§t +1)dt = /(_§t3 +§t2 +1t) = 6. Energian médara on 6 kWh.
0 0

Lasketaan funktion t(X) = 25,0 — i x? keskiarvo t(k) valilla [0,5]. Se saadaan yhti-
p 1 7

16std j (25,0 x2)dx =t(k)-(5-0) eli 14—~ 5-t(k). Keskilimpotilaksi saadaan

t(k)=22,9°C.

10
Olkoon keskiarvo V(K). Se ratkaistaan yhtalosta J-(7 500t? + 2 500)dt = v(k)(10 - 0)
0

eli 2525000=10v(k). Keskiarvoksi tulee 252 500 €.

a
Jousen venyttdminen lepopituudesta 6a pituuteen 7a vaatii tyon Ikx dx = E ka’ =ta.
0

2t ) L . .
Téstd k = —. Ty0, joka tehddén, kun jousi venytetdédn pituudesta 7a pituuteen 8a, on
a

W = j—xdx— x> =L.3a% = 3ta.
a
Sijoitetaan Xy-koordinaatisto pallon keskipisteeseen ja leikataan YA

2 2_ 2
palloa x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla. Leikkausympyran Xy =r
pinta-ala kohdassa x on 7zy* = 7(r* —x*), —r < x<r. / y
Eri kohdissa saatujen ympyroiden alojen keskiarvo on

X X
[ SPRE Tl 2 zhoa, Loy 2 2\J/
z(r - —x°)dx = r-—x-)dx = F“X——X)=—xr-.
2r_J‘r( ) rJ(;( ) ré( 3 ) 3

10
Merkitdan kysyttyéd keskiarvoa S(t):114, jolloin J‘(efo’zox +5,00)dx = S(t)(10-5) ja
5

26,16

10
edelleen /(=5,0e"%*" +5,00x) = 5S(t). Téstd S(t) ~ ~5,23.
5
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216.

217.

218.

219.

220.

221.

Henkil6luku ympyrarenkaalla, jonka sisdsdde on X ja ala
27xdx, on dN = (1500 — x*)272x - dx = (3000x — 2x* )X .
Asukasméird alueella, jonka etdisyys keskustasta on viiden ja

kymmenen kilometrin vilill4, on néin ollen ] X
10 10
N = [(3000x - 2x*)mlx = 7 / (1500%* ~ 2 X*)dx J
5 > Sl

5
= (150 000 — 40 000 — (37 500 —1250)) ~ 230 000

100 100
= I 12 > 27xdx = / 2007In(1+ x?) = 20071010001 . Laskeuman mééri on
0 + X 0

noin 5 800 massayksikkod.

Kun y = 2X\/§ niin y' = 3\/_ Kéyrdn kaaren pituus valilla [0, 7] on

jw/1+(3\/_) dx = j(1+9x)2dx_—/ (1+9x)2=—(512 )= 37%

Virtaldhteen tuottaman energian miird saadaan graafisella integroinnilla. Yksi ruutu
vastaa energia-arvoa 2 kWh. Lasketaan tdydet ruudut, minké jdlkeen voidaan esi-
merkiksi laskea tdysind ne ruudut, joista kdyrén alle jai yli puolet, ja jattdd muut osa-
ruudut huomiotta. Tdlld arviointitavalla saadaan arvio 103—104 kWh.

Keskiarvoon tarvittava madritty integraali saadaan graafisesti arvioimalla kdyrén alle
jadvén kuvion pinta-ala. Pitden alareunana suoraa t = 20 saadaan pinta-alan arvio 84
yksikkod. Vastaava keskiarvo ratkaistaan yhtédlostd 84 = t(k)- 24 . Kun tésté saata-

vaan arvoon lisdtddn 20°C, tulee vuorokauden keskildmpdtilaksi 23,5 °C. Jos pinta-
alan arviossa paadytdan lukuun 86, keskilampotilaksi tulee 23,6 °C.

a) Kun v(t) =5,6+18-e>*' niin v(1 s) 17,4 m/s~ 63 km/h,
V(5s)=7,80 m/s~28 km/h jav(10s)=5,87 m/s~21 km/h.

10
b)s—J.(56+18 e‘°42t)dt—/(56t 300 6-0.42t) < 98 (m)

300

¢) s(t) = j(5,6 +18-e7042t) gt = /(5,6t - 300 -0 300
0 0

e 04ty _ 56t 200
7

Téssé t on aika sekunteina varjon avautumisesta, josta hetkestd pudottu matka laske-
taan.

Se aika sekunteina, jossa hyppadja putoaa varjonsa varassa puoli kilometrid saadaan

300 g, 300

yhtdlosti 5,6t — - =500. Aika voidaan etsid graafisesti hakemalla

kayran y = s(t) —500 nollakohta. Ajaksi tulee 1 min 22 s.
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Lisatehtavia

Integraalifunktio

14.

15.

16.

17.

18.

19.

dx 1
a) J§:§1n|x|+c

Inx. 11 1
b) Igdx=§j;(lnx)ldx=g(lnx)2+C

dx 1
0) jmnx = lnfinx+C

X (x+2)-2 2
a)jx+2dx=j ) dx=j(1—m)dx=x—21n|x+2|+c

X+1 (x+2)-1 1
b) [ = [P = [(1-— )k = x—Inx+ 2 +C

2 2
c).[x 3dX=JA(X—4)+1dX:J-(X—2+L)dX=lX2—2X+ln|X+2|+C
X+2 X+2 X+2 2

Funktion f(X)=X+sin X cosX derivaatta on f'(x) =1+ cos® X —sin? X

=1-sin” X+cos> X =cos” X+cos” X =2cos’ X, joten funktio f on funktion
g(x) =2 cos? x integraalifunktio.

Funktion u(x) = x(x—2)* derivaatta on u'(x) =1-(x—2)* + x-4(x —2)*
=(x=2)* (x—2+4x) = (x—2)*(5x—2), joten funktio U ei ole funktion

V(X) = (3x—2)(x-2)* integraalifunktio.

a) 9'(X) =—(-sin2x)-2 = 2sin 2X b) h'(x) =—-0,5(—sin2X)-2 = sin 2X
€) s'(X) =—-2cosX-(—sin X) =2sin Xcos X = sin 2X

d) t'(x) =—0,5-2cos X - (—sin X) = sin Xcos X

Huomataan, ettd funktiot h ja s ovat funktion f(X)=sin2X integraalifunktioita.

a) D(xsin X+cos X+C) =1-sin X+ Xcos X—sin X = X cos X, joten

IXCOSXdX:XSinX+COSX+C.

b) D(2&(1nx—2)+¢)=2-L(1nx—2)+2\/§-l— Inx_ 2 2Vx_lInx
X

=y s
2Vx X Jx Jx x o  Jx
joten jlnTde =2Jx(Inx-2)+C.
X
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

X
1
Koska f'(x) = € 2+2 :%eX +1,0n f(X)=EeX+X+C.Eht0 f (1) = e johtaa yhti-

1 1 1 1
166n —e+1+C =e,josta C=—e—1.Siis f(X)=—e* +x+—e-1.
2 2 2 2

1
Funktion f(X)=Xx+2 kaikki integraalifunktiot ovat F(X) = 5 x% +2x+C . Erdén

integraalifunktion kuvaaja sivuaa suoraa y =3X—4, joten sivuamiskohdassa
F'(x) = 3. Sivuamiskohdaksi tulee x =1, ja siind F(1)=3-1-4. Tédma chto antaa

C= —3% . Haettu integraalifunktio on F(X) = % X% +2x —3%.

Funktiot, joiden derivaattafunktio on f'(X)=6—-2x, ovat f(x)=6x—x?+C . Nii-

den kuvaajat ovat alaspdin aukeavia paraabeleja, joten kunkin funktion suurin arvo
liittyy paraabelin huippuun. Se on kaikilla derivaatan nollakohdassa x = 3. Ehto

f(3) =10 antaa C:n arvoksi 1. Haettu funktio on f(X)=6x—x* +1.

a) y' =2x(x+1)=2x? +2x, joten y = f(x):§x3 +x?+C.Ehto f(2)=0 antaa

C:n arvoksi —9 % .

1 4
b) g:i/;+x=x3 +X, joten y = f(x):ix3 +lx2+C:§xi/;+lx2+C.
dx 4 2 4 2
Ehto f(8) =4 antaa C:n arvoksi —40.

3
1 1
C) f'(X)zX—X?—sinx,joten f(X)ZEXZ —EX4+COSX+C.EhtO f(0)=3 antaa

C:n arvoksi 2.

a) Kun f'(x)=3x>-9x+6, niin f(x)=x" —%xz +6x+C ja f(3)-f(1)
:27—%+18+C—(1—%+6+C):2.

b) Kun f’(x)=2sin2x+ cos4X, niin f(x)=—cost+%sin4x+C ja

f(%)— f(O):—cosn+%sin2n+C—(—cosO+%sin0+C)=2.

Funktion f(x)=ax” +x kaikki integraalifunktiot ovat F(X) = % X+ % x* +C. Eh-

dot F(-1) =-1ja F(1) =3 antavat yhtdloparin —%+%+C = —1ja%+%+C =3,

josta ratkeaa a = 6.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Kun f''(X)=-6X+2,niin f'(x)=-3x>+2x+C, ja f(x)=—x> +x* +C,x+C,.
Ehdot f(0)=3ja f(2)=1 antavat yhtéloparin C, =3 ja—8+4+2C, +C, =1, josta
C, =1. Haettu funktio on f(x)=—x> +x* + x+3.

Kun y'’'=12x*—12, niin y' = 4x> —12x+C, ja y =x* —6x*> +C,x+C,. Kiyri
kulkee pisteen (1,2) kautta, joten 1-6+C, +C, =2 . Kéyrille tdhén pisteeseen piir-
retyn tangentin yhtdlo on 3X+ Yy —5=0, joten derivaatan arvo kohdassa 1 on —3 eli
4-12+C, =-3.Saadaan C, =5 ja C, =2 . Kéyrén yhtdlo on néin ollen

y=x*—6x*+5x+2.

Koska ~02 1 niin [+ qx—x+C, eli In|f (0] = x+C, . Tasta
(%) (%)

[f(x)|=e*C =e* 6% =C,e* ja f(x)=1C,e* =Ce*, C#0.

Koska f'(X)=g'(X)+2x—1, niin f(x)=g(x)+x? —x+C . Koska funktioiden
f ja g kuvaajat kulkevat pisteen (3, 5) kautta, on f(3)=g(3) =5. Saadaan yhtilo
5=5+9-3+C, josta C=-6. Epdyhtdlo f(X)< g(x) saadaan nyt muotoon
g(xX)+x? —x—6<g(x) eli x> —x—6<0, josta —2 < X <3.

Kasvunopeudesta n(t) = 40t> —80t>? pidstiin integroimalla viestdmadraan:
5
N(t) = ?ﬁ —32t2 +C . Koska N(0)=20000, niin C =20 000. Vikiluku 15 vuo-

5
den kuluttua on N(15) =?~153 —32-152 420000 ~ 37 000.

=t3/2

t
a) Kappaleen nopeus (m/s) v(t) -5t 1 voidaan helposti osoittaa positiiviseksi

kaikilla ajanhetkilld t > 0, joten kappale etenee koko ajan samaan suuntaan. Integ-
5

roimalla saadaan matkan lausekkeeksi s(t) = %tz —%tz +t+C. Aikavélilli4s-9s
kappale etenee matkan S(9)—S(4) =73,15= 73 (m).

1

b) Kiihtyvyys on nopeuden derivaatta, joten a(t) = %t 2 —% . Kiihtyvyys ajanhetkelld

t=9son a(9) =4 (m/s?).

Koska kiihtyvyys (m/s?) on a(t) = 0,2t — 0,4, niin nopeus on V(t) = 0,1t* —0,4t +C.
Nopeus hetkelld t =2,0 s on 2,5 m/s, joten 2,5=0,1- 2,02 —-0,4-2,0+C . Téastd ratke-

aa C=2,9 (m/s). Nopeus hetkelld t=4,2 s on 0,1-4,22 -0,4-42+2,9=2984 cli
noin 3,0 m/s.

© Lukion Calculus 5



Integraaliloskenta (MAAT0)  Tehtdvien ratkaisuja %%

Mdaardatyn integraalin laskeminen

3 1 3 3 3
1. —6=jf(x)dx=jf(x)dx+j f(x)dx=—10+j f (x)dx , josta j f(x)dx = 4.
0 0 1 1 1

2 234 ax = /xS g1 b43d 46\/_6
. a)_!'(x—x)x_{(gx x) m )!ﬁx_{ -

2

1 1 2
3. j =—l/ 1 b)j X 2dx=1/1n(1+4x2)=11n17
0(3X 4) 37 3x 4 o 1+ 4x 8% 8
4. a) (x5 —_/1(1n|x|+§)—§—6 b) ide—;l(lnx)“ _1
' 2 L X" e X 4 4
27 2 0 0
5 a) J.cosxdx= /sinx =0 b) Jcos(zr—x)dx=— / sin(z —X) =—1
0 V4
0 s -
/2 /2 1 zl2 /2 1
6. a) J.sin4XcostX= /—sin5X=— b) Icos4XsinXdX= / ——cos’ X=—
: b5 5 ) v 5
1 1 1 1 In2 In2
7. a) je“dx:E/e“zz(ez—l) b) j(e +1)dx = /(e +X)=1+1In2

8. a) j|X|dX:'T(—X)dX+deX:;—1X2+}1X2:l_i_l:l
-1 -1 0 -1 2 ()2 2 2

b 2t 1dt—1 t +1)dt 2t 1dt—1 lt2 t 21t2 t—1 1—1
) [l = [tendes Ja=bat= /(58 w0+ /G -0 =5+ =

0

1 P31 1 3 3
9. J'(2x—l)\/;dx:j(2x2—x2)dx /(ix2—gx2)_i §:2
0 0

15

I (R 1 Bl
10, [x(WX+1)dx = [(x2 +x)dx= ] (G x2 +x?) =24 L2 2
0 0 (S 2 5 2

11.

dx 17 —~ -l S 2
— _—55(—3)(2—3@ de_—§é2(2—3x)2 _—g(\/g—ﬁ)
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1 1
1 11
12. 1—x2) ' xdx = —— | (=2X)1 = x*)'dx=—— /— (1 =x))"™ = - -
!( ) 2{( )(1-x?) 2ém< ) ( r+1)
o
2(r +1)

X X
13. a)j(2t+1)dt=/(t2+t)=x2+x=2,jostax=1taix=—2.
0
X x Ly
b)j =[t 2 =/2Jt=2Jx-2=2, jostax=4.
1 1 1

X X
14. a) [e'dt=/e' =e*~1=1,jostax =In2.
0
a2 2 2

= I%:a/ 1n|t|:1na2 —1n|a|:1na2 —lna:ln%zlna,a>0
a

a
a a 1
15. Kun f(x)=4x—10, niin [ f(x)dx =/(2x> -10x)=2a* ~10a+8 ja f(3Z)=3'
1 1

5+4/15
o

a
Yhtals | f(x)dx=f(3 i) toteutuu kun a =
1

16.  Olkoon toisen asteen polynomifunktio f(x)=ax? +bx+c.Ehdot f(0)= f(3)=1

3
antavat yhtédloparin ¢ = 1 ja 9a + 3b + ¢ =1. Ehdosta j f (X)dx = 0 saadaan yhtilo
0

3
/ (% ax’ +% bx? +cx) =9a +% b+3c =0. Yhtdloryhmaén ratkaisuksi tulee a = % ,
0
2
b=-2jac=1. Kysytty polynomifunktio on f(X)= 3 X2 —2x+1.
a
17. Jatkuva funktio f(x)=2x" —x> +5%’ +4x on pariton, joten I f(x)dx = 0. Siksi

—a

2 2 2
[@x7 =x* +5x% +4x+Ddx = [(2x7 =X +5x> +4x)dx+ [1dx=0+4=4.
-2 -2

X X
18. &) [(-3t* +4t—2)dt = /—t> +2t* =2t = —x* +2x> —2x+4.
2 2

Epiyhtilé — x> +2x* —2x+4 > 0 kirjoitetaan esimerkiksi tekijaryhmittelyi kiyttien
muotoon (—X+2)(x? +2) >0, josta nihdiin helposti ratkaisu x < 2.

b) Integroitava funktio on méadritelty, kun t < 3.

X 3 _t X 1 X 1 )
——dt=|(3-t)2dt=—| (-3 -t)2dt=—/=(3-1)

] { /3

30003

kun (3— X)E <32 . Ehdot x<3 ja 3 —X <3 yhdessd madrdavét ratkaisun 0 < x < 3.

5 ER
=-1(B-%2-32)>0,

N | w
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19.

20.

21.

22.

X+2, kun X <1,

2
2x+1, kun X >1, on jatkuva, joten integraali _f f (x)dx on olemas-

Funktio f(x)= {
0

sa. f f(x)dx = j f (x)dx +f f(x)dx = j (X+2)dx +.2[(2x +1)dx
0 1 0 1

1

2
(= X* +2%)+ /(X +x)=2l+4=6—.
| 2 2

Il
S~~~
o
N | —

i(x2 +1Ddx = ((-0,5)% +1)-1+((0,5)* +1)- 1+ ((1L5)* +1) -1+ ((2,5)* +1)-1=13
-1

30 1 2
a) [sin+/xdx ~ 9,03 b) [Inxdx ~-0.94 ¢) [e dx ~ 0,88
0 0,01 0

Laskimen antamat tulokset saattavat vaihdella erilaisesta laskentatarkkuudesta johtu-
en.

a) ”f sin X
) Vsin X ++/cos X

1

j ~ (0,14270 . Tarkka arvo on T
o (X+ 1) (x +1)

dx = 0,78543 . Tarkka arvo on /4 ~ 0,78540.

—2 ~0,14270.

Pinta-alan laskeminen

—Inl-1+In2-1+In3-1+In4-1+1In5-1~ 4,787 g y=lnx

S, =In2-1+In3-1+In4-1+In5-1+In6-1~ 6,579 1 =

L (s, +5,)~568 1 P

— (S5 +S5) =5,

5 (85 +55) [
b c y

A= [(g()— fO)dx + [(F()—g(x))dx + y=F(x)
a b y=g(x)

<Y

q I I : :
J (900~ F 00X N ¢
y=f(x)+2

4
A:j(f(x)+2—f(x))dx:;2x:10 Y=t
- -1

1
..
: N\ 2

4 X

Kiyrit y =x? ja y = x> leikkaavat kohdissa 0 ja 1. Niiden valilld kdyrd y = x* on
kiyrin y = x> ylapuolella. Vilisen alueen ala on
I 1 1

1 1
I(xz—x3)dx:/(lx3—lx“)———— —.
! 03 4073 4 12
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14X ) 1 1]. . . .
5. Kayrd y= % on vélilla {5 , E} jatkuva ja x-akselin yldpuolella, joten kyseessa
X

1/2 1/2
oleva pinta-alaon A= _[ I(X +xH)dx = / (——X 2 _x™h
73 X 173 73 2

LNV FRLI I S L
2 2 2

1+x

1
6.  Suora y = e leikkaa kidyrin y = e?* kohdassa X = 5 ja kdyran y%e'x vA /y e
y =e* kohdassa x =—1. Kdyrit y =e** ja y =e™* puolestaan 3 =%
leikkaavat toisensa kohdassa x = 0. Kysytty pinta-ala on néin ol- 2 /
1/2
len A= j(e e X )dx + I(e e?*)dx }
-1 .
1/2 >
1 oy e e 1 3 -1 | Y
=/(ex+e ")+ /(ex——=e)=1+e-e+———+—=—.
_/1( ) / ( 2 ) 2 2 2 2
7.  Kayrit y = NN ja y = x° leikkaavat kohdissa 0 ja 1. Niiden YA y= 3/
kohtien vililld kdyrd y = VX on kdyrin y = x> yldpuolella, jo- i =X

ten kysytty pinta-ala on
3

; 12 oo 2 1.5 >
A=[(Wx=x})dx=/(Ex2 ——x")=Z——=—. > X
'([( ) é(S ) 3 4 12
8.  Kiyrien X+ y? =8 ja X+ Yy =2 leikkauspisteiden y- yA
koordinaateiksi lasketaan y = -2 ja y = 3. Integroidaan Y- N

akselin suunnassa, jolloin pinta-alaksi saadaan

3
A= [(y* +8=(-y+2)dy = [(-y* +y+6)dy
-2 -2 L —
31 | 27 22 5

= [ (—=Y +=y P +6y) ="+ 2 =20
/2(3y Y y) >3 .

<y

N

9. Kiyrien y =kx, k >0, ja y = x* leikkauskohdat ovat x = 0 ja X = k. Kéyrien vilisen

K k
adrellisen alueen pinta-ala A(K) = I (kx—x%)dx = / (% kx? —% x?) = é k?. Silloin
0 0

1
A (k)=—=k>.
(k) 5
2
10. Ylospiin aukeava paraabeli y =a*x> —4 (a#0) leikkaa x-akselin kohdissa X = +=.
YA a
2/)al
Symmetriasta johtuen A = -2 I (@*x? — 4)dx \ /
0

2l g 8§ 8) 32 7 X
-2 0 2(3|a| |a|] 3 NIz
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11.

12.

13.

14.

Suora Y = X leikkaa alaspidin aukeavan paraabelin y = —x? +ax kohdissa x = 0 ja
a-1
X = a-1,a> 0. Kiyrien rajaaman alueen pinta-ala on j(—xz + ax — x)dx
0

al x? a-1 , 1 ; 1 ;1
=/ (——+—x")=—(a-1)".Ehto —(a—-1)" =4— antaaa=4.
é ( 3 5 ) 6 (a-1) p (a-=1 5
Alaspiin aukeavan paraabeliny = —x? + ax —3 ja suoran y = 2X —3 leikkauspistei-
den kohdiksi lasketaan Xx=0jax=a-2.
a-2 a-2 3 a-2

Jos a—2>0, A= I(—x2+ax—3—2x+3)dx: / (—X?+%x2):%(a—2)3.
0

1 2
Ehto g(a—2)3 :105 antaa a = 6.

a2 x' a2 ., 1 3
Jos a-2<0, A= j( X2 +ax—3-— 2x+3)dx_/(—? =X =c2-a
a-2

Ehto g(2—a)3 =10§ antaaa=—2 .

vA

Jos a—2 =0, integraali on nolla, joten a:n arvo 2 ei
ole ratkaisu. 4 2

S
<]
<y

Oheinen kuva esittdd niitd tapauksia, joissa paraa-

\\
/
T

beliny =—x? + ax — 3 ja suoran y = 2X —3 rajaaman

2
alueen pinta-ala on 105 .

YA
3
Kiyrd y> —x(4—x)> =0 eli y* = x(4—x)* on méiritelty, f /
kun X > 0. Kéyrin rajaaman silmukan pinta-ala on — s
2 3 /X
4 4 8 3 2 é 64 64 1 1 3
A:2 4—X\/;dX:2 _XZ_ ot U _1 1 . \
{ (4-X) [R50 =2AT =T

X=cos2t=1-2sin’t. Koska y =sint, niin x=—-2y* +1. Kuvaaja on oheinen

vasemmalle aukeava paraabeli. Se leikkaa y-akselin kohdissa y = \/_ Kéyrén ja
y-akselin rajaaman kuvion pinta-ala on VA
1/42 1/42 !
= [(2y* +Ddx =2 j( 2y? +1)dx 5
—1/f ) | X
1/42 2 2 \/_ =1
23V
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15.

16.

Kéayrien y =sin X ja y =sin2X leikkauskohdat 7Y

-

vililla [0, 7] ovat 0, g ja m. Kuvan perusteella SinX

y=
pinta-ala on T\

/3 T \2 I X
A= 2X —sin X)dx + X —sin 2X)dx
I(sm sin X) ﬁj; 3(sm sin 2X) A \/
/3 1
= / (== cos2X+cosX)+ / (—cos X +—cos2X)
0 2 z/3 2
V4 Vd 1 1 T 1 2
=—-—cos— +cos— — (——cos0+cos0) + (—cos 7 +—cos 27 — (—cos—+ —cos—))
2 3 3 2 2 3 2
1 9 1. 1 2
= 2 + 2 = 25 . Pinta-alan tarkka arvo on 2 5 km* =250 ha. Korvaussumma on

250-11500 mk =2 875 000 mk .

Kéyrén y = sekd suorieny =0, x=0ja X=-a (a> 0) rajaaman alueen pin-

1+e
ta- ala on

J-1+e j dx:Zln(eX +1)

- a

=In2-Ine? +1)=

e ?+1

Kun a — oo, pinta-ala ldhestyy arvoa In2.

Tilavuuden laskeminen

1.

a) Suora 2Xx+3y—6=0c¢li y= —% X+ 2 leikkaa x-akselin

2N 2x+3y-6=0

kohdassa 3. Pyorahdyskappaleen tilavuus on

W,
Y

t 2 t 4, 8
V:ﬁj(——x+2)2dx:ﬂj(—x2——x+4)dx
A " 73

3
4 3 4 5
=7 [ (=X —=X" +4X) =4r.
/(27 3 )

b) Pyo6rahdyksessé syntyvén suoran ympyrékartion pohjan séde on 2 ja korkeus 3. jo-

ten tilavuus on V =%n-22 3=A4r.

Kayra y =/X+3 alkaa x-akselin kohdasta —3. Pyordahdyskappaleen tilavuus on
y
—nj(x+3)dx T / (—x +3X)

) y= TS
=n(0—(5—9))=7“. / ‘
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Kun paraabelin y = ax?, a>0, ja suoran y = h, h> 0, rajaama alue pyoréhtia
y-akselin ympdéri, syntyy pyorahdysparaboloidi. Sen tilavuus on

h 2
1 h 1 ) Tl:h
V=n|l—ydy=n/—Yy" =——.
£ a yey é 2a y 2a
[ 2 31n
— 4 1y — 5 _ —
a)V—n_l[O,ZSX dx=m/0,05x =155 == e
o)
b) Paraabeli y =0,5x* leikkaa suoran x = 1 kohdassa y = % )
1
ja suoran X = 2 kohdassa y = 2. Ratkaistaan paraabelin yhtilo T —
muotoon X =+£,/2Yy jaintegroidaan y-akselin suunnassa. T ] i

1/2 2 1/2

2
V =z -(29))dy -7 [ (17 - (2y)*)dy = 7[ (4= 2y)dy - 7 [ (1-2y)dy
0 0 0 0

2 172 T 157
=z [(4y=y) -7 [(y=y ) =4z - =—"~
0 0 4 4
Kun kappaletta leikataan tasolla, joka on kohtisuorassa suoraa X = 1 vastaan, saadaan

ympyré, jonka sédde on 1- i/y . Integroidaan y-akselin 7

suunnassa. Tilavuudeksi saadaan .
1 2

1 1 1 d
V=z[(-3y)dy =x[(-2y> +y*)dy
0 0
4 5

1 ad =
3 3 3 3 T
= -—Yy’ += =—.
ﬂé(y 2y 5y) 0

Kun muodostetaan tulon (2 + X)(2 — X)(1 - X) tekijéiden merk- A /
kikaavio, havaitaan, ettd tuloon >0, kun —2<x<1 ta1 x> 2.
Kayrd y? = (2 + x)(2 — X)(1 — X) muodostaa umpinaisen silmu-

kan vililla —2 < x<1. Sen pydrihtdessd x-akselin ympéri, syn-
tyy kappale, jonka tilavuus on \ \

1 1
V=n[Q2+x)2-x)1-x)dx =7 [(4-x-x>+x)dx
-2 -2
! 1 1 1 23 28 451
=1/ (4x—=x> ==X’ +—x)=n(=-(-2) =—.
/( 2 3 4 ) (12 ( 3)) 4
YA

Paraabelin y = —2x> +2 ja puoliympyrin y =+v1-x* leik-
kauspisteet saadaan yhtilosti (—2x? +2)% =1-x? eli

4x* —7x* +3=0. Tastd x* =1 tai x* =% ja edelleen

=y

. 3 .
X==I tai X = i? . Kun kysymyksessé oleva tasokuvio 1 1

pyordhtdd X-akselin ympéri, syntyy kappale, jonka tilavuuden laskemisessa voidaan
kiyttad symmetriaa:
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V372 V312
V=2r j (-2x* +2)? = (W1=-x*)?)dx = 27 J.(4x4—7x2+3)dx
0 0
B4 g 17
=27 | X —=x*43x) =—73~93
ﬁ G 3 )=10

X
8.  Pyordhdyskappaleen tilavuus vililla [O, X] on Tc_[ f(x)?dx=x".
0

Derivoidaan yhtild, jolloin saadaan 7 f (x)* = 5x*. Tasti

4
F0 =220 = 252 silli f () 20.
T T

9.  Leikkauskuviona olevan kolmion kateetit ovat y ja %

2
jaala y . Koska x* + y? =1, niin kolmion ala on
243

1 ) .. )
——(1-x7). Kysytyksi tilavuudeksi tulee
5 ﬁ( )- Kysyty

243
5

1
1 2
V=2|—4=(1-x")dy =
{ 243
10. Pohjaympyrin yhtilo kuvan koordinaatistossa on
x* +y? =1. Leikkauskolmion kanta kohdassa X on 2y

jaala %-Zy- y\/gz yzx/gzx/g(l—xz). Kappaleen

tilavuus on néin ollen

1 1
Vv =Zjﬁ(l—xz)dx=2\/§/(x—%x3)=§z2,3-
0 0

11. Kuvaan on piirretty kahdeksasosa tehtdvassd mainitusta
kappaleesta. Kun sité leikataan pohjan suuntaisella tasol-
la, leikkauskuvio on nelid, jonka pinta-ala on

A=x? =r? —y?. Kappaleen koko tilavuus on
" 16 5

r 1
V=8[(r’—y*)dy=8/(r’y-—y})=—r’.
0 0 3 3
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Maaratyn integraalin muita sovelluksia

1.  Nopeus on matkan derivaatta ajan suhteen, joten kolmannen sekunnin aikana kuljettu
3 301 39 3
matka on s = [v(t)dt =7.8[ t2dt = 7,8/§t 2 =52(3/3-24/2) ~ 12,3 (m).
2 2 2

2. Kuten edellisessi tehtdvissa
9 9
s=[(t"? +16t+1)dt = /(%t“2 +8t2 +1) =754,2-144,8 =609,4 .
4

Kappale kulkee noin 610 metrii.

1
3. a) Kuvan paraabelille voidaan johtaa yhtdlo v = — 2—0t2 +t+15. Kysytty matka on

10

- j(—iﬁ +t+15)dt ms
. 20 20
—1/0(—it3+1t2+15t)—1831~180(m)
o 60 2 3 10
30

1
b) s= [(-—t* +t+15)dt = 450
) g( 20 ) (m) 10 30 s
0.5
4.  Madritetddn ensin jousivakio K yhtdlosta _[kxdx =19. Saadaan k = 152 (N/m). Ky-

0,9
sytty tyb on W =16 1152xdx = 984,96 . Tehddan noin 980 joulen tyo.

60 60 3
5. W = _[(50—3\/t+4)dt =/ (50t-2(t+4)2)=1976. Tyd on noin 2,0 kJ
0 0

12
6.  Keskikulutus on é [(0,7t7 —18t* +150t —360)dt =%~270 =45(m’ /h).
6

7. Vuoden keskildmpoétila celsiusasteina on

1 365 272_ 1 365 365 365
— j(—31,5cos—x—12,5)dx=— ~ (31 j—cos—xdx 125jdx
365 1 365 365

1 (365 s 27 3
— | 222.(=31,5) / sin—x—12,5
365(2 ¢ )/ 365 /

-~ _(0 —12,5-365) = -12,5.
365

8. ?,/Hf'(x)zdx:T 1+4x2dx ~ 16,819
a 0

9. T‘/” f’(x)zdx:j 1+e?* dx ~ 3,20
a -1
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X X
10. Keskiarvofunktion G(x) = 1 j f (t)dt derivaatta on G'(x) = —%I f(t)dt + 1 f(x)
X X X
0 0
1 1§ 1
=—(f(x) ——I f(t)dt) = —(f(x) - G(x)).
X X 0 X
Jos fon kasvava jat <x, niin f(t) < f(x) eli f(x)— f(t)>0. Télloin myos
X X X
j(f(x)— f(t))dt > 0, josta f(x)-xzjf(t)dt ja siis f(x)zlj f (t)dt = G(x).
X
0 0 0
Askeinen tulos merkitsee, ettd G'(X) = l( f(x)—G(X)) =0, joten G on kasvava.
X
Pikatesti
1.  Jos funktio F(x) = e*" on funktion f integraalifunktio, niin f (x) = F'(x) = 2xe <
2 .. , 2 x=-2 . .
2. Kun F(X)=X-Inx" +1,niin F'(X) =1-— = ——. Oikea vaihtoehto on C.
X X
3.  a)Kun ﬂzfix,niin yzéx2 +C. b)Kun Y _ x>, niin y:lx4 +C.
dx 2 dx 4
c) Kun y_1_ X2, niin y=-x"+C =—1+C’
X X
d) Kun ﬂ:£:6x_3,niin y —6 X2 1C=3x7+C=—"sC.
dx X3 -2 x>
3 3 3 3 3
4 [0 +2)dx = [ fo0dx+ [2dx = [ F()dx+/2x =10+4 =14 ,
1 1 1 1 1 1
y=f)
5 0 5
5. [foodx= [ f(x)dx+[ f(x)dx=22-98=-7.6 4 .
5 5 2 7 4 /5
6. Kiyrien y=xjay=2-x> leikkauskohdiksi lasketaan x = 1 Y4
ja x =-2. Kuvaan merkityn alueen pinta-ala on y=x
1 1
I(Z—xz—x)dx:/(2x—lx3—lx2) / oy
°, 5 3 2 _\2_)(2
11 8 1 =
=2—-———- (4+—--2)=4—.
3 2 3 2
A
7. Kiyrien y = x* jay = 3 rajaama alue pyorahtii y-akselin ym- 3 y=X
péri, joten integroidaan y-akselin suunnassa.
3 3
V =nj(&)2dx=n/lx2 _on
: 02 2
X
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10.

; ! 1 1
a) je‘xdx:/—e‘x = —(—e°)=—E+1=1——
0

(<]
/2 11‘5/2 ln/z 1
b) IcostdX—— I2cos2xdx—— / sm2x——(smn—sm—)———
n/4 2.4 274 2

c) j|x|dx_j( x)dx+jxdx_/—%x +/ x> =2+8=10
-2 -2

X
Kun F(x):jt\/1+2t2dt,niin F'(x)=xV1+2x> ja F'(2)=6.
0

3 3
X > keskiarvo vililld [0, 3] on J- X 5 dX:l / In(1+ x?)
1+X 3_001+X 60

Funktion f(X)=

l1n10 ~0,384.

(o)}

Kertauskoe 1

=

a) J.(x—l)zdx=%(x—%)3 +C b) Icos6xdx=%sin6x+c

1 1 4 3 L g

X_+1_ 2y dx e /(2x2 4ox2) =28 _8 _ (2
)_[ dx I(x + X 2)dx {(3x +2X2) 3

3 _62
3003

Funktion f(x)=3x*— 24 integraalifunktiot ovat F(x) = x> —2Inx+ x+C, kun
X

x > 0. Ehdolla F(1) = 5 on C = 3. Haettu funktio on F(X)=Xx> —2InX+X+3,x>0.

Kiyrien y = x° ja y = x'/? yhteiset pisteet ovat kohdissa Y
x =0 jax = 1. Niiden vililla kiyrd y = x'’* on kiyrin
y = x> ylipuolella. Kéyrien vilisen silmukan ala on

1 1 1 4
> 3 - 1 1
A=|(x3 =x)dx=/(=x3 ——x*)=—.
!( M= /(x0—xh =5

a a
V= 72"[ (e*)*dx = z / e?* = %(e2a —1). Kun merkitéan tilavuus yhtd suureksi kuin
2y

7, saadaan a = Eln3 Inv/3.
N(t) = j (125t — 3t?)dt = 62,5t> —t* + C . Koska N(0) =120, niin C =120. Sairastu-

neiden mairin ilmaisee funktio N(t) = 62,5t —t* +120, t > 0.
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Kiyrd y* = X*(9 — x*) on méiritelty arvoilla —3< X < 3. Sen
rajaaman alueen pinta-ala on

A—4jx 9—x2dx——f3 9-x2)¥% =36 '
= = 3/( X7)'7 =36. -4
0 0

300 300 10—6
Kone laskeutuu matkan s = I (3-10"%(t—150)%)dt = / (3t—
0 0

(t—150)")

=900 (m). Keskimiiridinen laskeutumisnopeus pystysuunnassa on siis 3 m/s.

1
Koska f''(x)=x>—1,niin f'(X)= 3 x* — X+ C,. Tangentin kulmakerroin kohdassa

X=1on —é = f'(1), josta saadaan vakion arvo C, = % Silloin

1 1 7 5
f(X)=—x*——=x>+—x+C,. Yhtiil6 f(1)=1 miirai vakion arvon C, ==,
(X) 5 5 B G (1) 2= ¢
1 1
Néin on saatu f(X)=—X4——X2+lX+§.
12 2 12 6

Poikkileikkaus on aina suorakulmio. Sen pinta-ala on A(h) =(3+ h)m . Tilavuus
2 2 2

on niin ollen V = j(3 +h)W2hdh = j(3@+ hv/2h)dh = /(2\/§h\/ﬁ+¥h2x/ﬁ)
0 0 0

=5—56= 11,2 (m®).

5,00m 3+h

oo
y § s /\ /4

2,00 m (7ﬁrh J2h
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Kertauskoe 2

=

1 1 1

X 1 2 -3 2 -2
Q) | ——dx=—|2x(x"+4)"dX==—-—X"+4) " +C=-——+
)I<x2+4>3 2I( ) TR 4(X2 + 4)2
4 1 4 11 4 3 1
b) (6J_———0dx: (6x2 —x 2)dx = /(4x? =2x?)=28-2=26
o] [

Koska f'(X):%X—3,niin f(X):%X2—3X+C.Ehto f(0) =2 antaa C = 2. Kdy-

ran yhtilo on ndin ollen y = ixz -3x+2.

Kéyrin y =x-4+ il ja x-akselin leikkauskohdiksi Ay
X+ 1 a4
lasketaan X = 0 ja X = 3. Niiden vililld kiyrd on X- | y=X-44 50
akselin alapuolella. Pinta-ala on 1
3 3 N
A:—f(><—4+i)d><=—/(lx2—4x+41n(x+1)) I 273 4xX
X+1 0 2

= 71—4ln4 ~ 1,95.
2

Kysytty matka metreissd ilmaistuna on

5 5 5
s(5)—s(0) = Iv(t)dt = J'850e°’5‘dt =1 700/e0’5t ~ 19010 eli noin 19 kilometria.
0 0 0

a) Kédyran ja koordinaattiakseleiden leikkauspisteiksi lasketaan (0, 2) ja (-2, 0).

9 0 3
b)A:J'\/2X+4dx:l/(2x+4)2:2g A oy=Ixia
i) 3—2 3 =
C) Yhtdlostd y =+/2X + 4 ratkaistaan leyz—Z,yZO. )
/_\1
64rx ) 1 X
V=xl(=y" =2)dy=r/(—y —= i
I(y ) dy = /( i 3y 4y) ==

a) Kun tiheyden yksikkoné on kg/m, massa saadaan tiheyden ja pituuden tulona.

50 24
dh = /100v/h+1 =500 — 100 = 400 (kg) .
\/ é

Puun kokonaismassa on m = I

h
b) Yhtilon J- 50 dx =200 eli 100/h+1-100 =200 ratkaisuna h =8 (m).
o VX+1
1 k 1 1 k k 1 1
1-x3)*xdx = —= [ (-2x)1 = x*)*dx = - o
i( ) 25( A=) 2(k /( 2(k+1) 6

Téstd k= 2.
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Kéayrien y =sin X ja y =sin2X leikkauskohdat valilla [O, n] ovat 0, g jam.

Pienemman silmukan ala on
/3 /3

A = J.(sinZX—sin x)dx = / (—5c0s2x+cos X) A
0 0

= SinX

Suuremman silmukan ala on \/
= sin2,

T y 2 y:*
I(sin X—sin2X)dx = / (—cosX+ lcos 2X)
/3 7/3 2

<
1l

LA

= —lcosz—ﬂ+ cos - (—lcosO+ cos0) = %

| NBY

=—COST +lcos27r - (—cos£+lcos2—ﬂ) = 21.
2 3 2 3 4

Integroimisvililla [0, 7] funktio f(X)=+/1+X> on aidosti kasvava, joten jokaisella

osavililld pienin arvo tulee vilin alkupisteessé ja suurin loppupisteessé. Integroimis-
vili jaetaan seitseméén yhtd suureen osaan.

Alasumma on

S, =A1-14+32 1449 144/28 - 1465 -1++/126 - 1+~/217 -1 ~ 44,724
Ylasumma on

S, =2 14+/9-1+/28-1++/65 - 1+/126 -1++/217 -1++/344 -1~ 62,271

Alasumman ja yldsumman keskiarvo yhden desimaalin tarkkuudella on 53,5.

7
Edellisié tarkempi integraalinJ‘ 1+ x> dx likiarvo on 53,16142.
0
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