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Tehtavien ratkaisut

3. syyskuuta 2021

Tehtava 1

Monivalinnalla toteutettu, eli pisteytysti ei ole yksittdisen tehtdvin sisillé jaoteltu.

Tehtiiva 1.1 (3p).

Funktion f(z) = gijg nollakohdat:

Ratkaistaan ensiksi méérittelyehdot rationaalifunktiolle, eli nimittdjian nollakohdat:

3:—9=0 |[+9
3r=9 || :3
r=3 || Eli = # 3

Rationaalifunktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla tissé tilanteessa osoittajan nolla-
kohdat:
2 -9=0 ||+9
=9 |y
r=4V9 =43
Huomioiden médrittelyehto (z # 3), rationaalifunktion nollakohtia on yksi kappale, ja

seonz = —3 (3p).



Tehtiivi 1.2 (3p).

Funktion f(x) = % miédrittelyehto:

Mairittelyehdot rationaalifunktiolle ovat nimittdjdn nollakohdat:
2 —
°=9=0 | +9

?2=9 |y

r =49 =43

Funktion f(z) = i madrittelyehdot ovat siis © # 3 jax # —3,

z2-9

toisin sanoen z € R\ {—3,3} (3p).

Tehtiiva 1.3 (3p)

. 2_ ee o
Funktion f(x) = £;-3 arvot ovat negatiivisia:

Ratkaistaan ensiksi méadrittelyehdot rationaalifunktion nimittdjastd. Nama ratkaistiin edelld
kohdassa 1.2, eli z # 3 jax # —3.

Ratkaistaan funktion nollakohdat, jotka saadaan osoittajan nollakohdista:

2?3z =0 || Yhteinen tekijd x
x(r—3)=0 ||x=0 on eris ratkaisu, tarkastellaan x — 3 osaa
z—3=0 ||+3
r=3 || Médrittelyehdon mukaisesti, timi nollakohta ei ole mééritetty

Funktiolla on yksi nollakohta x = 0, ja kaksi médrittelyehtoa  # 3 ja v # —3. Funk-
tion arvot vaihtavat voivat vaihtaa merkkid nédiden kohdilla, joten ratkaistaan ndiden

ympiriltd arvoja.



Esimerkiksi:
(—4 2_3x (—4)

[ =g =420
.

Niiden avulla voidaan piirtdd merkkikaavio:

f(x)+i- +i+

Koska tehtidvissd pyydettiin ratkaisemaan, milloin funktion arvot ovat negatiivisia

f{—fg < 0), luetaan merkkikaaviosta negatiiviseksi merkatut alueet. Télldin saadaan

vastaukseksi, ettd funktion arvot ovat negatiivisia vililld —3 < x < 0 (3p).



Tehtiivi 1.4 (3p)

Luetaan kuvasta funktion raja-arvot.

AY

'

™

Mahdollisia raja-arvojen kohtia ovat x = 0 ja x = 3. Tarkastelemalla toispuoleisia
raja-arvoja huomataan kuitenkin, ettd x = 0 kohdassa toispuoleiset raja-arvot ovat eri
suuret (vasen: 3, oikea: 5). Kohdassa z = 3 toispuoleiset raja-arvot ovat yhtd suuret
(limy—a_f(x) = lim, 4, f(x) = 3, 5). Funktion raja-arvo 16ytyy siis kohdasta = = 3,

muttei kohdasta x = 0 (3p).



Tehtiva 2

22244
242 < 2

Ratkaise epdyhtalo:

1. Maarittelyehto (2p)
Ratkaistaan nimittdjistd nollakohdat:
2> +x=0
r(x+1)=0
r=0taz+1=0
r=0tazr=—-1

eli méadrittelyehdot ovat:
r#0jar # —1 (2p)

Jos puuttuu toinen médrittelyehto, tehtdvésti saa vain yhden pisteen.



2. Nollakohtien ratkaisu (5p)
2
2r° + 4 <9
2 4+ax T
212 2 +x)
r°+4 " 2 <0
2+ 1
2% 4+ 4 — 222 — 2z

<0
2 +x -
4 — 2x
<0 4
224z " (4)

Tiysiin pisteisiin vaaditaan looginen rakenne, laskuvirheettomyys sekd oikea yhtdlon
merkinti (joko heti alussa < muutetaan = merkiksi, tai tehddédn selviksi, milloin sieven-

nyksestd siirrytddn nollakohdan maéritykseen). Osoittajan nollakohdat:

4 —-2x =0

3. Merkkikaavio (3p)

Ratkaistaan funktiosta f(z) = 4;ﬁi testipisteitd médrittelyehtojen ja nollakohtien ympérilti

(4kpl).

Esimerkiksi hyvii valintoja:

C4-2x(-2) 8
f<—2)‘(—2)2+(—2 =31
1 4-2x(-3) 5

f(=3) Chrr(Ch) ~ 2 20

C4-2x(1) 4-2

TW="apry =2 ~!



4-2x(3) -2 1

(32+@3) 12 6

My®6s sanallinen perustelu kelpaa, eli merkkien valinnat tulee perustella jotenkin (1p)

f3)

Merkkikaavio: Miiritetyt nollakohdat ja madrittelyehdot 16ytyvét kaaviosta. Lisdksi

kaavio on rakenteeltaan looginen, ja siséltdd merkkien muutokset. (2p)

—1 0 2

I [
4+ 0 = 4+ _
. .
4. Vastaus (2p)

Muistetaan, mité tehtdvéssi kysytddn. Milloin funktio on siis méiritellyn kaltainen, eli:

222 +4
z

Vastaus:

<2,kun —1l<z<0jazx>2 (2p)

Huomioi, ettd > merkki, silli myos 2 kdy vastaukseksi. Jos suhteen merkit eivit ole

kunnossa, niin vastauksesta saa vain 1 pisteen.



Tehtava 3

Tehtdvistd saa yhteensd 12 pistestd, tasaisesti jaettuna kahteen kohtaan.

Tehtiava 3a

Maiirité raja-arvo
|
lim ———
z——1 20+ 1

2

Ratkaisussa tulee kayttdd lim merkintéd oikein; puutteesta (—1p).

Lo oao1 2A-dP-(-h-1_2xi-d

(
-1 2041 2x(=H+1 -1+1

-= W)

Tulee todeta (1p): Koska osoittaja, sekid nimittdjd ovat kummatkin 0, voidaan murto-

lausetta sieventda:

. 2t —aw—1 . (z—=D2z+1) . ox—1 1 3
lim ———— = lim = lim

Supistettavan tekijin 16ytdminen (1p), supistamisen toteuttaminen oikein (1p), ja oikean

vastauksen esittiminen:

202 —x — 1 3
i 2227213
es-3  20+1 2



Tehtiava 3b

Mairitd funktion

2 + 6, kunz < —1
flz) =
22 + 3x+6, kunz > —1

raja-arvo kohdassa -1.

Tehtdvissi on tarkoituksena ratkaista toispuoleiset raja-arvot kohdassa -1.

Vasen:
lim f(z)= lim (2z+6) (1p)
T——1— r——1—
=2x(-1)+6=4 (1p)
Oikea:

lim f(z) = lim (2 + 3z +6) (1p)

r——14 r——14

= (12 +3x(-1)+6=4 (1p)

Toispuoleiset raja-arvot ovat samat: lim, , 1 f(z) = lim,, 14 f(z) (1p)

joten funktiolla on raja-arvo kohdassa -1: lim,_,_; f(z) =4 (1p)



