Binomi 8 - Luku 9 - Tehtavien malliratkaisut

9.1

. (=)
Derivaatan nollakohdat muodostavat ,
merkkikaavion vilit. f — + —

Merkkikaavion mukaan derivaatta saa arvon nolla,
kunx = —6jax = 3.

b)

Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd f'(x) < 0 5

=

eli derivaatta on negatiivinen, ®
kunx < —6taix > 3. i - - —

Vastaus a)x =—6jax =3

b)x < —6taix >3



9.2

a)

Funktion f derivaatta saa arvon nolla, kun derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin.

Kuvan perusteella f'(x) = 0, kun x ~ —8. <« | Kuvasta madritetty arvo on
likiarvo.

b)
Derivaattafunktio saa positiivisia arvoja, kun sen kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.
Kuvan mukaan f'(x) > 0, kun x < —8.

c)

Funktio f on kasvava, kun sen derivaatan arvot ovat positiivisia tai nolla.
Siis funktio f on kasvava, kun x < —8.

Vastaus a)x ~ —8
b) x < -8

c)Jx <-8



9.3

a)
Funktion g kuvaajan perusteella )/
g 40
e tangentit ovat nousevia tai vaakasuoriaeli g’'(x) = 0, o
kun —4 < x < 0. Funktio on talloin siis kasvava.
I 1 I /' \ | X
e tangentit ovat laskevia tai vaakasuoria eli g'(x) < 0, -8 -\ 4 20
kun x < —4 tai x > 0. Talloin funktio on vaheneva. Y
—404

b)
Kuvaaja esittda nyt derivaattafunktiota f'. Tutkitaan derivaatan f'merkkia.
Derivaatan f' kuvaajan perusteella

e derivaatan arvot ovat positiivisia tai nolla eli f'(x) = 0,
kun —1 < x < 3. Tall6in funktio f on siis kasvava.

e derivaatan arvot ovat negatiivisia tai nollaeli f'(x) < 0,
kun x < —1 tai x > 3. Talléin funktio f on vaheneva.

Vastaus a) Funktio g on kasvava, kun —4 < x < 0, ja vdhenev3, kunx < —4taix > 0

b) Funktio fon kasvava, kun —1 < x < 3,javahenev3, kunx < —1taix > 3



9.4

a) Funktio g on vihenevg, kun sen derivaatta on negatiivinen.
Madritetdan ensin funktion g(x) = x? + 6x — 7 derivaatta.

g x)=2x+6

Muodostetaan derivaatan avulla epayhtal6 ja ratkaistaan,
milloin derivaatta on negatiivinen tai nolla.

gx) <0
2x+6<0
2x < —6 |:2
x < -3
Funktio g on vahenevd, kun x < —3.
b) Funktio h on kasvava, kun sen derivaatta on positiivinen.
Maidritetdan ensin funktion h(x) = —x3 + 75x — 4 derivaatta.

h'(x) = —3x%+ 75

Muodostetaan derivaatan avulla epayhtal6 ja ratkaistaan,
milloin derivaatta on positiivinen tai nolla.

h'(x) =0
—3x2+4+75>0

Ratkaistaan nollakohdat.

—3x2+75=0
—3x2=-75 |:(=3)

x2=25 I/

x =15

Kyseessa on alaspdin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan mallikuva.

Epayhtilo —3x2 + 75 = 0 toteutuu, s
kun =5 < x <5.

Funktio on siis kasvava, kun —5 < x < 5.

Vastaus a)x < -3
b)-5<x<5



9.5

a)

Funktion derivaatan merkki vaihtuu derivaatan nollakohdassa.
Merkkikaavion mukaan f'(x) = 0, kun x = é

b)

Funktion derivaatta on suurempi kuin nolla, kun derivaatan merkki on positiivinen.
. . 1
Merkkikaavion mukaan f'(x) = 0, kun x < >

<)

Funktio f on kasvava, kun funktion derivaatta on suurempi tai yhta suuri kuin nolla.
Merkkikaavion mukaan f'(x) = 0, kun x < §

1
Vastaus a)x = 3

b) x <

W

)x <

W



9.6
a)
Funktion g kuvaajan perusteella

e tangentit ovat nousevia tai vaakasuoriaeli g’'(x) = 0,
kun x < 1. Funktio on tall6in siis kasvava.

e tangentit ovat laskevia tai vaakasuoria eli g'(x) < 0,
kun x > 1. Tall6in funktio on vaheneva.

b)

Kuvaaja esittda nyt derivaattafunktiota g'.
Tutkitaan derivaatan merkkia.

Derivaatan g’ kuvaajan perusteella

e derivaatan arvot ovat positiivisia tai nolla eli g'(x) > 0,
kun x > 6. Talloin funktio g on siis kasvava.

e derivaatan arvot ovat negatiivisia tai nolla eli g'(x) < 0,
kun x < 6. Tall6in funktio g on vaheneva.

Vastaus a) Funktio g on kasvava, kun x < 1, ja vaheneva, kun x > 1.

b) Funktio g on kasvava, kun x > 6, ja viheneva, kun x < 6.



9.7

a)

Derivoidaan funktio f(x) = —3x2 + 18x — 5.
f'(x) = —6x+18

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

ff(x)=0
—6x+18=0

—6x=-18 ||: (—6)
x=3

b)

Funktio f on vdhenevd, kun sen derivaatta on
negatiivinen tai nolla eli f'(x) < 0.

Derivaatta on f'(x) = —6x + 18,
joten sen kuvaaja on laskeva suora.

Funktio on vahenevaeli f'(x) < 0, kun x > 3.

Vastaus a)x=3

b)x >3




9.8

a)

Funktio on kasvava, kun derivaatta on positiivinen ja vahenevs,
kun derivaatta on negatiivinen. Muodostetaan kulkukaavio.

3

g / \

b)

Muodostetaan derivaatan merkin avulla funktion kulkukaavio.




9.9
a)
Funktion f derivaatan nollakohta on se kohta, jossa derivaatan merkki vaihtuu.

Kulkukaavion perusteella nollakohta on x = 1.

b)

@~

Kulkukaavion mukaan funktio f + -
on vahenevi, kun x > 1.

Vastaus a)x=1

b)x>1



9.10

a)

Kuvaajan perusteella funktion derivaatan nollakohta on x = —6.
Derivaatta on negatiivinen, kun x < —6, ja positiivinen, kun x > —6.

Muodostetaan derivaatan merkkikaavio ja funktion f kulkukaavio.
-6
f - +

Funktio on siis vihenev3, kun x < —6.

b)

Kuvaajan perusteella derivaatan nollakohdat ovat x  —3 jax = 0.
Derivaatta on negatiivinen, kun —3 < x < 0 jakun x > 0.
Derivaatta on positiivinen, kun x < —3.

Muodostetaan derivaatan merkkikaavio ja funktion f kulkukaavio.

Funktio on siis vihenev3, kun x > —3.

Vastaus a)x < -6 b)x > -3

-6 3

f’ —_ + f + —

foom | fo—" T




9.11
Derivoidaan ensin funktio g: g'(x) = —=3x%2 4+ 2x+5

Ratkaistaan sitten derivaatan nollakohdat.

g'(x)=0
—3x24+2x+5=0
_ —2%,/22-4-(-3)-5

*e 2-(-3)
—2++/64
x=_—6
—2+8
Al—
2-8 -10 5 | 248 6
MET g T g Ty ReE ==l

Maaritetddn derivaatan merkki testikohtien avulla. Valitaan yksi testikohta jokaiselta
nollakohtien muodostamalta valiltd: x = -2, x =0, x = 2.

Lasketaan derivaatan arvot ndissa kohdissa ja paatellddan derivaatan merkki.

g'(=2)=-15(-)
JO=1 (+)
9@ =-7 ()

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen avulla funktion kulkukaavio.

5
3

g = + -

9 T~ | T T~

Tutkittavat muuttujan arvot x = 2,55555 ja x = 2,55556 kuuluvat vilille x >

wlun

Muuttujien arvojen keskindinen suuruusjarjestys on 2,55555 < 2,55556.

Kulkukaavion mukaan funktio on vaheneva kyseisella vilillg, joten funktion arvo pienenee,
kun muuttujan arvo kasvaa.

Néin ollen g(2,55555) > g(2,55556).

g - + =

g Temg | =T | T

Vastaus  g(2,55555) on suurempi.




9.12

a)

Tutkitaan funktion f kulkua muodostamalla derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella
funktion kulkukaavio. Derivoidaan ensin funktio f.

f'(x) =702 — 156x 0<x<9

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

ffx)=0
702 —156x =0
x =45

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio funktion maarittelyvalille 0 < x < 9.
Tutkitaan derivaatan merkKi testipisteiden avulla.

0 4,5 9
fl _I_ a—

|l —" T~

!

1
6

=546 >0
=-78<0

~\
p—

— =
N

!

—

Kulkukaavion mukaan myyntitulot laskevat, kun 4,5 < x < 9 (€).

b)
Myyntitulon funktion kuvaaja on alaspiin aukeava 2000
paraabeli, joten se saa suurimman arvonsa huipussa (4.5, 1579.9)
eli derivaatan nollakohdassa. 1500
Myyntitulot ovat siis suurimmillaan, kun x = 4,5, 1000
eli jadtel6a kannattaa myydaan hintaan 4,5 €. 500
-2 0 2 4 6 8 10

Vastaus a)45<x<9(€)

b) 4,5 €



9.13

a)

Tarkastelun alussa t = 0.
Lasketaan tautitapausten maara tarkastelun alussa eli f(0).

f(0) =—0,076 - 03 + 1.213 - 02 + 2,423 -0+ 30 = 30
Tapauksia oli 30 kappaletta.
b)

Tutkitaan funktion f kulkua muodostamalla derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella
funktion kulkukaavio. Derivoidaan ensin funktio f.

f'@t) = —0,228t% + 2,426t + 2,423 0<x<18
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

ff@=20
—0,228t% + 2,426t + 2,423 =0
x =-—0,91933 ... tai x = 11,5596 ...
Funktion maarittelyvalille kuuluu vain x = 11,5596 ...
Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio funktion maarittelyvalille

0 < x < 18. Tutkitaan derivaatan merkki testipisteiden avulla.

0
11,5... 18 £ = 4621 > 0
£ + _ f'(12) = —1,297 < 0

B \

Kulkukaavion mukaan tautitapausten maara alkaa laskea, kun x = 11,559 ... = 12 (d).

Vastaus a) 30 kappaletta

b) noin 12 vuorokauden kuluttua



9.14

Derivaatan g’ kuvaajan perusteella

e derivaatan arvot ovat positiivisia tai nolla eli g'(x) = 0, kun x < 0.
Talloin funktio g on siis kasvava.

e derivaatan arvot ovat negatiivisia tai nollaeli g'(x) < 0, kun x = 0.
Talloin funktio g on vaheneva.

b)

Derivaatan g’ kuvaajan perusteella derivaatan arvot ovat negatiivisia tai nolla eli
g'(x) < 0 kaikkialla. Talloin funktio g on vaheneva kaikkialla.

Vastaus a) Funktio g on kasvava, kun x < 0, ja vihenevd, kun x > 0.

b) Funktio g on vaheneva kaikkialla.



9.15
Derivoidaan funktio f(x) = —x3 + 48x + 2.
f'(x) = —3x%+48

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

ffx)=0
—3x2+48=0

—3x2=-48 | :(-3)

x2=16 IV
x =*4
Funktion derivaatta on alaspain aukeava paraabeli.
Selvitetddn derivaatan merkki mallikuvan avulla. +
4 4

e derivaatan arvot ovat positiivisia tai nolla eli
f'(x) = 0,kun —4 < x < 4.
Talloin funktiof on siis kasvava.

e derivaatan arvot ovat negatiivisia tai nollaeli f'(x) < 0,
kun x < —4 tai x > 4. Talloin funktio f on vaheneva.

Vastaus Funktio fon kasvava, kun —4 < x < 4, ja vihenevd, kun x < —4 tai x > 4.



9.16

a)

Derivoidaan funktio f.
1
f'(x) =§-3x2—2-2x=x2—4x

b)

Funktion kuvaajan tangentti on x-akselin suuntainen, kun tangentin kulmakerroin
eli derivaatta on nolla. Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

flx)=0
x2—4x=0
x(x —4) =0 Tulon nollasdanto

x=0 x—4=0
x =4

Tangentti on x-akselin suuntainen, kun x = 0 tai x = 4.
c)

Muodostetaan derivaatan merkkikaavion avulla funktion kulkukaavio.
Selvitetaan derivaatan merkki testikohtien avulla.

0 4
fl(-1)=5>0

f'()=-3<0 f + - +
f'(5)=5>0

Funktio on siis viheneva valilla 0 < x < 4.

Vastaus a) f'(x) = x% — 4x
b)x =0 tai x =4

cJ0<x<4



9.17

a)

Funktio on kasvava, kun derivaatta on positiivinen ja vahenevd, kun derivaatta on
negatiivinen. Muodostetaan kulkukaavio.

f _—— \

b)
Derivaatta on negatiivinen sen nollakohtien valilla silloin, kun funktio on viheneva.

Kulkukaavion perusteella derivaatta on negatiivinen, kun 0 < x < 4 jax > 4.

Vastaus a)

b)0<x<4jax>4



9.18

Derivoidaan ensin funktio f.

2 5
f’(x)=—§-3x2+§-2x+3=—2x2+5x+3

Ratkaistaan sitten derivaatan nollakohdat.

ffx)=0
—2x24+5x+3=0
_ —5+,/52-4-(-2)-3

* 2-(-2)
-5 ++/49
XET
—-5+7
X = 2
—5-7 —12 _ 547 2 1
X, = > =_4=3 ja x, = > =—_4=_E

Maaritetddn derivaatan merkki testikohtien avulla. Valitaan yksi testikohta jokaiselta
nollakohtien muodostamalta valilta: x = —1, x = 0, x = 4.

Lasketaan derivaatan arvot ndissa kohdissa ja paatellddan derivaatan merkki.

f/(=1) = 15 ()
f'0)=3 (+)
f@=-9 () = 3
2
Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen avulla £ — 3 —

funktion kulkukaavio.

Tutkittavat muuttujan arvot x = —3,000000
jax = —3,000001 kuuluvat valille x < — % .

Muuttujien arvojen keskindinen suuruusjarjestys on —3,000000 > —3,000001.

Kulkukaavion mukaan funktio on vaheneva kyseisella vililla, joten funktion arvo pienenee,
kun muuttujan arvo kasvaa.

Nain ollen f(—3,000000) < f(—3,000001).

Vastaus  f(—3,000001) on suurempi. - + -




9.19
a)
Lausekkeen —0,15t% + 2,4t + 1,8 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.

Ratkaistaan ensin, milloin pallo putoaa takaisin maahan eli korkeus on 0 m.

0,15t>+2,4t+1,8=0
t=-0,7178... tai t = 16,7178...

Pallo ldhtee liikkeelle hetkelld t = 0 ja putoaa maahan hetkelld t = 16,7178 ....
Lauseke on siis maaritelty valilla 0 < t < 16,7178 ....

Derivoidaan lauseke ja ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

—-03t+24=0
t=28

Laaditaan merkKi ja kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio maarittelyvilille 0 < t < 16,7178 ....
Derivaatta on laskeva suora, joten sen arvo on ennen nollakohtaa positiivinen ja nollakohdan
jalkeen negatiivinen.

0 8 16,7178...
+ —

/\

Lausekkeen kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten sen suurin arvo loytyy
derivaatan nollakohdasta.

Pallo on korkeimmillaan, kun t = 8. Lasketaan pallon korkeus h.
h=-015-82+24-8+18= 11,4 (m)

Pallo kdy korkeimmillaan 11,4 metrin korkeudessa.

b)

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettad pallon lentorata on laskeva aikavalilld 8 s - 16,7 s.

Vastaus a)11,4m b)8s-16,7s



9.20

a)

Alennuksen alkuhetkelld x = 0.
Lasketaan asiakkaiden maara alussa eli g(0).

g(0)=—2,1-O3+13-02+27,8-0+11=11
Asiakkaita oli 11.
b)

Tutkitaan funktion g kulkua muodostamalla derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella
funktion kulkukaavio. Derivoidaan ensin funktio g.

g'(x) =—-63x2+26x+278 0<x<8,0
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

g (x)=0
—6,3x% + 26x +27,8=10
x =—0,881.. tai x =5,008...
Funktion maarittelyvalille kuuluu vain x = 5,008 ...
Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio funktion maarittelyvalille

0 < x < 8,0. Tutkitaan derivaatan merkKki testipisteiden avulla.

0 5,008... 8,0 9'(1)=475>0

g / \

Kulkukaavion mukaan asiakasmaara alkaa vdhentya, kun x = 5,008 ... h = 5 h.

Vastaus a) 11 asiakasta

b) noin 5 tunnin kuluttua



9.21

o : O = 02x3—2x : <x<
a) Piirretdan funktion i) = 02 =2 o ih (MSXE0)

f(x) =0,2x3 — 2x? + 5x + 0,4 kuvaaja

ehdolla 0 < x < 6. > =
4
b) Muodostetaan derivaatan avulla funktion
kulkukaavio. 3
Funktion derivaatta on f'(x) = 0,6x? — 4x + 5. 2
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat. foq
1 _ X
f'x)=0 1 0 1 2 3 4 5 6 7
06x?>—4x+5=0 »
X 3 ai x

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio funktion maarittelyvalille 0 < x < 6.
Tutkitaan derivaatan merkki testipisteiden avulla.

5
8 3 5 e F(1)=16>0
f + - + f'(2)=-06<0
£'(6) =2,6>0

Funktio on viheneva valilla 1,7 < x < 5,0.
c) Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 5.
f'(5)=06:52—4-5+5=0

Derivaatan arvo ilmaisee kyseiseen kohtaan piirretyn tangentin kulmakerrointa.
Koska kulmakerroin nolla, tangentti on vaakasuora.

d) Tunturin laki eli huippu on derivaatan ensimmaisessa nollakohdassa.
Lasketaan korkeus (100 m), kun x = g

B)=02-() —2-() +5-(2) + 04 = 4103.. ~ 410
M\3)=0%(3 3 E72M

y-akselin yksikko on 100 m, joten korkeus on 4,10 - 100 m = 410 m.

Vastaus a) sy @ b)1,7<x<5,0
5 c)f'(5)=0

d) 410 m




9.22

a)

Derivoidaan ensin funktio f.

f'(x) =3x% + 4x

Funktion derivaatta on yloéspdin aukeava paraabeli. Funktio on siis viheneva ennen
huippukohtaa ja kasvava huippukohdan jalkeen. Koska derivaattafunktio on vdheneva jollain
valilla, funktio f(x) ei ole konveksi.

b)

Funktio g(x) on konveksi, jos sen derivaattafunktio on kasvava.

Derivoidaan ensin funktio g(x).

g' (x) = 4x3 + 2ax

Jotta derivaattafunktio g'(x) olisi kasvava, sen derivaattafunktion derivaatan g’ (x)
tulee olla epanegatiivinen kaikkialla eli 12x2 + 2a > 0 kaikilla x € R.

Koska g"'(x) = 12x2 + 2a on yldspiin aukeava paraabeli, yhtdlo 12x2 + 2a > 0 pitee aina,
jos funktiolla g'' (x) on korkeintaan yksi nollakohta.

12x*24+2a=0
12x% = —2a
a
=2 v

*=*7%

Yhtalollé on yksi ratkaisu, kun —= = 0 eli kun a = 0.
Yhtalolla ei ole ratkaisua, kun juurrettava on negatiivinen eli a > 0.

Funktio g(x) on siis konveksi, kun a = 0.

Vastaus  a) f'(x) on viahenevai jollain valilla b)a=>0





