6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

Koe koostuu 11 tehtavasta, joista vastataan yhdeksaan. Tehtavat on jaettu kahteen osaan. A-osassa on kuusi
tehtavaa, joista vastataan viiteen. B-osassa on viisi tehtavaa, joista vastataan neljaan. Tehtavat 1-9 arvostellaan
pistein 0-12, ja tehtavat 10 ja 11 pistein 0-18. Kokeen maksimipistemdaara on 120 ja sen voi saavuttaa vain, jos vastaa

tehtaviin 10 ja 11.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 6 jalkeen
olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi endad muokata. A-osan palauttamisen jalkeen kaikki
koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osan tehtdviin myds ennen A-osan palauttamista.

Tuota halutessasi vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liitd niisté kuvakaappaukset tekstivastauksen

yhteyteen.

Ala jata mitdan merkintdja sellaisen tehtdvan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.

Sisallys

A-osa
Vastaa viiteen tehtavaan.

1. Perusmatematiikkaa

2. Lyhyita laskuja

3. Ruudukkojen varitysta

4. Kolikkoja poytaliinalla

5. Uppopallo

6. Derivaatan ominaisuuksia
B-osa

Vastaa neljaan tehtavaan.

7. Palkkoja ja veroja

8. Paraabelin huippu

9. Tilasto vs. todennakoisyys
10. Ladkeainematematiikkaa

11. Koululaisia

Koe yhteensa

A-0sa

@ Vastaa viiteen tehtavaan.

1. Perusmatematiikkaa 12 p.
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Aineisto
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Aineisto
Aineisto

Aineisto

12 p.
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12 p.
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18 p.
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje
1.1 Ratkaise yhtal6 6 (z —5) + 1 =5+ 8z. 4p.

RATKAISU
6x—30+1=5+8x
—2r =34

r=%4

r=-17

PISTEYTYS:

- Jokainen rivi (1 p.)

1.2 Ratkaise yhtalé 2 4+ 52 = 0. 4p.

RATKAISU

a=1,b=5,¢c=0
—544/52—4-1.0

T=""91

T = —btai

=0

TAI

z(x+5)=0

z=0tasix+5=0

x = 0tai

T =-5

PISTEYTYS

- Jokainen rivi (1 p.)
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje
Voidaan ratkaista myds laskimella

x1 = (-b + sgrt(b~2 - 4*a*c))/(2*a)
=0

x2 = (-b - sgrt(b~2 - 4*a*c))/(2*a)
= -5

1.3 Ratkaise yhtals 4% = 328, 4p.

RATKAISU

(22)" = (2°)°
221: — 240

2 = 40

r =20
PISTEYTYS

- Jokainen rivi (1 p.)

Voidaan ratkaista my6s logaritmin avulla seuraavasti
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

0g(4:32/8)
= 20

tai ottamalla jokin logaritmi puolittain ja kdyttamalla logaritmin laskusaantoja.

2. Lyhyita laskuja 12 p.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman yksikdita, valivaiheita ja perusteluja.

2.1 Laske hypotenuusan x pituus. 2 p.

RATKAISU

Pythagoraan lauseella saadaan
z? = 8% + 62

z? =100

= :I:\/m

z=10

o=
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

2.2 Kun tehdaan makaronilaatikko kuusihenkiselle perheelle, tarvitaan 400 grammaa jauhelihaa. Montako grammaa
jauhelihaa tarvitaan, kun tehdadn makaronilaatikko 21 opiskelijan luokalle? 2 p.

RATKAISU

Jauhelihan maéara ja opiskelijoiden lukumaara ovat suoraan verrannolliset
& 21

400 — 6

= 21-(;100

z = 1400

tai laskemalla jauhelihan kulutus henkea kohden ja kertomalla se opiskelijoiden lukumaaralla.

Jauhelihaa tarvitaan C] grammaa.

23 Laske(% + %) : % Anna vastaus sievennettyna murtolukuna. 2 p.

RATKAISU

+8):3=(B18): 1=
H.§=H.§=&=

15 *° 5 15 3 15-3

1 _ 17

33 9

(3+8):2=( 1

2.4 Laske suoran y = 2x — 6 ja koordinaattiakselien rajaaman kolmion ala. 2 p.
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

y=2X-6

RATKAISU
x-akselin leikkauskohta £ = 3
y-akselin leikkauskohta y = —6

Kolmion ala
— 36 _
A=3-9

1=

2.5 Laske kulma « asteen tarkkuudella. 2 p.
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

RATKAISU

-3
tana—5

o= arctan(
a~31°

a=)°

otjes

)

2.6 Sirpa sijoittaa 10000 euroa tilille, jonka vuosittainen nettokorko on 1 %. Kuinka paljon tililla on rahaa kahden vuoden
kuluttua. Anna vastaus euron tarkkuudella. 2 p.

RATKAISU
1,012 - 10000 = 10201

Tililld on rahaa D €.

3. Ruudukkojen varitysta 12p.

Aineisto
3.A Kuva: Ruudukkoja
Aatos on saapunut koululle hyvissa ajoin ennen ylioppilaskirjoituksia ja kuluttaa aikaa piirtamalla ruutuvihkoon.

Han piirtda ensin 3 x 3 ruudukon reunat ja varittaa sitten ruudukon reunasolut. Seuraavaksi han piirtaa 4 x4 ja 5x 5
ruudukot ja varittaa niiden reunasolut.

Aatos jatkaa piirtelyadn samalla tavalla, jolloin yha suurempia ruudukkoja muodostuu paperille.

Merkitaan 3 x 3 ruudukon varitettyjen solujen lukumaaraa a; , 4 X 4 ruudukon varitettyjen solujen lukumaaraa as ,
5 X 5 ruudukon varitettyjen solujen lukumaaraa as ja niin edelleen.

Tarkastellaan nain muodostuvaa lukujonoa ai, az, as, ... .
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje
3.1 Maarita luvut a4 ja as .Annavastaukset ilman valivaihteita tai perusteluja. 2 p.

PERUSTELU
Neli6t voi luonnostella paperille, minka jalkeen reunasolujen lukumaarat voidaan laskea.

Reunasolujen lukumaara voidaan myos laskea havaitsemalla, etta reunasolujen lukumaara n X n-ruudukossa
saadaan vahentamalla varjaamattoman "keskusnelion" solujen lukumaara (n — 2) koko ruudukon solujen
lukumaarasta n?. Nain saadaan

a4 =62 —(6—2)2=36—16=20jaas =7 — (7T—2)> =49 — 25 =24.

PISTEYTYS
- Lukujonon neljas jasen oikein. (1 p.)
- Lukujonon viides jasen oikein. (1 p.)

="
6=

3.2 Lukujen a,, muodostaman lukujonon yleinen jisen voidaan lausua muodossa a, = k- n + b, missa k ja bovat
kokonaislukuja. M3arité luvut k ja b. 4p.

RATKAISU
Kuvasta saadaan, ettd a; = 8, as = 12 jaas = 16.

Tutkimalla lukujonon perakkaisten jasenten erotuksia havaitaan, etta

a9 — a1 =12—8=4, a3—a2=16—12=4,

a4 —a3=20—16=4 ja a5 —a4 =24 —-20=4 .
Koska lukujonon perakkaisten jasenten erotus on vakio, on kyseessa aritmeettinen lukujono. Lukujonon erotusluku

ond=4.
Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen on a, = a; + (n — 1) -d ,missd aj on lukujonon ensimmainen jasen.

Sijoittamalla luvut yleisen termin lausekkeeseen saadaan
a, =8+ (n—1)-4=8+4n—4=4n+4.

Vastaus:k =4ja b=4

PISTEYTYS

- Kokelas on paatellyt, etta kyseessa on aritmeettinen lukujono. (2 p.)
- Lukujonon erotus ja ensimmainen jasen oikein. (1 p.)

- Oikea vastaus pyydetyssa muodossa. (1 p.)

3.3 Aatos jatkaa piirtamista ja varittamista kasvattaen ruudukon sivun pituutta yhdelld ruudulla kerrallaan. Viimeinen
ruudukko, jonka Aatos piirtaa ja varittad, on 25 X 25 - ruudukko.

Kuinka monta solua Aatos tulee varittaneeksi koko piirtelyurakkansa aikana? 6 p.

RATKAISU

Lukujonon (a,, ) jasenet ilmaisevat n X m-ruudukossa varitettyjen solujen lukumaaran. Lasketaan yhteen lukujonon
jasenet ensimmadisest jasenesta aina sellaiseen jiseneen, joka vastaa 25 X 25-ruudukon varjattyjen solujen
lukumaaraa.

Ruudukko, jonka sivun pituus on m, sisaltaa a,,—g varjattya solua. Lasketaan siis

a1 + ag+...tag =23 AEE — 93 B2 _ 93 59 — 1196.
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

PISTEYTYS

- Kokelas on oivaltanut, etta kysytty suure on aritmeettinen summa. (1 p.)
- Kysytty lukumaara on lukujonon 23. ensimmaisen jasenen summa. (2 p.)
- Aritmeettisen summan lauseke muodostettu oikein lukuarvoilla. (2 p.)

- Arimeettinen summa oikein laskettu. (1 p.)

4. Kolikkoja poytaliinalla 12 p.
Lauri heittaa kolikon péydalle. Oletetaan, etta kolikko pudottuaan jaa joko kruuna tai klaava asentoon.

Poydan paalla on ruudullinen poytaliina, jonka nelion muotoisten ruutujen sivun sivun pituus on 8 cm ja kolikon halkaisija on
23,25 mm. Kolikon pudottua poytaliinan paalle Lauri tarkastaa onko kolikko kokonaisuudessaan jonkin ruudun sisapuolella.
Taman jalkeen han poimii kolikon kdteensa ja heittda kolikon uudestaan poydalle. Lauri heittda kolikkoa yhteensa viisi kertaa.

Milla todennakdisyydella kolikko putoaa kokonaan jonkin ruudun sisélle véhintaan yhdella heitoista? Anna vastaus
desimaalilukuna kahden desimaalin tarkkuudella..

ey
i

—
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T
_—
e
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———

el
e —
| —
-

RATKAISU
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6.2.2025 klo 10.41 MAB Preliminaarikoe K2025, pistetytysohje

D C
@ @

kuvio2:n pinta-ala = 32.21

@ O
kuvio1:n pinta-ala = 64

Tarkastellaan kolikon keskipistetta. Kolikko osuu kokonaan ruudun sisdan todennakoisyydella
(80—23,25)*
p=——"

502 ja ei osu todenn&koisyydella 1 —p.

Komplementtitodennakdisyydella saadaan
P(vahintaan yksi osuus kokonaan ruudun sisaan)=
1- P(yksikaan ei osu kokonaan ruudun sisaan)

Koska heitot ovat toisistaan rijppumattomia, niin

1— (1—p)® =0,96974120763554... ~ 0,97

PISTEYTYS

- On oivallettu, etta riittaa tarkastella yhta kolikkoa ja yhta ruutua. (1 p.)

- Poytaliinan yksittaisen ruudun pinta-ala oikein. (1 p.)

- Yksittaisen ruudun siséltdman suotuisan alueen pinta-ala oikein. (4 p.)

- Todennakaisyys sille, etta yksittainen kolikko ei kosketa ruudun reunoja oikein. (2 p.) TAI Suotuisan tapauksen geometrinen
todennakdisyys oikein (2 p.)

- Komplementin todennakdisyys oikein (2 p.)

- Vastaus kysytylla tarkkuudella. (2 p.)
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5. Uppopallo 12p.

Yksinkertainen sadevesikaivo koostuu osittain maahan upotetusta suoran ympyralierion muotoisesta metallitynnyrista.
Tynnyrin maanpinnan ylapuolelle jddvan osan korkeus on 1,3 metria. Tynnyrin suu on halkaisijaltaan 82 senttimetria.

Sadepaivan paatteeksi tynnyri on ldhes tdynnd. Sadeveden pinta tynnyrissa asettuu 1,25 metrin korkeudelle maanpinnasta
mitattuna.

Naapurin pihalla on kdynnissa leikki, jossa pelivalineena on suuri ja raskas kuntopallo, jonka sdde on 22 cm. Pieleen menneen
heiton seurauksena pallo lentaa paistikkaa kaivoon ja uppoaa kaivon pohjalle.

Mahtuuko pallo tynnyrin sisalle ilman, etta tynnyrissa oleva vesi tulvii tynnyrin ulkopuolelle? Mikali ei mahdu, niin kuinka
monta litraa vetta tulvii ulos tynnyrista? Anna vastaus litran kymmenyksen tarkkuudella.

Pallon ja vedenpinnan térmayksen aiheuttamia roiskeita ei tarvitse huomioida.

RATKAISU
Pallo syrjayttaa tilavuutensa verran vetta upotessaan kaivoon. Lasketaan pallon tilavuus:
= %7r- (22 cm)® = @w cm?® = 44602,23... cm?® .

_4_.3
V;mllo - 37r'rpallo

Kaivon tyhja ylaosa on suora ympyralierio, jonka pohjan sade on 82—2cm =41 cm ja korkeus
1.3m — 1,25 m = 0,05 m = 5 cm . Tyhjén osan tilavuus on

Vighjs = 7 - (41 cm)? - 5 cm = 26405,08... cm? .

Koska pallon tilavuus on suurempi kuin tynnyrin tyhjan osan tilavuus, niin vetta valuu kaivon reunan yli tilavuuksien erotuksen
verran:

Viivuoto = 44602,23... cm® — 26405,08... cm® = 18197,15... cm3 .

Muunnetaan saatu vastaus litroiksi eli kuutiodesimetreiksi yhden desimaalin tarkkuudella:

18197,15... cm® = 18,19715... dm3 ~ 18,21
Vastaus: Vetta valuu reunan yli 18,2 litraa.

PISTEYTYS

- Kokelas on oivaltanut, etta pallo syrjayttaa tilavuutensa verran vetta. (2 p.)

- Pallon tilavuuden lauseke lukuarvoilla oikein muodostettu. (1 p.)

- Pallon tilavuus oikein desimaalilukuna valittua yksikkda kayttaen. (1 p.)

HUOM! Pallon tilavuutta ei tarvitse ilmaista desimaalilukuna. Mikali tilavuuden tarkkaa lauseketta kaytetdaan myohemmissa
valivaiheissa, niin kaksi edellista pistetta voi antaa.

- Kaivon suun sade laskettu oikein. (1 p.)

- Kaivon sade ja kaivon tyhjan osan korkeus ilmaistu keskenaan yhteensopivien yksikéiden avulla. (1 p.)

HUOM! Ei pisteita kaivon tyhjan osan tilavuuteen liittyen, mikali kokelas kayttaa sekayksikoita laskuissa.

- Kaivon tyhjan osan tilavuuden lauseke lukuarvoilla oikein muodostettu. (1 p.)

- Kaivon tyhjan osan tilavuus oikein. (1 p.)

HUOM! Kaivon tyhjan osan tilavuutta ei tarvitse ilmaista desimaalilukuna. Mikali tilavuuden tarkkaa lauseketta kaytetaan
my6hemmissa valivaiheissa, niin kaksi edellista pistetta voi antaa.

- Kaivon reunan yli valuvan veden tilavuus on pallon ja kaivon tyhjan osan tilavuuksien erotus. (1 p.)

- Tilavuuksien erotus laskettu oikein yhteensopivien yksikkojen avulla. (1 p.)

- Vastaus ilmaistu oikein litroissa. (1 p.)

- Vastaus ilmaistu oikein pyydetylla tarkkuudella. (1 p.)

HUOM! Mikali on kaytetty keskenaan yhteensopimattomia yksikoita, mutta periaate on oikein, niin viimeisista kolmesta
pisteesta voi antaa yhden.
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6. Derivaatan ominaisuuksia 12 p.

Aineisto

6.A Kuva: Derivaattafunktion kuvaaja

Tarkastellaan neljannen asteen polynomifunktiota f, jonka derivaattafunktio f” on kolmannen asteen polynomifunktio.
Kuvassa néet funktion f derivaattafunktion f’ kuvaajan.

Vastaa osatehtaviin 1 ja 2 kuvaajan perusteella. Vastaa osatehtaviin 3 ja 4 derivoimissaantdjen perusteella.

6.1 Milla muuttujan z arvolla tai arvoilla funktiolla f on minimikohta?

Valitse vastausvaihtoehto, joka sisaltaa funktion f kaikki minimikohdat. 3 p.

PERUSTELU
Funktion f minimikohdat ovat sellaisia funktion f” nollakohtia, joissa funktion f’ merkki vaihtuu negatiivisesta
positiiviseksi. Kuvaajan perusteella funktiolla f” on kaksi tallaista nollakohtaa, x = —ljaz = 2.

Ox=—-ljax =2

Ox=2
Ox=—-lLzxz=0jaxz=2
Ox=—-1ljax=0

Ox=0

Ox=0jax=2

O Funktiolla f ei ole minimikohtia.

Ozxz=-1

6.2 Milla kaikilla muuttujan z arvoilla funktion f kuvaaja on laskeva kayra? 3 p.

PERUSTELU
Funktion f kuvaaja on laskeva kdyra sellaisilla muuttujan z arvoilla, joilla f* saa negatiivisia arvoja. Kuvaajan
perusteella tallaisia muuttujan  arvoja ovat kaikki vilien £ < —1 ja 0 < < 2 pisteet.

O-1l<zjax>2

O z<-ljal<r<?2
Oxz<0
O-1<z<2
O0<x
O-1l<z<0jaz>2
O0<x<?2
Ozr<-—1
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6.3 Funktion f kolmannen asteen termi on —%x?’.

Mika seuraavista on funktion f’ toisen asteen termi? 3 p.

PERUSTELU

Derivoimalla saadaan D (—%w3) = —%D (.'L'3) = —% 322 = —z2.
O 322

O —1a?

O —3x2

@) %:1:2

(O Ei mikdan muista vaihtohdoista.

O —z?

O Funktion f derivaatassa ei ole toisen asteen termia.

O z2

6.4 Funktion f’ ensimmadisen asteen termi on —2z.

Mika seuraavista on funktion f toisen asteen termi? 3 p.

PERUSTELU
Derivaattafunktion f” ensimmaiseen asteen termi on saatu derivoimalla funktion f toisen asteen termia. Yleinen

toisen asteen termi on muotoa a - 2. Derivoimalla saadaan D (a, . :1;2) =a-D (xz) =a-2x = 2ax. Tasta

saadaan, ettd 2ax = —2z < a = —1, jolloin kysytty termion —1 - 22 = —g2.

O 22

(O Funktiolla f ei ole toisen asteen termia.
O 222

O —222

O -2

O —2?

O 2

(O Ei mikdan muista vaihtoehdoista.

Voit kdyda tarkastelemassa A-osan vastauksiasi nyt.
Palautettuasi A-osan et voi endaa muokata A-osan vastauksia.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit palata kokeeseen jatkamaan tehtéviin vastaamista.

Saat estetyt laskinohjelmat kayttdosi palautettuasi A-osan.

Palauta A-osa
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B-0sa

@ Vastaa neljaan tehtavaan.

7. Palkkoja ja veroja 12p.

Aineisto
7.A Teksti: Palkan laskenta

7.B Taulukko: Tydntekijoiden kuukausi- ja tuntipalkat

7.1 Alina on aloittanut lukion jalkeen 1.8.2024 alkaen harjoittelijana T-ryhman kaupassa. Han tutustuu ennen
tyésopimuksen allekirjoittamista kaupan alan tyéehtosopimukseen, jossa kerrotaan palkan laskennasta aineiston 7.A
mukaisesti.

Alina on elokuussa tdissa 12 pdivaa. Laske Alinan elokuussa saama palkka hyddyntden liitteend olevaa
palkkataulukkoa. Elokuussa oli 22 todellista tydpaivaa ja T-ryhma kayttaa tietojarjestelmastaan johtuen kuukauden
todellisten ty6paivien maaraa paivapalkan laskentaperusteena. Alinan tyopaikka on Espoossa. 6 p.

RATKAISU

Paivapalkka

22 =94,18

Kuukausipalkka

12.94,18 = 1130,16

Harjoittelijan palkka

0.85 - 1130,16 = 960,64

Vastaus: 960,64 euroa

Huom! Ilman vélipyoristyksia vastaus on 960,65 euroa. Molemmat tavat hyvéaksytaan.

PISTEYTYS

- Paivapalkka laskettu oikein. (2 p.)

- Kysytyn palkkaryhman mukainen kuukausipalkka laskettu oikein. (2 p.)
- Harjoittelijan palkka huomioitu ja laskettu oikein. (2 p.)

7.2 Yleinen arvonlisédverokanta nousi 24 prosentista 25,5 prosenttiin 1.9.2024. Veeran puhelinliittyman kuukausilasku oli
19,99 euroa elokuussa 2024. Mika oli kuukausilaskun suuruus syyskuussa 2024? 6 p.

RATKAISU
Olkoon veroton kuukausilasku & euroa.
Verollinen hinta
1,242 = 19,99
josta
_ 1999
— 124
r = 16,12
Verollinen kuukausilasku syyskuussa
1,255 16,12 = 20,23
Vastaus: 20,23 euroa

PISTEYTYS
- Valittu muuttujaksi  puhelinliittyman veroton hinta TAI muu jarkeva suure. (1 p.)
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- Muodostettu yhtalo luvun x arvon ratkaisemiseksi. (2 p.)
- Luku x oikein ratkaistu yhtalosta. (1 p.)

- Puhelinliittyman uusi verollinen hinta oikein. (2 p.)

- Tehtavan saa ratkaista myos ilman yhtaloa.

8. Paraabelin huippu 12p.

8.1 Maarita laskemalla paraabelin y = 322 — 12z huipun koordinaatit. 6 p.

RATKAISU

Nollakohdat

322 — 12z =0

Laskimesta

=0 taiz =4

Huipun x-koordinaatti

% = 2 tai derivaatan nollakohdasta eli 6z — 12 = 0, josta x = 2ja
y-koordinaatti

3-22-12.-2=-12

Vastaus: (2, — 12)

PISTEYTYS

- Paraabelin nollakohdat oikein TAI vastaava funktion oikein derivoitu. (2 p.)

- Nollakohtien keskiarvo oikein TAI derivaatan nollakohta oikein. (2 p.)

- Huipun y-koordinaatti saatu sijoittamalla edella saatu x:n arvo kayran yhtaléon. (2 p.)

8.2 Maarita parametrin @ arvo siten, etta funktion f(z) = —x% + 6x + asuurin arvo on 10. Milla z:n arvolla suurin
arvo saadaan? 6 p.

RATKAISU
Lasketaan derivaatta

F(z)=—2z+6
ja derivaatan nollakohta

—2r+6=0
r=3

Funktion kuvaaja on alaspadin avautuva paraabeli, joten suurin arvo saavutetaan paraabelin huipussa.
Funktion suurin arvo on

fB)=a+9
a+9=10
a=1
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Vastaus: Suurin arvo on 10, kun @ = 1 ja se saavutetaan, kunz = 3.

F(x):z-x2+6-x+a > Valmis

Lasketaan derivaatta

d;‘;c(f(x)) *62'x

ja derivaatan nollakohta

solve (6—2°x=0,x) v =3

Funktion kuvaaja on alaspdin avautuva paraabeli, joten suurin arvo
saavutetaan paraabelin huipussa.

Funktion suurin arvo on

f(3) » at9

solve (a+9:10,a) > a=1

Vastaus: Suurin arvo on 10 kun a=1 Jal

se saavutetaan kun x=3.

PISTEYTYS

- Funktio derivoitu oikein. (2 p.)

- Derivaatan nollakohta laskettu oikein. (1 p.)

- Perusteltu, miksi derivaatan nollakohta on funktion maksimikohta. (1 p.)
- Muodostettu yhtalo sijoittamalla maksimikohta funktion yhtaléon. (1 p.)
- Luku a ratkaistu yhtalésta. (1 p.)

9. Tilasto vs. todenndkdisyys 12 p.

Aineisto

9.A Teksti ja kuva: Nelitahkoinen noppa

Bella heittdd samanaikaisesti neljda nelitahkoista noppaa ja tarkastelee saamiensa nelosten lukumaaria. Han toistaa kokeen
150 kertaa ja pitaa kirjaa saamiensa nelosten lukumaarasta. Han koostaa lopuksi havaintonsa oheiseen taulukkoon, josta kay
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ilmi, kuinka usein Bella sai vahintaan 0, 1, 2, 3 ja 4 nelosta.

Minimiméara nelosia | Lukumé&ara

0

[IENENGUR G

150
112
49
12
5

9.1 Maarita Bellan tilaston pohjalta neljalla nelitahkoisella nopalla saatavien nelosten lukumaaran keskiarvo ja mediaani.

Iimoita keskiarvo kahden desimaalin tarkkuudella ja mediaani kokonaislukuna. Perustele vastauksesi. 6 p.

RATKAISU
Koska vahintdan nelja nelosta saadaan ainoastaan kun on saatu tasan nelja nelosta, niin Bellan heittosarjoista 5
tuottivat tuloksen "nelja nelosta".

Vahintaan kolme nelosta saadaan, kun on heitetty kolme TAI nelja nelosta. Vahentamalla tasan neljan nelosen
heittosarjojen lukumaara vahintaan kolme nelosta tuottaneiden heittosarjojen lukumaarasta saadaan tasan kolme
nelosta tuottaneiden heittosarjojen lukumaaraksi 12 —5 =7 .

Vahentamalla vahintaan kolmen nelosen heittosarjojen lukumaara vahintdan kahden nelosen heittosarjojen
lukumaarasta saadaan tasan kahden nelosen heittosarjojen lukumaaraksi 49 — 12 = 37 .

Vahentamalla vahintaan kahden nelosen heittosarjojen lukumaara vahintdan yhden nelosen heittosarjojen
lukumaarasta saadaan tasan yhden nelosen heittosarjojen lukumaaraksi 112 — 49 = 63 .

Niiden heittosarjojen lukumaara, jotka eivat tuottaneet yhtaan nelosta, saadaan vahentamalla edella saadu
lukumaarat heittojen kokonaislukumaarasta: 150 —63 —37 —7—5 = 38.

Nelosten eri lukumaarien keskiarvo on 380t631437247-3+5:4 % =1,186... ~ 1,19 .

150

Nelosten lukumaarain mediaani saadaan sijoittamalla ensin saadut nelosten lukumaarat suurusjarjestykseen.

Mediaani on talléin kahden keskimmaisen, eli 75. ja 76., luvun keskiarvo, silld saatuja lukumaaria on parillinen maara.

Koska lukumaarain muodostama rivin alussa on 38 kappaletta nollia joita seuraa 63 kappaletta ykkosia, niin seka 75.

etta 76. luku ovat ykkdosia. Nain ollen mediaani on 1.

PISTEYTYS

- Pelkkia nelosia sisaltavien heittosarjojen lukumaara oikein. (1 p.)

- Muiden heittosarjojen lukumaarat oikein perusteluineen. (4 x %2 p., py0ristys alaspain)

- Keskiarvo oikein laskettu edelld saatujen arvojen avulla. (1 p.)

- Mediaani oikein perusteluineen. (2 p.)

HUOM! Mikali muiden heittosarjojen lukumaarain laskemisessa tapahtuu yksittaisia virheita jotka eivat johda
kohtuuttomiin lukuarvoihin voidaan pisteet keskiarvon laskemisesta antaa, kunhan keskiarvo on laskettu oikein
saaduilla heittosarjojen lukumaarilla.

HUOM! Mikali muiden heittosarjojen lukumaarain laskemisessa tapahtuu yksittaisia virheita jotka eivat johda
kohtuuttomiin lukuarvoihin voidaan mediaanin laskemisesta antaa yksi piste, kunhan perustelu on pitava.

samanaikaisesti. Anna vastaus prosentin sadasosan tarkkuudella. 6 p.

RATKAISU

9.2 Madrita tdsmallisesti todennakdisyys, jolla saadaan ainakin kolme nelosta, kun neljaa nelitahkoista noppaa heitetaan

Kyseessa on toistokoe, jossa toistojen lukumaara on nelja. Onnistuneiden toistojen tutkittavat lukumaarat ovat kolme
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ja nelja. Onnistuneen toiston todennakdisyys on % .

Todennakdsyys saada tasan nelja nelosta on

P@=%-2)* 1-1)"=0,00390...

Todennakdisyys saada tasan kolme nelosta on

PE) =3 () 1-1) =0,04687....

Todennakoisyydet voi laskea myds esimerkiksi nSpiren binomPdf- tai binomCdf-komentojen avulla tai GeoGebran
todennakdisyyslaskimella.

Koska tapahtumat "tasan nelja nelosta" ja "tasan kolme nelosta" ovat erilliset, on tapahtuman "Tasan nelja TAI tasan
kolme nelosta" todennakdisyys edella saatujen todenndkdisyyksien summa:
P (3 tai 4) = 0,00390... + 0,04687... = 0,05078... =~ 0,0508 .

Vastaus: Kolme tai nelja nelosta saadaan 5,08 % todennakdisyydella.

PISTEYTYS

- Asetelma tunnistettu toistokokeeksi. (1 p.)

- Toistokokeen parametrit oikein. (1 p.)

- Tasan neljan nelosen todennakdisyys oikein. (1 p.)

- Tasan kolmen nelosen todennakoisyys oikein. (1 p.)

- Saatujen todennakdisyyksien summa laskettu oikein. (1 p.)

- Vastaus pyydetylla tarkkuudella prosenteissa. (1 p.)

- Tehtavan voi myos ratkaista kokonaan tai osittain sopivan ohjelmiston todennakdisyyslaskurilla. Talldin sy6tteena
annettujen arvojen seka ohjelman tulostamien todennakdisyyksien on kaytava ilmi kuvakaappauksesta.

10. Laakeainematematiikkaa 18 p.

Aineisto
10.A Teksti: Ladkeaineiden hajoaminen

10.B Teksti ja taulukko: Amoksisiliinimaaria

Tarkastellaan ladkeaineeen hajoamista elimistdssa. Tutustu aineistoihin 10.A ja 10.B ja vastaa seuraaviin tehtaviin.

10.1 Maarita ainestojen tietoja kayttaen lukujen a ja k arvot kolmen desimaalin tarkkuudella eksponentiaalisessa
mallissa, joka kuvaa amoksisilliinin maaraa elimistdssa yksittdisen tabletin nauttimisen jalkeen.

Voit ratkaista osatehtavan joko laskemalla tai sopivaa ohjelmistoa kayttaen. 4 p.

RATKAISU

Muodostetaan funktio f (t) = a - eP* ja sijoitetaan siihen arvot kahdelta taulukon rivilta:
f(45) = 300,5967 < a - e** = 300,5967

£(90) = 180,7178 < a - €% = 180,7178

Ratkaistaan saatu yhtalopari CAS-laskimella:
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f(f):=a- L Done
j(45):300.5976 a=500.000094765 and &=-0.011307462104
solve ,{a,k}
90)=180.7178

Lukujen a ja k arvot kolmen desimaalin tarkkuudella ovat ¢ = 500,000 ja £ = —0,011 .
TAI

Syotetaan taulukon data piirto-ohjelmaan ja sovitetaan kayra kahden muuttujan regressiotydkalun avulla (alla
ratkaisu GeoGebrassa):

A B
1 | 45 300.5976
2 | 90 180.7178
3 | 135 108.6467
4 | 180 65.3179
5 | 205 39.2688
¥ Data Source | | X
HE. %" Two Variable Regression Analysis
-
& o
A1:A5 B1:B5
45 300.5976
90 180.71783
135 108.64669
180 65.31787
225 39.26879

Cancel Analyse
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v Data Analysis
PR ey 4

Scatterplot “
¥: BB
300
250
200
1501

1001

50 1

o X

£1] ks

40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

X: A1:A5
Regression Model

Expnnential s Y = 500 E—H.Hll.r

PISTEYTYS

- Valittu kaksi rivia taulukosta ja sijoitettu vastaavat arvot annetun eksponenttifunktion yhtaléén. (1 p.)
- Muodostettu yhtalopari lukujen a ja k ratkaisemiseksi. (1 p.)

- Yhtalopari ratkaistu. (1 p.)

- Vastaus pyydetylla tarkkuudella. (1 p.)

TAI

- Kokelaan ratkaisusta kay ilmi kaytetty ohjelma ja taulukon datan kopioiminen sopivaan
taulukkolaskentatyokaluun. (1 p.)

- Kokelas mainitsee kayttavansa kahden muuttujan regressioanalyysia kayran sovittamiseksi. (1 p.)
- Kayra sovitettu oikein. (1 p.)

- Lukujen a ja k arvot pyydetylla tarkkuudella. (1 p.)
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10.2 Maarita amoksisilliinin puoliintumisaika ihmiskehossa edellisessé osatehtdvassa muodostamasi mallin avulla. Anna
vastaus yhden minuutin tarkkuudella.

Tama osatehtdva tulee ratkaista laskemalla edellisessa osatehtdvassa muodostettua mallia kdyttaen. Piirto-
ohjelmalla laadittu ratkaisu ei anna pisteita. CAS-laskimen kaytto on sallittu. 4 p.

RATKAISU
Amoksisilliinin puoliintumisaika on se aika, jonka kuluessa amoksisilliinin maara kehossa putoaa puoleen
alkuoperaisesta.

Koska @ = 500, on amoksisilliinin maara kehossa heti ensimmaisen tabletin nauttimisen jalkeen 500 mg. Puolet tasta
on 250 mg.

Muodostetaan yhtalon, josta saadaan puoliintumisaika T'1 ratkaistua:
2

f(t) =250 < 500 - e~ = 250. Ratkaistaan yhtalé CAS-laskimella:

solve(SOO- e-0.011-12250,): t=63.0133800509

Amoksisilliinin puoliintumisaika minuutin tarkkuudella on 63 minuuttia.

PISTEYTYS

- Kokelas on ymmartanyt, mita puoliintumisaika tarkoittaa. (1 p.)

- Oikea yhtalé muodostettu puoliintumisajan ratkaisemiseksi. (1 p.)
- Puoliintumisaika ratkaistu yhtalésta. (1 p.)

- Vastaus pyydetylla tarkkuudella. (1 p.)

10.3 Kuinka suuri kehon pienin amoksisilliinimaara kuurin ensimmaisen ja viimeisen tabletin nauttimisten valisena aikana
on? Anna vastaus yhden milligramman tarkkuudella.

Tama osatehtava tulee ratkaista laskemalla aiemmassa osatehtdvassa muodostettua mallia kdyttden. Piirto-
ohjelmalla laadittu ratkaisu ei anna pisteita. CAS-laskimen kaytto on sallittu.
4 p.

RATKAISU
Kuurin aikana amoksisilliinin maara kehossa on alhaisimmillaan juuri ennen kuurin toisen tabletin nauttimista eli
kahdeksan tunnin paasta ensimmaisen tabletin nauttimisesta.

Lasketaan amoksisilliinin maara kehossa, kunt = 8 - 60 = 480 (minuuttia):

£ (480) = 500 - ¢70011-480 — 9 546 ...
Amoksisilliinin alhaisin maaré kehossa on noin 3 mg.

PISTEYTYS

- Kokelas on oivaltanut, etta alhaisin maara saavutetaan juuri ennen toisen tabletin nauttimista. (1 p.)
- Oikea ajankohta ilmaistu minuutteina. (1 p.)

- Muodostettu oikea lauseke alhaisimmalle maaralle. (1 p.)

- Vastaus pyydetylla tarkkuudella. (1 p.)
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10.4 Antibioottikuuri kestdaa usemmiten 1 - 2 viikkoa.

Maarita amoksisilliinin maarat kehossa juuri ennen kuurin kolmannen ja neljannen tabletin nauttimisia. Anna
vastauksesi milligramman tarkkuudella.

Kuinka paljon amoksisilliinia kehossa on vastaustesi perusteella oltava, jotta antibiootti olisi vaikuttava?
Amoksisilliinini maaraa kuvaavassa eksponenttimallissa esiintyva vakio k& ei riipu kaytetysta annoskoosta.

Osatehtdva tulee ratkaista laskemalla. Piirto-ohjelmalla laadittu ratkaisu ei anna pisteitd. CAS-laskimen kaytto
on sallittu.

6 p.

RATKAISU
Edellisessa osatehtdvassa todettiin, ettd amoksisillinin maara kehossa juuri ennen toisen tabletin nauttimista on 3
mg.

Koska amoksisilliinin maaraa kehossa kuvaavassa mallissa esiintyva vakio k on riippumaton annoskoosta, voidaan
amoksisilliinin maaraa kehossa kuurin toisen tabletin nauttimista seuraavan kahdeksan tunnin ajan mallintaa
funktiolla g (¢) = (500 + 3) - e~%01 = 503 . ¢~0.011¢,

Kuudentoista tunnin kohdalla, juuri ennen kolmannen tabletin nauttimista, amoksisilliinin maara kehossa on
g (480) = 503 - ¢~0011480 — 2 567 ..., eli noin 3 mg.

Tata seuraavan kahdeksan tunnin aikana amoksisilliinin maaraa kehossa voidaan jélleen mallintaa funktiolla g (¢)!

Juuri ennen neljallen tabletin nauttimista amoksisilliinin maara kehossa on jalleen
g (480) = 503 - ¢~ 0011480 — 2 561..., eli noin 3 mg.

Sama kuvio toistuu koko kuurin ajan, silla tabletit nautitaan kahdeksan tunnin valein. Tassa mallissa amoksisilliinin
maara kehossa laskee kolmeen milligrammaan joka kahdeksas tunti, joten kolme milligrammaa on mallin mukaan
riittéva pitoisuus antibiootin toimivuuden kannalta.

PISTEYTYS

- Paatelty, ettd amoksisilliinin maaraa kehossa voidaan mydhempien tablettien nauttimisten jalkeen mallintaa
eksponenttifunktioilla, jossa ainoastaan lahtdarvo vaihtelee kantaluvun séilyessa samana. (1 p.)

- Muodostettu malli, joka kuvaa amoksisilliinin maaraa toisen ja kolmannen tabletin nauttimisten valisena aikana. (1
p.)

- Amoksisilliinin maara juuri ennen kolmannen tabletin nauttimista laskettu oikein. (1 p.)

- Todettu, ettad kolmannen ja neljannen tabletin nauttimisten valisena aikana amoksisilliinin maaraa kehossa voidaan
mallintaa samalla tavalla kuin edellisessa aikaikkunassa. (1 p.)

- Johtopaatdksena antibiootti on vaikuttava, kun sen maara kehossa on vahintédan 3 mg. (2 p.)

- Mikali kokelas paattelee edellisen osatehtavan vastauksen perusteella, etta pienin riittava amoksisilliinipitoisuus
kehossa on 3 mg mutta ei laske tassa osatehtavassa kysyttyja pitoisuuksia, niin max 1 p..
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11. Koululaisia 18 p.

Aineisto

11.A Taulukko: Forssan vaestotilasto

Suomessa syntyy nyt historiallisen vahan lapsia. Tilastokeskus on Suomessa puolueeton taho, joka tuottaa tilastoja
suomalaisesta yhteiskunnasta. Loydat aineistosta Tilastokeskuksen tietokannasta ladatun Forssan kaupungin vaestétilaston.
Vastaa kysymyksiin aineiston perusteella.

11.1 Kuinka monta prosenttia alakoululaisten eli 7-12 vuotiaiden maara on laskenut vuodesta 2010 vuoteen 2023? 4 p.

RATKAISU

982—806

PISTEYTYS

- oppilasmaarat (2 p.)

- muutosprosentin laskukaava (1 p.)
-vastaus (1 p.)

11.2 Piirra alakoululaisten maaran kehitysta kuvaava pylvaskaavio. Otsikoi ja nimea akselit. 2 p.

RATKAISU
Alakoululaisten maara Forssassa
2010-2023
1200
1000 -
800
W Alakoululaisia
600
400
200
0
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Aika
PISTEYTYS

- selkea kuvaaja (2 p.)
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11.3 Jos muuttoliike jatetdan huomioimatta, kuinka paljon alakoululaisia on Forssassa vuonna 2026? Entd vuonna 2030?
Kuvaile, miten olet muodostanut oppilasmaarat. Huomaa etta ettd nama lapset ovat jo syntyneet ja heidan maaransa

tiedetdan. 12 p.

RATKAISU
A . | o |

| 10 11 12 Alakoululaisia
_[2010 146 167 174 159 158 153 160 168 149 172 152 167 174 982
2011 149 142 163 168 156 160 148 157 172 150 170 157 168 974
2012 121 142 137 165 169 158 159 148 157 168 150 169 161 953
~[2013 141 122 145 135 159 172 155 162 152 155 171 152 167 959
_[2014 129 145 122 147 129 159 174 156 164 148 156 167 155 946
_[2015 127 122 148 125 151 133 164 171 155 160 152 153 165 956
2016 129 123 124 152 125 152 133 161 168 159 165 154 156 963
2017 111 132 121 121 146 126 155 132 165 171 162 168 154 952
~|2018 108 113 127 125 122 145 122 152 130 165 170 166 166 949

2019 107 107 110 130 121 119 148 117 153 132 164 168 169 903
IZOZO 91 110 107 112 12[5 128 119 147 123 158 132 164 166 890
_[2021 105 85 108 107 114 127 127 120 142 121 155 130 165 833
2022 92 108 92 108 109 111 124 125 121 143 121 153 130 793
2023 86 93 112 100 110 119 118 123 135 124 148 121 155 806
2024 86 93 112 100 110 119 118 123 135 124 148 121 769
(2025 86 93 112 100 110 119 118 123 135 124 148 767
2026 86 93 112 100 110 119 118 123 135 124 729
_[2027 86 93 112 100 110 119 118 123 135 705
_[2028 86 93 112 100 110 119 118 123 682
_[2029 86 93 112 100 110 119 118 652

2030 86 93 112 100 110 119 620
Alakoululaisia on vuonna 2026 729 ja vuonna 2030 620.
PISTEYTYS
- perusteluna esimerkiksi taulukko, jossa nakyyy lapset joka vuodelta ja selitys (4 p.)
- lapset 2026 (4 p.)
- lapset 2030 (4 p.)

Kokeen tehtdvdt loppuvat tdhan.
Tarkista, etté vastasit ohjeiden mukaiseen maaraan tehtévia. Ala jata mitdan merkintéja sellaisen tehtivin
vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.
Siirry tarkastelemaan vastauksiasi
Tarkastelun jalkeen voit viela palata muokkaamaan vastauksia, tai paattaa kokeen.
EEVv.23.4.6
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