6.1

a) Osoitetaan, ettd lukujen 193 ja 13 erotus on jaollinen luvulla 9.
193—-13=180=9-20

Siis 193 =13 (mod 9).

b) Koska 193 =13 (mod 9), luvuilla 193 ja 13 on sama jakojdannds,
kun ne jaetaan luvulla 9.

Jakolaskun 13 :9 jakojadnnés on 4, joten myds jakolaskun 193 : 9

jakojéannos on 4.

¢) Jakolaskun 193 :9 jakojadnnds on 4, joten 193 =4 (mod9).

Vastaus
b) 4
c) 4



6.2
a) Osoitetaan, ettd lukujen 171 ja 3 erotus on jaollinen luvulla 4.
171-3=168 =4-47

Siis 171 =3 (mod 3).

b) Osoitetaan, ettd lukujen 48 ja —1 erotus on jaollinen luvulla 7.
48— (—-1)=49=7-7

Siis 48=—1 (mod 7).

¢) Osoitetaan, ettd lukujen 72 ja 0 erotus on jaollinen luvulla 12.
72—-0=72=12-6

Siis 72 =0 (mod 12).



6.3

a) Kongruentit luvut modulo 3 sijaitsevat lukusuoralla kolmen askelen
vélein. Luvut ovat siis

4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25 ja 28.

b) Kongruentit luvut modulo 5 sijaitsevat lukusuoralla viiden askelen
vélein. Luvut ovat siis
4, 9, 14, 19, 24, ja 29.

¢) Kongruentit luvut modulo 9 sijaitsevat lukusuoralla yhdeksén askelen
vilein. Luvut ovat siis

4, 13 ja 22.
d)4-3-3==-2
e) 4-5=-1
f) 4-9=-5
Vastaus

a) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25 ja 28
b) 4, 9, 14, 19, 24, ja 29

c) 4, 13 ja 22
d) 2
e) —1

f) -5



6.4

Jakolaskun 74 : 8 jakojdannos on 2, joten 74 = 2 (mod 8).
Jakolaskun 65 : 8 jakojadannés on 1,joten 65 =1 (mod 8).
Jakolaskun 57 : 8 jakojddnnds on 1, joten 57 =1 (mod 8).
Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 8.
74-65+2-57=2-14+2-1=4 (mod 8)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojadnnos. Kun luku 74-65+ 257
jaetaan luvulla 8, sen jakojdénnds on 4.

Vastaus
4



6.5

Luvun 23!28 viimeinen numero on jakojiinnds, kun luku jaetaan
luvulla 10. Tutkitaan siis kongruenssia modulo 10.

23128 23 =3 (mod 10)

= 3128 3128 — 32:64 — (3264
= (32)64 32 -9

=964 9=—1 (mod 10)

= (—1)% ()% =1

=1 (mod 10)

Kun luku 23!28 jaetaan luvulla 10, sen jakojiéinnds on 1.

Luvun 23!2% viimeinen numero on siis 1.

Vastaus
1



6.6

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtivina on osoittaa, ettd luku n(n2 +5) on
jaollinen luvulla 3.

Jokainen kokonaisluku » toteuttaa yhden

kongruensseista n =0, n=1 tai n=2 (mod 3).

Osoitetaan, ettd kaikissa tapauksissa
n(n* +5)=0 (mod 3).

1) Jos n=0 (mod 3), niin
n(n*> +5)=0-(0+5)=0 (mod 3).

2) Jos n=1 (mod 3), niin
n(n?>+5)=1-14+5=6=0 (mod 3).

3) Jos n =2 (mod 3), niin
n(n®>+5=2-22+5)=18=0 (mod 3).

Siis aina n(n* +5) =0 (mod 3).

On osoitettu, ettd kaikilla kokonaisluvuilla » luku
n(n* +5) onjaollinen luvulla 3. O

Kirjoitetaan oletus
(eli l&htotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan viite

nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletuksesta.

Erotus 6 -0 on
jaollinen luvulla 3.

Erotus 18 — 0 on
jaollinen luvulla 3.

Perustellaan, miksi
véite on tosi.



6.7

a) Lasketaan lukujen 754 ja 421 erotus.
754 —421=333=3-111

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin 754 = 421 (mod 3).

Siten luvuilla 754 ja 421 on sama jakojdidnnds, kun ne jaetaan
luvulla 3.

b) Lasketaan lukujen 7° +12 ja 7° —9 erotus.
PPH12—(PP=9N=7"+12-7"+9=21=3-7

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin 7° +12 = 7°—9 (mod 3).
Siten luvuilla 7° +12 ja 7° —9 on sama jakojidinnds, kun ne jaetaan

luvulla 3.

¢) Lasketaan lukujen 8% —12 ja 2° +1 erotus.

8 —5-2°+1)=(23>-5-2°-1
=22-5-29-1
=6
=3-(=2)

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin 8> —12 =22 +1 (mod 3).
Siten luvuilla 8% —12 ja 2° +1 on sama jakojdannds, kun ne jaetaan

luvulla 3.



6.8

a) Jakolaskun 9:4 jakojadnnds on 1, joten 9 =1 (mod 4).
Jakolaskun 5 :4 jakojddnnds on 1, joten 5 =1 (mod 4).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 4.

924 _512 = 124_112
=1-1
=0 (mod 4)

Kun luku 924 —5!2 jaetaan luvulla 4, jakojidinnds on 0.

b) Erotus 3 —(-1) =4, joten 3= —1 (mod 4).
Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 4.

925 _ 313 = 125_(_y13
=1-(-1
=1+1
=2 (mod 4)

Kun luku 925 — 313 jaetaan luvulla 4, jakojiéinnds on 2.

Toisin sanoen luku 9% — 313 ei ole jaollinen luvulla 4.

Vastaus
a) 0
b) Eiole.



6.9

Muokataan lukua 22190

22100 — (23700 _ g700

Erotus 8 —1 =7 on jaollinen luvulla 7, joten 8§ =1 (mod 7).
Korvataan laskutoimituksen luku kongruentilla luvulla modulo 7.
22100 — 8700 =1700 =1 (rnod 3)

Jakojdannos on 1.

Vastaus
1



6.10

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 3, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 3.

Erotus 4 —1=23 on jaollinen luvulla 3, joten 4 =1 (mod 3).
Erotus 2 —(—1) =3 on jaollinen luvulla 3, joten 2= —1 (mod 3).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 3.

42017 4 22017 = 12017+ (_ 1)2017

=14+(-1
=0 (mod 3)

Jakojiannds on 0, joten luku 42917 422017 on jaollinen luvulla 3.



6.11

a) Erotus
3*—(-1)=81+1=82=41-2

on jaollinen luvulla 41, joten 3% = —1 mod 41.

b) Tutkitaan jaollisuutta kongruenssin avulla.

323 _14=33.320_14
=27-(3*)Y —14
=27-(—1)° —14
=27-(-1)—14
=-27-14
=—41
=0 (mod 41)

Luku 3?* —14 on jaollinen luvulla 41.

Vastaus
b) On.



6.12

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtivini on osoittaa, etti luku 7> —»n on jaollinen

luvulla 5.

Jokainen kokonaisluku # toteuttaa yhden
kongruensseista

n=0, n=1, n=2, n=3 tai n=4 (mod 5).

Osoitetaan, ettd kaikissa tapauksissa
n> —n=0 (mod 5).

1) Jos n=0 (mod 5), niin
n”—n=0-0=0 (mod 5).

2) Jos n=1 (mod 5), niin
n—n=1-1=0 (mod 5).

3) Jos n =2 (mod 5), niin
n—n=2-2=30=0 (mod 5).

4) Jos n =3 (mod 5), niin
n® —n=3%-3=240=0 (mod 5).

5) Jos n =4 (mod 5), niin
n—n=4>—-4=1020=0 (mod 5).

Kirjoitetaan oletus
(eli l&htotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan viite
nakyviin.

Aloitetaan paittely
oletuksesta.

Erotus 30—-0 on
jaollinen luvulla 5.

Erotus 240 -0 on
jaollinen luvulla 5.

Erotus 1020-0
on jaollinen luvulla

5.



Siis aina n° —n =0 (mod 5). Perustellaan, miksi
véite on tosi.

On osoitettu, ettd kaikilla kokonaisluvuilla #n luku

5

n> —n on jaollinen luvulla 5. [J



6.13

a) Osoitetaan, ettd lukujen 332 ja —1 erotus on jaollinen luvulla 111.
332—(—1)=333=3-111

Siis 332=—1(mod 111).

b) Osoitetaan, ettd lukujen 43 ja 2193 erotus on jaollinen luvulla 25.
43 —-2193 = —2150 = 25-(—86)

Siis 43 = 2193 (mod 25) .

¢) Osoitetaan, ettd lukujen 1000 ja O erotus on jaollinen luvulla 8.
1000 — 0 =1000 = 8-125

Siis 1000 = 0 (mod 8).



6.14

a) Tapa 1. Kongruentit luvut modulo 5 sijaitsevat lukusuoralla viiden
askelen vélein. Etsitty luku on
24-5-5-5-5=4.

Tapa 2. Pienin luonnollinen luku, jonka kanssa luku 24 on kongruentti
modulo 5 on jakolaskun 24 : 5 jakojddnnos. Luku on siis 4.

b) Tapa 1. Kongruentit luvut modulo 4 sijaitsevat lukusuoralla neljan
askelen vélein. Etsitty luku on

24-4-4-4_4_4_4=0

Tapa 2. Pienin luonnollinen luku, jonka kanssa luku 24 on kongruentti
modulo 4 on jakolaskun 24 : 4 jakojdédnnos. Luku on siis 0.

¢) Tapa 1. Kongruentit luvut modulo 3 sijaitsevat lukusuoralla kolmen
askelen vilein. Etsitty luku on

24-8-3=0.

Tapa 2. Pienin luonnollinen luku, jonka kanssa luku 24 on kongruentti
modulo 3 on jakolaskun 24 : 3 jakojddnnos. Luku on siis 0.

d) Tapa 1. Kongruentit luvut modulo 2 sijaitsevat lukusuoralla kahden
askelen vélein. Etsitty luku on

24-12-2=0.

Tapa 2. Pienin luonnollinen luku, jonka kanssa luku 24 on kongruentti
modulo 2 on jakolaskun 24 : 2 jakojaannds. Luku on siis 0.

Vastaus
a) 4
b) 0
¢) 0
d) 0



6.15

Kun luvut jaetaan luvulla 5, jakojéddnnos on 3.
Kahden Iuvun erotus on aina jaollinen luvulla 5.

Luvut ovat keskenéén kongruentit modulo 5.



6.16

Jakolaskun 16 :5 jakojdannoés on 1,joten 16 =1 (mod 5).
Jakolaskun 28 :5 jakojddannés on 3,joten 28 =3 (mod 5).
Erotus 4 — (-1) =5 on jaollinen luvulla 5, joten 4 = —1 (mod 5).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 5.

162016 _ 28.42019 = 12016 _ 3. (_1)2019
=1-3-(-1
=143
=4 (mod 5)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojdinnds. Kun luku 162016 — 28.42019
jaetaan luvulla 5, sen jakojdannds on 4.

Vastaus
4



6.17

Luku on jaollinen luvulla 3, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 3.

Erotus 7—1=6 on jaollinen luvulla 3, joten 7 =1 (mod 3).
Erotus 2 —(—1) =3 onjaollinen luvulla 3, joten 2 =—1 (mod 3).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 3.

72502 4 91573 = 2502 4 (__)I573
=14+(-1
=1-1
= 0 (mod 3)

72502 4 21 573

Jakojdiannos on 0, joten luku on jaollinen luvulla 3.



6.18

a) Luvun kaksi viimeistd numeroa ovat jakojaédnnds, kun luku
jaetaan luvulla 100. Tutkitaan siis kongruenssia modulo 100.

992019 99 = —1 (mod 100)
= (_ 1)2019

=-—1

=99 (mod 100)

Kun luku 992919 jaetaan luvulla 100, jakojiinnds on 99.
Luvun 992019 kaksi viimeistd numeroa ovat 99.

b) Luvun kaksi viimeistd numeroa ovat jakojddnnds, kun luku jaetaan
luvulla 100. Tutkitaan siis kongruenssia modulo 100.

512018 512018 — 512:1009 — (5721009
= (512)1009

= 26011009 2601 =1 (mod 100)

= 11009

=1 (mod 100)

Kun luku 512°'% jaetaan luvulla 100, jakojddnnds on 1.

Luvun 512°1% kaksi viimeistd numeroa ovat Ol.

Vastaus
a) 99
b) 01



6.19

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku.

Tehtivina on osoittaa, ettd luku n(n? + 1)(n? + 4)
on jaollinen luvulla 5.

Jokainen kokonaisluku » toteuttaa yhden
kongruensseista

n=0, n=1, n=2, n=3 tai n=4 (mod 5).

Osoitetaan, etté kaikissa tapauksissa
n(n? +1)(n® +4)=0 (mod 5).

1) Jos n=0 (mod 5), niin
n(n? +1)(n% +4)=0- (0% +1)(02 + 4)
=0 (mod 5).

2) Jos n=1 (mod 5), niin
nn? + )2 +4)=1-12 + )12 +4)
=10
=0 (mod 5)

3) Jos n =2 (mod 5), niin
nn? +)(n2+4)=2-22 +1)(22 +4)
=80
= 0 (mod 5)

Kirjoitetaan oletus
(eli l&htotiedot)
nakyviin.

Kirjoitetaan viite

nakyviin.

Aloitetaan paattely
oletuksesta.



4) Jos n =3 (mod 5), niin
n(n® +1)(n* +4)=3-(3* + (3% +4)
=390
=0 (mod 5)

5) Jos n =4 (mod 5), niin
n(n? + D2 +4)=4-(4%2 +1)(42 +4)
=1360
=0 (mod 5)

Siis aina n(n? 4+ 1)(n*> +4) =0 (mod 5). Perustellaan, miksi
vdite on tosi.

On osoitettu, ettd kaikilla kokonaisluvuilla #n luku
n(n* +1)(n®> +4) on jaollinen luvulla 5. OJ



6.20

a) Erotus 112 —4=121—4 =117 on jaollinen luvulla 117,
joten 112 = 4 (mod 117).

b) Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 117, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 117.

244 _52-22 _ (22)22
= (112)2 —(22)2 112 = 4 (mod 117)
= 422 _ 422
=0 (mod 117)

_ 244

Jakojaannos on 0, joten luku 1144 on jaollinen luvulla 117.



6.21

Aikavililld 6.12.1917 — 6.12.2017 karkausvuosia olivat joka neljds vuosi
vuodesta 1920 vuoteen 2016.

2016 —1920

2 +1=25.

Karkausvuosien lukumaééri oli siis

Aikavililld oli 25 karkauspéivii, joten pdivien lukumairaa oli
100 - 365 + 25 =36 525.

Laskimella saadaan 36 525:7 ~ 5217,86.
Jakolaskun 36 525 :7 jakojdannds on 36525 —5217-7=6.

Joulukuun 6. pdivéstd vuonna 1917 oli kulunut kokonaisten viikkojen
lisdksi 6 paivaa.

Koska 6.12.2017 oli keskiviikko, 6.12.1917 oli 6 viikonpéivdd aiemmin
eli torstaina.

Vastaus
torstai



6.22

Oletetaan, ettd n on kokonaisluku. Kirjoitetaan oletus
(eli 1ahtotiedot)
nakyviin.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku 16-72" — 28.321+3 Kirjoitetaan viite

on jaollinen luvulla 5. nékyviin.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

16 =1 (mod 5)

7 =2 (mod 5)

28 = 3 (mod 5)
= —2 (mod 5)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 5.

16- 72n —28. 32n+3
=1.22n _3. (_2)2n+3

=22" —3.(=2)3-(—2)*" (—2)?" = 22" koska 2n on parillinen.
=221 4 24.2%" Erotetaan 22" yhteiseksi tekijaksi.
=22"(1+24)
=2%".25 25 = 0 (mod 5)
=22".0
=0 (mod 5)
Siis aina 16-72" —28.32n+3 = (mod 5) . Perustellaan, miksi
véite on tosi.

On osoitettu, ettd kaikilla kokonaisluvuilla » luku
16-72" —28-3%"*3 on jaollinen luvulla 5. O



6.23

Oletetaan, ettid luku » ei ole jaollinen luvulla 3. Kirjoitetaan oletus
(eli 1ahtotiedot)
nakyviin.

Tehtivini on osoittaa, ettd luku n® —1 onjaollinen  Kirjoitetaan viite

luvulla 9. nikyviin.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin modulo 9 avulla.

Koska luku 7 ei ole jaollinen luvulla 3, niin se on muotoa
n=1,n=2,n=4,n=5,n=7 tai n=8 (mod 9).

Osoitetaan, etti kaikissa tapauksissa 7n® —1=0 (mod 9).
1) Jos n =1 (mod 9), niin
n®—1=1-1=0 (mod 9).
2) Jos n =2 (mod 9), niin
n®—1=2—-1=63=0 (mod 9).
3) Jos n =4 (mod 9), niin
n® —1=4°-1=4095=9-455=0-455=0 (mod 9).
4) Jos n =5 (mod 9), niin
n®—1=5-1=15624=9-1736 =0-1736 = 0 (mod 9).

5) Jos n =7 (mod 9), niin



n®—1=7—-1=117648=9-13072=0-13072 = 0 (mod 9).
6) Jos n =8 (mod 9), niin
n® —1=8% -1=262143=9-29127=0-29127 = 0 (mod 9).

Siis aina n® —1=0 (mod 9). Perustellaan, miksi
véite on tosi.

Viite on néin todistettu. [J



6.24

Oletetaan, ettd luku » on satanumeroinen Kirjoitetaan oletus
kokonaisluku, jonka kaikki numerot ovat (eli 1ahtotiedot)
yhdeksikkdja. nakyviin.
Tehtivina on osoittaa, ettd luku »n on jaollinen Kirjoitetaan viite
luvulla 101. nikyviin.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.
Luku n voidaan kirjoittaa muodossa n =10'00 —1.

n—10100 _q 10100 = 102-50 = (102)50
=(10%)° —1
=100 —1 100 = —1 (mod 101)
=(-1)" -1
=1-1
=0 (mod 101)

Koska n =0 (mod 101), luku n on jaollinen luvulla  Perustellaan, miksi
101. OJ viite on tosi.



6.25

a) Oletetaan, ettd a, b ja n ovat positiivisia kokonaislukuja.
Télloin
a=ng +n ja b=ngy+r,

missd ¢q; ja g, ovatjotkin kokonaisluvut, 0 <7 <n; ja
0 S ) < ny .

Luvut ovat kongruentit modulo #, jos niiden erotus on jaollinen
luvulla n.

Tutkitaan lukujen a ja b erotusta.

a—b=nqg, +nr—(ngy +ry)
=nq—ng; +n—n
=n(q1—q)+n—n

Huomataan, ettd lukujen a ja b erotus on jaollinen luvulla #,
josjavainjos n—r =0cli B =r.

On todistettu, ettd luvut a ja b ovat kongruentit modulo #,
jos ja vain jos luvuilla @ ja b on sama jakojdannos, kun ne jactaan
luvulla n. O



b) Oletetaan, ettd a, b ja n ovat positiivisia kokonaislukuja
ja ettd ettd jakolaskun a:n jakojdannos on r.

Télloin
a=nq+r
missd ¢ on jokin kokonaislukuja 0<r <n.

Luvut ovat kongruentit modulo #, jos niiden erotus on jaollinen
luvulla n.

Erotus
a—r=(ng+r)—r=ngq
on jaollinen luvulla 7.

Siis a=r (modn). U
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