Tuntisuunnitelma

Tunnin teema: Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta
Oppimistavoitteet:

o Kehittaa kasitteiden hallintaa raja-arvojen, jatkuvuuden ja derivaatan alueilta.
e Madaltaa kynnysta tarttua vaikeankin nakdisiin tehtaviin etenemalla pala palalta.

Tunnin aloitus:

e Ole tarkka derivaattatarkasteluissa: Jos derivaatan arvot ovat esimerkiksi positiivisia, mita
se tarkoittaa alkuperaiselle funktiolle (joskus joudutaan myos tarkastelemaan useita
derivaattoja eli derivoimaan derivaattafunktioita)?

e Lue tehtdavanannot huolella, pohdi niista 16ytyvat kasitteet lapi ja Iahde ratkomaan tehtava
pala palalta!l

e Derivaattakaavoja l16ytyy MAOL-digitaulukoista.

Yleisia havaintoja teeman tehtavista:

e Aihe on yleisesti vaikea, varsinkin kun kasitellddn yo-kokeen loppupdan tehtavia (haastetta
jopa meille tunnin pitdjille).
e Haasteena toinen ja kolmas derivaatta sekd kasitteiden muistaminen.

e Tarkeaa esim. derivaattalaskujen jalkeen kertoa sanallisesti, mita laskuista voidaan
paatella.

Oppitunnin sisalto:

Palautelomake tunnin lopussa!

Tehtivi 1 (S22/9):
9. Neljannen asteen polynomiperhe 12 p.

Tarkastellaan polynomia f(z) = 2* + az® + bz + c,kuna > 0jaz € R.
1. Osoita, etta derivaatta f’ on aidosti kasvava funktio. (4 p.)

2. Osoita, etta yhtalolla f(’v) = () on korkeintaan kaksi erisuurta reaalijuurta. (8 p.)

e mitd pitda ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Hyvasta yritetysta ideastakin saa jo pisteita



o Tarkkuus siind, ettd mita pitaa osoittaa (“aidosti kasvava”, "korkeintaan kaksi” ym.)

o Kohta 1: Pitdd maarittaa funktion f toinen derivaatta ja tarkastella sen merkkia!

minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP ja LHVP)

o Kohta 2: Vaatii hyvat perustelut joukkojen avulla, pelkkad toteaminen ei riita

onko erilaisia ratkaisutapoja?

o Eivarsinaisesti (esim. kohdassa 2 derivaattafunktion nollakohtien lukuméaaran
perustelua voi suorittaa eri nakdkulmista, mutta menetelma on paapiirteissaan
sama).

onko jostain ohjelmistosta hyotya

o Voi kayttaa laskimen solvea, mutta pitaa olla hyvat kuvat ja perustelut.

tavallisimpia virheita ja vaaranpaikkoja

o Lahtee osoittamaan funktion f kasvavuutta eika derivaattafunktion.

miten tehtdvia voisi tunnilla neuvoa

o Kohta 1: Ohjata tarkastelemaan toista derivaattaa. Mita tarkoittaa, etta derivaatta
on aidosti kasvava? Miten tama liittyy funktion toiseen derivaattaan? Mita tekisitte,
jos kirjainten sijaan olisi konkreettisia lukuja?

o Kohta 2: Mita tiedetdaan kohdan 1 perusteella ja miksi? Miten tadsta seuraa
osoitettava vaita?



Tehtava 2 (S24/13; tehtdva vaatii syventdvan kurssin MAA12 tietoja, joten jos
tuntuu kovin vaikealta, voi siirtyd seuraavaan tehtavaan):
13. Epajatkuva funktio 12 p.

Olkoon f: R — R,

#(x) = {3:(: — 5, kun z <1,
z?+zx—2, kunz > 1.

Jalmari on osoittanut seuraavalla tavalla, ettd f'(1) = 3.

Lasketaan funktion f erotusosamé&éaran toispuoleiset raja-arvot kohdassa = = 1. Tall6in

. flz)— f(1) . 3zx—-5—(3-1-58) . 3r—3 . 3(z—1)
lim —————~ = lim - ~ = lim = lim ——= =3
r—=1— r—1 r—1— r—1 x=21— x—1 z—1— 1 —1
ja
o flz)— f(1) . B +r—-2—-(12+1-2) L o2l 4r—2
Iim ———— = lim - = lim ——
21+ z—1 1+ fr—| z—=1+ 1 —1
(x — 1)(x + 2) )
= lim o x+e) _ lim (x +2) = 3.
1+ r—1 o1+

Koska erotusosamaarén toispuoleiset raja-arvot ovat yhta suuret ja niiden yhteinen arvo on 3, niin funktio f
on derivoituva kohdassa x = 1 ja /(1) = 3.

1. Osoita, etté [ ei ole jatkuva kohdassa ¥ = 1. Miksi tdma on ristiriidassa Jalmarin tuloksen kanssa? Minké virheen Jalmari
tekee todistuksessaan? (6 p.)

2. Osoita, ettd f on monotoninen joukossa R.. (6 p.)

e mitd pitad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Kohta 2: Muista tarkastella kaikki mahdolliset tapaukset (x < 1,x > 1jax = 1) ja
koota paattelyn yhteen.
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)
o Hyvat perustelut kaikelle sille, mita kysytaan!
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Eijuurikaan ole.
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Kuvaajan voi piirtdd oman hahmottamisen tukemiseksi, mutta kuvaajasta
paattelemalld ei saa pisteitd!
e tavallisimpia virheita ja vaaranpaikkoja
o Kohta 1: Laskettu vain yksi raja-arvo eikd esim. verrattu sita funktion arvoon.
o Kohta 2: x = 1 unohdettu tarkastella.
o Laskettu lausekkeen x? 4+ x — 2 arvo raja-arvon sijaan.
o Nojaa kuvaajaan ilman muita perusteluja.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa
o Kohta 1: Miten jatkuvuus ja derivoituvuus liittyvat toisiinsa? Miten epdjatkuvuus
osoitetaan?
o Kohta 2: Mita monotonisuus tarkoittaa? Mistd voidaan paatelld, etta funktio on
monotoninen/kasvava?



Lisatehtiva 1 (K24/13):

13. Raja-arvo 12p.

Ohjelmiston mukaan

. 1 sin 1
lim | — — = —.
x—0 \ 52 3 6
Perustele tdma tulos seuraavien valivaiheiden avulla.

1
[i] Osoita, ettéd & — sinx — E:I,"D’ <0,kun0 <z <1.

1 1 A
[ii] Osoita, ettd & — sinx — gt b >0, kun0 <z <1

6" 1207
[iii] Osoita, etta iws - ir‘r’ <r—sinz < 3,1:3._ kunQ <z < 1.
6 120 6
[iv] Osoita, etta iws -- i;u:‘r’ >r—sinx > 3TS kun—1 <z < 0.
6 120 6

[v] Perustele naiden epayhtaldiden avulla, etta raja-arvo on g

Valivaiheita voi perustella toisistaan riippumattomasti. Esimerkiksi vaiheen [iv] osapisteet saa osoittamalla, etta se seuraa
vaiheesta [iii], riippumatta siitd, onko vaihe [iii] todistettu. Sama pétee muihinkin vaiheisiin.

e mitd pitad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Vilivaihteita voi perustella toisista riippumatta (kannattaa hyodyntaa edellisia
kohtia)!
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)
o Laskennalliset perustelut, joista taytyy johtaa sanalliset johtopaatokset.
e onko erilaisia ratkaisutapoja
o Suppiloperiaate, sarjakehitelma
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Eijuurikaan.
e tavallisimpia virheita ja vaaranpaikkoja
o Merkkivirheet pitkissa lausekkeissa
o Kohdassa [v] ei muisteta tutkia seka yla- ettad alarajaa.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa
o Kohdissa [i] ja [ii] ohjataan moninkertaiseen derivaatan kayttoon, koska se ei
valttamatta ole itsestaanselvaa.
Kohdassa [iii] ohjataan yhdistamaan kahden edellisen kohdan tulokset.
Kohdassa [iv] ohjataan parittoman funktion ideaan.
Kohdassa [v] ohjataan jakamaan termilld x3 (miksi ndin voidaan tehd3 eli miksei
termin x3 arvo ole 0).



