Matematiikan kurssikoe, MAY1 — Luvut ja lukujonot 2 h 40 min - RATKAISUT Sievin lukio
Keskiviikko 13.11.2019

NIMI:

KOEAIKA 2 h 40 min. VASTAA MONIVALINTAAN (TEHTAVA 1), TEHTAVAAN 2 (PAPERILLE)
JA KOLMEEN TEHTAVAAN TEHTAVISTA 3-7.

- SIIS YHTEENSA VIITEEN TEHTAVAAN SAA VASTATA!

AINEISTOT-OSION TAULUKKOTIETOJA SAA KAYTTAA. (1.-kurssin asioita 1oytynee sivuilta 8 -20.)

LASKINOHJELMISTOJA SAA (PITAA) KAYTTAA, MUTTA MUISTA PERUSTELLA NIIN PYY-
DETTAESSA! (Muutama TI1-komento I6ytyy aineistosta.)

1. MONIVALINTA
1.1 Mika vaittama on oikein?

© Vsez, ® Sen C VBe¢R © Vseq

ala

1.5 Kun lukujono on annettu muodossa

C1:—3
(cn): C; = —4
Cn=2'cn—1+2'c121—2' n=3

niin lukujono on maaritelty

e aritmeettisesti rekursiivisesti © liitAnnaisesti

~

geometrisesti monotonisesti

1.3 Valitse oikea merkinté kuvassa nakyvalle vélille.

C 73 . <x< . <x> &

1.4 Tarkoittakoon symboli ® jotain positiivista kokonaislukua valilta [1, 8]. Laske ja valitse mielesta-

si oikea tulos

(-2-@?% _, 2
T_® _@

(Ehk& kannattaa laskea ensin jollakin valin [1, 8] luvulla.)

T2 ® 2 362 G
® = " 2-®




1.5 Annettuna on funktion f kuvaaja (alla).

0 x< —4
3 1 4
f = _ T w_2 ._a<
(x) 3x 3 4 <x<?2
2 .
0 : muutoin

Ne
b

9 8 7 B 5 -4 2 10 1

Mitéa funktiolle
: kun x < —4

W =

0

4

f: f(x) =1 - X3 kun—-4<x<2
0, muutoin

on tehty kun kuvaaja nayttaa seuraavalta?

\
I8
W

-4
funktion arvo on saatu kertomalla x miinus kahdella, eli fui(x) = f(—2 - x)

funktion arvo on saatu summaamalla vanha arvo kahdesti, eli f.si(x) = f(x) + f(x)

D

funktion arvo on kerrottu —1:11&, eli f usi(x) = —f(x)

funktion arvo on summattu neljalla, eli f,.i(x) = f(x) + 4

1.6 Laske ja valitse oikea tulos
log, 16 +log, 23 —log, a
missa a € Z, ja a # 1. Palauta mieliin logaritmien laskusaannot.

i 4 - 3 - -

5 a+4 24+ a



1.7 Merkinta

6
Z(k +62)
k=2

tarkoittaa

(k+62%) + (k+ 6*) + (k + 62) + (k + 62) + (k + 62)
82+ 9% +10% + 112 + 122

2+6%)+(B+6%)+ .. +(k+6%)

(2+3+4+5+6)+ 6>

1.8 Mika vaihtoehto on oikein, kun tiedetaan lukujonon (a,,) differenssin olevan —3.
Jonon jasen saadaan kertomalla edellinen jasen —3:lla.

Jonon 1. jasen on 3 ja 2. jasen 6.

Jonon 5. jasen 8 ja 7. jasen 2.

Jonon kolmen perakkaisen jasenen summa on aina —6.

1.9 Aukaise Aineistot-osiosta tiedosto tehtl_moniv_9.ggb ja valitse oikea vaihtoehto seuraavaan kysy-
mykseen.

Milla parametrin p arvolla, funktiolla f on nollakohta ykkdsessa?

- p=-3 o p=-1 - p=0 -

1.10 Annettuna on funktion f kuvaaja (alla).

0 X < —4
3
f(x) = 7%xf§ T4 <x<?2
2 0 : muutoin

ST

-4

Valitse oikea kuvaaja A-D funktiolle g: g(x) = -2 + f(x).



7 6 5 -4 3 2 -1 0 T Y 5 4 5 7 6 5 4 3 2 10 12 3 4 o
-1 =1
-2 =2
=3 =3

“ A

1.11 Luku kasvaa ensin 15 % ja sitten pienenee 15 %. Kuinka monta prosenttia néin saatu luku on
alkuperdaisesta?

I v

noin 102 % © 859 115 % 100 % noin 98 %
1.12 Milla x:n (x # 0) arvo(i)lla lukujono

2,x,3,..
on geometrinen?

C Ei millaan x:n arvolla.

€ x—1V6 Cx=+

N|W



2. Tama tehtava vastataan paperille! Mutta saat kayttaa ohjelmistoja!
a) Olkoon funktio f: f(x) = 9 — x2.
i) Maarita funktion f nollakohta(-dat).
ii) Milla x:n arvo(i)lla f(x) = 5?
iii) Onko piste (=7, —58) funktion f kuvaajalla? Perustele hyvin, pelkkéd kuva ei riité.
iv) Madrita funktion arvojoukko A, kun x €] — 4, —2].
i) Eli, milla muuttujan x arvolla funktion arvo f(x) on nolla. Siis
9—-x2=0 & x?=9 o x=43.
TAIl solve(9 — x* = 0,x)
i) Eli, milld muuttujan x arvolla funktion arvo f(x) on viisi. Siis
9—x2=5 & x*=4 o x=4=2.
TAIl solve(9 — x* = 5,x)
iii) Eli, onko muuttujan x arvolla —7 funktion arvo —58. Saadaan
f(=7)=9—(=7)% =9 — 49 = —40.
Siis, ei ole.
iv) Koska f(—4) =9 —(=4)* = -7 ja f(=2) =9 — (=2)* =5, niin A; = ]-7,5] koska funktio f
on jatkuva ja ns. monotoninen ko. vélilla-> katso esim. geogebra.
b)

i) Piirra lukusuora ja havainnollista lukusuoralla lukuvéleja |—oo, —3] ja —5 < x seka.

— >

-3 x
—5 X

i) Muuta luku 1,02555. .. murtolukumuotoon. Perustele véalivaiheiden avulla.
Merkitéddn x = 1,02555 .... Tallin 100x = 102,555 ... ja 1000x = 1025,555 ..., joten saadaan
1000x — 100x =900x

1025,55...— 102,555 ... = 923



_ 923

Siis900x = 923 eli x = —.
900

¢) Muodosta lauseke lukujonon 2, 8,14, 20, ...

i) rekursiiviselle sdannolle, ii) analyyttiselle séanndlle.

1) Lukujonon rekursiivinen saanto (vain kakkosrivi riittad)
(an): a; =2
a, =a,_,+6, n=2
ii) Lukujonon analyyttinen sdant6

(ay): ap=2+n—-1)6=6n—14

a) Maarita luvun 1:—25 vasta- ja kaanteisluvut. Perustele. (2p)

b) Laske geometrisen summan
3+9+ .. +531441
arvo. Perustele ja hyédynna esim. solveria. (5p)

c) Ratkaise yhtalot perustellen eli kirjoita véalivaiheita. (5p)

3.9x
i) 427 _ s i) 3-4* = 63
24
a) Luvun —2_ vastaluku on — —%= = —— ja kiianteisluku —— = — =5
15 15 1-v5) = ="
b) Koska jono on geometrinen niin g = 2 = 3. Nain ollen jonon yleinen jasen on muotoa

3
a, =3-3""1=3"
Etsitdan se indeksin n arvo, jolla
a, = 3" = 531441
Saadaan (esim. solveria kéyttden) n = 12 ja ndin ollen summaksi tulee

12 1_312
Siz=ay- =3

=797 160.



c) Ratkaisut

i) i)
43.2x:23 3:-4* =63
4
43.2% = 23.24 4x=%
(22)3 - 2% = 23+4 log 4* = log 21
26.2% =27 x -log4 =log21
2% = z_:» =2 = x= l?oggzéll
= x=1

4. a) Perustele, miksi log19 25 000 = 4 + log, 2, 5.

b) Tuotteen ALV on 24 %. Kuinka monta prosenttia tuotteen veroton hinta on pienempi kuin verolli-
nen hinta? Muista, ettd ALV lisétédan aina verottomaan hintaan.

¢) Reaalifunktiolle f patee f: f(x + 2) = 4x — 2x% — 7 kaikilla x € R. Laske/Méaarita f(x — 2), kun
x € R.

a) Logaritmin laskusaantoja kayttaen saadaan:

10g10 25 000 = 10g10(2,5 - 104) = 10g10 104 + 10g10 2,5 =4- lOglO 10 + 10g10 2,5 =4+ 10g10 2,5

=1
b) Merkitaan tuotteen hintaa x:l1&. Talldin verollinen hinta on 1,24x ja saadaan

1,24x — x

100% =1 4..%=194%.
1 24x 00 % 9,35 %o 9,4 %

c) Koska f(t + 2) = 4t — 2t? — 7 kaikilla t € R, niin saadaan

=:t

f(x—Z)=f((x—4)+2)=4(x—4)—2(x—4)2—7

=4x —16 —2(x? —8x + 16) — 7 = —2x?% 4+ 20x — 55

Voi kéyttaa TI-ohjelmiston expand-komentoa.



5. a) Lukujonon ensimmainen termi on 1 ja viides 4. Maarita jonon toinen ja kymmenes termi, kun jono
on i) aritmeettinen, ii) geometrinen. Muista perustella! (6p)
b) Paarynamehusta ja omenamehusta tehdyn sekamehun sokeripitoisuus on 11 %. Maarita mehujen
sekoitussuhde, kun paarynamehun sokeripitoisuus on 14 % ja omenamehun sokeripitoisuus on 7 %.
(6p)

a) Koska a; = 1]jaas = 4 ja koska aritmeettiselle jonolle perdkké&isten termien erotus on vakio, siis d =

a, — a,_, = vakio ja geometriselle jonolle perakkaisten termien suhde on vakio, siis ¢ = — = vakio, niin

an-1

saadaan
as=a;+4-d=1+4-d=14 i)as=a,-q*=1-q* =4

= 4d =3 = gq*=4

= d:E = q=i\/§
i * Siis

3 7 a=a;-q=1-V2=1V2
@ =a+d=1+,=7 to=ayq?=1-(£V3) = +4v3
Qo=a;,+9-d= 1+9.%=% Huomaa kaksi vaihtoehtoa!

b) Merkitddn omenamehun maardd x:11a ja paarynamehun maarad y:lla. Talloin (tehtdvanannon tiedoista
saadan yhtélo)
sokeri alkuperaisissd = sokeri valmiissa
vy-0,14+x-0,07=0,11-(x + y)

= 0,03y = 0,04x

Vastaus: Paarynamehua tulee olla 4 osaa (g ~ 57 %) ja omenamehua 3 o0saa (% ~ 43 %).



Stadionin ylimmalla penkkirivilla on 2 800 paikkaa ja jokaisella rivilla siitd alaspain on aina 18
paikkaa vdahemman kuin edellisella rivilla. Kuinka monta penkkirivia stadionilla on, kun paikkoja on

yhteensa 73 8927 Kuinka monta istumapaikkaa on alimmalla rivill4? Perustele hyvin.

KUVA:https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/

f/£8/0Olympiastadion_Helsinki.jpg/250px-Olympiastadion_Helsinki.jpg

Penkkiriveilla olevista istumapaikoista muodostuu aritmeettinen jono
a; =2800, a,=2782, a;=2764,..
missa siis a; = 2800 jad = —18. Néin ollen tdman jonon (a,) yleinen jasen, joka kuvaa n:nneksi ylim-
malla rivilla olevien istumapaikkojen lukumé&éraé on
a,=a,+n—-1)d=2800+(n—-1)-(—18) =2818 — 18n.

Huomaa, ettd indeksi n vastaa penkkirivid ja lukujonon jésenen arvo kyseessé olevalla rivilla olevien istu-
mapaikkojen lukumaaréda. Eli rivin numero kuvautuu lukujonossa istumapaikkojen lukumaéaraksi. (Lukujono
on siis funktio! (a,):Z, » R, a, = 2818 —18n.)

Naéin ollen eri riveilld olevien istumapaikkojen yhteenlaskettu lukumaara saada aritmeettisesta summasta

n

a, +a

s =p.- 2% 2(2818—1810.
k=1

=
Indeksin n ratkaisemiseksi voidaan=pitaa esim. ratkaista Tl-ohjelmistolla yhtalo

n n
Z(z 818 — 18k) = 73892 — solve(z (2818 — 18k) = 73 892, n)
k=1 k=1

TAI hieman pidemmin: Summaan sijoitetaan a,, a,, = 2 818 — 18n, eli

a; +ay 2800+ 2818 —18n
Sp=n- =n-

= 73892
2 2




joka sievenee muotoon (expand-komento T1:ssé)
n- (2809 —9n) = 73 892
Taman ratkaisu: - solve(n - (2809 — 9n) = 73 892, n). Ratkaisuksi tulee molemmilla tavoilla
n=29 n = 283,111 ...
Indeksi n saa olla vain kokonaisluku, joten vain n = 29 hyvéksytdan. Alimmalla rivill4 on istumapaikkoja
nain ollen
a,=2818—18-29 = 2296

Tarkistuksena voit laskea lukujonon (a,,) arvon indeksin arvolla n = 283. Mitd huomaat?

n n=29. or n=283.111111111

solve E (2818-18- k}=73892,n

k=1

solve(n- (2809-9- n)=73892,n) n=29. or n=283.111111111




7. JOKERI (+2p)
Vuonna 2001 eraan liikeyrityksen ulkomaille suuntautuvan myynnin arvo kasvoi 10 % vuoteen 2000
verrattuna. Samaan aikaan myynnin arvo kotimaassa vaheni 5 %. Tall6in koko myynnin arvo kasvoi
6 %. Laske, kuinka monta prosenttia myynnista meni vuonna 2000 ulkomaille. [YO K2002/3]
Merkitaan a:lla kotimaan myynnin arvoa, b:11a ulkomaan myynnin arvoa ja x:ll& koko myynnin arvoa.

Taulukointi antaa

kotimaa ulkomaa yhteensa
2000 a b X
2001 0,95a 1,10b 1,06x

Tiedetéén, ettd a + b = x ja toisaalta 0,95a + 1,10b = 1,06x. Sijoitetaan jdlkimmaiseen x = a + b, joten
0,95a + 1,10b = 1,06a + 1,06b
—0,11a = —0,04b
= a= ib
11
Elix=a+b= %b +b= i—ib, josta ratkaisemalla saadaan b:n arvo x:sta
b= 1—1x (ja a= ix)
15 15

Siis ulkomaan myynnin osuus vuonna 2000 koko myynnista oli

11

— =73,32 73 %.
15 %



