7.1

X

Ratkaistaan x kosinilauseen avulla.

c? = a® +b%> —2abcosy c=x;a=18b=13 ja y=81°

x? =182 4132 —2-18-13-cos81° Ratkaistaan CAS-laskimella.

x =—20,48... tai x = 20,48

Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten x = 20,48 m ~ 20 m.

Vastaus
x=20m



7.2

53m

21m
51,0° X

Ratkaistaan x kosinilauseen avulla.

a=21b=x;c=53]ja
v =51,0°
5,32 =2,124+x%>—-2-2,1-x-cos51,0° Ratkaistaan CAS-laskimella.

c? = a® + b* —2abcosy

x=-—3,72...tai x =6,36...

Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten x = 6,36... m =~ 6,4 m.

Vastaus
x=6,4m



7.3

Ratkaistaan « kosinilauseen avulla.

c? = a® +b* —2abcosy a=2;, b=7, c=6 ja y=«

62=224+72-2.2-7-cosa Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=52,61..°~52,6°

Vastaus
a=52,6°



7.4

59
46

78

Kolmion suurin kulma on pisimmaén sivun vastainen kulma.

) ) ) a=46; b=>59;
¢ =a“ + b —2abcosa )
c=78 ja y=«a
782 =592 + 462 —2-59-46-cosa
2-59-46-cosa = 592 + 462 — 782
592 4 462 — 782  —487
COS="""759.46 5428
_ —1(_ 487 . o o
o = COS ( 75428)—95,14... ~ 95,1

Vastaus
95,1°

Huomaa:
Voit ratkaista yhtdlon myos CAS-laskimella.
Rajoita ratkaisu vélille 0° < o < 180°.



7.5

a) Piirretdén jana, jonka pituus on 14,9 (cm).
Piirretddn janan toiseen paahdn puolisuora, joka muodostaa 51,6°:n
kulman janan kanssa.
Piirretdén janan toiseen padhin ympyré, jonka side on 12,3 (cm).
Kolmion kolmas kérki on ympyrén ja puolisuoran leikkauspiste (2
vaihtoehtoa).

Ehdot toteuttavia kolmioita on kaksi.

b) Ratkaistaan sivun pituus x kosinilauseella.

5 5 5 c=12,3; a=x;

¢ =a“ +b-—2abcosu ]
b=14,9 ja y=51,6°
Ratkaistaan

12,32 = AC? +14,92 —2-AC-14,9-cos51,6° ,
CAS-laskimella.

x=539...~5,4 tai x=13,11...~13,1
Kolmion kolmannen sivun pituus on 5,4 cm tai 13,1 cm.
Vastaus

a) Ehdot toteuttavia kolmioita on kaksi.
b) 54 cm tai 13,1 cm



7.6

B 3,7 mpk A

Veneilija ldhtee pisteestd A ja padtyy pisteeseen C .

Kysytty etdisyys x saadaan maéritettyd kosinilauseen avulla.

¢ = a? +b* —2abcosa
x2=3,724+292-2.37.2,9-c0s45° Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-2,63... tai x=2,63...

Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten

x=2,63... mpk ~ 2,6 mpk .

Veneilija pddtyy 2,6 meripeninkulman padhén lahtopisteesta.

Vastaus
2,6 mpk



1.7

a) Kulman « suuruus voidaan ratkaista
o sinilauseella kolmiosta AHE ja

o sinilld kolmiosta AHD.

b) Kulman ( suuruus voidaan ratkaista

o sinilauseella kolmiosta AEF.

¢) Sivun ¢ pituus voidaan ratkaista

o kosinilauseella kolmiosta ADF ja
e Pythagoraan lauseella kolmiosta ADF.

Vastaus
a) 1l ja4
b) 1
¢)2ja3l



7.8

Rasti
1350 m
X
40
Ldhtd 1350 m Suunnistaja

Lasketaan suunnistajan ja rastin vélinen etdisyys x kosinilauseen avulla.

c? = a? +b% —2abcosa
x2 =1350%2 413502 —2-1350-1350-cos4® Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=—-9422... tai x =94,22...

Etdisyys on positiivinen luku, joten x =94,22.. m = 94 m.

Suunnistaja on 94 metrin paéssa rastista.

Vastaus
94 m



7.9

a) Piirretdédn kuva.

Minnyn alkuperéiiséksi pitliudeksi saadaan mittaamalla
35m+58m=938m~9,4m.

b) Taydennetddn kuvaa ja lasketaan ménnyn taittuneen osan pituus.

3.5

Y 5.3
%

Mainnyn pystyyn jdéneen tyven ja rinteen vélinen kulma on

v =90°-9,0° = 81,0°.

Muodostetaan yhtdlo kosinilauseen avulla.
c2=a’>+b*>—2-a-b-cosvy

x2 =3,52 45,32 -2.3,5-5,3-cos81,0° Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-587... tai x=5,87...
Pituus on positiivinen luku, joten x=5,87... m.

Mainnyn alkuperéinen pituus oli
35m+x=35m+5,_87.. m=937... m=94m.

Vastaus
a) 94 m b) 9,4 m



7.10

Pohjoinen

Lahto

Juuriluoto

2,1 mpk

Vaarasaari

Veneilija halusi ajaa suuntaan 137°, mutta piétyi ajamaan kulman «
verran vidradn suuntaan.

Ratkaistaan kulma « kosinilauseen avulla.

c2=a>+b*—2-a-b-cosa
2,12 =11,92 +12,32 —2-11,9-12,3-cosac  Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=9,77..2~09,8°

Kompassilukeman virhe oli 9,8°.

(Veneilijan todellinen kompassisuunta oli siis 146,8° tai 127,2°.)

Vastaus
Virhe on 9,8°.



7.11

5,0 cm

=

14,0 cm

Muodostetaan yhtilo kolmion pinta-alan avulla ja ratkaistaan y.

A= %absinfy A=27,9; a=5,0 ja b=14,0

27,9 = %-5,0-14,0-51117
2-27,9
5,0-14,0
v =sin"10,797...= 52,85...°
Koska sin(180° — =) = sin-y, niin kulman y arvoksi kelpaa myos
~=180°—52,85...°=127,14...°.
Kosinilauseen avulla saadaan laskettua kolmas sivu.
x2 =5,02 414,02 —2-5,0-14,0-cos~y
=221—140cosvy
e Kun v =52,85...°, niin
x? =221—140c0s52,85...° = 136,46...
x = +4/136,46... =11,68... ~ 11,7 (cm).
e Kun v =127,14..°, niin
x? =221—140co0s127,14...° = 305,53...
x = +,/305,53... =17,47...~ 17,5 (cm).
Kolmion kolmannen sivun pituus on 11,7 cm tai 17,5 cm.

siny = =0,797...

Vastaus

11,7cm tai 17,5 cm

Huomaa:

Voit ratkaista kulman y myods CAS-laskimella. Rajaa silloin ratkaisu
vilille 0° <~ <180°.



7.12

200 m

Alemman suorakulmaisen kolmion pinta-ala saadaan suoraan annettujen
mittojen avulla.

4, — 200-786

5 =T78600 (m?)

Ylemmaén kolmion pinta-alan laskemiseksi selvitetdén ensin
kulma a kosinilauseen avulla.

c? =a? +b% —2abcosa
4362 = 447% + 7862 —2-447-786- cos Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=26,745..°

Alemman kolmion pinta-ala on

4, = %.447 786 - 5in 26,745...° = 79 055,85... (m2)

Koko metsépalstan pinta-ala on

A=A + A, =78 600 m? + 79 055,85... m?
=157 655,85... m? ~ 158 000 m? (= 15,8 ha)

Vastaus
158 000 m?> = 15,8 ha



7.13

Mastol

Masto2
2,4 km

' 6,3 km

Maki

Mastojen vilinen etdisyys x saadaan kosinilauseen avulla.

x?=2,4% 46,32 -2-2,4-6,3-cos15° =16,24...
x=-—4,02... tai x =4,02...

Etéisyys on positiivinen luku, joten x = 4,02... km ~ 4,0 km

Mastojen vélinen etdisyys on 4,0 km.

Vastaus
4,0 km



7.14

Kéidntyessddn kohti luodetta alus kdantyy kulman 45°.
Syntyvén kolmion kulmaksi saadaan 180° — 45° = 135°.

luode pohjoinen

[}

34 mpk

Ratkaistaan luoteeseen ajetun matkan pituus x kosinilauseella.

c? = a® + b* — 2abcosvy
492 = x2 4342 —2.x-34-cos135° Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=—66,73... tai x =18,65...

Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten
x=18,65... mpk = 19 mpk.

Vastaus
19 mpk



7.15

81Tm 32m

A 6,1m

Lasketaan kulman a suuruus kosinilauseen avulla.

c? =a? +b%> —2abcosa
3,22 =8,12 +6,12—-2-8,1-6,1-cosax Ratkaistaan CAS-laskimella.

a =20,47...° ~ 20,5°

Vastaus
o =20,5°



7.16

a) Annetut ehdot tayttdvid kolmioita on kaksi kappaletta.

————

b) Ratkaistaan kolmannen sivun pituus x kosinilauseella.

20°

8,1

c? =a? +b* —2abcosy
42 =812 + x2 —2-8,1-x-c0s20° Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=4,72..~ 4,7 tai x=10,49...~10,5

Kolmannen sivun pituus on 10,5 m tai 4,7 m.

Vastaus
b) 10,5m tai 4,7 m



7.17

12,0 m

9,0 m

Madéritetdén tunnettujen sivujen vilinen kulma pinta-alan avulla.

A= %bcsiny
27,0 = %-12,0 19,0-sin~y Ratkaistaan CAS-laskimella.

v=30° tai v=150°
Kolmannen sivun pituus x saadaan kosinilauseella.
x2 =12,02 49,02 —2-12,0-9,0-cosy
=225—216cos7y
e Tapaus v = 30°:
x? =225 —216¢c0s30° = 37,93...

x=—4/37,93... = —6,15... tai x =+/37,93... =6,15...
Sivun pituus on positiivinen luku, joten x = 6,15... m~ 6,2 m.
e Tapaus v =150°:
x? =225—216c0s150° = 412,06...

X = —4/412,06... = —=20,29... tai x =+/412,06... = 20,29...

Sivun pituus on positiivinen luku, joten x = 20,29... m ~ 20,3 m.
Kolmion kolmannen sivun pituus on 6,2 m tai 20,3 m.

Vastaus
6,2 m tai 20,3 m



7.18

a) Piirretdén kuva ja mitataan majakan etéisyys Robinsonista.

Palmuluoto

p 5,8

9,4

€
Robinson
Majakka voi annettujen tietojen perusteella sijaita kahdessa
mahdollisessa paikassa, joko 5,0 km:n tai 10,9 km:n etdisyydelld
Robinsonista.
b) Lasketaan majakan etéisyys Robinonista kosinilauseen avulla.

Palmuluoto
[

9,4

€
Robinson

c? = a®> +b* —2abcos~y
5,82 =942 4 x2 —2.9.4.x-c0s32° Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=5,0005...~ 5,0 tai x=10,9427...~10,9
Majakka on 5,0 km:n tai 10,9 km:n etdisyydelld Robinsonista.

Vastaus
a) 5,0 km tai 10,9 km b) 5,0 km tai 10,9 km



7.19

Piirretdén tilanteesta mallikuva.

Kysytty maston korkeus saadaan laskettua kolmiosta ADC kéyttden
kosinilausetta. Lasketaan ensin janan AC pituus sinilauseen avulla.
Kolmion ABC kolmas kulma on

v =180°—30,3°—40,4° =109,3°.

Muodostetaan yhtélo sinilauseen avulla ja ratkaistaan sivun AC pituus a.
a ~37,0+37,0
sin40,4°  sin109,3°
_ 74,0 sin40,4°

Sn109.3° 50,816... (m)
Ratkaistaan kysytty maston korkeus x kosinilauseen avulla.
x> =a? 437,02 —2-a-37,0-c0s30,3° |a = 50,816...
=50,816..2 +37,0> —2-50,816...-37,0- c0s30,3°
= 704,59...
x = —4/704,59... = —26,54...
tai

x =4/704,59... =26,54...
Maston korkeus on positiivinen luku, joten x = 26,54... m ~ 26,5 m.
Maston korkeus on 26,5 metrié.
Vastaus
26,5 m



Lasketaan ensin kulma £ kolmiosta KPT sinilauseen avulla.
2,0 2,4
sin3 sin73°

3 =52,83.° tai §=127,16..°
e Jos 3 =52,83..°, niin
<KTP =180°—73° —52,83...° = 54,16...° (kelpaa)
e Jos 3 =127,16..°,niin
<KTP =180°—73°—127,16...° = —20,16...° (ei kelpaa)
Siis on oltava 3 = 52,83...°.
Lasketaan kosinilauseen avulla janan RT pituus x kolmiosta RPT.
x? =532 42,42 —2-5,3-2,4-c0s52,83...° = 18,48...

x = —4/18,48... = —4,29... tai x =/18,48... =4,29...
Pituus on positiivinen luku, joten x = 4,29... km.
Lasketaan kulma a kolmiosta RPT kosinilauseen avulla.
2,42 =5,32 4(4,29..)> —2-5,3-4,29...- cosa Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=26,41..°
Ruttulasta katsottaessa Pottulan ja Takkulan vali ndkyy
kulmassa « = 26,41...° ~ 26°.

Ratkaistaan CAS-laskimella.

b) a-kohdan perusteella Ruttulan ja Takkulan vilinen
etdisyyson x =4,29...km ~ 4,3 km.

Vastaus
a) 26° b) 4,3 km



7.21

Piirretddn kolmio, jossa on terdva kulma y.

On osoitettava, etti kosinilause c¢? = a? +bh%> —2abcos~y piitee, kun

kulma y on terdva.
Téydennetdén kolmioon korkeusjana ja jaetaan kanta osiin, joiden pituudet

ovat x ja b—ux.

T b—x

Kuvan merkinnéilld saadaan kosinin mééaritelmén ja Pythagoraan lauseen
avulla seuraavat yhtalot.

1) cosy = %
X = acos~y

2) a®> = h? +x?
3) ¢ =h*+(b—x)?
=h? +b>+2-b-(—x) + (—x)?
= h? +b% — 2bx + x?
h? + x? = a?

X = acos~y

=h? +x24+b*—2bx

=a? +b? —2b-acosy
= a® + b* —2abcos~y
Saatiin osoitettua, etti kosinilause ¢? = a? + b?> —2abcos~y pitee, kun

kulma y on terdava. [



7.22

Nimetéén kolmioiden kérjet, jotta niihin on helpompi viitata.
C

—]

D

| A 40° 35° N/
B

A 230 m
Ratkaistaan saaren pituus x (esimerkiksi) kolmiosta ACD kosinilauseen
avulla. Ensin on laskettava kolmion sivujen 4D ja AC pituudet
sinilauseen avulla. Ratkaistaan kulma ECB.

<JECB =180° —40° — (35° 4+ 66°) = 39°
Ratkaistaan sivun AC pituus sinilauseen avulla.

AC 4B
sin(35° 4+ 66°)  sin(<ECB)
AC 230

Sin(101°%) = Sin(39%) Ratkaistaan CAS-laskimella.

AC = 358,75... (m)
Ratkaistaan kulma ADE.
SADE = 180° — 35° — (40° + 49°) = 56°
Ratkaistaan sivun 4D pituus sinilauseen avulla.

AD 4B
sin(35°)  sin(<4DE)
AD 230

Ratkaistaan CAS-laskimella.

sin(35°) ~ sin(56°)
AD =159,12... (m)
Ratkaistaan saaren pituus x kolmiosta ACD kosinilauseen avulla.
c? = a® +b* —2abcosy
x2 = AD? + AC? —2- AD- AC - cos(<<CAD)
= (159,12..)% 4+ (358,75...)> —2-159,12...- 358,75... cos(49)°
=79122,76...

x =—/79122,76... = —281,28... tai x =/79122,76... = 281,28...

Sivun pituus on positiivinen luku, joten x =281,28... m =~ 281 m.
Saaren pituus on 281 metrié.

Vastaus

281 m



7.23

Merkitdan etdisyyttd kaivolta kullekin talolle kirjaimella x. Piirretdén kuva.

Kaivo

Muodostetaan kosinilauseen avulla yhtél6t kolmioista AKC, KBC ja
AKB. Muodostetaan ndistd yhtaloistd yhtdloryhma ja ratkaistaan se CAS-
laskimella.

AAKB : (1002 = x2 + x2 —2-x-x-cos
AKBC :{140% = x2 4+ x?> —2-x-x-cos 3
AAKB :|200% = x? + x> —2-x-x-cos(a+ 3

Ratkaistaan
) CAS-laskimella.

x=107,70...(m) ja «=155,32..° ja §=28107.°

Kaivolta on 108 m:n matka kullekin talolle.

Vastaus
108 m
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