a)
X
5
9
Sovelletaan suorakulmaiseen kolmioon Pythagoraan lausetta.
a? +b*=c? a=9,b=5jac=x
92 452 = x?
x2 =106
x=+106 tai x =—+/106
Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten x = /106 .
b)
7
X
3
Sovelletaan suorakulmaiseen kolmioon Pythagoraan lausetta.
a? +b%=¢? a=x,b=3tal c=7
x?+32 =77
x2 — 72 _ 32
x2 =40
x=+/40 =210 tai x = /40 = 210
Kolmion sivun pituus on positiivinen luku, joten x = 2+/10 .
Vastaus

a) V106 b) 2410 (=+/40)



5.2

a) Kolmio on suorakulmainen, jos se toteuttaa Pythagoraan lauseen.
Hypotenuusa on suorakulmaisen kolmion pisin sivu.

a’ +b* =c? a=18,b=24 ja c=30
182 + 242 =307
900 = 900
tosi

Sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, joten kolmio on
suorakulmainen.

b) Kolmio on suorakulmainen, jos se toteuttaa Pythagoraan lauseen.
Hypotenuusa on suorakulmaisen kolmion pisin sivu.

a’ +b?> = c? a=21,b=24 ja ¢c=32
212 + 242 = 322
1017 = 1024
epétosi

Sivujen pituudet eivit toteuta Pythagoraan lausetta, joten kolmio ei ole
suorakulmainen.

Vastaus
a) on
b) eiole



5.3

a) Sini on vastaisen kateetin pituuden ja suhde hypotenuusaan pituuteen.

8,1m
29m

o

Muodostetaan yhtdlo sinin avulla ja ratkaistaan kulma o .

o= sin_l[z’g] —20,97..° ~ 21°

b) Kosini on viereisen kateetin pituuden ja suhde hypotenuusaan pituuteen.

53m

14.2m

Muodostetaan yhtilo kosinin avulla ja ratkaistaan kulma « .

cosa = 3,3
14,2
_ —1 5a3 _ o o
o = coSs [14’2 = 68,08..." ~ 68
Vastaus
a) 21°

b) 68°



5.4

45 m

65°

Suorakulmaisesta kolmiosta tunnetaan kulma ja hypotenuusa.
Muodostetaan yhtéld sinin avulla ja ratkaistaan sivun pituus x.

. o X Sini on vastaisen kateetin
sin65° = =

45 suhde hypotenuusaan.
x = 45-sin65°

x = 40,78... ~ 41 (m)

Vastaus
41 m



29,2 m

Kéytetdadn kuvan merkintdja. Lasketaan ensin alemman suorakulmaisen
kolmion avulla kateetit a ja b.

Taman jilkeen lasketaan ylemmaén suorakulmaisen kolmion avulla 19°:n
kulman vastaisen kateetin pituus /.

Kysytty kuusen pituus on a + 4.

sin7° = 2;"2

a=129,2-sin7°
—3,558... (m)

o_ b
cos7® = 29.2

b =29,2-cos7°
— 28,982... (m)

tanl9°:ﬂ

b
h = btan19°

= 28,982...- tan19°
=9,979... (m)

a+h=3,558...49,979...
=13,53...
~ 13,5 (m)
Kuusen pituus on 13,5 m.

Vastaus
13,5m



5.6

-

3 3

a) Jaetaan tasasivuinen kolmio korkeusjanalla kahdeksi suorakulmaiseksi
kolmioksi.

Muodostetaan Pythagoraan lauseen avulla yhtilo ja ratkaistaan
korkeus A.

62 =32 +h?
h? =62 —-32=27

x =+/27 tai x = —/27

Korkeus on positiivinen luku, joten 4 =+/27 =+/9-3 =3/3 .

b) Pinta-ala A = kanta-l;orkeus _

6‘32*E=9J§.

Vastaus

a) 33
b) 93



5.7

a)

b)

Tutkitaan toteuttavatko kolmion sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

72 +24% =252
625 = 625
tosi

Kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, joten kolmio
on suorakulmainen.

Kolmio ei ole tasakylkinen eiki tasasivuinen, silld sen sivut ovat eri
pituiset.

Vaihtoehto 2 on oikein.

Tutkitaan, toteuttavatko kolmion sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

524122 =142
169 =196

epatosi

Sivujen pituudet eivit toteuta Pythagoraan lausetta, joten kolmio ei ole
suorakulmainen.

Kolmio ei ole tasakylkinen eiké tasasivuinen, silld sen sivut ovat eri
pituiset.

Vaihtoehto 1 on oikein.



¢) Tapal
Koska tarkasteltavan kolmion sivujen

suhde g = cos45°, kolmio on

yhdenmuotoinen kaikkien sellaisten
suorakulmaisten kolmioiden kanssa, joissa

on 45°:n kulma. Siis tarkasteltava kolmio 45°
on suorakulmainen.

Kolmion toinen terdvi kulma on

180° —90° — 45° = 90° — 45° = 45°  joten
kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret ja
kolmio on tasakylkinen.

Tapa 2

Jos nelidn sivun pituus on 2, niin
nelidn lavistdjén pituus on 2, silld P
kateettien nelididen summa on V2

W22 +(2)2=242=4 a5°

ja hypotenuusan nelié on 22 = 4.

Nelion lavistdja jakaa nelion kahdeksi suorakulmaiseksi tasakylkiseksi
kolmioksi. Siis tarkasteltava kolmio on suorakulmainen ja tasakylkinen.

Vaihtoehdot 2 ja 3 ovat oikein.

Vastaus
a) 2

b) 1
¢)2ja3



5.8

12

B

a) Tutkitaan toteuttavatko sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.
Pisin sivu on ehdokas hypotenuusaksi, lyhyemmat kateeteiksi.
92 4122 =81+144 = 225
Toisaalta

152 = 225.

Kolmio toteuttaa Pythagoraan lauseen, joten se on suorakulmainen.

b) Pienin kulma on lyhimmaén sivun vastainen kulma, joten on laskettava
kulma 4.

A

B

Muodostetaan yhtilo tangentin avulla ja ratkaistaan kulma o .

-9
tana = P
19
o = tan B
=36,86...°
~ 36,9°
Vastaus

a) on suorakulmainen b) 36,9°



5.9

4,0
‘8 L
B
6,0 6,0
O
o 32°
4,0
Kéytetddn kuvan merkintdji. Lasketaan ensin kulma y.
tany = 6,0
7740
— tan-1 99
v = tan 4.0
=56,309...°

Nyt saadaan selville kulma f.
B =90°—~=90°—56,309...° = 33,69...° ~ 34°

Kolmion kulmien summa on 180°, joten kulma & saadaan selville kulman
B avulla.

6=180°—32°—(3=148°—-p

Kulma a on kulman 6 vieruskulma.
a=180°—4¢
=180°—(148°—f3)
=180°—-148°+ 3
=32°+0
=32°433,69...°
= 65,69...° ~ 66°

Vastaus
a=66° ja 3=234°



5.10

1,43 m

11x 6x

Minnyn varjon pituus on 11x+46x =17x jossa x on Juuson kengin
pituus 28 cm eli 0,28 m.
a) Suorakulmaisten kolmioiden avulla saadaan yhtilot

1,43 .. _h
tana = & 2 toisaalta tana = x
Merkitdan oikeat puolet yhté suuriksi ja ratkaistaan saatu yhtalo.
“h _ 1,43
17x  6x
b 17/ 1,43 Huomaa: Juuson kengéin
6 /( pituus x supistuu pois.
_17-1,43
6

= 4,0516...~ 4,1 (m)

b) Muodostetaan pienemmin suorakulmaisen kolmion avulla yht&lo ja
ratkaistaan kulman « suuruus.

1,43

tana =
6-0,28 m
1,43
«a = tan 6-0.28

= 40,404...° ~ 40°
¢) b-kohdan perusteella aurinko on 40° horisontin ylépuolella.
Vastaus
a) 4,1 m
b) 40°
¢) 40°



5.11

Piirretddn kolmio tehtdvanannon ohjeiden mukaan.

—

Kolmio on suorakulmainen.

Vastaus
Kolmio on suorakulmainen.



5.12

a) Ratkaistaan sivun 4B pituus Pythagoraan lauseella kolmiosta 4ABC.
c

162 + 4AB? = 20
AB? = 400 — 256
AB* =144
AB=+144 =12 tai AB =144 = —12
Pituus on positiivinen luku, joten AB =12.

Sivun DB pituus on puolet sivun 4B pituudesta.
pp=48_12 _g¢

2 2

Ratkaistaan sivun CD pituus x Pythagoraan lauseella
kolmiosta DBC.

x? =62 +162
x2 =292
x =4/292 tai x = —+/292

Pituus on positiivinen luku, joten x = /292 =+/4.73 =273 .
b) Jos kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, kolmio on
suorakulmainen. Pisin sivu on ehdokas hypotenuusaksi.
842 +632 =1052 a4 =284,b=063ja c=105.
11025 =11025

tosi
Kolmio on suorakulmainen.
Vastaus

a) x =273 b) on



Ratkaistaan kulman « suuruus tangentin avulla.

5,9
4,2

tana =

5,9
4,2

a=tan"! = 54,55..° ~ 55°

b)

82m

37° =

Ratkaistaan hypotenuusan pituus x sinin avulla.

sin37° =82
X

82
X T sin37°
x =136,25... ~ 140 (m)

Vastaus
a) o~ 55° b) x~140m



5.14

Minnyn taittuneen latvaosan pituus on 21—-3,9=17,1 metria.
Piirretédédn tilanteesta kuva.

17,1 m
3,9 m

X

Selvitetddan vaakasuoran kateetin pituus x ja verrataan sitd oravan
kdpypajan 16 m pitkddn etdisyyteen mannyn tyvesta.

Pythagoraan lauseella saadaan

x2 43,92 =171
x2 =17,12 -3,92
=277,2
x =+/277,2 =16,64...~ 16,6

tai

X =—4277,2 =—16,64... =~ —16,6

Pituus on positiivinen luku, joten x =16,6 m.
Koska 16,6 m > 16 m, niin orava ei ole turvassa kédpypajallaan.

Vastaus FEi ole turvassa.



5.15

187 m a

11° [—

A b B

Merkitddn suon pinnasta mitattua méen korkeutta kirjaimella « ja tornin
korkeutta kirjaimella A.
a) Muodostetaan mien korkeuden a laskemiseksi yhtilo sinin avulla.

s1n11°:%
a=187sin11°
= 35,68...
~ 36 (m)

b) Tornin korkeuden /% laskemiseksi selvitetddn ensin kosinin avulla
tarkastelupisteen 4 vaakasuora etdisyys b tornin jatkeella olevasta
pisteestd B.

Lasketaan sen jalkeen tangentin avulla tornin ja méden yhteinen korkeus
a + h, josta selvitetddn kysytty 4.

cosll":%
b=187cosl1°
tan17° = 4 ;; h
btanl7°=a+h
h=btanl7° —a
=187cos11°-tan17° —187sin11°
= 20,43...
~ 20 (m)
Vastaus

a) 36 m b) 20 m



S.16

D 2X c
X a X
A 2x B

Lasketaan oikotien eli suorakulmion l4vistdjin AC pituus a sekd
peltoa kiertévén reitin ABC pituus.

Verrataan saatuja matkoja toisiinsa.

Pythagoraan lauseella saadaan

a? = (2x)* + x2
=4x? 4 x?
=5x?

a=+5x% tai a=—5x2

Pituus on positiivinen luku, joten
a = 5x?
=5 ‘x‘ ‘ x>0

_ Jox.

Peltoa kiertivin reitin ABC pituus on 2x+x =3x.
Verrataan oikoreitin pituutta peltoa kiertdvén reitin pituuteen:

V5x _ 5 _ g 74535, — 74.535..%

3x 3

Oikotie on 100% — 74,535...% = 25,464...% ~ 25,5% lyhyempi.

Vastaus
25,5 %



5.17

42 m a

599

Merkitdén yhden vaijerin pituutta kirjaimella a.

Muodostetaan yhtéld sinin avulla.

sin59° = 42
asin59° = 42
_ @
sin 59°
Vaijeria tarvitaan 3a = 3- — 2% —146,99... ~ 150 (m).
sin59° ’

Vastaus
150 metrid



5.18

1,3 m
39 m

Merkitddn kysytyn kulman suuruutta kirjaimella a.

Muodostetaan yhtilo sinin avulla ja ratkaistaan a.

b

sina = 39
— ain—1 1,3 _ o o
o = sin [39]—1,91... ~ 1,9
Vastaus

1,9°



5.19

Merkitdan kolmion sivuja kirjaimilla @, b ja c.

\

S

a 127° }

Selvitetddn yhteys pienemmaén nelion sivun pituuden ¢ ja
suuremman nelion sivun pituuden a + b vililla.

tan12,7° = =

b
a
b=a-tan12,7°

Suuremman nelién sivun pituus on

a+b=a+a-tanl2,7°=a-(1+tanl2,7°).

cosl2,7°=4
c

_ a
€= cosl12,7°

Pienemmin nelion sivun pituus on ¢ = —4 .
cosl2,7



Lasketaan pienemmaén nelién sivun pituuden suhde suuremman nelion
sivun pituuteen.

_a
c cosl2,7°
a+b a-(1+tanl2,7°)

p— /{ . 1
cos12,7° 4 .(1+ tan12,7°)

1
cos12,7°-(1+ tanl2,7°)

= 0,83655...
~ 0,84
=84 %

Pienemmain nelidn sivun pituus on 84 % suuremman nelion sivun
pituudesta.

Nelion ovat yhdenmuotoiset, joten niiden pinta-alojen suhde on
mittakaavan nelio.

A .
AL”” =(0,83655...)2 = 0,69982...~ 0,70 = 70 %

Suuri

Pienemmén nelion pinta-ala on 84 % suuremman nelidn pinta-alasta.

Vastaus
sivu 84 %, pinta-ala 70 %

Huomaa:
Tehtdavin ratkaisussa ei valttdmattd tarvita tietoa suuremman nelion sivun
pituudesta.



5.20

7 b

Kun suorakulmaisesta kolmiosta tunnetaan kaksi sivua, niin kolmannen
sivun pituus voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla.

Annettu pidempi sivun pituus 7 voi olla joko kateetin tai hypotenuusan
pituus. Kaésitelld&in ndma tapaukset erikseen.

1) Selvitetddn hypotenuusan pituus | 2) Selvitetddn kateetin pituus b,

¢, kun kateettien pituudet ovat 4 kun toisen kateetin pituus on 4
ja 7. ja hypotenuusan pituus 7.
A=7"+4 7 =b? 4+ 42

=49 +16 b2 =72 _42

=65 =49-16

c =465 —133
h=+33

Pituus on positiivinen, joten
kateetin pituus on /33 .

Pituus on positiivinen, joten
hypotenuusan pituus on /65 .

Kolmion kolmannen sivun pituus on +/33 tai /65 .

Vastaus

Y33 tai 65



5.21

Tavoitteena on laskea ensin vuoren huipun etdisyys x havaintopisteiden
kautta kulkevasta vaakasuorasta tasosta (kolmio ABC). Tamaén jalkeen
saadaan kysytty vuoren korkeus merenpinnasta D lisdamalla laskettuun
arvoon 200 metrid.

Muodostetaan yhtdlot kuvan kolmen suorakulmaisen kolmion avulla.

1) Kolmio ACH: tan17,4° = %
2) Kolmio BCH: tan14,5° = %

3) Kolmio CA4B: a’ = b? 430002

Huomataan, ettd saatiin kolme yht&l64, joissa on yhteensd kolme
tuntematonta muuttujaa. Tarkoituksena on ratkaista muuttuja x.
Ratkaistaan ensin a ja b yhtdloistd 1 ja 2. Sijoitetaan ne sen jilkeen
yhtdloon 3 ja ratkaistaan x.

1 o__ X . —_ X
) tanl7,4 b eli b tanl7.4°
) o_ X i o X
) tanl14,5 p eli a @n14.5°
3 a? = b* 430007
X 0]2 _ X 0]2 30002 Ratkaista'c.m
tan14,5 tanl7,4 CAS-laskimella.

x=—1373,7... tai x =1373,7...
Etdisyys x on positiivinen luku, joten x = 1373,7... m.
Vuoren korkeus merenpinnasta on
x+200m=1373,7... m+ 200 m = 1573,7... m = 1570 m.
Vastaus
1570 m



5.22

Piirretddn jana AB, jonka pituus on 23,8 (cm).

Piirretddn janan AB péétepisteeseen A suora, joka muodostaa 39°:n
suuruinen kulman janan 4B kanssa ja ympyrd, jonka sdde on 31,4 (cm).

Piirretdédn suoran ja ympyrén leikkauspisteeseen kolmion kolmas kirki C
ja piirretdén kolmio ABC.

Mitataan kolmion kulmien suuruudet.

91.75"(

23.8

Koska kolmion kulmista mikd4n ei ole suora, kolmio ei ole
suorakulmainen.

Vastaus
Kolmio ei ole suorakulmainen.



5.23

30°
2a 2a

60° ’7

a a

Merkitdén tasasivuisen kolmion kannan puolikkaan pituutta kirjaimella a,
jolloin kaikkien kolmion sivujen pituus on 2a.

Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat suuruudeltaan 60°.

Kun tasasivuinen kolmio jaetaan korkeusjanan avulla kahdeksi
suorakulmaiseksi kolmioksi, niissd molemmissa on 60°:n ja 30°:n
kulmat.

Tasasivuisen kolmion korkeus / voidaan laskea Pythagoraan lauseen
avulla suorakulmaisesta kolmiosta.

(2a)? = a® + ?
h? = 4a4? — 42
= 3a?

h=—3a? tai h=+3a?



Kolmion korkeus on positiivinen luku, joten

h:\/3a2:\/§‘a‘ ‘a>0
_

Maédritetddn kysytyt sinin, kosinin ja tangentin arvot suorakulmaisen
kolmion avulla.

1300 =4 1
a) sin30° = 2a
o_ h _Ba_B3
cos30 =24 24 — 2
an30°=4—-a4 — L
h \/ga 3
o h _Ba_ B
b) sin60 =24 24 — 2
o_a _1
cos60° = 2a =2
tan60° = 4 — ¥3a _ 3
a a
Vastaus
a) sin30° =1 b) sin60° = 3
2 2
o_ 1
cos30°:§ cos 60 =5
tan30° = —L tan60° =3
V3



5.24

Tapa 1 Vihennetiin nelion alasta suorakulmaisten kolmioiden alat.
Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat suuruudeltaan 60°.
Kéytetddn kuvan merkintoja.

T 1—=x
| L]
A, | 60° Ay
l1—=x
A 1
o 600
60° X
o A []

Symmetrian ansiosta kérkeen, jossa nelion ja tasasivuisen kolmion kérjet
kohtaavat, syntyy kaksi yhté suurta kulmaa a.
a+a+60°=90

200 = 30°
a=15°
Ratkaistaan suorakulmaisen kolmion kateetin pituus x.
X
tana = =
‘7

x=tana = tan15° =2 —+/3
Lasketaan tasasivuisen kolmion pinta-ala vahentdmalla nelion pinta-alasta
suorakulmaisten kolmioiden pinta-alat.
A=12-24 — 4,

:1—2-l~x—%(l—x)2

2
:1—x—%(1—x)2 [x=2-3
=1-2-B)- %(1 —(2—+/3))? Sievennetiin CAS-laskimella.
=23-3

Vastaus

243 -3



Tapa 2 Lasketaan tutkittavan kolmion kanta ja korkeus.

Piirretdin kuva.

D F C
1
E
A X B
1

Kolmiot ABE ja AFD ovat yhtenevit.

Ratkaistaan sivujen DF ja EB pituudet Pythagoraan lauseella.

12 + DF? = x2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
DF? =x? -1
DF = +£+/x? —1 = EB Yhtenevit kolmiot

Lasketaan sivujen FC ja EC pituus.
FC=EC=1-EB

Kolmioista ABE ja AFD voidaan Pythagoraan lauseella todeta kateettien
nelididen summien olevan yhté suuret.



12 + EB? = (1— EB)’ +(1— EB)’ Ratkaistaan CAS-laskimella,
EB=2-+3~027 tai EB=+3+2~37

Jélkimmaéinen arvo ei kdy, silld nelion sivun pituus on 1, eikd jana EB voi
olla nelion sivua pitempi.

Ratkaistaan sivun x pituus.

2
12 4+ (2 —3 ) = x2 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=—48— 43 tai x= 8 — 44/3  Pituus on positiivinen.
x=v8—43

Ratkaistaan tasasivuisen kolmion korkeus / Pythagoraan lauseella.

2
h* + 5

2
_ 2
87‘1\/? } —+/8—4+3  Ratkaistaan CAS-laskimella.

h=-J6—33 tai h=+6—33 Pituuson positiivinen.

Lasketaan kolmion pinta-ala.

A= % \/8 —43 . \/6 —3/3  Sievennetiin laskimella.

=2/3-3

Vastaus

243 -3
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