Ratkaisut

Al. a) Sievenna(2x—-3) - (2x— 3)(X+ 3)
2., . Jdm
b) Laske(1§) +S|n(?).

c) Ratkaise yhtal@— (3x* - 5x—1)= 5
Ratkaisu: a) (2x—3) — (2x— 3)(X+ 3 & - 1%+ 9 (& -

< 1p
=-12x+18 +1p
2 . T 3 . 3T
bY1=)?+sin(—)= &) + sint—+ 27’ 1
X 3) (2 ) (5)2 Hz , p
:i+sin(3—”)=—9—1z—£3. +1p
25 2 25 25
CR2- (3 -5X-1)= 5= 2= X*+ X+ E 5 — 82+ $- 2 1p
5+ [52 — A= 3\ =
X = 5_\/5 A3 2)@ x:E tai x=1. +1p
2[(-3) 3

A2. a) Milla vakiona arvoilla funktio f (x) = x> + 2x+a saa vain positiivisia arvoja?

0
b) LaskeJ- 2x(x+1) dx.
-1

c) Ratkaise yhtalliy(x*) +2 = 0.

Ratkaisu: a) Tapa |: Yhtalon diskriminanti = 2> — 4[1[& = 4- 4 on oltava negatiivinen, sill&
kyseisen funktion kuvaaja dispain aukeava paraabeli. 1p
S||ﬂ-_4a< 0= a>1

+1p
Tapa ll: Havaitaan, etté+ 2x+a = (x+1)° +a-1, josta huipun
koordinaat{t-1,a-1). 1p
Huipug-koordinaatti oltava positiivinen, jotea—1>0 < a> 1. +1p
Tapa lll: Selvitdan huipun kdimaatit derivaatan avulla. +1p
Huipug-koordinaatti oltava positiivinen, jotea—-1>0 -« a> 1. +1p
9 0
b)j2x(x+1)dx= /(3x3+x2) 1p
b} 13
2 2 1
=(E0°+0°)- EO-1°+ 17)=-=. +1
(3 ) (3E( )+ 1)) 3 p
c)g(x?)+2=0.Oltavax*>0 « x<0 taix> 0 (eivaadita)
1
log,,(x*)=-2=>x*=10"=—. 1
910 (X°) 100 p
Saatu molemmat vastaukxsxati tai x= _1 . +1p
10 10
Yhtalon muokkaaminen muotddg(x)+2=10 B



A3. a)PisteestsA = (—-6,-2,~ 4) kuljetaan 6 yksikkoa vektorin= 27 - T + 2k suuntaan

jolloin paadytaan pisteesderKuinka kaukana piste on pisteestd =(1,-2,3) 7

b) Olkoon vektord = 47 —t] + (t+6)k ja b=27 — 3] +tk.
Maarita lukd siten, ettd vektorial ja b ovat yhdensuuntaiset.
Ratkaisu: a) Vektorinb =21 -7 + 2k pituus‘B‘ =22+ (-12+ 22 =3

Paikkavekto®L = OA+2b (tai b °::—135, josta OL =OA+ ®&°). 1p
OL=-6-2]-4k+2d-J+X)E-2-F=L=+{2 4,0 +1p
Pituu#lf‘ =J@+20 + 2+ 4 + (3- 0f =/ 22 +1p
b) Oltava = sh,s# 0.
47 —t]+({t+6)k =s(F -3 +tk )= 4 —t]+ ¢+ 6k = & — 3] +tsk 1p
4=2s
Vertailemalla kertoimia saadaatéloryhmas —t = —3s. +1p
t+6=ts
Ylimmasta yhtalosta saadaan? ja keskimmaisesta yhtalosté 6.
Katsotaan toteutuuko alimmainbtéip (tdma suoritus on oltava).
6+6=2[b tosi. Siist =6. +1p
A4. Funktio f(x) onkaikkialla maaritelty, jatkuva ja funktion perusgakon 4.
Oheisessa kuviossa on funktib(x) kuvaaja valilla-4< x< 0.
Hahmottele seuraavat kuvaajat. Perusteiugrvita.
a)2f (x), kun —4<x< C b)|f(X)|+ f(x), kun 4<x< € c) f(2x), kun Osx< 6
2 L
Y
X
-z
y=f(x)
-2
Ratkaisu: a) Y-koordinaatin arvot kaksinkertaistuvat, notiaklat sailyvat ja minimipisteen
max 1p.

koordinaatit ovét 2,— 4). Jos piirretty vaaralle valille, niin

b) Jaksollisuuden nojalla funktiéx) kuvaaja on valilld4 < x < 8 samanlainen kuin
tehtavassa piirretty kuvasjalilla 4< x< 8 pateef(x)<0, jolloin |f (x)=~f (x).

Taten talla vélill|6f (x)| + f(X)=—-f(X)+ f(x) =0 eli janax -akselille

c) Sisafunktio johtaa jakson puahtiseen. Jakso on siteg =2.



Minimipisteep-koordinaatti on edelleer 2.
Jos piirretty vaaralle valitha ei ole kolmea kupua, niin Op

Yleisohje koko tehtavalle.

Huolimaton piirto max 5.
Ei ole korostettu, ettd myosrvadatepisteet ovat mukana max 4.
Y
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B1-0S10. Laske tehtavistd85-B9 enintaarkolme.

B5. Suorakulmaisen kolmioA kateetit ovat 18 j80. Hypotenuusan keskinormaali jakaa
kolmionA kahteen osaan, kolmiodhja nelikulmioon.
a) Laske keskinormaalista kolmion sisa@wa janan pituus.
b) Kuinka monta prosenttia kolmidrpinta-ala on suurempi kuin kolmidhpinta-ala?

Ratkaisu: a) Kuvion merkinndilla saadaan hypotenquErpituus|FE| =18 +80 = 82
jolloin jananDE pituus |DE| = 41. Oltava hyva kuvio. 1p

Kolmio€CDF ja EDG ovat yhdenmuotoisia (kk), silla C =[J E suorana kulmana
jal D on molemmille kolmioille yhteinen.

Yhdenmuotoisuus pitda periest€lkoonx kysytyn janan pituus. +1p
Saadaan verranto= 4—1:> X= 369_ 9—9 =9,225 +1p
18 80 40 40
b) KolmiorA pinta-ala onA= &ZE&): 720 ja pinta-ala onB = %5: 189,1125
Alojen suhde 20 _ 640C:3,807257. .. +1p

189.1125 168:

2
(Alojen suhde voidaan laskegsmittakaavan nelién%j ).

Taten kolmioA pinta-ala on 280,725...% 280 %suurempi kuin kolmiomB pinta-ala

+2p
Jos merkitsevia numeroita oaihemman, niin max 5
Mikali laskettu vain likiarvod| niin max 4
Vastaus 380 % -1p
3
l\\\ L\ )
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B6. a)Osoita, etta kaikki paraabelit—a = x* - (a—1)x kulkevat saman pisteen kautta

riippumatta vakioa arvosta. 2p
b) Mik& on tama piste? 1p
c) Maarita tasta paraabeliparvesta se paliagnka kuvaaja sivuaa suorge=1. 3p

Ratkaisu: a) Valitaan paraabeliparvesta esam arvojaa =0 ja a=1 vastaavat paraabelit.
Saadaap=x*+x ja y=x>+1
y=x"+X

2

seuraa® +x=x" +H x= ljg=
y=x"+1

Yhtél(‘jparist%

(Tai joku muu jarkeva aloitus +1p
Osoitetaan, etta kaikki parvergadelit kulkevat timéan pisteen kautta sijoittamalla
x=1jay= 2 paraabeliparvee@-a= - (@a-1)- 2-a= 2-a mikéa on
tosi lause. +1p
b) Pistd =(1, 2). +1p
c) Tapa I: Yhtaloparillg= x* + (L-a)x+a jay= 1pitaa olla
vain yksi ratkaisu (kaksoisjuuri), jolloin yhtalon
1=x*+(@1-a)x+a elix’+ (I-aXx+a- 1=0diskriminantin oltava nolla. ~ +1p
D=(1-ay-400a-1)= 0~ a°- &+ 5 0 ptl
a’-6a+5=0+« (@-1)@- 5= 0 Tulon nollasdannon avulla saadaan
a=1 tai a= 5, josta paraabeliy=x*+1 tai y=x>—- &+ 5 +1p
Tapa II: Paraabelin huipuakoordinaatin pitdé olla 1.

_ 2
Nelioksi taydentariztaadaand — (a-1)x+a= (x-2 1y - & 4B _1
2 4 2 4
2
josta huipun y-koordinaatt'ra—+§—}. +1p
4 2 4
2
Saadaan yhtélg— +§ B 1 +1p
4 2 4
Jatko kuten tavadsa | +1p

-b  +b?-4ac
i

Tapa lll: Havaitaan, etta mskikaavastax” +bx+c=0= x = % + o

seuraa symmetriajalten, ettd huipurx-koordinaattix = ;—b .
a

Nyt siis paraabelirr x* - (a—-1)x+a huipunx-koordinaatti on

X= ~(1-a) = a—1. Y-koordinaatti saadaan sijoittamalla. Jne.

201
Tapa IV: Olkooffi(x) = x* — (a—1)x+a. Huipunx-luku symbolisella laskimella
Tl-nspire gngentin yhtalo, josta jatko. +1p+1p+1p
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Define f(x) —x? —(a— 1)- xX+a Done 2
fMin (f(x),x) _a-t
T2
= 2
ItangentLine (r(x) ,x,a—l "(a -6 a+ 1)
: 4
—(52_6.54.1) a=1ora=5 ‘
solve =1,a ._
4 M

B7. Etanoista ennustavan eukon mukaan poudan todemsy§kan joka paiva
67,89 %. Laske todennakoisyys, etta viid@wan jaksossa
a) kaikki paivat ovat sadepaivia.
b) poutapaivia tulee nelja.
c) tulee tasan kolme perékkaista poutaidiv
Ratkaisu: a) poutapéivé p ja sadepaivéEs. P("s") =1-0,6789= 0,3211
Suotuisa tapahtuma s ja s ja s ja s ja s. Kertokaslvan nojalla saadaan
P( "kysytty”) =0,321% = 0,0034135= 0,0034:
b) Binomikaavan nojalla saadaan

5
P(kysyity”) = (4} 0,6789 00,3211= 0,341062%.. 0,34

Vaihtoehtoinen tapa: jono ppaE®ISP, PPSPP, PSPPP,SPPPP
vastaus

Puuttuu jarjestys
c) Jono pppss, SpppPs, SSppp, josennakoisyys
P, =3[0,678900,3211= 0,0967875043690:
Havaittu myds suotuisa jonoggsai pppsp,
josta todennakoisyls=2[0,6789 10,321% 0,136424866015C

Kysytty todennakoisyys oR, + P, =0,23321237038405=. 0,23

1p
2p
3p

+1p
+1p

+1p

+1p
+1p
max 1p

+1p
+1p

+1p

Yleisohje koko tehtavélle: eiadita vastaukseen neljad merkitsevdd numeroa,

mutta jos on vaarin pyoristetty niin

Desimaalien maaraa riippuu laskimestsgtuksista.

max 5.
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B8. a) Elion kuollessa hiili-isotoopin C-14 pitoisuus alka#hentya eksponentiaalisesti.
Kuinka vanha on puuesine, jonka C-1diguus on vahentynyt 28 %?

Kyseisen isotoopin puoliintumisaika®#80 vuotta.
b)sinx=-=ja m<x <§7Z Maarita kulmarx kosinin tarkka arvo seka

kulmarx likiarvo.
Ratkaisu: a) Tapa I: Hiilen C-14 alkuméaéara olkoan(Jos sita ei ole, niin max 2.)

Maarééavuoden kuluttua kuvaa malN (t) = a[q%)%m_

Saadaan yht&l@ﬂ%)“sm =(1-0,28n eli

t_In©.72) - 2715 6257091447 27vuotta.

(E)t/5730 - O, 72: -
2 5730 1
|n(2)

Hyvaksytaan myos 2716 té#@vuotta, mutta jos desimaaleja mukana niin —1p

Tapa Il: Maaré&uoden kuluttua kuvaa malll(t) = ak'.

Puoliintumisajasta saadgatilo
1

ak™=tam k= (_;)svao = 0,99987903922201

Taten kysytty saadaan ratke yhtalosta
al,9998790392220t 0,@2>t = In(0,72)
In(0,9998790392220:

=2715,6257091447 =

—

0.999879039222 - k
0.9998790392

K

solve(kt=0. 72,1)

) .
I —
solvel(0.5) 2730 =0.72.4
t=2715.62570914

solve(k5730=0. 5,k)|k>0

k=0.999879039222 |

]

27/ vuotta.

+1p

8]

2

1=2715.6256943

+1p

+1p

cosx =—+/ I sif x

b) Kyseessa kolmas neljannes, jateémanx kosinin arvo on negatiivinen.

+1p

13



o3

cosfx)=——— \/_ , josta eras kulma =cos™ —) 2,8017557441357 (rad).

22

Kaikki yhtalomros(x )= e ratkaisut ovatx =+2,801755744135¥n 72
missé@on kokonaisluku. +1p

. o 3
Ainoa ratkaisu, joka toteutedaon 7 < x<§n on

- 2,80175574413b70 12  3,48142986393,48.(=199,47 ) +1p

Tapa Il

|t<x<

w|w

) 1
In Solve(sm (x)-— WX

\J

3.48142956304

\)(

B9. a)Missa lukujarjestelméssa kymmenjarjestelméan lukkigitetaan
muodossa 123?
b) Osoita, etté jok™ on pariton, niin myd& on pariton.
Ratkaisu: a) Olkoon lukujarjestelman kantaluku

Talloirl23 = Ik* + X'+ 3k°=k*+ X+ 3 +2p
Saadaan yht#é+2k+3=51= k- 6)k+ 8= 0
Tulon nollasdannon nojalla seadk =6 tai (k = — 8, ei mielekas +1p

b) Kaytetdan epésuoraa todispastaTehdadn antiteekion parillinen.
jotek on muotoak = 2n, missan on kokonaisluku. +1p

Ta”0|rk2017 (Zn) 2017 2 2017|]] 201/
Lukl22017 m 2017_ QZOlq_—m 217_ 2[(2 201@.| 215: Zn

miss& on kokonaisluku.
Luku 2 on siten parillinen, koska tekijana on luku 2 e8itistiriita

oletuksek®'’ on pariton kanssa eli antiteesi on vaara eli gssitoikea. +1p

+1p
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B2-0si0. Laske tehtavistdB10-B13 enintaarkolme.

B10. Muumimukin sisdosa on katkaistun kartion muotnjrjessa pohjan halkaisija on 6,4 cm
ja suuosan halkaisija 7,6 cm. Mukiin ketadnl,5 dl kahvia. Kuinka korkealle nousee
nesteen ylapinta mukin pohjasta laskettinn mukin sisékorkeus on 72 mm?

Ratkaisu: Tapa I: Sijoitetaan mukin pohjan keskipiste origgoiioin pohjan halkaisijan

reuna on pistees8&E (3%,0). Katso kuvio.

4 _1

Suuosan halkaisijan reuna on pgstaB = (3E 7=). 1p
(tai joku muu jarkeva aloitus) 1p)
(tai hyva kuvio) 1p)
7,2-0 192
SuoraAB yhtélo y-0=— X=3,2)=>y=1X—-— +1
y y 38-3 2( )=y : p
Mukin sisdosa syntyy, kun jakapyorahtad-akselin ympari.
y= 12x—%2 - x——12y+i56 Olkoonh kysytty korkeus. +1p
| 9
av =[ 70,2 dy =[ 1= y+ 2924 +1
mukl v([ _! y y { Eﬂlzy 5 y p
h 2 .
] (5y +192Y dy:nh(2$1 + 2888+ 11059: +1p
o 54000 10800
Yhtalov,, ., =150 ratkaistu symbolisella laskimella ja saatu
=4,1891250104% 4,2 ct +1p
Tapa ll:Saatu jana®\B yhtal6 y-0= 7,2-0 (x 32)=>y= 12<—£2 +2p
3,8-3,2 5
16
Suuosan sade korkeudelben 1—2h = +1p
Kéytetty katkaistun kartion tekltokirjan kaavaa ja saatu yhtalo
—(3 22+3Z]Th+ eh+—f)— 150 +2p

Ratkalstu yhtalo symbollsellddasaella ja saatth=4,1891250104% 4,2 cr +1p

15
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B11. a) Kirjoita erotusosamaaran lauseke kohda#tehtaana+h?
Mita asiaa erotusosamaaran avulla sehatre? 2p

b) Jyrkk&a rinnetta kuvaa likimaarin ftiok f (x) = —x* tietylla valilla.
Arvioi rinteen kaltevuuskulmaa kohdassal,5 kayttden keskeisdifferenssia ja

arvoah =0,01.Anna tulos asteen kymmenesosan tarkkuudella. 4p
Ratkaisu:
a) Lauseke oh8* hr)]_ @ +1p
Erotusosamaaran avulla voidaan selvittaa piste{(deh(a)) ja @+h,f @+h))
kautta kulkevan sekanttisudcaimakerroin. +1p
Huom. Jo sanat sekantti ja lakerroin antavat pisteen
b) Tapa |: Maaritellaan laskimdenktio f(x)=-x>.
Keskeisdifferensit®* h)2—hf @-h +1p
_ f(@,5+0,01-f (1,5 0,01
2[D,01 '
=-26,153017 356 335 +1p
(Desirhaa maara riippuu kaytettavastéa laskimesta jauksetsta)
Keskeisdifferenssi antaaaseika kulmakertoimen, joten
tana =-26,153017 356 33& +1p
a=tan' (- 26,153017 356 335.5)- 87,81027632574 88 +1p

Huom! Miinus merkkia ei hta vastaukseen

16



Tapa ll: b) Keskeisdiffesshon oikeanpuoleisen ja vasemmanpuoleisen
erotusosamaaran keskiarvo.
f(1,5+0,01)-f (1,5)

Oik.p- 0.0 =-26,76629635186 +1p
Vas.p (.5 O(,)Oé)l— 4,5, -25,53973836081. +1p
Keskiarve26,153017.. +1p
Vastaus +1p
STUANTTY
[ __5(axh
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B12. Paraabelilley = x— x* piirretaén I-neljanneksen pisteeseen tangenttkgdkuvaaja
on laskeva suora. Tangentti rajoittadtppasten koordinaattiakselien ja kayran
y =x-x* kuvaajan kanssa kaksiosaisen aluken
Laske alueeh pinta-alan pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu: Olkoon tangentin sivuamispisteen koordinaéita—a?), misséa N <ac<l.

( Jos méaarittelyehtoa eisaién mainita, niin max 5p)

Tangentin yhtalg—(a—-a’) = (1-2a)(x—a). (Y =1-2x) +1p
y=(1-2a)x+a’.
2
Tangentti leikkaaakselin kohdass® = (0,a*) ja x-akselin kohdass& = (Za 1,O).
a_
a _,
, . 2a-1 a1 , .
KolmiorOBC pinta-ala A =<2 = ,—<a<1. PisteO on origo. +1p
2 da-2 2
Paraabelf = x— x* rajoittaa valilla0< x < 1 alueerD, jonka ala
1
saadaan integraali§t(a<— x?) dx = % +1p
0
. : at 11
Kysytyn kaksiosaisen alueen piritaesn E(a) = A-D = -=,=<asl.
4da-2 6 2

a’3a-2) 1

,—<a<1l. (symbolinen laskin
(2a-1) ' 2 (sy )

Derivaatt&'(a) =

17



Derivaatan noIIakohng tai @=0). ( symbolinen laskin) +1p

Perustelu absoluuttiselle minimékm.
kulkukaavion/ funktion kuvaajan/deatan kuvaajan avulla
E'(0,6)=-1,08 0 jaE'" (0,73 0,2143% Taten derivaatan merkki vaihtuu kohtaa

=— ohitettaessa negatiivisesta positiiviseksi, j&gseessa on absoluuttinen
+1p

minimikohta.
7 +1p

2
Saatu vastaligf—) = —.
E(B) 54

. T\/
&}
2
aC
f"ll
AR Q« %C y X
! \ 7/
\
TAN 6TVTTY
Y= ¥ -x?

Eraita laskuja tukevia symbolisen laskimen suosiak

k/Minirm’pisre
(0.66667,0.12963 )

0 .
s el | -
f2vx)=elx 2
dla)=3-(la) |
@ x=0.5

18



derivaatan nollakohta

1o | Wi

t /oseeee7,0)

y=d(x)

8
(2x+4) ,x=0 on eradan

0, muulloin

satunnaismuuttujaxi tiheysfunktio.
b) Muodosta satunnaismuuttulakertymafunktionF (x) lauseke.

c) Laske todennakoisyyX X > 6).

B13. a)Osoita, etta funktiof (x) =

Ratkaisu: a) Oltavaf(x) =0 ja j f(x) dx=1.
Ensimmainen ehto selvid, (silla parillinen ekspdtiga kielto x # —2
ei kuulu alueeseen). 1p
M

I S . 8 M4
jf(x)dxzj f (x) dx+ lim j—dx=o+||m / -
A Mg (2x+ 4Y M-m0 X+ 4

—o00

4 +10 YT M- 0+ 1= 1. Oltava nékyvissa raja-arvoprosessi ja int.funktie-1p

2M+4
b) Kunx< 0O, niirF x(3 0, koska vaakaseln kanss&i muodostu pinta-ala: +1p
Kurx =0, niin F(x):j 8 > R 4 =1- 4 __ X +1p
5 (2t +4) o Z+4 X+ 4 X+ 4
2[6 1
CP(X >6)=1-P(X < 6)=1- ==, +1p +1
PX>6) X< o= era 4 PTp
2p

Voi my0s laskea suoraan Iasld'mnﬁ—2 dx.
s (2x+4)

19



