PRELIMINAARIKOE

Pitka Matematiikka 4.2.2015

Vastaa enintéan kymmeneen tehtavaan. Tahdella merkittyjen (*) tehtévien maksimipistemaéra on 9,
muiden tehtavien maksimipistemaéra on 6.

1. @) Ratkaise epayhtal 6 g—g >x—1.

b) M&arita kaikki luvut, jotka toteuttavat vaatimuksen: Luvun nelion ja vastaluvun summaon 2.

c) Sievennalauseke 4/ a-3/a. Annatulos muodossa / a“.

2. @) Hintanousee ensin 12 % jalaskee sitten 14 %.
Kuinka monta prosenttia ja mihin suuntaan hinta kokonai suudessaan on muuttunut?
Annatulos prosentin kymmenyksen tarkkuudella.

b) Geometrisen lukujonon kolmas termi on 4,5 ja neljas termi on 6,75.
M&&ritajonon ensimmainen termi.

c) M&aritafunktion f(x)=sinx vdilla 27 < x< 4z olevat nollakohdat. Esita perustel ut.

3. @) Muodosta funktion f(x) = 800 +0,004+0,02x, missa x>1, kulkukaavio.
X

Maéaaritafunktion f(x) pieninarvo.
b) M&arita ympyran 36x° —36x+36y° + 24y—131=0 keskipiste jaside.

4. Viisarikellon minuutti- ja tuntiosoittimien karkien vali on 0,5 cm klo 12.00
ja2,5cmklo 15.00.

a) Ma&ritd osoittimien pituudet.

b) Kuinka suuri on osoittimien kérkien vali klo 16.00? Annatulos millimetrin tarkkuudella.

5. Tero voittaa Kirstin yksittéi sessé sakkipelissa todennakoisyydel |4 50 % ja

Kirsti voittaa Teron yksittéi sessa sakkipelissa todennakdi syydella 20 %, loput pelit

paéttyvét tasan. Oletetaan, etté pelin tulos on riippumaton edellisen pelin tuloksesta.

He pelaavat ystavyysturnauksen, jossa turnaus loppuu, kunnes jompikumpi voittaa kaksi pelia.
a) Laske todenndkoisyys, etta pelga tarvitaan tdsmélleen kolme.

b) Mika on todennakdisyys sille, ettd turnaus ratkeaa viidennessa pelissa Kirstin hyvaksi?
Annatulokset prosentin kymmenyksen tarkkuudella.

6. Suunnikkaan ABCD kaksi karkipistettaovat B =(2,3,4) ja D =(6,2,10).
Lavistgjana on vektori AC =107 +3] + 6k.

a) Muodosta vektori BD jalaske suunnikkaan |avistajien leikkauspiste E.

b) Mé&arita pisteen A koordinaatit.
¢) Laske suunnikkaan terévan kulman suuruus asteen kymmenesosan tarkkuudel la.

KAANNA!




7. Maaritakayrdta y=x*+1 nepistest, joiden etéisyys suorasta yz—gx—g on 2.

8. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 20 cm. M&érité kolmion
suurin mahdollinen pinta-ala. Perustele vastauksesi myds muullatavalla kuin laskimella, esim.
derivaatan avulla.

9. Superpallo pudotetaan 2,8 metrin korkeudeltalattialle, jolloin pallo alkaa pomppia
Pompun ja keen pallon maksimikorkeus on pudonnut 22 % edellisestéd maksi mikorkeudesta.

a) Kuinka korkealle pallo pomppaa yhdeksannella pomppauskerralla? (1p)
b) Kuinka monennella kerralla pompun korkeus jéa ensimmaisen kerran alle 2 cm:n?  (2p)
¢) Muodosta funktio S(x), jokailmoittaa pallon kulkevan kokonaismatkan, kun (3p)

pomppujaon x kappal etta. Ratkaise yhtdld S(x) = 23.

10. Polynomifunktion P(x) toinen derivaatta P"(x) = D(P'(X)) =6x—4 jakdyran y=P(X)
kuvagjalle kohtaan x =1 piirretyn tangentin yhtélé on 2x—y+1=0.

1
Laske maardtyn integraalin I P(x) dx tarkkaarvo.
0

11. a) M&arita lukujen 86 ja 20 suurin yhteinen tekija Eukleideen algoritmilla
b) Ilmaise suurin yhteinen tekija lukujen 86 ja 20 lineaarikombinaationa.
c) Mé&arita Diofantoksen yhtdlon 86x+ 20y =100 ne ratkaisut, jotka toteuttavat

epayhtdlon 0< x+ y <50.

3

12. Mé&arétyn integraalin I 2x " dx arvo arvioidaan Simpsonin saanndlla
1

a) Laskeintegraain arvon likiarvo kayttéen neljéa osavédiajalaske suhteellinen virhe

prosentin kymmenyksen tarkkuudella.

b) Kuinka montajakovalia n tarvitaan, jotta absoluuttinen virhe olisi korkeintaan 107°?

5
K &yta arviossa taul ukkokirjan virhekaavaa | E, |=% | f@(t)], missaa<t<bh.

JATKUU —



o . 4-x, kunx>a o
13. @) Millavakion a arvollafunktio f(X)= on kaikkiallajatkuva
a(l+x), kunx<a

jaaidosti véheneva?

) +.... suppeneejamikéon sarjan

b) Millamuuttujan x arvoillasarja 1+ X3+( )2+ (
X

summa?

14*. @) Olkoon X, polynomifunktion P(X) derivaatan nollakohtajatoinen derivaatta P"(X,) <O.
Paéttele perustellen onko X, d8riarvokohtavai ei. Jos on, niin onko mahdollinen 8&riarvo maksimi
va minimi.

(2p)
b) Jos funktion y = P(X) toinen derivaatta P"(x,) <0, niin kdyran sanotaan olevan téssa kohdassa
kupera yldspéin. Vastaavasti, jos P"(x,) >0, niin kéyrén sanotaan olevan kupera alaspéin.
Piste, jossa kdyran kuperuussuunta muuttuu, on nimeltéén kaannepiste.
Méadritakédyran y=3x"+5x* —10x> —30x* +15x—20 k&&nnepisteet. (3p)

¢) Osoita, etté jos kolmannen asteen polynomifunktiolla P(X) = x> +ax® +bx+ ¢ on derivaatan

nollakohdat X=X ja X=X,, missax, # X,, niin funktiolla on k&&nnepiste kohdassa x=%.
(4p)
2
- 4
15*. a) Osoita, etta funktio f(X) = % el saaarvoal. (2p)
b) Funktio f on aidosti kasvava, jos kaikilla méérittelyjoukon arvoillaa, b pétee: (3p)

Jos a<b, niin f(a) < f (b). Osoita, ettafunktio f(nN)=n+n*, n=123,...on
aidosti kasvava kayttaen tété maaritel maa.

c) Funktio f(t) on kaikkiallajatkuvaja derivoituva seka funktion arvojoukko
onvdilla0<t<1vdi [-2,-1].

0
Magrita funktion g(x) = [[x~f(©)]*dt ariarvokohta “)
1
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PRELIMINAARIKOE

Pitkd Matematiikka 4.2.2015

1. @) Ratkaise epayhtal 6 g—g >x—1.

b) M&arita kaikki luvut, jotka toteuttavat vaatimuksen: Luvun nelion ja vastaluvun summaon 2.

c) Sievennalauseke 4/ a-3/a. Annatulos muodossa / a“.

Ratkaisu
a) Kertomalla12:llasaadaan 4x—3x>12x-12 1p
-11x>-12
x<1—2=1i.. +1p
11 11

b) Saadaan X° + (—x) = 2 1p

+ (=D%=4-1-(-
Ratkaisukaavalla x:l_\/( 1)2 14 1(=2) = x=2 ta x=-1.

+1p

Huom. Vain laskinratkaisu ilman yhtalon kirjoitusta max 1 p

11
C) +/ a-f/z =(a"-a3)? 1p
41 2
(@¥)2=a’=3a’. +1p
Huom. Laskinratkaisut hyvaksytaan kohdissa a) ja c), jos maininta laskimen kaytosta.

Vastaus a) x<1—i b) x=2 tai x=-1 ¢) 3 a’

2. @) Hintanousee ensin 12 % jalaskee sitten 14 %.
Kuinka monta prosenttia ja mihin suuntaan hinta kokonai suudessaan on muuttunut?
Annatulos prosentin kymmenyksen tarkkuudella.

b) Geometrisen lukujonon kolmas termi on 4,5 ja neljas termi on 6,75.
M&&ritajonon ensimmainen termi.

c) M&aritafunktion f(x)=sinx vdilla 27 < x< 4z olevat nollakohdat. Esita perustel ut.

Ratkaisu @) Hintaauks a. Hintamuutoksien jalkeen (1+ %) (- %) a=0,9632a 1p
eli 96,32 % alkuperdisesta hinnasta. Taten hinta alentunut
100%—96,32% = 3,68% ~ 3,7 %. +1p

Huom. Jos puuttuu a, niin max 1p

a :6,75:]15' 1p

b) Jonon suhdeluku g=-—=
a, 45




Ratkaisut MA Preliminaari kevat 2015

4,5
B2
9 15
Huom. Voidaan edeté myds termi termilta.

Ensmméinentermi a, =

c) snx=0< x=n-x,n on kokonaisluku.

X n-z
n=-1| —x,e kdy
n=0 | 0,e kay
n=1 ,e kdy
n=2 |2r,e kdy
n=3 | 3r,kdy
n=4 | 4r,e kdy

Siisaincavdlilla 27 < x< 4z olevanollakohtaon x=3r.

Huom. Pelkka oikea vastaus max 1p

Vastaus @) 3,7% b) a, =2 c) x=3r

3. @) Muodostafunktion f(x)= 800 + 0,004+ 0,02x, missa x >1, kulkukaavio.
X

Méaaritafunktion f(x) pieninarvo.
b) M&irita ympyran 36x° —36x+36y” +24y-131=0 keskipiste jaside.

Ratkaisu @) Derivaatta f'(x) :—8¥.ZO+O, 02, missa x>1
X

Derivaatan nollakohdat

8&2020,02: x* =40000= (x=-200) tai x=200, jokaonvaillax>1.
X
Kulkukaavio:
1 200
f'(X) I _— ++++

0 1~ —

Absol. minimi
f'(100) =-0,06< 0 ja f'(300) = 9—10 >0.
Pieninarvo f(200) =8,004.

Huom. Derivaatan nollakohta ja pienin arvo voi selvittéa myos laskimen avulla.
b) 36x” —36x+36y” + 24y —-131=0|:36
x2—x+y2+gy—£1
3 36
1, 1 1, 1 131
X—=) ' ——+(Yy+2) ——=—
( 2) 4 y 3) 9 36

1, 1, ) . .. 1 1
X—=)"+(y+=)" =4, jostaympyran keskipiste (=,—=
(x=2)"+(y+3)" =4, jostaympy piste (5.-2)

+1p

1p

+1p

1p

+1p

+1p

+1p

+1p
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jasade \[4=2. +1p

Huom. Nelitks taydentaminen voidaan myos tehda laskimen avulla.

Vastaus a) f(200)=8,004 b) Keskipiste (%,—%) jasade 2

4. Viisarikellon minuutti- ja tuntiosoittimien karkien vali on 0,5 cm klo 12.00
ja2,5cmklo 15.00.

a) Ma&ritd osoittimien pituudet.

b) Kuinka suuri on osoittimien kérkien vali klo 16.00? Annatulos millimetrin tarkkuudella.

Ratkaisu @) Olkoon minuuttiosoittimen pituus y ja tuntiosoittimen pituus x.
Klo 12 tilanteesta saadaan yhtdld y—x=0,5 jaklo 15 tilanteesta Pythagoraan lauseen

nojallayhtdd x*+y* =25 1p

Saadaan x° +(x+0,5)* =2,5* < 2x* + x—6=0. +1p
. -1+ 1 -4.2-(-6 .

Ratkaisukaavalla saadaan x = 25 (-6) = x=15 ta (x=-2).

Tuntiosoittimen pituus siis 1,5 cm ja minuuttiosoittimen 2,0 cm. +1p

Huom. yhtal 6pari/yhtél 6 voidaan ratkaista my6s symbolisella laskimella.
jos viisarien pituudet toisinpéin, niin -1p

b) Klo 16.00 osoittimien vélinen kulma on 120 astetta. +1p
Kosinilauseella saadaan d* =1,5% + 2,0° — 2-1,5- 2,0c0s120". +1p
d’*=9,25=d =,/9,25=3,04138...~ 3,0 cm. +1p

Huom.b)-kohta voidaan tehdéa myds muistikolmioiden avulla.

Vastaus a) Tuntosoitin 1,5 cm jaminuuttiosoitin 2,0cm b) 3,0 cm

5. Tero voittaa Kirstin yksittadi sessa sakkipelissa todenndkoisyydel1&a 50 % ja

Kirsti voittaa Teron yksittéa sessi sakkipelissa todennakdisyydella 20 %, loput pelit

padttyvét tasan. Oletetaan, etté pelin tulos on riippumaton edellisen pelin tuloksesta.

He pelaavat ystavyysturnauksen, jossa turnaus loppuu, kunnes jompikumpi voittaa kaks pelia
a) Laske todennakdisyys, etté pelgja tarvitaan tésméalleen kolme.

b) Mika on todennakdisyys sille, ettd turnaus ratkeaa viidennessa pelissa Kirstin hyvaksi?
Annatulokset prosentin kymmenyksen tarkkuudel la.

Ratkaisu: a) Tasapelin tn =30 %.
Mahdollisuudet ovat kolme pelid siten, etta Kirsti tai Tero voittaa kaks pelidjayksi

peli on tasapeli tai Kirsti tai Tero voittaalukemin 2-1. 1p
Koodaus: x=Kirsti, y=Teroja t = tasapeli.
Mahdollisuudet ovat txx tai xtx tai tyy tai yty tai xyx tai yxxta yxy tai xyy. +1p

=2.0,3-0,2+2-0,5*-0,3+2-0,2-0,5+2-0,2-0,5°
=0,314=31,4%. +1p
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b) Kirstin pitda voittaa viides peli. Mahdollisuudet ovat viisi pelid siten, etta Kirsti

voittaa kaksl jatulee kolme tasapelia

tal Kirsti voittaa kaks pelid, tulee kaksi tasapelid ja Tero voittaa yhden pelin.
2X+ 3t = tttxx tai tixtx tai txtttx tai xtttx. = 4-0,3°-0,2° = 0,00432.

|
2X+ 2t + y:%-xxtty:lZ-O,Zz-O,Sz .0,5=0,0216.
Siis kysytty todenndkdisyys on 0,00432+0,0216 = 0,02592 ~ 2,6 %.

Vastaus: @) 31,4% b) 2,6 %

6. Suunnikkaan ABCD kaksi kérkipistettaovat B =(2,3,4) ja D =(6,2,10).

Lavistgjana on vektori AC =107 +3] + 6k.

a) Muodosta vektori BD jalaske suunnikkaan |avistajien leikkauspiste E.

b) M&rita pisteen A koordinaatit.

¢) Laske suunnikkaan terévan kulman suuruus asteen kymmenesosan tarkkuudel la.

Ratkaisu @) BD =(6-2) +(2—3)] + (10— 4)k =47 — ] +6k.

Lavistgjien lelkkauspiste E on janan BD keskipiste, joten

2+6 3+2 4+10 5
E=( , , )=(4,=,7).
2 2 2 2

b) Paikkavektori OA=OE + EA

+1p
+1p

+1p

1p

+1p

:ﬁ—%ﬁ:4T+2T+7E—%(10i_+3j_+6|?) =—1 +] +4k. +1p

Téten piste A=(-11,4).
c) Vektori AD=7i +] +6k ja AB=3i +2].

cos(AD, AB) = 2D AB
|AD|-|AB|
. 7:3+1.2+6:0 23
\/72+12+62-\/32+22 J1118°
e 23
kulma (AD, AB) = cos™ =46,538...~ 46,5".
( ) ( '—1118)

Huom. ¢)- kohta voidaan ratkaista myts symbolisella laskimella.

Vastaus @) BD =47 —J +6k , E:(4,g,7) b) A=(-114) c¢) 46,5

+1p

+1p

+1p
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7. Maaritakayrdta y=x*+1 nepistest, joiden etéisyys suorasta yz—gx—g on 2.

|ax, +by, +c|
Jaz+p?
Suoran yhtél 6 saadaan muotoon 3x+4y+5=0, joten
a=3b=4,c=5x=x jay,=x+1
|3x+4(x2+1)+5|
J§+f
Téaten 4x°+3x+9=10 tai 4x*+3x+9=-10

_3+./3P_4.4.(—
Edellisest saadaan ratkaisukaavalla x = 3—\'32 j 4Dt G ke

-3+, 3-4.4.19

2.4
Vastaavat y-arvot ovat y=(%)2+1=11—16 jay=(-D*+1=2.

Ratkaisu Kaytetdan pisteen etéisyys suorasta kaavaa

:2<:>|4x2+3x+9|=10

jajalkimmaisesta ratkaisukaavala x= = @i ratkaisuja.

| 3x+4(¢ +1) +5|

JF+4

Huom. Symbolista laskinta saa kayttaa yhtal osta = 2 lahtien.

1.1, .
Vi -1= 1,2
astaus a) (4, 16) ja (-1,2)

8. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 20 cm. M&érita kolmion

suurin mahdollinen pinta-ala. Perustele vastauksesi myds muullatavalla kuin laskimella, esim.

derivaatan avulla.

Ratkaisu Olkoon suorakulmion kanta x, jolloin Pythagoraan lauseen mukaan kolmion
korkeuson +/ 207 —x? =/ 400— 2, missi 0< X < 20,
Huom. Hyvéaksytdan myos vali 0< x < 20.

o 1/400
Kolmion pinta A(x)_ X w/400x —x*, silla0< x< 20.

Derivaatta A’(x)— 1 8OOX Ax 200x— X ,0< x< 20.

2 24000 —x* /400 —x*
Derivaatan nollakohta 200x—x* = 0= x(200- x*) =0 < (x = —/ 200) tai (x=0)
ta x=./200=10,/2 ~14,1.
Saadaan kulkukaavio
0 10,2 20
A+ -

A LT ~~

Absol. maksimi

1p

+1p
+1p

+1p

+1p

+1p

1p

+1p

+1p

+1p

+1p
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A =2 99650 jaa@e)=—2<o
/3% 3

Suurin arvo saadaan kohdassa x =104/2, jolloin pinta-ala A(lO«/E) =100. +1p

Huom. Symbolista laskinta saa kéyttaa derivaatan ja sen nollakohtien madrittami sessa.
Voidaan soveltaa my6s Fermatin lausetta, jolloin kulkukaaviota e tarvita.

Voidaan tutkia myos sisafunktiota S(X) = 400x* — X*, sill& ulkofunktio \/; on aidosti kasvava.

Vastaus 100 cm?

9. Superpallo pudotetaan 2,8 metrin korkeudeltalattialle, jolloin pallo alkaa pomppia.
Pompun ja keen pallon maksimikorkeus on pudonnut 22 % edellisestéd maksi mikorkeudesta.

a) Kuinka korkealle pallo pomppaa yhdeksannella pomppauskerralla? (1p)
b) Kuinka monennella kerralla pompun korkeus jda ensimmaisen kerran alle 2 cm:n?  (2p)
¢) Muodosta funktio S(x), jokailmoittaa pallon kulkevan kokonaismatkan, kun (3p)

pomppujaon x kappaletta. Ratkaise yhtald S(x) = 23.

Ratkaisu &) Ensimméinen pomppaus a, = (1-0,22)-2,8m=2,184m.
Toinen pomppaus a, = a, -0, 78, joten pomppujen korkeus muodostaa geometrisen
jonon, jonka suhdeluku q=0,78.
Joten a, =2,184-0,78"" =2,8-0,78" = a, =0,78°-2,8 m=0,29923..m~30cm. 1p

Huom. a) kohdan ongelman voi ratkaista myds systemaattisesti taulukoimalla

b) Saadaan yhtald 2,8-0,78" <0,02 < 0,78" < Elo +1p
|n(i)

> 140" _19 8g8..., joten n= 20. +1p
In(0, 78)

Huom. b) kohdan epayhtalon voi ratkaista myds systemaattisella taulukoinnilla
c) Kokonaismatka on 1. pudotus+ 1. pomppu ylosjaalas €eli 2a, jajne.

Siis S(X) = 2,8+ 2a, + 2a, +...+ 2a, +1p
=2,8+(2-0,78-2,8+2-0,78*-2,8+...+2-0,78*-2,8)
=2,8+5,6(0,78+0,78 +...+0,78%), missiyhteenlaskettavia x kappal etta.
Sulkeissa oleva lauseke on geometrinen summa, jonka suhdeluku g =0, 78.

0,78-(1-0, 78"
1-0,78
Siten saadaan yhtal6 %—@-o,mx =23=0,78" _ -9
55 55 1092

Talayhtalollae oleratkaisua, silla yhtélén vasen puoli saavain positiivisaarvoja. +1p
Huom. b) kohdan yhtél6n voi ratkaista symbolisella laskimella

Jos ¢)-kohdan vastauksessa likiarvoja, niin max 2p

b)- kohdan voi myds ratkaista myds systemaattisella taulukoinnilla

Vastaus @) 30cm b) 20. kerralla ¢) S(x) =%—%-O, 78, @i ratkaisua

=2,8+5,6( )\ +1p

10. Polynomifunktion P(x) toinen derivaatta P"(x) = D(P'(X)) =6x—4 jakdyran y=P(X)
kuvagjalle kohtaan x =1 piirretyn tangentin yhtédlé on 2x—y+1=0.
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1
Laske maardtyn integraalin I P(x) dx tarkkaarvo.
0

Ratkaisu P’(X) = j P"(x) dx
= I(GX—4) dx = 3x* - 4x+C.

P(x):IP’(x)dx=j (3x* —4x+C)dx = x* —2x* +Cx+D. 1p
Annetun suoran kulmakerroin on 2, joten P'(1) = 2. +1p
Toisaalta P(1) = 3,silla annettu tangentti kulkee pisteen (1,3) kautta. +1p
Saadaan yhtal opari

2_». _
{ 3.12-4.1+C=2 . C—3jaD-1 +p

¥-22%+C-1+D=3

1 1
Polynomifunktio P(x) = x> — 2x* + 3x+1= j P(x) dx :J'(x3 —2X% +3x+1) dx
0 0

2
X —— X+ =X"+X)=—=2—. +1p+1
3X t5 ) p+1p

11. a) M&arita lukujen 86 ja 20 suurin yhteinen tekija Eukleideen algoritmilla.

b) Ilmaise suurin yhteinen tekija lukujen 86 ja 20 lineaarikombinaationa

c) Mé&&rita Diofantoksen yhtalon 86x+ 20y =100 ne ratkaisut, jotka toteuttavat
epayhtdlon 0< x+ y <50.

Ratkaisu: a)
86=4-20+6
20=3-6+2 1p
6 =32
Syt on viimeinen nollasta eroava jakojaannads, ts. syt( 86,20) = 2. +1p

b) Toisadtajakoyhtd 6itéa kdantéen soveltaen saadaan

2=20-3-6
=20-3-(86—4-20)
+1p
=13-20-3-86
=86-(—3)+20-13.

Huom. b)-kohdan lineaariyhdistely el ole yksikasitteinen
esm. 2=286-(-13) + 20-56.

c) b)-kohdan vastauksesta néhdéén, ettd 2=286-(-3) + 20-13, josta kertomalla 50:11&
saadaan 100 =86-(—150) + 20-650, joten Diofantoksen yhtaén 86x+ 20y =100
erés ratkaisu on x, =—150, y, = 650. ( myosjoku muu yksittéisratkaisu kay ) +1p
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X =-150+ n-? =-150+10n

Kaikki ratkaisut ovat muotoa ,n on kokonaisluku.

y =650— n8—26—650 43n

+1p
Vaatimus 0< X+ y<50= 0<500-33n<50

@%<n %:136363 .<n<15/1515...=n=14 ta n=15

Téten x, =-10 jay, =48 ta x,=0 jay, =5. +1p

Vastaus:. a) syt( 86,20) = b) 2=86- (—3)+20 13
c) x, =-10 jay, = 48 ta x,=0 jay,=

12. Mé&érétyn integraalin f 2x dx arvo arvioidaan Simpsonin saanndll 4.

a) Laske integraalin arvon likiarvo kayttéen neljaa osavaliajalaske suhtedllinen virhe

prosentin kymmenyksen tarkkuudella.

b) Kuinka monta jakovalia n tarvitaan, jotta absoluuttinen virhe olisi korkeintaan 107 ?

(b-a)’

Kéayta arviossa taulukkokirjan virhekaavaa | E, |=-——- 18017

| f@ ()], missaa<t<h.

Ratkaisu a) Integroimisvalin pituuson 3—1= 2, joten yhden osavalin pituus h = % =0,5.

Olkoon f(x)=2x"'= 2,

f oxt dXz%[f(1)+4f(J,5)+2f(2)+4f(2,5)+ 3]

124 2002,4. 2.2y 55 +1p
61 15 2 25 3

3

3
Tarkka-arvo J' 2xtdx = ZJ' —dx= Z{In x=2In3(= 2,197...) +1p
X
1 1

2,2-2In3
2In3
Huom. Integraalin tarkan arvon saa ottaa laskimesta.
b) f()=2t"= f'(t)=-242= f"(t) =4 = f"(t)=-12t" ja
neljas derivaatta f“ (t)=48t"° onaidosti véhenevavdlilla 1<t <3, +1p

sillaviides derivaatta f© (t) :—%<0 véillal<t <3.

Suhtedllinen virhe -100% = 0,1263...% =~ 0,1%. +1p
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Taten | f“(t) |:‘t‘—58<‘11—§:48,kun 1<t<3.

(3—1)5.48_ 128

Saadaan arvio |E, |< = . +1
&l 180n* 15n* P
Siten 1152i <10°=n>4 25200 ~ 9,61125, joten tarvitaan 10 osavalia. +1p
n

Huom. Neljannen derivaatan saa ottaa symbolisesta laskimesta. Epayhtél 6n saa ratkaista laskimella.
Todellisuudessa pienempi osavalien lukumaara riittad, silld arvio oli karkea.

Vastaus a) 2,2 jasuhtedlinenvirhe 0,1% b) 10 osavdlia

4—X, kunx>a

13. a) Millavakion a arvollafunktio f(X)=
a(l+x), kunx<a

on kaikkialajatkuva
jaaidosti véheneva?

) +.... suppeneejamikéon sarjan

b) Millamuuttujan x arvoillasarja 1+ X3+( )2+ (
X

summa?

Ratkaisu @) Ylemman palan kuvaaja on osa laskevaa suoraa, joten se on aidosti vaheneva
Alemman palan kuvagja on osa suoraa, joka kulmakerroin on a. Téten vattamaton
vaatimus, etta funktio f(x) onaidosti véhenevaon a<O0. 1p

Funktio on triviaalisti jatkuvavdeilla x> a tai x< a, joten funktio f on jatkuva
kaikkialajos se on jatkuva kohdassa x = a. Téten

lim(4-x) = lim(a(l+x)) = f(a). +1p
—2+./4-4.1.(-4
Saadaan 4-a=a+a’ < a’+2a-4=0=a= X (=4)
a=-1-,/5 ta a=-1+,/5.
Vain edeltéva arvo toteuttaa vaatimuksen a < 0. +1p

Huom. nollakohdat saa katsoa |laskimesta.

b) Jonon yleinentermi a, = (%)“‘1, n=12,3,...eli jono on geometrinen ja x # 3.
X_

Jonon suhdeluku q:LB.OItava|q|<1<:>‘i3 <1x#3=|x|<|x-3] 1p
X— X—
Korottamalla nelioon saadaan x* < X —6x+9 < x<3. +1p
Sarjan summa S= & _ ! = 1 = ! =1—lx. +1p
1-q 1- X x-3 X -3 3

x-3 x-3 x-3 x-3
Huom. itsei sarvoepayhtal 6n saa ratkaista symbolisella laskimella

Vastaus a) a:—l—\/g b) x<g jasummaon 1—%x,x<g

14*. @) Olkoon X, polynomifunktion P(X) derivaatan nollakohtajatoinen derivaatta P"(X,) <O.

Paéttele perustellen onko X, driarvokohtavai ei. Jos on, niin onko mahdollinen &&riarvo maksimi
va minimi.
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(2p)

b) Jos funktion y = P(X) toinen derivaatta P"(x,) <0, niin kéyrén sanotaan olevan téssa kohdassa
kupera yldspéin. Vastaavasti, jos P"(x,) >0, niin kéyrén sanotaan olevan kupera alaspéin.

Piste, jossa kayran kuperuussuunta muuttuu, on nimeltdan kaannepiste.

Maéritakayran y=3x"+5x* —10x> —30x* +15x—20 k&innepisteet. (3p)

c) Osoita, etté jos kolmannen asteen polynomifunktiolla P(x) = X* + ax® + bx+ ¢ on derivaatan
X%
2

(4p)

nollakohdat X=X ja X=X,, missax, # X,, niin funktiolla on k&&nnepiste kohdassa x=

Ratkaisu &) Koska toinen derivaatta saa negatiivisen arvon kohdassa x,, niin enssmméinen
derivaatta P'(x) on vahenevakohdassa X, , joten derivaatan merkki muuttuu

positiivisesta nollan kautta negatiiviseksi. Kyseessa on siis maksimikohta. 1p+lp
b) Koska k&énnepisteessa kayréa ei ole kupera ylospéin elkd myodskaan kupera alaspéin,
on kaannepi ste val ttdmétta toi sen derivaatan nollakohta. 1p

K&annepi steessa toisen derivaatan merkki muuttuu kohtaa ohitettaessa.
y =3x° +5x* —10x® —30x* +15x — 20 =
y" = 60x° +60x° — 60x— 60
= 60(x® + X* — x—1) = 60(X* (X +1) — (Xx+1)) = 60(x—1)(x +12)* +1p
Toisen derivaatan nollakohta x=1 tai x=-1.
Testipisteiden f"(-2) =-180<0, f"(0) =—60<0jaf "(2) =540 > 0 avulla p&étell&an,

etta kayran ainoa kaénnepiste on kohdassa x=1= y(1) = -37. +1p
c) Derivaatalla on tekija
(X=3)(X=%,) = P'(X) = 3(x=%)(X~ %,) = 3x" = 3%, X~ 3%, X+ 3%,X,. +1p+1p

Joten toinen derivaatta P"(X) = 6x—3x, —3X,.
Nollakohdat: 6x—3x, —3x, =0 x:¥. +1p

Kyseessd on todella k&dnnekohta, silla toisen derivaatan kuvagja on nouseva suora,
joten derivaatan merkki vaihtuu negatiivisesta nollan kautta positiiviseksi. +1p

Vastaus a) Maksimi  b) (1,-37)

. . 2-3x+4
15*. @) Osoita, ettafunktio f(X) = % el saaarvoal. (2p)
b) Funktio f on aidosti kasvava, jos kaikilla mé&arittelyjoukon arvoillaa, b pétee: (3p)

Jos a<b, niin f(a) < f (b). Osoita, ettafunktio f(n)=n+n® n=123,...on
aidosti kasvava kayttaen téta maaritelmaa.

c) Funktio f(t) on kaikkialajatkuva ja derivoituva seka funktion arvojoukko
onvdilla 0Lt <1vdi [-2,-1].

0
Mitafunktion 9(X)= [~ 1(0]°dt @riarvokohta )
1



Ratkaisut MA Preliminaari kevat 2015
Ratkaisu @) Tehdaan antiteesi: funktio saa arvon 1, joten
X*—3X+4=X-2 X —4x+6=0< (x—2)*+2=0.

Tama on mahdotonta, silla yht&lon vasen puoli saavain positiivisia arvoja. +1p+1p

Huom. Tehtavan voi tehdéa myds funktion kulkua tarkastelemalla.

b) Véite: Jos a<b, niin f(a)- f (b) <O.
f(a)—f(b)=a’+a-b’-b=(a-b)+(a’-b’)
= (a—b)+(a—b)(a®+ab+b*) = (a—b)(1+a* +ab+b?)

b,, 3b’
:(a—b)-(1+(a+§) +T)'

2
Tulon (a-b)-(1+ (ajtg)2 +3%) tekij& a—b on oletuksen mukaan negatiivinen,

mutta koska toinen tekija on positiivinen, niin tulo saa vain negatiivisia arvoja.
0 1
0) 9(¥) = [[x—F (O] dt =—[ (¢ —2x- F () +[ F (1)]°) okt
1 0

- _xzf dt + 2xj f (t)dt —j[ f (t)]° dt

1
=X /(t+2xA- B), missi A<0jaB>0,silla f () <0,
(AjaB srdlisialukuja)

=-—x*+2xA-B (kuvagjaon aaspéin aukeava paraabeli)
g'(X) = —2x+2A= nollakohta x = A, joka on maksimikohta. (laskeva suora)
Selked vastaus

1
Huom. Jatkuvuus ja muut alkuehdot takaavat integraalin I f (t) dt suppenemisen
0

ts. se on aarellinen luku.

1
Vastaus ¢) x= j f (t)dt maksimikohta

0

+1p

+1p

+1p

1p

+1p

+1p
+1p



