Binomi 5 - Luku 7 - Tehtavien malliratkaisut

7.1
a)

Kuviossa I pisteet sijaitsevat likimain nousevan suoran suuntaisesti. Tama tarkoittaa, etta

muuttujan x arvon kasvaessa myos muuttujan y arvo kasvaa, ja muuttujien valilla on
positiivinen korrelaatio. Kuvioon I liittyvit siis kuvaus 2 ja ilmaisu A.

Kuviossa II pisteet eivat edes likimain sijaitse minkdan suoran suuntaisesti, joten muuttujien
valilla ei ole korrelaatiota. Muuttujan x arvon kasvaessa ei muuttujan y arvojen muutoksessa
ilmene mitaan sddannénmukaisuutta. Kuvioon II liittyvat siis kuvaus 3 ja ilmaisu C.

Kuviossa Il pisteet sijaitsevat likimain laskevan suoran suuntaisesti. Tama tarkoittaa, etta
muuttujan x arvon kasvaessa muuttujan y arvo pienenee, ja muuttujien valillda on negatiivinen
korrelaatio. Kuvioon III liittyvat siis kuvaus 1 ja ilmaisu B.

Vastaus:
1-111-B
2-1-A
3-11-C



7.2
Tehtdva voidaan ratkaista taulukkolaskentaohjelmalla tai GeoGebran taulukko-sovelluksella.

Tapa 1. Ratkaistaan tehtava GeoGebran taulukko-sovelluksella
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 1 videolta.

x = ika
y = kolesteroliarvo
a)

Kirjoitetaan tai kopioidaan havaintoarvot taulukko-sovellukseen.
Valitaan muuttujien arvot ja sitten Kahden muuttujan regressioanalyysi -tyovaline.

o B «j; Pistekaavio v
1 lka Kolesteroliarvo  ~*° e
2 18 1.2 T
3 22 1.8
4 26 2.2 5 ]
5 30 2.6
6 34 3.9
7 38 5 4 )
8
S 3
10 ®
11 °
12 2 °
13
14 ®
15 !
e 20 25 30 35 40
17 X:A2:A7
b)
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.
Pistekaavio v
Y:B2:B7

/‘6/ 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

X: A2:A7
Regressiomalli Pyorista lukuarvot
y = 0.1836 x — 2.3567 kahden merkitsevian
Lineaarinen v ra
Tarkka arvo: x = y= - numeron tarkkuuteen.

Ohjelman antama regressiosuora on y = 0,1836x - 2,3567.
Kolesteroliarvon (y) riippuvuutta idsta (x) kuvaa siis yhtdlé y = 0,18x - 2,4.



Tapa 2. Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmalla
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 1 videolta.

a)

Piirretaan hajontakuvio ohjelmalla.

Ohje:

» Valitse iat ja kolesteroliarvot.
» Lisaa Kaavio - XY (hajonta)
» Lisaa akseleille otsikot.

6
A B
] Kolesteroliarvo 5 u
Ikéa (mmol/l) 4 u
2 18 1,2 < ,
Q
3 22 1,8 E m —_
B Kolesteroli
4 26 2,2 2 .
5 30 2,6 1 .
6 34 3,9 .
7 38 5 15 20 25 30 35 40
Ika
b)
Lisataan trendiviiva. Valitaan "lineaarinen” ja "Nayta yhtalo”.
6
. y = 0,183571428571429 x - 2,35666666666667
4
3 3
% u B Kolesteroli
2 — Lineaarinen (Kolesteroli)
1 |
0 Pyorista lukuarvot kahden
15 20 25 30 35 40 merkitsevin numeron

Ika

Ohjelman antama regressiosuora on y = 0,1835...x - 2,3566....

tarkkuuteen.

Kolesteroliarvon (y) riippuvuutta idsta (x) kuvaa siis yhtdlé y = 0,18x - 2,4.

Vastaus:

b)y=0,18x-24



7.3
Tehtdva voidaan ratkaista taulukkolaskentaohjelmalla tai GeoGebran taulukko-sovelluksella.

Ratkaistaan tehtdva GeoGebran taulukko-sovelluksella.
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 2 videolta.

x = BKT
y = lapsikuolleisuusluku
a)

Valitaan BKT-arvot ja lapsikuolleisuusluvut ja tehdaan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

A B c ;qi Pistekaavio v
1 Vuosi BKT (€/asukas) Lapsikuolleisuus ==
2 1982 8868 6 Y IEEEE
3 1986 12747 58
4 1988 15511 6 61
5 1994 17835 47
6 1998 23377 4.2
7 2000 26359 3.8 51
8 2004 30366 2.5
9 2005 31392 3
10 2010 35079 2.3 41
11 2014 37876 22
12 2020 42936 1.8 5]
13
14
15 5
16
Uy 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 4}%
18
19 X:B2:B12
20
21 Regressiomalli
22 y = —0.0001390235 x -+ 7.4866104961
23 ra Lineaarinen v ra
e . Tarkka arvo: x = y = -
Muuta asetuksista Pyorista lukuarvot
pyoristystarkkuudeksi kahden merkitsevan
”10 desimaalia”. numeron tarkkuuteen.

Ohjelman antama regressiosuora on y =-0,000139...x + 7,486....
Lapsikuolleisuusluvun (y) riippuvuutta BKT-arvosta (x) kuvaa siis yhtalo

y =-0,00014x + 7,5.

b)

BKT oli 28 552 €/asukas eli x = 28 552. Lasketaan muuttujan y = -0,00014x + 7,5 arvo.
y =-0,00014-28 552 +7,5=3,50272 % 3,5

Vuonna 2002 lapsikuolleisuus oli noin 3,5 kuollutta lasta jokaista tuhatta syntynytta kohden.



Huomautus:

GeoGebran taulukko-sovelluksessa on laskuri, jolla voidaan laskea ennusteita muuttujan y
arvolle sy6ttdmalla muuttujan x arvo laskuriin. Laskuri kdyttaa mallissa oleville kertoimille
tarkkoja arvoja, mista syysta laskurin antama tulos voi poiketa pyoristetyilla arvoilla tehdyn
laskun tuloksesta.

y = —0.0001390235 x + 7.4866104961

Tarkka arvo: x = (28552 | y= 35172129069

<)

Lapsikuolleisuus oli 1,7 eliy = 1,7.
Muodostetaan mallin y = -0,00014x + 7,5 avulla yhtalo ja ratkaistaan x.

—-0,0014x+75=1"7 1I-=75
—0,0014x = -5,8 I: (—0,00014)
x = 4142857 ...
x =~ 41430
Mallin mukaan BKT oli vuonna 2015 noin 41 430 €/asukas.

Vastaus:

a)y=-0,00014x + 7,5

b) 3,5 kuollutta lasta 1000 syntynytta kohden
c) 41 430 €/asukas



7.4

Kuviossa I pisteet sijaitsevat likimain laskevan suoran suuntaisesti. Tama tarkoittaa, etta
muuttujien valilla on negatiivinen korrelaatio. Korrelaatiokerroin on negatiivinen ja lahella
lukua -1, joten r=-0,96.

Kuviossa II pisteet sijaitsevat likimain nousevan suoran suuntaisesti. Tama tarkoittaa, etta
muuttujien valilla on positiivinen korrelaatio. Korrelaatiokerroin on positiivinen ja ldhella
lukua 1, joten r= 0,97.

Kuviossa III pisteet eivat edes likimain sijaitse minkadn suoran suuntaisesti, joten muuttujien
valilla ei ole korrelaatiota. Korrelaatiokertoimen arvo on likimain nolla, joten r = 0,01.

Vastaus:
A-II
B-III

C-1



7.5
a)

Punnuksen massa vaikuttaa sen voiman suuruuteen, joka tarvitaan kappaleen liikuttamiseen.
Kun punnuksen massa kasvaa, myds tarvittava voima kasvaa.

Massa on siis selittdva x-muuttuja, voima on selitettdva y-muuttuja.
b)

Ratkaistaan tehtiava GeoGebran taulukko-sovelluksella.
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 1 videolta.

Kirjoitetaan massat (x) ja voimat (y) taulukkoon. Tehddan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

A B ;qi Pistekaavio v
1 Massa (g) Voima (N) Y=
5 25 T Y. B2:B6
3 85 1.9
4 120 2.3 e
5 185 35 ‘
6 205 4.1
7 (]
8 Muista! GeoGebrassa
g | desimaaliluvussa :
10 | kaytetaan pistetta.
11 ()
12 )
13
14
15
16 1
17
e /e/ 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
19 X A2:A6
20 Muuta asetuksista
21 Regressiomalli pyoristystarkkuudeksi
”5 desimaalia”.
22 y = 0.01801 x + 0.27486
23 Lineaarinen v F
71 - Tarkka arvo: x = y =

Ohjelman antama regressiosuora on y =0,0180...x + 0,274....
Voiman (y) riippuvuutta punnuksen massasta (x) kuvaa siis yhtalo

y =0,018x +0,27. Pyoristd lukuarvot kahden merkitsevan
numeron tarkkuuteen.

Vastaus:

a) Punnuksen massa on selittdva muuttuja. Voima on selitettava muuttuja.

b) y=0,018x +0,27



7.6
Tehtédva voidaan ratkaista taulukkolaskentaohjelmalla tai GeoGebran taulukko-sovelluksella.

Tapa 1. Ratkaistaan tehtava GeoGebran taulukko-sovelluksella.
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 3 videolta.

a)

Valitaan aineisto, tehddan kahden muuttujan regressioanalyysi ja valitaan regressiomalliksi
"lineaarinen”.

A B q: Pistekaavio v
1 Pakastusteho (kg/24h) Hinta (euroa) ‘ =
2 6 153 Y:B2:B16
3 20 385
4 20 335 500
5 7 234
6 24 436
7 20 385
8 15 285 400
9 21 409
10 30 480
1" 16 399 300
12 21 449
13 22 499
14 13 269
15 18 359 200
16 5 179
17 / 5 10 15 20 25 30

18

19 X:A2:A16

Pisteet sijoittuvat likimain nousevan suoran suuntaisesti. Pakastustehon x kasvaessa myos
pakastimen hinta y nousee. Muuttujien valilla on siis positiivinen yhteys.

b)

Luetaan korrelaatiokertoimen arvo ohjelman yhteenvetotaulukosta.

A B ;q: Tilastot ~

1 Pakastusteho (kg/24h) Hinta (euroa) RESHEoX 18 5333

2 26 453 KeskiarvoY 370 4

3 20 385 S 6.621

4 20 335 Sy 93.6504

5 7 234 i 0.9121
0.9228

: 24 436 Sxx 613.7333

7 20 385 \VarianssiY 122785 6

8 15 285 Sxy 7917.8

9 21 409 s o

10 30 480 SSE 50637 7533

1 16 399

12 21 449

13 22 499

14 13 269

15 18 359

16 5 179

Korrelaatiokerroin on r=0,912... % 0,91.
Korrelaatiokertoimen arvo on positiivinen. Kertoimen itseisarvo on |r| = 0,91.

Tulos kertoo voimakkaasta positiivisesta korrelaatiosta. Tama tarkoittaa, ettd mitd suurempi
arkkupakastimen pakastusteho on, sitd korkeampi myds sen hinta on.



Tapa 2. Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmalla
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 3 videolta.

a)

Piirretdan hajontakuvio ja maaritetdan regressiosuora.

Ohje:

» Valitse pakastustehot ja hinnat.

» Lisda Kaavio - XY (hajonta). Lis4a akseleille otsikot.
» Lisaa trendiviiva. Valitse "lineaarinen”.

A | B | C D E F G H [
_1_|Arkkupakastimen hintatutkimus
2
1 Pakastusteho| 600
(kg/24h) | Hinta (euroa) T
4 26 453 —
5 20 385 =00 S e .
6 20 335 _—
7 7 234 400 /./-"
8 24 436 @ 200 ///’ u
9 20 385 g =
10 15 285 £ o
11 21 409 200 _m
12 30 480 —
13 16 399 100
14 21 449
15 22 499 0
16 13 269 0 5 10 15 20 25 30 35
17 18 359 Pakastusteho (kg/24 h)
18 5 179

Pisteet sijoittuvat likimain nousevan suoran suuntaisesti. Pakastustehon x kasvaessa myos
hinta y nousee. Muuttujien valilla on siis positiivinen yhteys.

b)

Maaritetddn muuttujien valinen korrelaatiokerroin tilastotoiminnoilla.

1 |Arkkupakastimen hintatutkimus
2

C

: Pakastusteho
(kg/24h) | Hinta (euroa)
26 453
20 385
20 335
7 234
B 24 436
g 20 385
(] 15 285
1 21 409
2 30 480
3 16 399
4 21 449
5 22 499
6 13 269
7 18 359
8 5 179

o [ e | F |
Ohje:
> Valitse aineisto.
Korrelaatiot Sarake 1  Sarake 2 > Valitse Data
Sarake 1 1 - Tilastotiedot
Sarake 2 0,9120968 1 — Korrelaatio



Korrelaatiokerroin on r=0,9120...  0,91.
Korrelaatiokertoimen arvo on positiivinen. Kertoimen itseisarvo on |r| = 0,91.

Tulos kertoo voimakkaasta positiivisesta korrelaatiosta. Tama tarkoittaa, ettd mitd suurempi
arkkupakastimen pakastusteho on, sitd korkeampi myds sen hinta on.

Vastaus:

a) Pakastustehon kasvaessa hinta nousee. Muuttujien valilld on positiivinen yhteys.

b) r = 0,91. Tulos kertoo voimakkaasta positiivisesta korrelaatiosta.



7.7
Ratkaistaan tehtdva GeoGebran taulukko-sovelluksessa.

X = auton ika
y = auton hinta

a)

Valitaan aineisto ja tehddaan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

A B

Ikd (vuotta) Hinta (1000 euroa)

1 47.9
494
38.7
33.8
36.9
33.5
329
26.9
2565
30.9
25.9
20.5
22.9

Pistekaavio v

i
Y/ B2-B14

]

1
2
3
4
5
6
7
8

40
9

10
11
12
13
14
15
16

30

N N OO W W W N -

20

17
18
19
20
21
22
23
forre] v

X:A2:A14
Regressiomalli
y = —3.9689 x + 48.927

Lineaarinen v
Tarkka arvo: x =

Ohjelman antama regressiosuora on y =-3,968...x + 48,92....
Auton hinnan (y) riippuvuutta idsta (x) kuvaa siis yhtalo y = -4,0x + 49.

b)

Luetaan korrelaatiokerroin ohjelman tulosteesta.
Korrelaatiokerroin on r = -0,939...x -0,94.

Korrelaatiokerroin on negatiivinen. Tama kertoo, ettd auton idn (x)
kasvaessa sen hinta (y) laskee.

Korrelaatiokertoimen itseisarvo on |r|z |-0,94| = 0,94.
Tulos kertoo, ettd muuttujien valilla on voimakas negatiivinen korrelaatio.

c)
Auton ikd on 3,5 vuotta eli x = 3,5. Lasketaan muuttujan y = -4,0x + 49 arvo.
y=-4,0-35+49=35

Kun auto on 3,5 vuotta vanha, sen ikd on mallin mukaan 35 000 euroa.

Tilastot
KeskiarvoX4.0769
KeskiarvoY 32.7462
Sx 2.1001
Sy 8.8754
r -0.9391
P -0.9556
SXX 52.9231
\MarianssiY 945.2723
Sxy -210.0462
R2 0.8819
SSE 111.6211




Huomautus:

GeoGebran taulukko-sovelluksessa on laskuri, jolla voidaan laskea ennusteita muuttujan y
arvolle sy6ttdmalla muuttujan x arvo laskuriin. Laskuri kdyttda mallissa oleville kertoimille
tarkkoja arvoja, mista syysta laskurin antama tulos voi poiketa pyoristetyilla arvoilla tehdyn

laskun tuloksesta.

y = —3.9689 x + 48.927

Tarkka arvo: x = (3.5 | y=35.0359

<)

Hinta on 15 000 euroaeli y = 15.
Muodostetaan mallin y = -4,0x + 49 avulla yhtalo ja ratkaistaan x.

—4,0x+49 =15 | —49
—40x = =34 |: (—4,0)
x = 8,5

Mallin mukaan 15 000 eurolla saa 8,5 vuotta vanhan auton.

Vastaus:

a)y=-4,0x+49

b) r = -0,94. Auton idn ja hinnan valilla on voimakas negatiivinen korrelaatio.

c) 35 000 euroa

d) 8,5 vuotta vanhan



7.8

Tehtédva voidaan ratkaista GeoGebran taulukko-ohjelmalla tai taulukkolaskentaohjelmalla.
Tapa 1. Ratkaistaan tehtdava GeoGebran taulukko-sovelluksessa.

a)

Valitaan arvot ja tehddan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "eksponentiaalinen”. Valitaan "Nayta tilastot”.

A B «%ﬁ Tilastot ~ Pistekaavio ~

! X y KeskiarvoXi4 Y:B2:B8
- 1. 18 KeskiarvoY s 6857
3 2 1.7 Sx 2.1602 |
4 3 3 Sy 51424  1°
5 4 58 I ?9722 10

p
6 5 8.5 SXX 28
7 6 11 \arianssiY 158.6686 12
8 7 15.1 Sxy 64.8

10

9
10 R 0.9662

SSE 5.3606 81
11
12 6
13
14 41
5 )
16 -
i 2 4 6
18
19 X:A2:A8
20
21 Regressiomalli
22 y = 0.9432 eﬁ.4117x
23 Eksponentiaalinen ~ r
24 - Tarkka arvo: x = y=

Eksponentiaalinen malli on y = 0,94 - e041x,

Mallin selitysaste on R2 = 0,966... 0,97 =97 %.



b)

Vaihdetaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

X y

1.6
1.7

5.8
8.5
1.1
15.1

~N OO O R~ W N =

—

-

-

Tilastot +

KeskiarvoX4

KeskiarvoY

6.6857

ISX 2.1602

Sy

5.1424

I

0.9722

p

1

ISxx 28

VarianssiY

158.6686

ISxy

64.8

RZ

0.9452

ISSE

8.7029

Regressiomalli

Lineaarinen

Lineaarinen malli on y = 2,3x - 2,6.

Mallin selitysaste on R% = 0,945... 0,95 = 95 %.

<)

Tarkka arvo: x = y=

Pistekaavio v

Y:B2:B8

8.

y = 23143 x — 2.5714

a-kohdan mallin selitysaste on hieman parempi (97 % > 95 %), joten a-kohdan malli kuvaa
muuttujien valista riippuvuutta hieman paremmin.



Tapa 2. Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmalla.

a)

Piirretdan hajontakuvio ja sovitetaan eksponentiaalinen malli.

Ohje:
» Valitse muuttujien arvot.
» Lisaa Kaavio - XY (hajonta). Lisia akseleille otsikot.
» Lisaa trendiviiva. Valitse "eksponentiaalinen”.
Valitse "Nayta yhtalo” ja "Nayta selitysaste”, ja valitse muuttujan y nimeksi y.

A B C | D E | F G | H | [
1 X 16
2 1 1,6 y = 0,943198070135388 exp( 0,41172003332378 x ) / 'm
3 2 1,7 14 - R?=0,972380470341046
4 3 3 /
5 4 5,8 12
6 5 8,5 10 /
7 6 11,1 /
8 717 151 5. 8 '/
9 e
10| ° 2
11 4 -
- , B /_/l/
13 | . m— =
14 | 0
15 | 0 1 2 3 4 5 6 7
16 |
7 |

Eksponentiaalinen malli on y = 0,94 - ¢%41x, Mallin selitysaste on R2=0,972... 0,97.
b)

Vaihdetaan trendiviivaksi "lineaarinen”.

A B C | D E F G H |

1l X 16

2 1 1,6 y = 2,31428571428571 x — 2,57142857142857 "
3 2 1,7 14 RZ = 0,94515071847877 _
4 3 3 rd

5 4 58 12 o

6 5 8,5 10 _

7 6 11,1 //i

8 77 151 . 8 -

9 ~
—_ 6 ///
10 "

11 4 -
GEl /// .

12 ~
| G w
14| 0 -
15 | 0 1 2 3 4 5 6 7
16 |
a7 | X

Lineaarinen malli on y = 2,3x - 2,6. Mallin selitysaste on R2 = 0,945...x 0,95.



c)
a-kohdan mallin selitysaste on hieman parempi (0,97 > 0,95), joten a-kohdan malli kuvaa
muuttujien valista riippuvuutta hieman paremmin.

Vastaus:
a)y=0,94-e041xja R2% 0,97
b)y=2,3x-2,6jaR2% 0,95

¢) a-kohdan eksponentiaalinen malli



7.9
a)

Taydellinen positiivinen korrelaatio tarkoittaa, ettd havaintopisteet asettuvat taydellisesti
jonkin nousevan suoran suuntaisesti.

Esimerkki:

X y

1
1
14
16
18
20

MO 00 O[]l

OO~ (|5 (WM

=

Perustellaan, ettd muuttujien x ja y valilla on taydellinen korrelaatio (r = 1).

Tapa 1. Muuttujan y arvo on joka tilanteessa kaksinkertainen muuttujan x arvoon verrattuna
eli y = 2x. Havaintopisteet ovat siis suoran y = 2x pisteitd, joten korrelaatio on taydellinen.

Tapa 2.

Tehdaan aineistolle kahden muuttujan analyysi GeoGebran taulukko-sovelluksessa.

A B

q: Tilastot v Pistekaavio v
i y KeskiarvoX:5.5 Y:B2:B11
2 1 2 KeskiarvoY:11
5 2 4 Sx 3.0277
4 3 6 Sy 60503
5 4 8 " 1

P
6 g v Six 555
7 6 12 \VarianssiY 330 15
8 7 14 Sxy 165
9 8 16

R2 1
10 9 18 SSE 5 o
1 10 20
12
13
14 °
15
16
17

) 2 4 6 8 10

18 /
19 X:A2:A11
20
21 Regressiomalli
22 y=2x
23 Lineaarinen v

Hajontakuviosta ndhdaan, ettd pisteet asettuvat taydellisesti suoralle y = 2x.
Muuttujien valinen korrelaatiokerroin on r = 1.



b)

Muuttujien valilla ei ole korrelaatiota silloin, jos havaintopisteet eiviat asetu minkadn nousevan
tai laskevan suoran suuntaisesti.

Esimerkki:

X y

OOV |P|W N[
PRRINIRMNININMN NN

=

Muuttujan x arvon kasvaessa muuttujan y arvo ei muutu mihinkaan. Havaintopisteet asettuvat
suoralle y = 2.

Muuttujan x arvon muutoksella ei ole yhteyttd muuttujan y arvon muutokseen eli muuttujien
valilla ei ole korrelaatiota (r = 0).

<)

Muuttujien valilla on kohtalainen negatiivinen korrelaatio, jos muuttujan x arvon kasvaessa
muuttujan y arvo pienenee, ja hajontakuviossa pisteparven suunta on laskeva.

Kohtalainen korrelaatio tarkoittaa, etta korrelaatiokertoimen itseisarvo on valilla 0,3-0,6.

Kokeilemalla esimerkiksi GeoGebran taulukko-sovelluksessa 16ydetddan ehdot toteuttava
esimerkki:

X y

12

D

w

10

oW RN |0~ WMN|=
PO |~ |= N

=




L‘L‘ :Qﬁ Tilastot v Pistekaavio v
1, x |y KeskiarvoX5.5 Y-B2:B11
2 112 KeskiarvoY6.3
3 2 6 Sx 30277
4 3 9 Sy 37727 I
= b _0.4878
B 5 o S 555
7 6 1 \arianssiY {128 1
8 7 2 Sxy 535
9 8 7
= R2 02708
qof 9 9 SSE 93.4061
11 10 2
(|
12
13
14
= 2 ® @
16 ®
0.
17 0 2 4 6 3 10
18
e X: A2:A11

Hajontakuviosta ndhdaan, ettd esimerkin havaintopisteet asettuvat likimain laskevan suoran
suuntaisesti.

Muuttujien valinen korrelaatiokerroin on r =-0,520... -0,52.
Korrelaatiokertoimen itseisarvo on |r| = 0,52 eli valilla 0,3-0,6.
Tama tarkoittaa, ettd muuttujien valinen korrelaatio on kohtalainen.



7.10
a)

Sidokseen sitoutuneen energian suuruus riippuu sidoksen pituudesta. Kun sidoksen pituus
kasvaa, sidokseen sitoutuneen energian maara pienenee.

x = sidoksen pituus (selittdva muuttuja)
y = sidokseen sitoutunut energia (selitettdva muuttuja)

b)

Ratkaistaan tehtiva GeoGebran taulukko-sovelluksella.
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 2 videolta.

Valitaan pituudet ja energiat ja tehddan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

A B c D q: Pistekaavio v
1 Atomipari Pituus (pm) Energia (kJ) : |
2 H-H 74 436 \‘ i Kopioi piirtoalueelle
£ O-H 96 463 % Vie: Piirtoalue kuvana
4 N-H 101 388
5 C-H 109 412
6 |S-H 135 338
7 BrH 141 366 400
8 P-H 142 322
9 Si—H 146 318
10 |[C-C 154 348 300
1 I-H 160 299
12 | CI-CI 199 242
13 |Br-Br 228 193
14 | Si-Si 235 176 200
15 |- 267 151
16
1 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 i}s\soc
18
19 X:B2:B15
20
21 Regressiomalli
22 y = —1.6613 x + 577.5232
23 Lineaarinen v .
ﬁ - Tarkka arvo: x = y= -

Ohjelman antama regressiosuoraon y = -1,661..x + 577,53....
Energian (y) riippuvuutta sidoksen pituudesta (x) kuvaa siis yhtalo

y =-1,7x + 580. Pyéristd lukuarvot kahden
merkitsevian numeron tarkkuuteen.

c)
Sidoksen pituus on 128 pm eli x = 128. Lasketaan muuttujan y = -1,7x + 580 arvo.
y=-1,7-128 +580 =362,4 ~ 362

Kloorin ja vedyn valiseen sidokseen sitoutuu mallin mukaan 362 k] energiaa.



Huomautus:

GeoGebran taulukko-sovelluksessa on laskuri, jolla voidaan laskea ennusteita muuttujan y
arvolle sy6ttdmalla muuttujan x arvo laskuriin. Laskuri kdyttda mallissa oleville kertoimille
tarkkoja arvoja, mista syysta laskurin antama tulos voi poiketa pyoristetyilla arvoilla tehdyn

laskun tuloksesta.

y = —1.6613 x + 577.5232

Tarkka arvo: x = (12§ | y= 3648732

<)

Sidoksessa on energiaa 163 k] eliy = 163.
Muodostetaan mallin y = -1,7x + 580 avulla yhtal6 ja ratkaistaan x.

—1,7x + 580 =163 || =580
—-1,7x = —-417 |I: (—1,7)
x = 245,29 ...
x = 245

N-N-sidoksen pituus on mallin mukaan 245 pm.

Vastaus:

a) Sidoksen pituus on selittdva muuttuja. Sidokseen sitoutuneen energian maara on selitettava

muuttuja.
b)y=-1,7x+ 580
c) 362 K]

d) 245 pm



7.11
Tehtdva voidaan ratkaista taulukkolaskentaohjelmalla tai GeoGebran taulukko-sovelluksella.

Tapa 1. Ratkaistaan tehtava GeoGebran taulukko-sovelluksella
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 3 videolta.

a)

Valitaan etdisyydet ja kiertoajat, tehdddn kahden muuttujan regressioanalyysi ja valitaan
regressiomalliksi “lineaarinen”.

A B c ;j; Pistekaavio v
1 Asteroidi Etdisyys Auringosta (1026 km) Kiertoaika (a) W e
2 Ceres 404 4.6
3 |Vesta 353 3.63
4 Hygeia 470 5.59 12
5 Juno 401 4.36
6 Hektor 775 11.7
7 |iris 358 368 10
8 Hebe 362 3.78
9 | Metis 358 3.69 8
10 | Flora 329 3.27
1
12 6
i
14
15 ¢
16
17
e / 300 400 500 600 700 800
X:B2:B10

—~
o

Pisteet sijoittuvat melko tarkasti nousevan suoran suuntaisesti. Etdisyyden x kasvaessa myos
kiertoaika y kasvaa. Muuttujien vililla on siis positiivinen yhteys.

b)
Luetaan korrelaatiokerroin ohjelman yhteenvetotaulukosta.

A B © as . o
Ca Tilastot

1 Asteroidi Etdisyys Auringosta (1076 km) Kiertoaika (a) RESREo423 3333
2 Ceres 404 4.6 KeskiarvoY4 9272
3 |Vesta 353 3.63 Sx 138.2317
4 | Hygeia 470 5.59 Sy 2.6356
5 Juno 401 436 g 8-322;
6 H.ektor 775 1.7 o TSR
7 |lIris 358 3.68 \arianssiY 55.57
8 |Hebe 362 3.78 Sxy 2911.9333
9 |Metis 358 3.69

R2 0.9982
10 Flora 329 3.27 SSE 01

Korrelaatiokerroin on r = 0,999...  1,00. Korrelaatiokertoimen arvo on ldhes 1.

Tulos kertoo ldhes tdydellisestd lineaarisesta riippuvuudesta eli pisteet sijoittuvat lahes
taydellisesti suoralle. Tama tarkoittaa, etta kiertoaika voidaan ennustaa melko tarkasti
etaisyyden perusteella lineaarisella mallilla (regressiosuoran avulla).



Tapa 2. Ratkaistaan tehtdava taulukkolaskentaohjelmalla
Katso tarvittaessa ohjeet Esimerkin 3 videolta.

a)

Piirretdan hajontakuvio ja maaritetdan regressiosuora.

Ohje:

» Valitse etiisyydet ja kiertoajat.

» Lisaa Kaavio - XY (hajonta). Lisaa akseleille otsikot.
» Lisaa trendiviiva. Valitse "lineaarinen”.

A B C D | E F G H 1 J

1 Etdisyys Auringosta | Kiertoaika

Asteroidi (10”6 km) (a) 14
2 |Ceres 404 4,6
3 |Vesta 353 3,63 12 1
4 |Hygeia 470 5,59 =10 /
5 |Juno 401 4,36 g -
6 |Hektor 775 11,7 2 /
7_|iris 358 3,68 s 8 -
8 |Hebe 362 3,78 8 5
9 |Metis 358 3.69 = /l/
10 |Flora 329 3,27 2 4 ./-/l
11| 2 |-
12 | 2
13
1a | 0
% 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 80O
17 | Etéisyys Auringosta (106 km)
18

Pisteet sijoittuvat melko tarkasti nousevan suoran suuntaisesti. Etdisyyden x kasvaessa myos
kiertoaika y kasvaa. Muuttujien valilla on siis positiivinen yhteys.

b)

Maaritetddn muuttujien valinen korrelaatiokerroin tilastotoiminnoilla.

A B D | E | F | G | .

1 Etaisyys Auringosta | Kiertoaika Oh]e:
el el @) : » Valitse aineisto.
Ceres 40 4.6 Korrelaatiot Sarake 1  Sarake 2 .
Vesta 353 3,63 Sarake 1 1 » Valitse Data
Hygeia 470 5,59 Sarake 2 | 0,9990996 1 - Tilastotiedot
Juno 401 4,36 K 1 .
Hektor 775 11,7 ~ Korrelaatio
Iris 358 3,68
Hebe 362 3,78
Metis 358 3,69
Flora 329 3,27

Korrelaatiokerroin on r = 0,999...  1,00. Korrelaatiokertoimen arvo on lihes 1.

Tulos kertoo ldhes tdydellisesta lineaarisesta riippuvuudesta. Tama tarkoittaa, etta kiertoaika
voidaan ennustaa melko tarkasti etdisyydesta lineaarisella mallilla (regressiosuoran avulla).

Vastaus:

a) Etdisyyden kasvaessa kiertoaika kasvaa. Muuttujien valilla on positiivinen yhteys.

b) r= 1,00. Tulos kertoo taydellisesta lineaarisesta yhteydestd, joten kiertoaika voidaan
arvioida etdisyyden perusteella lineaarisella mallilla.



7.12
Ratkaistaan tehtiva GeoGebran taulukko-sovelluksella.

x = BKT
y = CO2-paastot

Valitaan aineisto ja tehdaan kahden muuttujan regressioanalyysi.

A B

= = . ;:P Tilastot v Pistekaavio v

1 BKT(USD/hI8) CO2-piistdt (tn/hld) T TR T

2 34932 17.5 [KeskiarvoY 9 29375

3 4789 1.8 Sx 16370.6454422492

4 37042 9 Sy 5.4240782627 20 °

5 25997 77 i 0.5986099433

: 0.6147058824 ®

: el = Sxx 4019970482.9375

7 712 1 \VarianssiY 441.309375

8 30525 8 Sxy 797309.4937499999

9 35105 17.2

R? 0.3583338642

10 1716 3.7 SSE 283.1732813341

11 33925 6.2

12 39658 5.8

13 33865 10.3

14 37320 13.2

15 47906 9.4

16 5323 10.6

17 41960 197 0 10000 20000 30000 40000 50000
18

19 X:[A2:A17

20

21 Regressiomalli L
2 Huom! Lisaa

y = 0.0001983372 x + 4.1377898118 .

23 Lineaarinen y pyoristystarkkuutta
24 o Tarkka arvo: x = y= asetuksista.
a)

Hajontakuvio on ndkyvissa ohjelman tulosteessa.

Ohjelman antama regressiosuora on y = 0,000198...x + 4,137....
Riippuvuutta kuvaa siis yhtalé y = 0,00020x + 4,1.

b)
Ohjelman tulosteen perusteella korrelaatiokerroin on r = 0,5986...  0,60.

Tuloksen perusteella bruttokansantuotteen (BKT) ja hiilidioksidipaastojen valilla on
kohtalaisen ja huomattavan rajalla oleva positiivinen korrelaatio. BKT-arvon noustessa myos
hiilidioksidipaastot keskimaarin nousevat.

c)
BKT on 25 000 USD/hl6 eli x =25 000 (USD). Lasketaan muuttujan y = 0,00020x + 4,1 arvo.

y=0,00020-25000+4,1=9,1 y = 0.0001983372 x + 4.1377898118
Hiilidioksidipaastot ovat 9,1 tonnia/henkilo. Tarkka arvo: x= 25000 y= 9.0962185934
Huomautus:

GeoGebran taulukko-sovelluksessa on laskuri, jolla voidaan laskea ennusteita muuttujan y arvolle
syottamalla muuttujan x arvo laskuriin. Laskuri kdyttda mallissa oleville kertoimille tarkkoja arvoja,
mistd syysta laskurin antama tulos voi poiketa pyoristetyilla arvoilla tehdyn laskun tuloksesta.



Vastaus:
a) y=0,00020x + 4,1
b) r = 0,60, muuttujien valilld on kohtalainen/huomattava positiivinen korrelaatio

¢) 9,1 tonnia/henkilo



7.13

Ratkaistaan tehtiva GeoGebran taulukko-sovelluksessa.

x = asunnon koko

y = asunnon hinta

Valitaan aineisto ja tehdaan kahden muuttujan regressioanalyysi.

A

Koko (m?) Hinta (1000 eur)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

a)

44.5
53.5
a1
21
63
47.5
83.5
295
70
33
66.5
275
29
28
59.5
84.5
44.5
33
70
83
84
47.5
5056

279
339
520
130
272
208
385
116
268
185
169
125
149

99
419
649
247
279
265
295
414
132
148

am

Tilastot ~ Pistekaavio v
[KESKianoX58 8556 Y:B2:B46
Keskiarvoy:318.2889
Sx 22.2401
Sy 189.1532 800
r 0.8299

0.866
Sxx 21763.3111
MarianssiY 1574273.2444 600
Sxy 153619.8778
R 0.6888
SSE :489922.305 400

200

20 30 40 50 60 70 80 20 100 110

X:A2:A46

Regressiomalli

y = 7.0587 x — 97.1526
Lineaarinen v ra
Tarkka arvo: x = y=

Hajontakuvio on ndkyvissa ohjelman tulosteessa.

Ohjelman antama regressiosuora on y = 7,058..x-97,15...
Riippuvuutta kuvaa siis yhtalo y =7,1x - 97.

b)

Ohjelman tulosteen perusteella korrelaatiokerroin on r = 0,829...  0,83.

Tuloksen perusteella kerrostaloasunnon koon (m2) ja myyntihinnan (tuhatta euroa) valilla on
voimakas positiivinen korrelaatio. Asunnon koon kasvaessa myds sen hinta nousee.

<)

Asunnon koko on 50 m?, joten x = 50. Lasketaan muuttujan y = 7,1x - 97 arvo.

y=71-50-97 =258

Taman kokoisen asunnon hinta on mallin mukaan 258 000 euroa.

Huomautus:
GeoGebran taulukko-sovelluksessa on laskuri, jolla

y = 7.0587 x — 97.1526

voidaan laskea ennusteita muuttujan y arvolle

syottamalla muuttujan x arvo laskuriin. Laskuri

Tarkka arvo: x= 50 y

kayttda mallissa oleville kertoimille tarkkoja arvoja,
mistd syysta laskurin antama tulos voi poiketa
pyoristetyilld arvoilla tehdyn laskun tuloksesta.

255.7805



d)
Hinta on 300 000 eli y = 300. Muodostetaan mallin y = 7,1x - 97 avulla yhtalo ja ratkaistaan x.
7,1x —97 =300 | +97
7,1x =397 |:7,1
x = 55,91 ...
x = 56

Mallin mukaan 300 000 eurolla saa 56-nelidisen asunnon.

Vastaus:
a)y=71x-97
b) r = 0,83. Muuttujien valilla on voimakas positiivinen korrelaatio.

¢) 258 000 euroa
d) 56 m?



7.14

Ratkaistaan tehtdva GeoGebran taulukko-sovelluksessa.

x = vuosiluku
y = yrittdjien lukumaara

Kirjoitetaan vuodet ja yrittdjien lukumaarat taulukkoon.
Valitaan aineisto ja tehddaan kahden muuttujan regressioanalyysi.
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.

A B

| i Tilastot ~ Pistekaavio v
1 | Vuosl | Yrittajla RESKIANOX 1979 33333 Y. B2-B7
2 1960 757 KeskiarvoY449
3 1970 500 5% 12.19289 800
4 1980 379 Sy 161.54628
5| 1985 360 i -0.93668 ™~
-1

700
61 1990 i Sxx 74333333
7 1991 339 \VarianssiY | 130486
8 Sxy 9225
9 6004
10 R? 0.87737

SSE 16000.85426
1 5004
12
13
14 400
15
16
17 3001
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995

18 \
19 X:A2:A7
20
21 Regressiomalli
22 y = —12.41031 x + 25013.14798
23 Lineaarinen N ra
odn - Tarkka arvo: x = y= -
a)

Sirontakuvio nidkyy ohjelman tulosteessa. Sen perusteella yrittdjien maara on aikavalilla 1960-
1991 ollut laskussa.

b)

Ohjelman antama regressiosuoraon y =-12,41..x + 25013,1...
Riippuvuutta kuvaa siis yhtalé y =-12,4x + 25 000.

Ohjelman tulosteen perusteella korrelaatiokerroin on r =-0,9366... ~ -0,937.
Tulos ilmaisee, etta vuosiluvun ja yrittajien lukumaaran valilla on voimakas negatiivinen
korrelaatio, ja regressiosuora sopii hyvin kuvaamaan muuttujien valista riippuvuutta.

c)
Tarkastellaan vuotta 2019, joten x = 2019. Lasketaan muuttujan y =-12,4x + 25 000 arvo.
y=-12,4-2019 + 25000 =-35,6

Mallin mukaan yrittajien lukumaara vuonna 2019 olisi negatiivinen, -35 600 kappaletta.

Huomaa: GeoGebran laskuri laskee tarkoilla arvoilla, | y = —12.41031 x + 25013.14798
joten laskurin tulos poikkeaa pydristetyilla

arvoilla lasketusta tuloksesta. Tarkka arvo: x= 2019 | y= -43.27578



d)

b-kohdan malli antaa jarjettdman ennusteen yrittdjien maaralle vuonna 2019. Malli perustuu
tietoihin yrittdjien maarista vuosina 1960-1991, ja kuvaa yrittdjien maaran kehittymista talla
ajanjaksolla. Malli ei c-kohdan perusteella sovellu yrittdjien mdardn ennustamiseen ainakaan
kovin pitkalle vuodesta 1991 eteenpain.

Vastaus:
a) Yrittajien maara on aikavalilla 1960-1991 ollut laskussa.
b) y=-12,4x + 25 000 ja r = 0,937. Muuttujien valilla on voimakas negatiivinen korrelaatio.

¢) -35 600 (jarjeton ennuste)

d) Malli ei sovellu yrittdjien madrdn ennustamiseen ainakaan kovin pitkille vuodesta 1991
eteenpain.



7.15

Ratkaistaan tehtdva taulukkolaskentaohjelmalla.

Lasketaan 100 metrin juoksun ja kuulantyonnon tulosten summa sarakkeeseen F.

A B | c | D I F |
1 |Sydneysn olympialaiset, kymmenottelu —
2 [10 parhaan urheilijan pistetjilokset. Pistesumma
3| 1729
4 100 m juoksu |Kuulantyénté |Kokonaispistemaara Pistesumma 1681
1. Erki Nool EST 933 796 8641 =B5+C5 1786
6 |[2. Roman Sebrle CZE 878 803 8606 1669
7 |3. Chris Huffins USA 980 806 8595
& |4. Dean Macey GBR 903 766 8567 1683
9 |5. Tom Pappas USA 901 782 8425 1727
10 |6. Tomas Dvorak CZE 881 846 8385 1641
11 |7. Frank Busemann GER 881 760 8351 1625
12 |8. Attila Zsivoczky HUN 838 787 8277 1605
13 |9. Stefan Schmid GER 874 731 8206
14 110. Henrik Dagérd SWE 897 788 8178 1685
Piirretddan havainnoista korrelaatiodiagrammi eli hajontakuvio.
Maaritetadn pistesumman ja kokonaispistemaaran korrelaatiokerroin.
Ohje:
Huomaa: tehtdvanannon perusteella
X = pistesumma (selittdva muuttuja)
y = kokonaispistemaara (selitettdva muuttuja).
» Kopioi kokonaispistemaarat pistesummien viereiseen sarakkeeseen.
» Valitse pistesummat ja kokonaispistemaarét.
» Lisda Kaavio - XY (hajonta). Lisda akseleille otsikot.
» Lisaa trendiviiva. Valitse "lineaarinen” ja "Nayta yhtals”.
» Valitse Data - Tilastotiedot - Korrelaatio
Pistesumma |Kokonaispistem&éréa 8700
1729 8641 ]
1681 8606 8600 a " u
1786 8595 :G 8500
1669 8567 = .
1683 8425 £ 8400 — u
1727 8385 Z g0 g
1641 8351 s
1625 8277 S 8200 ® -
Q
Lt o 3 ow
X 8000 y = 1,97944924435036 x + 5091,48897683391
Korrelaatiot ~ Sarake 1 Sarake 2
Sarake 1 1 7900

Sarake 2 0.619311861531821 1 1600 1620 1640 1660 1680 1700 1720 1740 1760 1780 1800

Pistesumma (100 m juoksu + kuulantydntd)

PyoOristetdaan regressiosuoran kertoimet neljan merkitsevan numeron tarkkuuteen.
Regressiosuoran yhtalé on y = 1,979x + 5091. Korrelaatiokertoimen arvo on r = 0,62.

Hamalaisella 100 m juoksun ja kuulantyonnon pistesumma on x =858 + 732 = 1590.



Lasketaan regressiosuoran mukainen ennuste Hamalaisen loppupistemaaraksi.
y=1979-1590 + 5091 =8237,61 ~ 8238

Tama tulos on suurempi kuin 9. sijoittuneen tulos 8206 ja pienempi kuin 8. sijoittuneen tulos
8277 eli 8206 < 8238 < 8277.

Talla tuloksella Himaladinen olisi siis sijoittunut yhdeksanneksi.
(Todellisuudessa hanen sijoituksensa oli 23.)

Huomautus:

Mallin ennuste Hamalaisen pistemaaralle riippuu regressiosuorassa olevien kertoimien
tarkkuudesta. Tassa ratkaisussa kertoimille kdytettiin neljan merkitsevan numeron
tarkkuutta.

Vastaus:

x =100 m juoksun ja kuulantyénnon pistesumma, y = kokonaispistemaara
y=1979x + 5091 jar= 0,62

Muuttujien valilla on huomattava positiivinen korrelaatio.

Hamalaisen odotettavissa oleva kokonaispistemaara olisi mallin mukaan 8238.



7.16
a)

1) Lapsen kasvaessa seka pituus ettd paino nousevat. Yksil6llisid eroja voi esiintyd, mutta niista
huolimatta yleinen havainto on, ettd pidempi lapsi on myo6s painavampi. Muuttujien valilla
on siis positiivinen korrelaatio. (Tama ei kuitenkaan tarkoita tdydellistd korrelaatiota, eli
pidempi lapsi ei aina ole painavampi kuin lyhyempi lapsi.)

2) Ihmisen verenpaine riippuu perintotekijoista ja elintavoista. Verenpaineella ei yleistiedon
perusteella ole yhteyttd ihmisen kengannumeroon. Muuttujien valinen korrelaatio on siis
lahes nolla.

3) Bruttokansantuote asukasta kohti eli BKT/asukas kuvaa kansantalouden yleista elintasoa.
Mita korkeampi BKT, sitd korkeampi elintaso. Korkean elintason maissa kdytetdan enemman
rahaa lasten terveydenhuoltoon. Taman vuoksi korkean BKT:n maissa lapsikuolleisuus on
tyypillisesti alhaisempi kuin matalan BKT:n maissa. Muuttujien valilla on siis negatiivinen
korrelaatio.

4) Tikanheittojen pysty- ja vaakakoordinaattinen positiivinen korrelaatio tarkoittaisi, etta
heitetyt tikat osuvat nousevan suoran muotoiseen kuvioon. Vastaavasti negatiivinen
korrelaatio tarkoittaisi tikkojen osuvan laskevan suoran muotoiseen kuvioon. Ei ole mitadn
syyta odottaa, etta tikat yleisesti osuisivat jommallakummalla tavalla. Ndiden muuttujien
valinen korrelaatio on siis ldhes nolla.

b)

1) Kahden muuttujan valinen korrelaatio tarkoittaa tilastollista yhteytta ndiden muuttujien
valilla. Positiivinen korrelaatio tarkoittaa, etta toisen kasvaessa myos toinen keskimaarin
kasvaa. Negatiivinen korrelaatio tarkoittaa, etta toisen kasvaessa toinen keskimaarin pienenee.

Korrelaatio tarkoittaa lineaarista riippuvuutta. Korrelaatio on sitd voimakkaampi, mita
tiiviimmin havaintoarvopisteet asettuvat jonkin nousevan tai laskevan suoran suuntaisesti.

Korrelaatiokerroin mittaa lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta. Korrelaatiokertoimen arvo
on valilla [-1, 1]. Mitd lahempana korrelaatiokertoimen arvo on lukua 1 tai lukua -1, sita
voimakkaampi riippuvuus on. Korrelaatiokerroin on ldhella nollaa silloin, kun (lineaarista)
riippuvuutta ei ole.

2) Esimerkiksi:

muuttuja 1 = pdivassa syodyn jaatelon maara

muuttuja 2 = paivassa myytyjen aurinkolasien lukumaara

Molempien muuttujien arvo kasvaa aurinkoisina kesdpdivina ja vihenee sateisina syyspaivina,
joten muuttujien valilla on positiivinen korrelaatio. Jadtelon syéminen ei kuitenkaan sindnsa
haikdise ihmisia ja saa heitd ostamaan aurinkolaseja eika aurinkolasien ostaminen saa ihmisia

haluamaan jaatel6a. Toinen muuttuja ei siis aiheuta toista eli muuttujien valilla ei ole syy-
seuraus-suhdetta.

Vastaus:

a) 1) positiivinen 2) ldhes nolla 3) negatiivinen 4) lahes nolla



7.17
a)

Ratkaistaan tehtidva GeoGebra-ohjelmalla. Pistejoukkoa voidaan tutkia joko piirto- tai
taulukko-sovelluksella.

X = aika
y = korkeus

Tapa 1. Sovitetaan malli taulukko-sovelluksella.

Kirjoitetaan tai kopioidaan ajat ja korkeudet taulukkoon. Valitaan aineisto ja tehddin kahden
muuttujan regressioanalyysi. Heitetyn pallon lentorata on paraabelin muotoinen, joten sopiva
malli kuvaamaan lentorataa on 2. asteen polynomifunktio. Valitaan regressiomalliksi
"polynomi” ja asteluvuksi 2.

e £ Qi Pistekaavio v

1 Aika (s) Korkeus (m) W G

2 0 1.5 —_—

3 1 23 45

4 S 4.2 °

5 4 35 4

6 5 1.8

v 3.5 @

8

s 3

10

" 2.5 @

12

13

2

14

15

16 15 )

17

0 1 2 3 4 5

° X: A2'A6/ \
19 -

20

21 Regressiomalli

22 Polynomi v 2 v

2 i
E3 , T y=-—03881x"+2.0791 x + 1.2536

Tapa 2. Sovitetaan malli piirtoalueella.

Heitetyn pallon lentorata on paraabelin muotoinen, joten sopiva malli kuvaamaan lentorataa
on 2. asteen polynomifunktio. Sovitetaan funktio ohjelmalla.

@ A=(015) A ] 'Korkeus (m) @
O B=(L25)
O =342
O D=(435) 1)
@ E=(518) Q
. S}
f(x) = SovitaPolynomi({A,B, C,D,E},2): Aika (§L)
@ -
— —0.3881 x> 4 2.0791 x + 1.2536 s



b)
Mallin eli regressiokdyran yhtilé on y =-0,39x2 + 2,1x + 1,3.
c)

Aikaa on kulunut 2,0 sekuntia, joten x = 2,0.
Lasketaan muuttujan y = -0,39x2 + 2,1x + 1,3 arvo.

y=-0,39-20%2+2,1-20+13=394~39
Pallon korkeus on 3,9 metria.
d)

Kun pallo putoaa maahan, sen korkeus on nolla eli y = 0.
Muodostetaan mallin y =-0,39x2 + 2,1x + 1,3 avulla yhtalo ja ratkaistaan x.

-0,39x%>+ 2,1x + 1,3=0 Ratkaistaan yhtilo CAS-laskimessa:
x=-0,56..tai x =594.. Ratkaise(—0.39 5% + 2.1 x+ 1.3 = 0)
Pallon lentomatkaan kulunut aika on positiivinen N {x — —05607.x=5 9453}

_~ —_— M 3 — -

luku, joten x = 5,9.

Pallo putoaa maahan 5,9 sekunnin kuluttua.

Vastaus:

a) Toisen asteen polynominen malli.
b) y=-0,39x% + 2,1x + 1,3

¢) 3,9 metria

d) 5,9 sekunnin kuluttua



7.18
Ratkaistaan tehtiava GeoGebran taulukko-sovelluksella.

x = leveyspiiri
y = putoamiskiihtyvyys

a)

Valitaan aineisto ja tehddaan kahden muuttujan regressioanalyysi.

A ‘ B ‘ :q: Pistekaavio v
1 Leveyspiiri Putoamiskiihtyvyys (m/s?) - W D
2 10 9.782 =
3 20 9.7864 o84
4 30 9.7933
5 40 9.8017 9.83
6 50 9.807 b
7 60 9.8197 9.82 )
8 70 9.8261
e 80 9.8306 9.81
10 90 9.8322 ]
1" ®
12 o8
13 )
14 9.79
15 ®
16 9.78 d
7 0 10 20 30 40 50 60 70
18 —
19 X: A2:A10
. . . . Y . »
Valitaan regressiomalliksi "lineaarinen”.
A B Zq: Tilastot ~ Pistekaavio ~
- - =
1 Leveyspiiri Putoamiskiihtyvyys (m/s?) KesKarvoXso , , " viB2B10
2 i e [KesklarvoY9.8087777778 ..
3 20 9.7864 IS 27.3861278753
4 30 9.7933 ISy 0.0192184662
5 40 08017 r 0.9903682552 9.3
1
6 50 9.807 ST o0
7 60 9.8197 MarianssiY 0.0029547956  9.82 e
8 70 9.8261 Sy 417
: bt o550 IRE 0.9808252806 " °
1? 50 Sl BSE 0.0000566456
12 9.8
13
14 9.79
15
16 9.78
17 20 40 60
18 :
19 X:A2:A10
20
21 Regressiomalli
22 y = 0.000695 x + 9.7740277778
23 Lineaarinen ~
24 v Tarkka arvo: x = y=

Lineaarinen malli on y = 0,00070x + 9,77.
Mallin selitysaste on Rz = 0,9808... 0,981 = 98,1 %.



Valitaan regressiomalliksi "polynomi” ja asteluvuksi 2.

A B |

‘j; Tilastot v Pistekaavio v

1 Leveyspiiri Putoamiskiihtyvyys (m/s?) RESREoRE0 - —

2 10 9.782 [Keskiarvo(o.8087777778 .,

3 20 9.7864 ISx 27.3861278753

4 30 9.7933 Sy 0.0192184662

5 40 0.8017 I 0.9903682552 9.83

- 1

6 S0 el Sk 5060

7 60 9.8197 \/arianssi¥ 0.0029547956  9.82

8 70 9.8261 ISxy 4.17

’ %0 28999 R? 09833049883 °8

11? 90 e ISSE Oj0000493303

12 98

13

14 9.79

15

16 9.78

e / 20 40 60 80 100
18

19 X:A2:A10

20

21 Regressiomalli

= y = —0.0000015411 x> + 0.0008491126 x + 9.771202381
23 Polynomi v 2 v ra
[reziz) M Tarkka arvo: x = y=

Toisen asteen polynominen malli on y =-0,0000015x2 + 0,00085x + 9,77.
Mallin selitysaste on Rz = 0,9833... 2 0,983 = 98,3 %.

Valitaan regressiomalliksi "polynomi” ja asteluvuksi 3.

A B

| qﬂ Tilastot ~ Pistekaavio v

1 Leveyspiiri Putoamiskiihtyvyys (m/s?) RESRENER50 T

2 Ll 9.782 KeskianoY0.8087777778 .,

3 20 9.7864 Sx 27.3861278753

4 30 9.7933 ISy 0.0192184662

5 40 0.8017 r 0.9903682552 943

P 1

6 %0 2l ISxx 6000

i 60 9.8197 \arianssiY (0.0029547956 9.2

8 70 9.8261 ISxy 417

9 80 9.8306 .

R2 0.996303888 :

1? %0 9.8322 ISSE 0.0000109213 ®

12 9.8

13

14 9.79

15 ~

16 9.78

17

- 20 40 60 80 100
19 X: A2:A10

20

21 Regressiomalli

2 Polynomi v 2 v

23 e
2::] , 7y =—0.0000001641 x + 0.0000230801 x* — 0.0001882612 x + 9.78203571 -

Kolmannen asteen polynominen malli on y =-0,00000016x3+ 0,000023x2 - 0,00019x + 9,78.
Mallin selitysaste on Rz = 0,9966...~ 0,997 = 99,7 %.



Korkein selitysaste (99,7 %) on 3. asteen polynomisella mallilla, joten tama malli soveltuu
parhaiten kuvaamaan havaintoaineistoa.

c)

Pdivantasaajan leveyspiiri on 0., joten x = 0.
Kaytetdan 3. asteen polynomimallia ja lasketaan putoamiskiihtyvyys.

y =-0,00000016 - 2,03+ 0,000023 - 02-0,00019-0+9,78=9,78
Paivantasaajalla putoamiskiihtyvyys on mallin mukaan 9,78 m/s2.
Huomautus:

Lineaarisen ja 2. asteen polynomisen mallin mukainen tulos c-kohtaan on 9,77 m/s2.
Taulukkokirjan mukainen arvo on 9,7804 m/s?, joten 3. asteen polynominen malli antaa
parhaimman arvion.

Vastaus:

b)

Lineaarinen malli: y=0,00070x + 9,77 (selitysaste 98,1 %)

2. asteen malli: y =-0,0000015x2 + 0,00085x + 9,77 (selitysaste 98,3 %)

3. asteen malli: y =-0,00000016x3+ 0,000023x2% - 0,00019x + 9,78 (selitysaste 99,7 %)
c)

9,78 m/s?



7.19

Ratkaistaan tehtdava GeoGebran taulukko-sovelluksella.
a)

Villisikojen maara riippuu susien maarasta.

X = susien maara (vaaka-akselilla)
y = villisikojen maara (pystyakselilla)

Valitaan villisikojen ja susien maara ja tehdaan kahden muuttujan regressioanalyysi.

ot B C i Pistekaavio v 123 T [x<svy (]
1 Vuosi Villisikoja (kpl) Susia (kpl) '+ e Ix 35 = |7| :
2 2010 135 13 e
3 2013 148 1 %
4 2015 175 9 Ohje:
5 2017 200 8 Susien maara on selittiva x-
= 2020 = 8 muuttuja eli susien maara
7 20 on vaaka-akselilla.
: Villisikojen maara on
0 pystyakselilla.

200 . .
L Muuta jarjestysta
E tarvittaessa painikkeesta.
13
14
150
15
16
17 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 \Tz\.
18
19 X:C2:Cé
20
21 Regressiomalli
22 y = 436.0284527501 & 0095009954«
23 Eksponentiaalinen r
24 , M Tarkka arvo: x = y=
b)
Eksponentiaalinen malli on y =436 - ¢-0.095x,
c)
Kun susia ei enda ole, on x = 0. GeoGebra laskurilla:
Lasketaan villisikojen maara. J = 436.0284527501 ¢~00550009545x
= . 0-0,0950-0 = . 00 = 1=

y=436-e 436 - €0=436-1=436. Tarkka arvo: x= 0 y= 4360284527501

Villisikapopulaation koko on 436 yksil6a.

Vastaus:
b) y = 436 - e-0,095x
c) 436 villisikaa



7.20

Ratkaistaan tehtdva taulukkolaskentaohjelmalla.

a)

Piirretdan hajontakuvio. Madritetadn regressiosuoran yhtalo ja korrelaatiokerroin

tilastotoiminnoilla.

Ohje:
» Valitse etdisyydet ja voimakkuudet.
» Lisaa Kaavio - XY (hajonta). Lisda akseleille otsikot.

» Lisaa trendiviiva. Valitse "lineaarinen” ja "Nayta yhtalo”.

» Muuta y-akselin asteikkoa asetuksista.
» Valitse Data - Tilastotiedot - Korrelaatio

A B C D | E | F | G | H | I | J |
} Etéisyys | Voimakkuus 90
(m) (dB)
2 25,0 65 y =—0,743620899149453 x + 82,3645200486027
3 20,0 68 . =
4 12,0 70 g 80 T
5 7.0 76 s T
6 3.0 83 3 T
7] < 70 ] S
8 |KorrelaarSarake 1 Sarake 2 E ‘.\xﬁﬂ
9 [sarake 1 1 2 H"‘“!Mh_ﬁ
% Sarake 2 -0,94187403 :g 60 —
| Ul | <L
12 |
| 50
% 0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0
16 | Etéisyys (m)
17 |
X = etaisyys

y = voimakkuus

Regressiosuora on y =-0,74x + 82.
Korrelaatiokerroin on r = -0,941...  -0,94.



b)

Lasketaan ddnenvoimakkuuksien logaritmit sarakkeeseen D.

A B
! Etaisyys | Voimakkuus
(m) (dB)
P 250 65
3 20,0 68
4 12,0 70
5 7,0 76
6 3,0 83

Piirretdan arvoista (x, Ig(y)) hajontakuvio. Maaritetdan regressiosuoran yhtalo ja

C o A B | D |

| Etaisyys | Voimakkuus
Ig (m) (dB) lg(y)
2 25,0 65 1,8129134

3 20,0 68 1,8325089
4 12,0 70 1,845098
5 7,0 76 1,8808136
6 3,0 83 1,9190781

Ohje:

Laske logaritmien arvot

esimerkiksi

taulukkolaskentaohjelman
log10-komennolla.

korrelaatiokerroin tilastotoiminnoilla.

c o | e | F | TR DR R T
x l(y) 194
25.0] 1,8129134 1,92 - y = —0,004417991027977 x + 1,91728347857893
20,0| 1,8325089 —~ 19
12,0 1,845098 @ ! ‘“m‘\
7.0/ 1,8808136 :g 1,88 T
3,0 1,9190781 © T
% 1,86 S~
Korrelaatiot Sarake 1  Sarake 2 £ 1.84 [ ] ““H\\\
Sarake 1 1 ‘g ’ I
Sarake 2 | -0,9513163 1 55 1,82
=2 ~.a
1,8 ~_
H"\
1,78
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0
Etaisyys (m)
X = etaisyys

y = lg(voimakkuus)

Regressiosuora on y =-0,0044x + 1,9.

Korrelaatiokerroin on r=-0,951...  -0,95.

b-kohdan mallin korrelaatiokertoimen itseisarvo on hieman suurempi (0,95 > 0,94), joten b-
kohdassa muuttujien valinen korrelaatio on hieman voimakkaampi.

b-kohdan malli kuvaa siis tilannetta hieman paremmin.



