3.1 Funktion kasvaminen ja vaheneminen

163.

a) Kasvavan funktion derivaatan arvo on joko positiivinen tai nolla.
Viite on siis epatosi.

b) Aidosti vihenevan funktion derivaatta voi yksittdisissa pisteissa
saada myds arvon nolla. Vdite on siis epatosi.

c) Vakiofunktion derivaatta on koko ajan nolla, eli nolla tai
positiivinen, joten vakiofunktio on kasvava. Viite on siis tosi.

d) Vakiofunktion derivaatta on koko ajan nolla, eli nolla tai
negatiivinen, joten vakiofunktio on vaheneva. Viite on siis tosi.



164.

a) Derivaatta f'(x) on nolla niissi kohdissa, joissa funktion f
kuvaajalle piirretty tangentti on vaakasuora. Kuvaajan perusteella
naita kohtia on kaksi: x = 0 jax = 2.

b) Derivaatta f'(x) on nolla tai positiivinen niissi kohdissa, joissa
funktion f kuvaajalle piirretty tangentti on vaakasuora tai nouseva.
Kuvaajan perusteella ndma kohdat ovat x < 0jax = 2.

c) Derivaatta f'(x) on negatiivinen niissa kohdissa, joissa funktion f
kuvaajalle piirretty tangentti on laskeva. Kuvaajan perusteella nama
kohdatovat 0 < x < 2.



165.
Funktion kasvamista ja vihenemista tutkitaan derivaatan avulla.

Derivoidaan funktio: g'(x) = 2x + 6.

a) Funktio g on kasvava silloin, kun derivaatta on positiivinen tai nolla.
Ratkaistaan epayhtilo g’ (x) = 0.

2x+6=0
2x=> -6 |:2
x=-3

Funktio g on kasvava, kun x > —3.

b) Funktio g on vaheneva silloin, kun derivaatta on negatiivinen tai
nolla. Ratkaistaan epayhtalo g'(x) < 0.

2x+6<0
2x<—6 |:2
x < -3

Funktio g on vahenevd, kun x < —3.



166.
Funktion kasvamista ja vihenemista tutkitaan derivaatan avulla.

Derivoidaan funktio: h'(x) = —3x? —6-2x — 9 = —3x2 — 12x — O.

a) Funktio h on kasvava silloin, kun derivaatta on positiivinen tai nolla.
Ratkaistaan epayhtilo h'(x) = 0.

—3x%2—-12x—-9>0

Toisen asteen epayhtalo ratkaistaan nollakohtien ja kuvaajan avulla.
Nollakohdat: —3x2 — 12x — 9 = 0

Yhtdl6 kannattaa ennen ratkaisukaavaan sijoittamista kertoa
puolittain luvulla — g
1
—3x2—-12x—-9=0 |- (——)
3
x2+4x+3=0

_ —bt+Vb?—4ac
x= 2a
4tV —4-1-3 —4+16-12
x= 21 - 2
_—4+VE 442
S22
Derivaatan nollakohdat ovat x = _42_2 = _76 = —3ja
eoH2_2_

2 2



Derivaattafunktion h'(x) = —3x2 — 12x — 9 kuvaaja on alaspéin
aukeava paraabeli, joten derivaatta on positiivinen silloin, kun
muuttujan x arvo on nollakohtien valissg, eli =3 < x < —1.

Epayhtilén —3x2 — 12x — 9 > 0 ratkaisut ovat —3 < x < —1.

Funktio h on kasvava, kun —3 < x < —1.

b) Funktio h on vaheneva silloin, kun derivaatta on negatiivinen tai
nolla. Ratkaistaan epayhtalo h'(x) < 0.

—3x%2—-12x—-9<0

Nollakohdat ratkaistiin jo a-kohdassa: x = =3 jax = —1.

Derivaattafunktion h'(x) = —3x2 — 12x — 9 kuvaaja on alaspéin
aukeava paraabeli, joten derivaatta on negatiivinen silloin, kun x < —3
taix > —1.

Epayhtilon —3x2 — 12x — 9 < 0 ratkaisut ovatx < —3 tai x > —1.

Funktio h on siis vihenevi, kun x < —3 taix > —1.



167.
a) Kulkukaaviosta luetaan derivaatan nollakohta x = —5.

Funktio fon viahenevi silloin, kun derivaatta f'(x) < 0, eli kun x > —5.

b) Kulkukaaviosta luetaan derivaatan nollakohdat: x = 0 tai x = 4.

Funktio fon vidheneva silloin, kun derivaatta f'(x) < 0, eli kun x > 0.



168.
a) Kulkukaaviosta luetaan derivaatan nollakohta x = 3.

Funktio g on kasvava silloin, kun derivaatta g’'(x) = 0, eli kun x < 3.

b) Kulkukaaviosta luetaan derivaatan nollakohdat: x = —7 tai x = —1.

Funktio g on kasvava silloin, kun derivaatta g'(x) = 0, eli kun x < —7
tai kun x > —1.



169.

a) Kulkukaaviosta luetaan derivaatan nollakohta x = 1.

b) Funktio fon vihenevi silloin, kun derivaatta f'(x) < 0, eli kun
x =1

c) Merkinnoissa esiintyvat muuttujan arvot x = 2,000002 ja

x = 2,000003 kuuluvat valille x > 1, jolloin funktio f on aidosti
viaheneva (derivaatta f’ on negatiivinen). Tama tarkoittaa siti, etta
muuttujan arvon kasvaessa funktion arvo pienenee, eli

£(2,000002) > £(2,000003).

Funktion arvoista £(2,000002) on siis suurempi.



170.

a) Derivaatan g’ nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktion g
kuvaajalle piirretty tangentti on vaakasuora. Naita kohtia on yksi:
derivaatta on nolla kohdassa x = 1.

b) Funktio g on kasvava silloin, kun sen kuvaajalle piirretyt tangentit
ovat vaakasuoria tai nousevia. Derivaatan nollakohdan x = 1 jalkeen
kuvaajalle piirretyt tangentit kadntyvat nouseviksi. Funktio g on
kasvava, kun x > 1.

Funktion kasvavuus voidaan paatellda myo6s kuvaajan kulkusuunnasta.
Funktio on kasvava silloin, kun muuttujan arvon kasvaessa myos
funktion arvo kasvaa, eli kuvaajan kulkusuunta on yldspdin. Kuvaaja
kulkee ylospain, eli funktio on kasvava, kun x > 1.

c) Kulkukaavion merkitdan derivaatan nollakohta x = 1.
Derivaatan g’ arvo on

e positiivinen silloin, kun funktion g kuvaajalle piirretty tangentti
on nouseva, eli
kun x > 1.

e negatiivinen silloin, kun funktion g kuvaajalle piirretty
tangentti on laskeva, eli
kun x < 1.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

1

g - | +
g

\/




171.

a) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kolme kertaa.
Derivaatan nollakohdatovatx = —1,x = 0jax = 3.

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun —1 < x < 0 tai kun x > 3

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x < —1taikun 0 < x < 3.

Laaditaan derivaatan f’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

o= + - +

fo ||

Kulkukaavion perusteella funktio fon vaheneva (nuoli alaspdin), kun
x<-—1taikun0 < x < 3.



b) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kaksi kertaa.
Derivaatan nollakohdat ovatx = —1jax = 2.

Paatellaan kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun
x>—1ljax # 2

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x < —1.

Laaditaan derivaatan f' merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

= + -

f ||

Kulkukaavion perusteella funktio fon vaheneva (nuoli alaspdin), kun
x < -1



172.

a) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kerran. Derivaatan
nollakohta on x = 0.

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun x < 0

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x > 0

Laaditaan derivaatan g’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktio g on vaheneva (nuoli alaspdin), kun
x = 0.




b) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kaksi kertaa.
Derivaatan nollakohdat ovatx = —6 jax = 0.

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun x < —6

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x > —6jax # 0.

Laaditaan derivaatan g’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktio g on vaheneva (nuoli alaspdin), kun
x = —6.




173.
a) Kuvassa on annettu derivaattafunktion f’ kuvaaja.

Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kaksi kertaa. Derivaatan
nollakohdat ovat x = 0,5jax = 11,5 (huomaa, ettd x-akselilla yksi
ruutu = 2 yksikkoa).

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
yldpuolella, eli kun 0,5 < x < 11,5

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x < 0,5 tai x > 11,5.

Laaditaan derivaatan f’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktio f on kasvava (nuoli yléspain), kun
0,5<x<11,5.

05 115
- + -

|




b) Kuvassa on annettu funktion h kuvaaja.

Derivaatan nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktion kuvaajalle
piirretty tangentti on vaakasuora.

Kuvaajalle piirretty tangentti on vaakasuora kohdissax = —3 jax = 1.
Derivaatalla A’ on kaksi nollakohtaa x = —3 jax = 1.

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun funktion kuvaajalle piirretty
tangentti on nouseva, elikun x < =3 taikunx > 1

e negatiivinen (-) silloin, kun funktion kuvaajalle piirretty
tangentti on laskeva, eli kun -3 < x < 1.

Laaditaan derivaatan h’' merkkikaavio ja sen perusteella funktion h
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktio h on kasvava (nuoli ylospdin), kun
x < —3taikunx > 1.

-3 1
B + — +




174.
a) Tutkitaan funktion g kulkua derivaatan avulla.
Sievennetaan funktion lausekkeessa sulut auki:
g(x) =2x(x —1) = 2x? — 2x
Derivoidaan:
gx)=2-2x—-2=4x-2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

g'(x)=0
4x—-2=0
4x =2
2 1
*=373

Derivaattafunktion g’(x) = 4x — 2 kuvaaja on nouseva suora, joten
derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta:
e derivaatan kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, eli sen arvo on
negatiivinen, kun x < %
e derivaatan kuvaaja kulkee x-akselin yldpuolella, eli sen arvo on
positiivinen, kun x > %

Laaditaan derivaatan g’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

N[ =




b) Kulkukaaviosta luetaan, ettéd funktio g on kasvava (nuoli ylospdin),

1
kun x > >



175.

Tutkitaan funktion g kulkua derivaatan avulla.

Derivoidaan: g'(x) = —3x2 +2x + 5

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
g'(x)=0

—3x2+2x+5=0

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a
_ —2+/22-4-(-3)-5 -2+V4+60
*= 2-(=3) -7 6
_—2t+v64 218
- -6 -6
Derivaatalla on kaksi nollakohtaa: x = _:8 = __—160 = %0 = gja
=28 _6 _ 4
-6 -6
Derivaattafunktion g’(x) = —3x2 + 2x + 5 kuvaaja on alaspéin

aukeava paraabeli, joten derivaatan merkki voidaan paatella
kuvaajasta:

e derivaatan kuvaaja kulkee x-akselin yldpuolella, eli sen arvo on
positiivinen, kun
5
-1<x< 3
e derivaatan kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, eli sen arvo on
negatiivinen, kun

x<—1taikunx>§



Laaditaan derivaatan g’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

w |t

a) Kulkukaavion mukaan funktio g on kasvava, kun —1 < x <

b) Merkinndissa esiintyvat muuttujan arvot x = —0,555 jax = —0,556
kuuluvat kulkukaavion keskimmaiseen lokeroon, eli valille

-1<x< g Talla valilla funktio g on aidosti kasvava (derivaatta g’ on

positiivinen). Tama tarkoittaa sitd, ettd muuttujan arvon kasvaessa
myo0s funktion arvo kasvaa, eli
g(—=0,556) < g(—0,555).

Funktion arvoista g(—0,555) on siis suurempi.



176.

a) Tutkitaan funktion s(t) = —1,7t? + 4,6t + 1,8 kasvamista
derivaatan avulla. Funktio on kasvava, kun derivaatta on positiivinen
tai nolla, eli kun s'(t) > 0.

Derivoidaan: s'(t) = —3,4t + 4,6

Ratkaistaan, milloin derivaatta on positiivinen tai nolla:
s'(t)=0
—34t+46=>0
t<1352..=14

Funktio s on kasvava, kun t < 1,4.

b) Ratkaistaan derivaatan nollakohta:
s'"(t) =0
—-3,4t+46=0
t=1352..=14

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion s
kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan perustella 1,4

derivaatan kuvaajan (laskeva suora) tai A
testipisteiden avulla:

s'(1)=12>0
s'(2)=-22<0



Huomaa: funktion s(t) = —1,7t% + 4,6t + 1,8
kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.
Kuvaajan kulkusuunta vaihtuu sen
huippukohdassa, joka on derivaatan
nollakohtat =~ 1,4.

Derivaatan merkkikaavio ja funktion
kulkukaavio voidaan paatellda myos funktion s
kuvaajan perusteella nyt, kun kuvaajan
muoto (paraabeli) on paateltavissa funktion
lausekkeesta.




177.
Tutkitaan funktion fkulkua derivaatan avulla.

Derivoidaan: f'(x) = 702 — 156x, kun 0,0 < x < 9,0

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'x)=0
702 —156x =0
x = 4,50

Derivaatan nollakohta kuuluu funktion maarittelyvalille 0,0 < x < 9,0.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio. Rajataan kaavio maarittelyvalille 0,0 < x < 9,0.

Selvitetddn derivaatan merkki
derivaattafunktion kuvaajan (laskeva 0,0 (1 45 5 9,0
suora) tai testipisteiden avulla: f/ + —

£'(1) =546 > 0 Fl_—" 1~

f'(5)=-78<0

a) Kulkukaavion perusteella myyntitulot alkavat laskea, kun x > 4,50
(euroa), eli kun hinta ylittaa arvon 4,50 euroa.

b) Kulkukaavion perusteella myyntitulot ovat suurimmillaan, kun
hinta on x = 4,50 (euroa). Jos hinta on tata suurempi, tulot alkavat
laskea.

Jaatelo6a kannattaa myyda hintaan 4,50 euroa.



178.

Funktion f(t) = —0,076t3 + 1,213t2 + 2,423t + 30 lauseke ja
maadrittelyvali 0 < t < 18 kannattaa ratkaisun alussa tallentaa
laskinohjelmiston muistiin.

a) Sairastuneiden lukumaara tarkastelun alussa t = 0 saadaan
laskemalla funktion farvo, kun t = 0. Arvo on f(0) = 30, joten
sairastuneita oli 30 henkil6a.

b) Tutkitaan funktion fkulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(t) = —0,228t% + 2,426t + 2,423, 0 <t < 18
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
f1©)=0
—0,228t2 + 2,426t + 2,423 = 0, 0<t<18
t=11559..~ 12

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio. Rajataan kaavio maarittelyvalille 0 < t < 18.

Selvitetaan derivaatan merkki
testipisteiden avulla:

0O o 12 a5 18

F1(1) = 4,621 > 0 fl+ _

£(15) = —12,487 < 0 fl—"|




Kulkukaavion perusteella sairastuneiden maara on huipussaan, kun
x = 12, minka jalkeen maara kadntyy laskuun.

Sairastuneiden maara kaantyy laskuun 12. pdivan aikana.



179.

a) Pallon maanpinnasta mitattu korkeus, eli funktion s(x) arvo, on
epanegatiivinen luku. Ratkaistaan, milla muuttujan x arvoilla s(x) = 0.

s(x) =0
—0,75x% +30x =0 ratkaistaan epdyhtilo laskinohjelmistolla

0<x<40

Funktio s on siis maaritelty, kun 0 < x < 40 (metria).



b) Muuttujan x arvo ilmaisee pallon vaakasuoraa etdisyytta
heittokohdasta. Heiton pituus saadaan ratkaisemalla se muuttujan,

jolla pallo palaa takaisin maan pinnalle.

Ratkaistaan yhtal6 s(x) = 0.

s(x)=0

—0,75x% +30x =0 ratkaistaan yhtdlé laskinohjelmistolla

x =0taix =40

Pallo palaa takaisin maan pinnalle, kun x = 40, joten heiton pituus on

40 metria.
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c) Pallon lentorata on sivusta katsoen paraabelin muotoinen. Pallo on
nousevassa liikkeessa heiton alusta paraabelin huippuun saakka.
Huipun x-koordinaatti on derivaatan nollakohta.

Derivoidaan: s’(x) = —1,5x + 30
Ratkaistaan derivaatan nollakohta:
s'"(x) =0
—-1,5x+30=0
x =20

Pallo on nousevassa liikkeessd, kun 0 < x < 20 (metria).

(20, 300$ s(x) = %0-75 x* + 3(:) X,

BO0{- - o= o m oo
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180.
Kuvaajan perusteella funktion kulkusuunta vaihtuu kohdassa x = 1.

Kun x < 1, niin funktion kuvaajan kulkusuunta on alaspdin, eli funktio
on aidosti viheneva.

Kun x > 1, niin funktion kuvaajan kulkusuunta on yléspain, eli funktio
on aidosti kasvava.

1

g\/

Funktio g on kasvava, kun x > 1.




181.

a) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kerran kohdassa
x = —6. Derivaattafunktiolla on nollakohta x = —6.

Padtellaan kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x < —6

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun x > —6.

Laaditaan derivaatan h’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion h
kulkukaavio.

—6
- +

Kulkukaavion perusteella funktio h on vaheneva (nuoli alaspéin), kun
x < —6.



b) Derivaattafunktion kuvaaja leikkaa x-akselin kaksi kertaa kohdissa
x = —3jax = 0. Derivaattafunktiolla on nollakohdat x = =3 jax = 0.

Paatelladn kuvaajan avulla derivaatan merkki: derivaatan arvo on

e positiivinen (+) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
ylapuolella, eli kun x < —3

e negatiivinen (-) silloin, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, eli kun x > —3
jax =0

Laaditaan derivaatan f’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

o+ - -

T I T

Kulkukaavion perusteella funktio f on vaheneva (nuoli alaspdin), kun
x = —3.



182.
a) Derivoidaan: f'(x) = =3 - 2x + 18 = —6x + 18

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

ffx)=0
—6x+18=0
—6x = —18
X = _—18 =3
-6
Paatellaan derivaatan merkki derivaattafunktion f'(x) = —6x + 18

kuvaajasta. Kuvaaja on laskeva suora, joka leikkaa x-akselin
nollakohdassa x = 3, joten

e derivaattafunktion kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella, eli
derivaatan merkki on positiivinen, kun x < 3

e derivaattafunktion kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, eli
derivaatan merkki on negatiivinen, kun x > 3.

Laaditaan derivaatan f’ merkkikaavio.

Derivaatan merkki voidaan selvittda myos
testipisteiden avulla:

Fl()=-6-1+18=12>0 o+ -

f'(4)=—-6-4+18=—-6 <0



b) Kulkukaavio laaditaan derivaatan merkkikaavion avulla:

o+ -

c) Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktio f on vaheneva (nuoli alaspain),
kun x > 3.



183.
Derivoidaan: f'(x) = —2x% + 5x + 3

Tallennetaan derivaattafunktion lauseke laskinohjelmiston muistiin.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'(x)=0
—2x>+5x+3=0

1 .
x=- tai x =3

Laaditaan derivaatan f’ merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan perustella
derivaatan kuvaajan (alaspain aukeava -

paraabeli) tai testipisteiden avulla: f — +

fl(-1)=-4<0 N

F(0)=3>0
F(4) =—49 <0

a) Kulkukaavion perusteella funktio f on vaheneva (nuoli alaspdin),

1.,
kun x < —Etalkunx = 3.



b) Merkinnéissa esiintyvat muuttujan arvot x = —3,001 jax = —3,002
kuuluvat kulkukaavion ensimmaiseen lokeroon, eli ne vilille x < — %

Talla valilla funktio fon aidosti vihenevé (derivaatta f’ on
negatiivinen). Tama tarkoittaa sitd, ettd muuttujan arvon kasvaessa
funktion arvo pienenee, eli

f(=3,002) > f(—3,001).

Funktion arvoista f(—3,002) on siis suurempi.



184.

Funktion g(x) = —2,1x3 + 13x% + 27,8x + 11,0 < x < 8,0 lauseke
kannattaa tehtavan alussa tallentaa laskinohjelmiston muistiin.

a) Asiakkaiden lukumaara alkuhetkelld x = 0 saadaan laskemalla
funktion g arvo, kun x = 0- Arvo on g(0) = 11, joten asiakkaita oli 11
kappaletta.

b) Tutkitaan funktion g kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: g'(x) = —6,3x% + 26x + 27,8, 0 < x < 8

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

g'(x)=0
—6,3x%> +26x+278=0, 0<x<8
x = 5,008 ...

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio. Rajataan kaavio madrittelyvalille 0 < x < 8.

Selvitetddn derivaatan merkki
testipisteiden avulla:

g'(1) =47,5>0 o~

g'(6) =—-43<0

Kulkukaavion perusteella asiakkaiden maara on huipussaan, kun
x = 5,008 ..., minka jdlkeen maara alkaa vahentya.



[Imaistaan ajanhetki x = 5,008 ... (tuntia) minuutin tarkkuudella.

5,008..h=5h+0,008..h=5h+ 0,008...- 60 min
=5h+0,485min=5h

Asiakkaiden maara alkaa vahentya viiden tunnin kuluttua
alennusmyynnin alkamisesta.



3.2 Funktion aariarvot

185.

a) Kuvaajan perusteella funktiolla f on yksi derivaatan nollakohta
x = —1, jossa funktion f kulkusuunta vaihtuu vahenevasta kasvavaksi.
Kohta x = —1 on siis funktion f minimikohta.

b) Funktion f kuvaaja on nouseva suora. Kuvaajan kulkusuunta ei
vaihdu, joten funktiolla f ei ole dariarvokohtia.



186.

a) Kuvaajan perustella funktiolla f on yksi derivaatan nollakohta x = 1,
jossa funktion fkulkusuunta vaihtuu kasvavasta vahenevaksi. Kohta
x = 1 on siis funktion f maksimikohta.

Funktiolla on tissd kohdassa maksimiarvo, joka on (1) = —2.

b) Kuvaajan perustella funktion f derivaatalla on kaksi nollakohtaa
x=0jax =4

Kohdassa x = 0 funktion f kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi. Kohta x = 0 on siis funktion f maksimikohta.

Funktiolla on tdssa kohdassa maksimiarvo, joka on f(0) = 0.

Kohdassa x = 4 funktion fkulkusuunta vaihtuu vahenevasta
kasvavaksi. Kohta x = 4 on siis funktion f minimikohta.

Funktiolla on tdssd kohdassa minimiarvo, joka on f(4) = —4.



187.

a) Kuvaajan perustella funktion g derivaatalla on yksi nollakohta
x =2

Tassa kohdassa funktion g kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi. Kohta x = 2 on siis funktion g maksimikohta.

Funktiolla on tdssa kohdassa maksimiarvo, joka on g(2) = —2.

b) Kuvaajan perustella funktion g derivaatalla on kaksi nollakohtaa
x=—4jax = 2.

Kohdassa x = —4 funktion g kulkusuunta vaihtuu viahenevasta
kasvavaksi. Kohta x = —4 on siis funktion g minimikohta.
Funktiolla on tdssa kohdassa minimiarvo, joka on g(—4) = —3.

Kohdassa x = 2 funktion g kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi. Kohta x = 2 on siis funktion g maksimikohta.

Funktiolla on tissa kohdassa maksimiarvo, joka on g(2) = 1.



188.

Kuvaajan perustella funktion g derivaatalla on kolme nollakohtaa
x=0x=1jax =3.

Kohdassa x = 0 funktion g kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi. Kohta x = 0 on siis funktion g maksimikohta.

Funktiolla on tissa kohdassa maksimiarvo, joka on g(0) = 0.

Kohdassa x = 1 funktion g kulkusuunta vaihtuu vihenevasta
kasvavaksi. Kohta x = 1 on siis funktion g minimikohta.

Funktiolla on tissa kohdassa minimiarvo, joka on g(1) = —3.

Kohdassa x = 3 funktion g kulkusuunta ei vaihdu. Kohta x = 1 ei siis
ole funktion g dariarvokohta. Kyseessa on terassikohta.



189.
a) Merkinta f (—3) tarkoittaa funktion farvoa kohdassa x = —3.

Kun x = —3, niin funktion fkuvaajalla oleva piste on (-3, 0), eli
pisteen y-koordinaatti on y = —3. Siispa f(—3) = 0 ja vaite on tosi.

b) Merkinta f'(0) tarkoittaa funktion f derivaatan arvoa kohdassa
x=0.

Funktion f'kuvaajalle kohtaan x = 0 piirretty tangentti on vaakasuora.
Tangentin kulmakertoimen arvo, eli derivaatan arvo, on nolla, ja siis

f'(0) =0.
Vaite f'(0) = —3 on epatosi.

c) Kuvaajan perusteella funktion kuvaajaparaabelin huippu on y-
akselilla pisteessa (0, —3).

Vaite on tosi.

d) Derivaatan nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktion fkuvaajalle
piirretty tangentti on vaakasuora. Funktion fkuvaajan perusteella
derivaatalla on yksi nollakohta x = 0.

Kohdat x = —3 ja x = 3 eivat ole derivaatan nollakohtia vaan ne ovat
funktion f nollakohtia.

Vaite on siis epatosi.



e) Kohdassa x = —3 funktion kulkusuunta ei vaihdu. Kohta x = —3 ei
siis ole dariarvokohta. Sen sijaan kohta x = 0 on dariarvokohta ja arvo
y = —3 on aariarvo.

Viite on epatosi.

f) Funktiolla f on kuvaajan perusteella dariarvo kohdassa x = 0.
Aériarvo on funktion arvo, joka ony = f(0) = —3.

Viite on epatosi.



190.

a) Derivaatalla on kuvaajan perusteella kaksi nollakohtaa x = =5 ja
x =-—1.

e Derivaatan f' arvo on positiivinen (+) silloin, kun sen kuvaaja

kulkee x-akselin yldpuolella, eli kun x < —5 tai kun x > —1.

e Derivaatan f’ arvo on negatiivinen (-) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella, eli kun =5 < x < —1.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

-5 -1
o+ - -
max min

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on kaksi dariarvokohtaa:
maksimikohta x = —5 ja minimikohta x = —1.



b) Derivaatalla on kuvaajan perusteella kaksi nollakohtaa x = —1 ja
x = 3.

e derivaatan f' arvo on positiivinen (+) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli kun x > 3.

e derivaatan f' arvo on negatiivinen (-) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella, eli kun x < 3 jax # —1.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on yksi ddriarvokohta:
minimikohta x = 3.

Derivaatan nollakohta x = —1 ei ole dariarvokohta koska derivaatan
merkKi, ja siis funktion fkulkusuunta, ei tassa kohdassa vaihdu. Kohta
x = —1 on terassikohta.



191.

a) Derivaatalla ei kuvaajan perusteella ole nollakohtia ja derivaatan
arvo on aina positiivinen.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion h
kulkukaavio.

'+

h _—"

Funktiolla h ei ole dariarvokohtia.

b) Derivaatalla on kuvaajan perusteella kaksi nollakohtaa x = 1 ja
x = 2.

e derivaatan h' arvo on negatiivinen (-) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella, eli kun x < 1

e derivaatan h' arvo on positiivinen (+) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli kun x > 1jax # 2.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion h
kulkukaavio.

Weo— |+ |+

h >~~~ | —"| —

min

Kulkukaavion perusteella funktiolla h on yksi dariarvokohta:
minimikohta x = 1.



Derivaatan nollakohta x = 2 ei ole diriarvokohta koska derivaatan
merKkKi, ja siis funktion h kulkusuunta, ei tdssa kohdassa vaihdu. Kohta
x = 2 on terassikohta.



192.

a) Kuvassa on annettu derivaattafunktion g’ kuvaaja.
Derivaattafunktion huippu on pisteessa (—2, —2). Derivaatan arvo on
kuvaajan perusteella koko ajan negatiivinen, joten funktio g on aidosti
vaheneva. Funktion g kuvaajalla ei ole huippua. Viite on epatosi.

b) Merkinta g(—2) tarkoittaa funktion g arvoa kohdassa x = —2.
Derivaattafunktion g’ kuvaajan perusteella ei voida sanoa mitiin
funktion g arvosta.

Viite voi olla tosi tai epdtosi.

c) Kuvaajan perusteella derivaattafunktiolla ei ole nollakohtia, joten
funktiolla g ei ole dariarvokohtia. Viite on epatosi.

d) Derivaatan arvo on kuvaajan perusteella koko ajan negatiivinen,
joten funktio g on aidosti vidheneva. Funktiolla g ei ole dariarvoja, joten
vaite on tosi.



193.

a) Funktio m on vdheneva silloin, kun sen kuvaajalle piirretyt tangentit
ovat laskevia tai vaakasuoria. Huomataan, etta osallistujien maara
kasvaa kohtaan t = 4 saakka. Tasta eteenpdin, elikun4 <t < 8,
osallistujien maara vahenee.

Funktio m on vahenevg, kun 4 < t < 8 (tuntia).

b) Kuvaajalle piirretyt tangentit ovat vaakasuoria, kun t = 2 ja kun
t=4.

Kohdassa t = 2 kuvaajan kulkusuunta ei vaihdu, joten kyseessa ei ole
aariarvokohta.

Kohdassa t = 4 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi, joten kyseessa on maksimikohta.

c) Maksimikohdassa t = 4 funktion arvo on m(4) = 90, joten
maksimiarvo on 90 (katsojaa).



194.

a) Funktio f on kasvava silloin, kun sen kuvaajalle piirretyt tangentit
ovat nousevia tai vaakasuoria. Huomataan, ettd myynnin maara
vahenee kohtaan t = 6 saakka. Tasta eteenpdin kohtaan t = 9 saakka,
eli kun 6 < t < 9, myynnin maara kasvaa, mika jalkeen maara
vahenee.

Funktio fon kasvava, kun 6 < t < 9 (kuukautta).

b) Kuvaajalle kohtaan t = 4 piirretty tangentti on vaakasuora, eli
kyseessd on derivaatan nollakohta. Kuvaajan kulkusuunta ei
kuitenkaan vaihdu tassa kohdassa, joten kyseessa ei ole dariarvokohta.
Kohta t = 4 on terassikohta.

c) Kuvaajalle piirretyt tangentit ovat vaakasuoria, kun t = 4,
t=6jakunt =09.

Kohdassa t = 4 kuvaajan kulkusuunta ei vaihdu, joten kyseessa ei ole
aariarvokohta.

Kohdassa t = 6 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu vahenevasta
kasvavaksi, joten kyseessa on minimikohta. Funktion arvo on
f(6) = 40, joten minimiarvo on 40 (kappaletta).

Kohdassa t = 9 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi, joten kyseessa on maksimikohta. Funktion arvo on
f(9) = 70, joten maksimiarvo on 70 (kappaletta).



195.

a) Funktio h on kasvava silloin, kun sen kuvaajalle piirretyt tangentit
ovat nousevia tai vaakasuoria. Huomataan, etta hinta vahenee kohtaan
t = 7 saakka. Tasta eteenpdin kohtaan t = 10 saakka, eli kun

7 < t < 10, hinta kasvaa, mika jalkeen hinta kdantyy taas laskuun.

Funktio h on kasvava, kun 7 < t < 10 (kuukautta).

b) Kuvaajan kulkusuunta ei vaihdu kohdassa t = 2, joten tassa
kohdassa ei ole dariarvoa.

c) Kuvaajalle piirretyt tangentit ovat vaakasuoria, kun t = 7 ja kun
t = 10.

Kohdassa t = 7 (kk) kuvaajan kulkusuunta vaihtuu vahenevasta
kasvavaksi, joten kyseessa on minimikohta. Funktion arvo on
h(7) = 130, joten minimiarvo on 130 (euroa/1000 kg).

Kohdassa t = 10 (kk) kuvaajan kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi, joten kyseessa on maksimikohta. Funktion arvo on
h(10) = 150, joten maksimiarvo on 150 (euroa/1000 kg).



196.
Derivoidaan: h'(x) = 4x — 16

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

h(x)=0
4x—16=0
x =4

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion h kulkukaavio.
Derivaatan h'(x) = 4x — 16 kuvaaja on nouseva suora, joten
derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

4 Derivaatan merkki voidaan perustella myos
Y — + testipisteiden avulla:
h T~ " h'(1)=-12<0
min h(5)=4>0

Kulkukaavion perusteella funktiolla h on yksi dariarvokohta.
Funktiolla on minimi kohdassa x = 4.

Lasketaan minimiarvo. Funktion h paikallinen minimiarvo on
h(4) = 32.



197.
Derivoidaan: g'(x) = —6x + 6

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

gx)=0
—6x+6=0
x=1

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = —6x + 6 kuvaaja on laskeva suora, joten
derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

1 Derivaatan merkki voidaan perustella myos
/ + . testipisteiden avulla:
g |~ 9@=6>0
max g 2)=—6<0

a) Kulkukaavion perusteella funktiolla g on yksi dariarvokohta:
maksimikohta x = 1.

b) Lasketaan dariarvo. Funktion g paikallinen maksimiarvo on
g(1) =8.



198.
a) Derivoidaan: f'(x) = 4x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

ff(x)=0
4x =0
x=0

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion fkulkukaavio.
Derivaatan f'(x) = 4x kuvaaja on nouseva suora, joten derivaatan
merkki voidaan paatella kuvaajasta.

0 Derivaatan merkki voidaan perustella myos
[ + testipisteiden avulla:
f\/ f’(—1)=—4<0

min ff)=4>0

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on minimikohta x = 0.



b) Tehtdvianannossa on ilmoitettu derivaattafunktio: f'(x) = 2x2 — 6
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
f'(0) =0
2x2-6=0
x=-V3=-1732..taix=v3=1732....

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion fkulkukaavio.
Derivaatan f'(x) = 2x? — 6 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabell,
joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan

perustella my0s testipisteiden -v3=-1,73... V3=1,73...
avulla: f + - +
f'(=2)=2>0 Il N g
f'(0)=-6<0 max  min
f'(2)=2>0

Kulkukaavion perusteella funktiolla fon maksimikohta x = —V/3 ja

minimikohta x = /3.



199.
a) Derivoidaan: g'(x) = ix -2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

g'(x)=0
1

Ex—2=0

x=4

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion h kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = %x — 2 kuvaaja on nouseva suora, joten derivaatan

merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella 4

myos testipisteiden avulla: Jd - 4
g2)=-1<0 9 ~~|_—
9'6)=1>0 min

Kulkukaavion perusteella funktiolla g on minimi kohdassa x = 4.

Lasketaan minimiarvo. Funktion g paikallinen minimiarvo on
g4) =-1.



b) Derivoidaan: g’ (x) = —gx -3

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

gx)=0

_ 2. 2,25
x=-,=-2

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion h kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = — Sx — 3 kuvaaja on laskeva suora, joten

derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella 9
myos testipisteiden avulla: . 4
+ —
g(=3)=1>0
g
g'(0)=-3<0 — |~
max
Kulkukaavion perusteella funktiolla g on maksimi kohdassa x = — z.

Lasketaan minimiarvo. Funktion g paikallinen minimiarvo on
(_ 2) _ 3
I\~ %



200.

Adriarvotehtdvdd ratkaistaessa funktion lauseke kannattaa tallentaa
laskinohjelmiston muistiin. Myds derivaattafunktion lauseke kannattaa
tallentaa ohjelmistoon. Tdmd nopeuttaa arvojen laskemista.

a) Tallennetaan funktio g(x) = x3 — x? — x — 3 laskinohjelmiston
muistiin.

Derivoidaan: g'(x) = 3x% — 2x — 1.
Tallennetaan derivaattafunktio laskinohjelmiston muistiin.
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
g(x)=0
3x2-2x—1=0

X 3a1x

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = 3x? — 2x — 1 kuvaaja on yléspiin avautuva
paraabeli, joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan

1
perustella my0s testipisteiden avulla: 3 1
"+ — +
g(-1)=4>0 I
g'(0)=-1<0 max  min

g'(2)=9>0



Kulkukaavion perusteella funktiolla g on maksimikohta x = — %

76

Paikallinen maksimiarvo on g (— l) ==

3

Kulkukaavion perusteella funktiolla g on minimikohta x = 1.

Paikallinen minimiarvo on g(1) = —4.



b) Tallennetaan funktio g(x) = %x3 —2x%+8x — 12

laskinohjelmiston muistiin.
Derivoidaan: g'(x) = %xz — 4x + 8.
Tallennetaan derivaattafunktio laskinohjelmiston muistiin.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
gx)=0

1

Exz —4x+8=0

x=4 derivaatalla on vain yksi nollakohta

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = %xz — 4x + 8 kuvaaja on ylospain avautuva

paraabeli, joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella
myos testipisteiden avulla:

g + +
9
g'(») =§> 0 g / /

1
g’(S) :§> 0

Derivaatan nollakohta x = 4 ei ole funktion g dariarvokohta, koska
derivaatan merkki ja funktion g kulku eivat vaihdu tdssa kohdassa.
Funktio g on aidosti kasvava.

Funktiolla g ei ole dariarvokohtia eika aariarvoja.



201.

Adriarvotehtdvdd ratkaistaessa funktion lauseke kannattaa tallentaa
laskinohjelmiston muistiin. Myds derivaattafunktion lauseke kannattaa
tallentaa ohjelmistoon. Tdmd nopeuttaa arvojen laskemista.

Tallennetaan funktio f(t) = t3 — t? — 21t + 1 laskinohjelmiston
muistiin.

Derivoidaan: f'(t) = 3t? — 2t — 21.
Tallennetaan derivaattafunktio laskinohjelmiston muistiin.
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
ff=0
3t2-2t-21=0

t= 7t't—3
= 331 =

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Derivaatan f'(t) = 3t? — 2t — 21 kuvaaja on yldspiin aukeava
paraabeli, joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella

myos testipisteiden avulla: —i=-2m. 3
!
+ —~ +
F1(=3) =12 >0 /
f1(0)=—-21<0 f "~ | —
max min

F(4)=19>0

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on maksimikohta x = — %



I o 7\ _ 860 23
Paikallinen maksimiarvo on f (— 5) =, = 31 pot

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on minimikohta x = 3.

Paikallinen minimiarvo on f(3) = —44.



202.
Tutkitaan ensin funktion f(x) = —4x3 diriarvoja.
Derivoidaan: f'(x) = —12x2.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

ffx)=0
—12x% =
x=0

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion f kulkukaavio.
Derivaatan f'(x) = —12x? kuvaaja on alaspiin avautuva paraabeli,
joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella

my0s testipisteiden avulla:

fi-1=-12<0 F— | —

fl(1)=-12<0

Derivaatan merkKi ei vaihdu nollakohdassa x = 0, joten tdma kohta ei
ole funktion faariarvokohta. Funktio f on aidosti viheneva.

Funktiolla fei ole ddriarvokohtia eikd dariarvoja.

Tutkitaan sitten funktion g(x) = x3 + x diriarvoja.



Derivoidaan: g'(x) = 3x2 + 1.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

g'x)=0
3x2+1=0
ei ratkaisua derivaatalla g' ei ole nollakohtia

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Derivaatan g'(x) = 3x2 + 1 kuvaaja on yléspiin avautuva paraabeli,
joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella myos testipisteen avulla:
Derivaatan merkki voi vaihtua vain nollakohdassa, ja nollakohtia ei
ole, joten derivaatan merkki ei vaihdu. Lasketaan derivaatan arvo
jossakin kohdassa, esimerkiksi kohdassa x = 0, ja paatella derivaatan
merkki tasta:

g +

g

Funktio g on aidosti kasvava. Funktiolla g ei ole dariarvokohtia eika

g(0)=1>0

aariarvoja.

Tutkitaan lopuksi summafunktion h(x) = f(x) + g(x) dariarvoja.
h(x) = —4x3+x3 +x=-3x3+x

Derivoidaan: h'(x) = —9x2 + 1.



Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

h'(x) =0

—9x2+1=0
11
x=-—gtaix=g

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja summafunktion h kulkukaavio.
Derivaatan h'(x) = —9x2 + 1 kuvaaja on alaspiin avautuva paraabeli,
joten derivaatan merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan

perustella my®és testipisteiden - % %

avulla: i N -
h'(-1)=-8<0 h | _—" |~
h'(0)=1>0 min max

h'(1) =-8<0

Kulkukaavion perusteella summafunktiolla h on minimikohta x = — %

. . . 1 2
Paikallinen minimiarvo on h (— E) =—5

Kulkukaavion perusteella summafunktiolla h on maksimikohta x = %

2

Paikallinen maksimiarvo on h G) =5



203.
Tallennetaan funktio V(t) = —520¢t(t — 20) laskinohjelmiston

muistiin.

a) Funktio V kuvaa sdiliossa olevan veden maaraa, joka on
epanegatiivinen luku. Funktio on maaritelty niilld muuttujan ¢t arvoilla,
joilla V(t) = 0 (litraa).

Ratkaistaan milla muuttujan t arvoilla V(t) > 0.
—520t(t —20) =0

0<t<20

Maaritelty, kun 0 < t < 20.



b) Tutkitaan funktion V kulkua, kun 0 < t < 20.
Derivoidaan: V'(t) = 10 400 — 1040¢t.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

V'(t) = 0
10400 — 1040t = 0
t =10

Derivaatan nollakohta kuuluu maarittelyvalille 0 < t < 20.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion g kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio maarittelyvalille 0 < t < 20. Derivaattafunktion
V'(t) = 10 400 — 1040t kuvaaja on laskeva suora, joten derivaatan
merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella myos
testipisteiden avulla:

V| + -

V'(1) =9360 >0
V'(20) =-10400< 0

Kulkukaavion perusteella funktiolla V on maksimikohta t = 10 (min)
ja veden maara on talléin suurimmillaan. Veden maara on
suurimmillaan 10 minuutin kuluttua.



c) Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd kun sailiéssa olevan veden maara on
saavuttanut huippunsa ajanhetkelld ¢ = 10 (minuuttia), veden maara
alkaa vahentya. Sailio on tyhja, kun veden maara on 0.

V(t)=0
—520t(t —20) =0
t=0tait =20

Veden maara on tyhja alussa (t = 0) ja uudelleen, kun t = 20.

Sailio alkaa tyhjentya, kun t = 10, joten tyhjenemiseen menee aikaa

20 — 10 = 10 minuuttia.



204.

Tallennetaan funktio f(x) = —0,395x2 + 1,778x laskinohjelmiston
muistiin.

Funktion kuvaaja on piirretty ratkaisun avuksi.

f(2) = —0,3050% + 1,778z

kaaren alareunojen etaisyys

a) Kaaren alareunat ovat funktion fnollakohdat, joten alareunojen
etaisyys on funktion nollakohtien valinen etaisyys.

Ratkaistaan funktion fnollakohdat.
f(x)=0
—0,395x2 + 1,778x = 0
x =0taix =4,501...

Kaaren paiden vilinen etdisyys on siis noin 4,50 metria.



b) Funktion fkuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli. Kaaren suurin
korkeus saadaan funktion fdariarvokohdasta, joka on derivaatan
nollakohta.

f(x) = —0,3952% + 1, 778

Derivoidaan: f'(x) = —0,79x + 1,778.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'G0) =0
—-0,79x + 1,778 = 0
x = 2,250...

Kaaren suurin korkeus on f(2,250 ...) = 2,0008 ... = 2,00 (metria).



205.

Tallennetaan funktio h(t) = —0,15t2 + 2,4t + 1,8 laskinohjelmiston
muistiin.

a) Kun pallo saavuttaa huippukorkeutensa, niin sen nopeus on
hetkellisesti nolla, eli funktion h derivaatta on nolla.

Derivoidaan: h(x) = —0,30t + 2,4

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.
—0,30t+2,4=0
t=28

Pallo saavuttaa huippukorkeutensa hetkelld t = 8 (sekuntia).

Lasketaan huippukorkeus.
h(8) =-0,15-82+24-8+18=114~ 11

Pallo kdy 11 metrin korkeudessa.



b) Kun pallo on saavuttanut huippukorkeutensa hetkellda t = 8
(sekuntia), sen lentorata kdantyy laskevaksi. Rata on laskeva, kunnes
pallon korkeus on tullut nollaksi.

Ratkaistaan ajanhetki, jolloin pallon korkeus on nolla.
h(t) =0
—0,15t2+2,4t+18=0, t =0
t=16,717 ... = 17

Pallon korkeus on nolla, kun t = 17 (sekuntia).

Pallon lentorata on laskeva aikavalilla 8,0 s - 17 s.

Huomaa, etta vastaukset ilmoitetaan kahden merkitsevian numeron

tarkkuudella.



206.

a) Kuvaajan perustella funktiolla g on yksi derivaatan nollakohta
x = —1, jossa funktion g kulkusuunta vaihtuu vahenevasta kasvavaksi.
Kohta x = —1 on siis funktion g minimikohta.

b) Funktion g derivaatalla g’ ei kuvaajan perusteella ole nollakohtia,
joten funktiolla g ei ole dariarvokohtia.



207.

a) Derivaatalla on kuvaajan perusteella yksi nollakohta x = 2.

e Derivaatan f' arvo on positiivinen (+) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli kun x < 2.

e Derivaatan f’ arvo on negatiivinen (-) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella, eli kun x > 2.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

Kulkukaavion perusteella funktiolla f maksimikohta x = 2.



b) Derivaatalla on kuvaajan perusteella kaksi nollakohtaa x = —2 ja
x = 6.

e Derivaatan f' arvo on positiivinen (+) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli kun —2 < x < 6.

e Derivaatan f’ arvo on negatiivinen (-) silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella, eli kun x < —2 tai x > 6.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f
kulkukaavio.

fo- 1+ 1 -

| T

min max

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on minimikohta x = —2 ja
maksimikohta x = 6.



208.

a) Funktio g on kasvava silloin, kun sen kuvaajalle piirretyt tangentit
ovat nousevia tai vaakasuoria. Huomataan, ettd latausnopeus kasvaa
kohtaan t = 4 saakka, eli kun 0 < t < 4. Tadman jdlkeen se vihenee
kohtaan t = 7 saakka, minka jalkeen se kdantyy taas kasvuun.
Latausnopeus kasvaa kohtaan t = 15 saakka, elivalilla 7 < t < 15,
minka jalkeen latausnopeus jalleen vahenee.

Latausnopeus g on kasvava, kun0 <t < 4jakun7 <t < 15.

b) Funktion kuvaajan kulkusuunta ei muutu kohdassa t = 11, joten
kyseessa ei ole dariarvokohta.

c) Kohdassa t = 4 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi, joten kyseessa on maksimikohta. Funktion arvo on
g(4) = 100, joten maksimiarvo on 100 (Mbit/s).

Kohdassa t = 7 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu vahenevasta
kasvavaksi, joten kyseessa on minimikohta. Funktion arvo on
g(7) = 65, joten minimiarvo on 65 (Mbit/s).

Kohdassa t = 15 kuvaajan kulkusuunta vaihtuu kasvavasta
vahenevaksi, joten kyseessa on maksimikohta. Funktion arvo on
g(15) = 98, joten maksimiarvo on 100 (Mbit/s).



209.

Tallennetaan funktio f(x) = 2(x% — 3x) — (2x + 1) laskinohjelmiston
muistiin.

Derivoidaan: f'(x) = 4x — 8.
Tallennetaan derivaattafunktio laskinohjelmiston muistiin.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'(x)=0
4x —-8=0
x=2

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion fkulkukaavio.
Derivaatan f'(x) = 4x — 8 kuvaaja on nouseva suora, joten derivaatan
merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella 2
my0s testipisteiden avulla: f - +

ff)=-4<0 |

F(3)=4>0

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on minimikohta x = 2.
Paikallinen minimiarvo on f(2) = —9.



210.

Adriarvotehtdvdd ratkaistaessa funktion lauseke kannattaa tallentaa
laskinohjelmiston muistiin. Myds derivaattafunktion lauseke kannattaa
tallentaa ohjelmistoon. Tdmd nopeuttaa arvojen laskemista.

a) Tallennetaan funktio h(x) = —x(—3x — 6) laskinohjelmiston
muistiin.

Derivoidaan: h'(x) = 6x + 6.
Tallennetaan derivaattafunktio laskinohjelmiston muistiin.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

h'(x) =0
6x+6=0
x=-1

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion h kulkukaavio.
Derivaatan h'(x) = 6x + 6 kuvaaja on nouseva suora, joten derivaatan
merkki voidaan paatella kuvaajasta.

Derivaatan merkki voidaan perustella —1

my0s testipisteiden avulla: B _ +
h'(-2)=-6<0 h \ /
h'(0)=6>0 min
Kulkukaavion perusteella funktiolla h on minimikohta x = —1.

Paikallinen minimiarvo on h(—1) = —3.



b) Tehtdavanannossa on ilmoitettu derivaattafunktio:
h'(x) = x(—3x — 6).

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

h'(x) =0
x(-3x—6)=0
x=—-2taix=0

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion fkulkukaavio.

Perustellaan derivaatan merkki

testipisteiden avulla: —2 0
| + _

h(-1)=3>0 min  max

h'(1)=-9<0

Kulkukaavion perusteella funktiolla A on minimikohta x = —2 ja

maksimikohta x = 0. Derivaattafunktion ja kulkukaavion perusteella
voidaan maarittda ainoastaan dariarvokohdat, ei ddriarvoja (funktion h
arvoja adriarvokohdissa).



211.

Derivoidaan: f'(x) = 2x2 + 4x + 4.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

ff(x)=0
2x%>+4x+4=0

ei ratkaisua (laskin)

Derivaattafunktion f'(x) = 2x? + 4x + 4 kuvaaja on yldspiin aukeava
paraabeli, jolla ei ole nollakohtia. Kuvaaja on siis kokonaisuudessaan x-
akselin yldpuolella ja derivaatan arvo on koko ajan positiivinen, eli
f'(x) > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Koska derivaatan merkKki ei vaihdu, funktiolla f'ei ole dariarvokohtia.
Funktio fon aidosti kasvava.



212.

Tallennetaan funktio x(t) = —0,02t% + 0,61t + 4,00, 0 < t < 24
laskinohjelmiston muistiin.

a) Lampotila tarkastelun alussa, eli kun t = 0, saadaan laskemalla
funktion x arvo tissa kohdassa.

x(0) = 4,00 (°C)

Lampotila oli tarkastelun alussa 4,00 astetta.

b) Funktion x(t) = —0,02t2 + 0,61t + 4,00, 0 < t < 24, kuvaaja on
alaspdin aukeava paraabelin kaari. Limpétila oli korkeimmillaan
funktion x dariarvokohdassa, joka on derivaatan nollakohta.

1

o

XGstett) | p(f)i= —0,02¢2 4+ 0, 61t + 4, 00

! . ‘ ! ! ! t(h)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Derivoidaan: x'(t) = —0,04t + 0,61.



Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

x'(t)=0
—0,04t+0,61=0
t = 15,25

Lampotila oli korkeimmillaan ajanhetkelld t = 15,25 tuntia
(keskiyosta), eli kello 15:15.

c) Lampétilafunktion x(t) = —0,02t2 + 0,61t + 4,00,

0 <t < 24 kuvaaja on alaspain avautuvan paraabelin kaari, ja
paraabeli huippu on kohdassa t = 15,25. Funktio on kasvava, kun
0 <t <1525

Lampotila kasvoi keskiyosta alkaen klo 15:15 saakka.



3.3 Funktion suurin ja pienin arvo

213.

a) Kulkukaavion perusteella kohta x = —1 on funktion paikallinen
maksimikohta. Funktio saa tdssa kohdassa my6s suurimman arvonsa.
Pienintd arvoa ei ole.

b) Kulkukaavion perusteella kohta x = —1 on funktion paikallinen
maksimikohta. Funktio saa tassa kohdassa my6s suurimman arvonsa.
Kulkukaavio on rajattu maarittelyvalille [—5, 2], ja valin paatepisteet
x = —5jax = 2 ovat funktion paikallisia minimikohtia. Funktio saa
pienimman arvonsa joko kohdassa x = =5 tai x = 2.

) Kulkukaavion mukaan funktio on aidosti viheneva. Funktiolla ei ole
pieninta eika suurinta arvoa.

d) Kulkukaavion mukaan funktio on aidosti viheneva maarittelyvalilla
[0, 7]. Funktio saa pienimman arvonsa valin vasemmassa
paatepisteessd x = 0 ja suurimman arvonsa valin oikeassa
paatepisteessa x = 7.



214.

a) Kulkukaavion mukaan funktio on aidosti kasvava. Kulkukaavio on
rajattu maarittelyvalille x > 3. Funktio saa pienimman arvonsa
kohdassa x = 3 ja funktiolla ei ole suurinta arvoa.

b) Kulkukaavion perusteella kohta x = 0 on funktion paikallinen
minimikohta. Funktio saa tdassd kohdassa myd6s pienimman arvonsa.
Kulkukaavio on rajattu maarittelyvalille [—2, 5], ja valin paatepisteet
x = —2jax = 5 ovat funktion paikallisia maksimikohtia. Funktio saa
suurimman arvonsa joko kohdassa x = —2 taix = 5.



215.
a) Kulkukaavio on rajattu maarittelyvalille [—4, 10].

Vilin vasen paatepiste x = —4 on funktion paikallinen maksimikohta.
Funktiolla on myds toinen paikallinen maksimikohta x = 6. Naista
maksimikohdista toisessa funktio saa my6s suurimman arvonsa.

Vilin oikea paatepiste x = 10 on funktion paikallinen minimikohta.
Funktiolla on my6s toinen paikallinen minimikohta x = 2. Ndista
minimikohdista toisessa funktio saa my6s pienimmaén arvonsa.

Funktiolla on seka pienin etta suurin arvo.

b) Kulkukaavion perusteella kohta x = —3 on funktion paikallinen
minimikohta. Funktio saa tdssa kohdassa myds pienimman arvonsa.
Taman jalkeen, eli kun x > —3 funktio on aidosti kasvava. Funktiolla ei
ole suurinta arvoa.



216.

a) Laaditaan ratkaisun avuksi derivaattafunktion g'merkkikaavio ja
funktion g kulkukaavio. Rajataan kaavio valille [1, 4].

Funktion g kuvaajalle piirretty tangentti on

e vaakasuora, eli derivaatan g’ arvo on nolla, kun x = 2,
e nouseva, eli derivaatan g’ arvo on positiivinen (+), kun x < 2,
e laskeva, eli derivaatan g’ arvo on negatiivinen (-), kun x > 2.

Kohta x = 2 on derivaattafunktion g’ nollakohta ja funktion g
paikallinen maksimikohta. Funktio saa siind suurimman arvonsa.
Suurin arvo on kuvaajan perusteella g(2) = 4.

Kohta x = 1 on funktion g paikallinen minimikohta. Minimiarvo on
kuvaajan perusteella g(1) = 0.

Kohta x = 4 on funktion g paikallinen minimikohta. Minimiarvo on
kuvaajan perusteella g(4) = 0.

Minimiarvot ovat keskendan yhta suuret. Funktion pienin arvo valilla
[1,4] on 0.



b) Laaditaan ratkaisun avuksi derivaattafunktion g'merkkikaavio ja
funktion g kulkukaavio. Rajataan kaavio valille x > 3.

Funktion g kuvaajalle piirretty tangentti on laskeva, eli derivaatan g’
arvo on negatiivinen valin x > 3 jokaisessa kohdassa.

Kohta x = 3 on funktion g paikallinen maksimikohta. Funktio saa siina
suurimman arvonsa. Suurin arvo on kuvaajan perusteella g(3) = 3.

Kun x > 3, on funktio g aidosti vaheneva. Pieninta arvoa ei ole.



217.
Kuva a)

e funktion kuvaaja on laskeva suora, joten funktiolla ei ole
pieninta eikd suurinta arvoa
e maksimi kohdassa x = —2

Kuvaan a sopii siis vaittama C.

Kuva b)

e funktion maarittelyvali on suljettu vali [—2, 2]

e funktio saa suurimman arvonsa valin vasemmassa
paatepisteessd kun x = —2 ja suurin arvo on kuvaajan
perusteella f(—2) = 3

e funktio saa pienimman arvonsa valin oikeassa paatepisteessa
kun x = 2 ja pienin arvo on kuvaajan perusteella f(2) = —1.

Kuvaan b sopivat siis vaittimat A ja B.



218.
Kuva a)

e funktiolla on paikallinen maksimikohta x = —1 ja paikallinen
maksimiarvo f(—1) = 3, joka on myos funktion suurin arvo.
e funktiolla ei ole minimiarvoja eika pieninta arvoa.

Kuvaan a sopivat siis vaittamat A ja E.

Kuva b)
e funktion maarittelyvali on suljettu vali [—2,1]
e funktiolla on paikallinen maksimikohta x = —1 ja paikallinen
maksimiarvo f(—1) = 3, joka on myo6s funktion suurin arvo
e funktiolla on paikallinen minimikohta x = —2 ja paikallinen

minimiarvo f(—2) = 2

e funktiolla on toinen paikallinen minimikohta x = 1 ja
paikallinen minimiarvo f(1) = —1, joka on myds funktion
pienin arvo.

Kuvaan b sopivat siis kaikki vdittamat A, B, C, D ja E.



219.

a) Rajataan kuvaajan tarkastelu vilille —2 < x < 1 ja etsitdan
kuvaajalta paikallisia minimeja. Talla valilla funktiolla on yksi
paikallinen minimikohta x = 0 ja paikallinen minimiarvo f(0) = —2,
joka on my0s funktion pienin arvo.

Funktion pienin arvo on -2 ja funktio saa sen kohdassa x = 0.

b) Rajataan kuvaajan tarkastelu valille —4 < x < 5 ja etsitddn
kuvaajalta paikallisia maksimeja. Talla valilla funktiolla on paikallinen
maksimikohta x = —3 ja paikallinen maksimiarvo f(—3) = 4 seka
toinen paikallinen maksimikohta x = 5 ja paikallinen maksimiarvo
f(5) = 6. Naista suurempi, eli arvo 6, on funktion suurin arvo.

Funktion suurin arvo on 6 ja funktio saa sen kohdassa x = 5.

c) Kuvaajan mukaan funktio saa arvon 6 kohdassa x = 5 ja arvon 4
esimerkiksi kohdassa x = 4. Vililla 4 < x < 5 funktio on aidosti
kasvava, joten valilla [4, 5] funktio saa suurimman ja pienimman
arvonsa vilin paatepisteissa: funktion arvoista pienin on f(4) = 4 ja
suurin on f(5) = 6.

Esimerkiksi kelpaa siis vali [4,5].

Myos vali [4, 6] kelpaa esimerkiksi, silld nyt pienin arvo 4 saavutetaan
kahdesti: f(4) = 4ja f(6) =4



220.
a) Kuvassa on annettu derivaattafunktion g’ kuvaaja.

Derivaattafunktiolla on yksi nollakohta x = —1. Laaditaan derivaatan
merkkikaavio ja sen perusteella funktion g kulkukaavio.

—1
g - | +
min

Kulkukaavion perusteella funktiolla g on paikallinen minimi kohdassa
x = —1. Minimiarvo on myds funktion g pienin arvo.

Kun x > —1, niin funktio g on aidosti kasvava. Funktiolla ei ole
suurinta arvoa.

b) Kuvassa on annettu derivaattafunktion g’ kuvaaja.
Derivaattafunktiolla ei ole nollakohtia ja sen kuvaaja on
kokonaisuudessaan x-akselin yldpuolella. Derivaatan arvo on koko
ajan positiivinen, eli g’ (x) > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion g
kulkukaavio.

) +

g /
Funktio g on aidosti kasvava. Funktiolla ei ole suurinta eika pieninta
arvoa.



221.
a) Kuvassa on annettu derivaattafunktion f’ kuvaaja.

Derivaattafunktiolla on yksi nollakohta x = 4. Laaditaan derivaatan
merkkikaavio ja sen perusteella funktion f kulkukaavio.

4
o+ —

max

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen maksimiarvo
kohdassa x = 4. Maksimiarvo on myds funktion f suurin arvo.

Kun x > 4, niin funktio f on aidosti vaheneva. Funktiolla ei ole pieninta
arvoa.

b) Kuvassa on annettu derivaattafunktion f' kuvaaja.

Derivaattafunktiolla on kaksi nollakohtaa x = —3 ja x = 1. Laaditaan
derivaatan merkkikaavio ja sen perusteella funktion f kulkukaavio.

-3 1
o+ — +

Il N

max min

Funktiolla f on paikallinen maksimi kohdassa x = —3. Funktio on
aidosti kasvava, kun x > 1,joten funktiolla ei ole suurinta arvoa.

Funktiolla on paikallinen minimi kohdassa x = 1. Kulkukaaviosta
ndhdaan, etta funktio saa rajattoman pienid arvoja, kun x < —3, joten
funktiolla fei ole pieninta arvoa.



222.

Laaditaan perustelun tueksi funktion g kulkukaavio. Rajataan kaavio
valille x > —1.

~1 0 1,3

g /\/

min max min

Funktiolla g on paikallinen minimi kohdissax = —1jax = 1,3.
Kuvaajasta ndhdaan, ettd kohdassa x = —1 saatu minimiarvo on myds
funktion pienin arvo. Kuvaajan perusteella pienin arvo on g(—1) = -2

Funktiolla g on paikallinen maksimi kohdassa x = 0. Kuvaajan
perusteella funktion paikallinen maksimiarvo on g(0) = 1.

Tama ei kuitenkaan ole funktion suurin arvo. Funktio on aidosti
kasvava, kun x > 1,3 ja saa maksimiarvoa suurempia arvoja;
esimerkiksi g(2,2) = 2 > 1.

Funktiolla g on pienin arvo, joka on g(—1) = —2, mutta ei ole suurinta
arvoa.



223.
Tutkitaan funktion fkulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(x) = —4x + 8

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'(x)=0
—4x+8=0
X =2

a) Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Derivaatan merkki voidaan
paatella derivaattafunktion f'(x) = —4x + 8 kuvaajasta, joka on
laskeva suora, tai testipisteiden avulla.

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on kohdassa x = 2 maksimi, joka
on f(2) = 9. Tama on myos funktion suurin arvo.

Kun x > 2, niin funktio on aidosti viheneva. Funktiolla ei ole pieninta
arvoa.



b) Rajataan kulkukaavio valille =1 < x < 3.
—1 2 3
o+ 1 -

min max min

Funktion f'suurin arvo vililla —1 < x < 3 saavutetaan kohdassa x = 2.
Suurin arvo on f(2) = 9.

Funktiolla f on paikalliset minimit kohdissax = —1jax = 3.
Lasketaan minimiarvot: f(—1) = —9ja f(3) = 7.

Pienin arvo valilld —1 < x < 3 on minimiarvoista pienempi, eli arvo

f(=1) = —o.

c) Rajataan kulkukaavio vilille —2 < x < 0. Derivaatan nollakohta
x = 0 ei kuulu télle vilille, joten sita ei merkita kulkukaavioon.

-2 0
'l +
[l

min max

Funktion fpienin arvo valilla —2 < x < 0 saavutetaan kohdassa
x = -2
Pienin arvo on f(—2) = —23.

Funktion fsuurin arvo valillda —2 < x < 0 saavutetaan kohdassa x = 0.
Suurin arvo on f(0) = 1.



224.

Tutkitaan funktion f(x) = —0,1x? + 0,2x + 2 kulkua derivaatan
avulla.

Derivoidaan: f'(x) = —0,2x + 0,2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'(x)=0
—-0,2x+0,2=0
x=1

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Derivaatan merkki voidaan paatella
derivaattafunktion f'(x) = —0,2x + 0,2 kuvaajasta, joka on laskeva
suora, tai testipisteiden avulla.

a) Kulkukaavion perusteella funktiolla f on kohdassa x = 1 paikallinen
maksimi.

Maksimiarvo on (1) = 2,1.

b) Kulkukaavion perusteella maksimiarvo f (1) = 2,1 on myos
funktion suurin arvo. Funktio on aidosti vihenev3, kun x > 1, joten
funktiolla ei ole pieninta arvoa.



c) Rajataan kulkukaavio vilille 1 < x < 3.
1 3

=

f \

max min

Funktion fsuurin arvo valilla 1 < x < 3 saavutetaan kohdassa x = 1.
Suurin arvoon f(1) = 2,1.

Funktion fpienin arvo valilla 1 < x < 3 saavutetaan kohdassa x = 3.
Pienin arvo on f(3) = 1,7.

Funktion kuvaaja valilla 1 < x < 3 on paraabelin kaari.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,




225.
Tutkitaan funktion f(x) = x? — 8x + 18 kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(x) = 2x — 8

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'x)=0
2x—8=0
x =4

a) Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kaavio vilille 1 < x < 5.
Derivaatan nollakohta x = 4 kuuluu télle valille, joten se merkitaan
kaavioon. Derivaatan merkki voidaan paatelld derivaattafunktion
f'(x) = 2x — 8 kuvaajasta, joka on nouseva suora, tai testipisteiden
avulla.

-1+

\/

max min max

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen minimi kohdassa
x=1.

Minimiarvo f(4) = 2 on myos funktion pienin arvo valilla [1, 5].
Funktiolla f on paikalliset maksimit kohdissax = 1jax = 5.

Lasketaan maksimiarvot: f(1) = 11ja f(5) = 3.



Suurin arvo valilla 1 < x < 5 on maksimiarvoista suurempi. Funktion
suurin arvo valilla [1, 5] on siis f(1) = 11.

Funktion f kuvaaja valilla [1, 5] on paraabelin kaari.




b) Rajataan merkki- ja kulkukaavio valille —3 < x < 3. Derivaatan
nollakohta x = 4 ei kuulu télle vilille, joten sita ei merkita kaavioon.

-3 3
1=
fl

max min

Funktion suurin arvo vililla [-3,3] on f(—3) = 51.
Funktion pienin arvo valilld [-3,3] on f(3) = 3.

Funktion f kuvaaja valilla [—3,3] on paraabelin kaari.




226.

Tutkitaan funktion f(x) = 4x3 — 11x2 — 14x — 25 kulkua derivaatan
avulla.

Derivoidaan: f'(x) = 12x% — 22x — 14

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

F =0

12x%2 —22x—14 =10
1 7
X=—§ talx=§

a) Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Rajataan kaavio valille —2 < x < 3. Derivaatan molemmat nollakohdat
x = —;ja x = g = 2,33 ... kuuluvat talle vilille, joten ne merkitaan

kaavioon. Derivaatan merkki voidaan paatella derivaattafunktion
f'(x) = 12x? — 22x — 14 kuvaajasta, joka on yléspiin avautuva
paraabeli, tai testipisteiden avulla.

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen minimi kohdissa

x=—2jax=z.
3

Minimiarvot ovat f(—2) = —73ja f (g) = —% = —66,74 ...



Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvo f(—2) = —73, on
funktion pienin arvo valilla [-2, 3].

Funktiolla f on paikalliset maksimit kohdissa x = — % jax = 3.

Maksimiarvot ovat f (— %) = —84—5 = —21,25ja f(3) = —58.
N . . - 1 85

Paikallisista maksimiarvoista suurempi, eli arvo f (— 5) =—-on

funktion suurin arvo valilla [-2, 3].




b) Rajataan merkki- ja kulku kaavio vilille 3 < x < 5. Kumpikaan
derivaatan nollakohdista x = —%ja x = g = 2,33 ... ei kuulu télle

valille, joten niitd ei merkita kaavioon.

Funktion pienin arvo valilla [3,5] on f(3) = —58.

Funktion suurin arvo vililla [3, 5] on f(5) = 130.

Ty f(z) = 423 — 112% — 142 — 25 '
--4204-- (3<z <5H)

Y NN S SN N S & -

Y A




227.

Tutkitaan funktion f(t) = —0,0288t3 + 1,3249t2 — 11,824t + 99,3
kulkua derivaatan avulla, kun 0 < t < 30.

Derivoidaan: f'(t) = —0,0864t2 + 2,6498t — 11,824

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'f@®)=0

—0,0864t% + 2,6498t — 11,824 =0
t =5,420... tait = 25,248 ...

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Rajataan kaavio valille 0 < x < 30. Derivaatan molemmat nollakohdat
t = 5,420 ... jat = 25,24 ...kuuluvat tdlle valille, joten ne merkitdan
kaavioon. Derivaatan merkki voidaan paatella derivaattafunktion
f'(t) = —0,0864t% + 2,6498t — 11,824 kuvaajasta, joka on alaspéin
avautuva paraabeli, tai testipisteiden avulla.

0 5,420... 2524... 30
1= - —~

max min max min

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen minimi kohdissa
x = 5,420 ...jax = 30.

Minimiarvot ovat £ (5,420 ...) = 69,54 ...ja f(30) = 159,39.



Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvo
f(5,420...) = 69,54 ... = 69,5 on funktion pienin arvo vililla [0, 30].

Funktiolla f on paikalliset maksimit kohdissa x = 0 jax = 25,24 ....
Maksimiarvot ovat f(0) = 99,3 ja f(25,24...) = 181,8...

Paikallisista maksimiarvoista suurempi, eli arvo
f(25,24...) = 181,8 ... = 182 on funktion suurin arvo vililla [0, 30].

Reaalihintaindeksin pienin arvo oli 69,5 ja suurin arvo oli 182.

Huomaa, ettd vastaus pyydettiin kolmen merkitsevan numeron
tarkkuudella.



228.

Tutkitaan funktion f(x) = —6,579x3 + 141,8x? — 941,4x + 6000
kulkua derivaatan avulla, kun 0 < x < 12.

Derivoidaan: f'(x) = —19,737x2 + 283,6x — 941,4

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
f'x)=0
—19,737x% 4+ 283,6x —941,4 =0
x =5204.. taix =9,164 ...

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Rajataan kaavio valille 0 < x < 30. Derivaatan molemmat nollakohdat
x = 5,204 ... jax = 9,164 .. kuuluvat tille vilille, joten ne merkitdan
kaavioon. Derivaatan merkki voidaan paatelld derivaattafunktion
f'(x) = —19,737x% + 283,6x — 941,4 kuvaajasta, joka on alaspiin
avautuva paraabeli, tai testipisteiden avulla.

0 5,204...  9,164... 12
'l - - —

max min max min

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen minimi kohdissa
x =5,204...jax = 12.

Minimiarvot ovat £ (5,204 ...) = 4013,9 ...ja f(12) = 3753,8....



Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvo
f(12) = 3753,8... ® 3754 on funktion pienin arvo valilla [0, 12].

Funktiolla f on paikalliset maksimit kohdissax = 0 jax = 9,164 ....
Maksimiarvot ovat f(0) = 6000ja (9,164 ...) = 4218,1 ...

Paikallisista maksimiarvoista suurempi, eli arvo f(0) = 6000 on
funktion suurin arvo vililla [0, 12].

Bakteerien lukumadaran pienin arvo on 3754 kpl/m3 ja suurin arvo on
6000 kpl/m3,.



229.

Tutkitaan funktion f(t) = —347t? + 893t + 20 kulkua derivaatan
avulla.

Muuttuja t on ilmaistu tunteina. Lampdétilaa tutkittiin aikavalilla
0...150 minuuttia, eli aikavalilla 0...2,5 tuntia. Funktion f maarittelyvali
onsiis0 <t < 2,5.

Derivoidaan: f'(t) = 893 — 694t

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'@t)=0
893 — 694t =0
t =1,286..

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Rajataan kaavio valille 0 < t < 2,5. Derivaatan nollakohtat = 1,286 ...
kuuluu talle valille, joten se merkitddn kaavioon. Derivaatan merkki
voidaan paatelld derivaattafunktion f'(t) = 893 — 694t kuvaajasta,
joka on laskeva suora, tai testipisteiden avulla.

0 1,286... 2,5
I+ —

min max min

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on paikallinen maksimi kohdassa
x =1,286...

Maksimiarvo £ (1,286 ...) = 594,5 ... on myds funktion suurin arvo.



Funktiolla f on paikallinen minimi kohdissa x = 0 jax = 2,5.
Minimiarvot ovat f(0) = 20ja f(2,5) = 83,75.

Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvof (0) = 20 on funktion
pienin arvo.

Kiukaan lampétilan alin arvo oli 20 °C ja korkein arvo oli 595 °C.



230.

Olkoon x positiivinen luku. Luvun nelié on x? ja kuutio on x3, ja
erotuksen arvo on x3 — x2.

Tutkitaan siis funktion f(x) = x3 — x? pieninti arvo, kun muuttuja
x > 0.

Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(x) = 3x? — 2x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'x)=0
3x2=2x=0
x=0taix =

3
Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Rajataan kaavio valille x > 0.

Derivaatan nollakohta x = g kuuluu télle valille, joten se merkitaan

kaavioon. Derivaatan merkki voidaan paatelld derivaattafunktion
f'(x) = 3x? — 2x kuvaajasta, joka on ylospiin aukeava paraabeli, tai
testipisteiden avulla.

)
SUNN

fo- +

min

: o L 2
Funktion fpienin arvo saavutetaan minimikohdassa x = p

o o 2
Erotuksen x3 — x2 arvo on mahdollisimman pieni silloin, kun x = e

.. 2
Luku on siis p



231.

Merkitdan kyseisia lukuja kirjaimilla x ja y. Lukujen summa on 350, eli
x +y = 350.
Lukujen tulo on x - y.

Ratkaistaan kirjain y yhtalosta x + y = 350.
x+y =350
y =350—x

Lukujen tulo on tilloin x - y = x(350 — x) = 350x — x2.

Selvitetdin tulon, eli funktion f(x) = 350x — x? suurin arvo.
Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(x) = 350 — 2x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'(x)=0
350—2x=0
x =175

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Derivaatan merkki voidaan paatella
derivaattafunktion f'(x) = 350 — 2xkuvaajasta, joka on laskeva suora,
tai testipisteiden avulla.

175




Funktio f'saa suurimman arvonsa maksimikohdassa x = 175.
Talléin y = 350 — 175 = 175.

Lukujen tulo on suurimmillaan silloin, kun molemmat luvut ovat luku
175.



232.

Paraabelilla y = x% + 2x — 1 olevan pisteen (x, y) koordinaattien
summa on

x+y=x+@x*+2x—1)=x*>+3x—1.

Tutkitaan siis funktion f(x) = x? + 3x — 1 pieninti arvo.
Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: f'(x) = 2x + 3

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f'x)=0
2x+3=0
3
X=—E

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio. Derivaatan merkki voidaan paatella
derivaattafunktion f'(x) = 2x + 3 kuvaajasta, joka on nouseva suora,
tai testipisteiden avulla.

Funktio f'saa pienimman arvonsa minimikohdassa x = — >



Paraabelilla y = x2 + 2x — 1 olevan pisteen y-koordinaatti on talldin
-(3) +2 ()=
y=\73 > =7

. . T TP . 3 7
Koordinaattien summa on pienimmillaan pisteessa (— 2 Z)'



233.

Kuvaaja a)

funktion f(x) = 2x + 1 derivaattafunktio on f'(x) = 2
funktion kuvaajan kulkusuunta ei vaihdu, joten funktiolla ei ole
aariarvoja

funktion kuvaaja on nouseva suora: funktiolla ei ole pieninta
eikd suurinta arvoa

Kuvaajaan sopivat siis vaittamat B ja E.

Kuvaaja b)

funktion f maarittelyvalion -1 < x <1

funktion f(x) = 2x + 1 derivaattafunktio on f'(x) = 2, kun
-1<x<1

funktiolla on minimi kohdassa x = —1 ja maksimi kohdassa
x=1

funktion pienin arvo on f(—1) = 1 ja funktion suurin arvo on

f)=3

Kuvaajaan sopivat siis vaittamat B, C, D ja F.

Kuvaaja c)

funktion f(x) = x? + 3x + 3 derivaattafunktio on
f'(x)=2x+3

funktiolla on minimi kohdassa x = —1,5

funktion pienin arvo on f(—1,5) = 0,75

funktio on aidosti kasvava, kun x > —1,5, joten funktiolla ei ole
suurinta arvoa

Kuvaajaan sopivat siis vaittamat C ja F.



Kuvaaja d)

e funktion f madrittelyvdlion x > —2

e funktion f(x) = x? + 3x + 3 derivaattafunktio on
f'(x)=2x+3

e funktiolla on maksimi kohdassa x = —2 ja minimi kohdassa
x=-1,5

e funktion pienin arvo on f(—1,5) = 0,75

e funktio on aidosti kasvava, kun x > —1,5, joten funktiolla ei ole
suurinta arvoa

Kuvaajaan sopivat siis vaittamat C ja F.



234.

a) Derivaattafunktiolla g’ on kaksi nollakohtaa x = —4jax = 3, ja
derivaatan merkki vaihtuu molemmissa nollakohdissa.

e derivaatta on positiivinen (+), kun —4 < x < 3
e derivaatta on negatiivinen (=), kun x < —4 tai kun x > 3

Esitetddn derivaatan g'merkinvaihtelu merkkikaaviossa:

—4 3
g - | + | -

b) Laaditaan derivaatan merkkikaavion perusteella funktion g
kulkukaavio.

—4 3
g - + -
g \ / \
min max
Funktiolla g on paikallinen minimi kohdassa x = —4 ja paikallinen

maksimi kohdassa x = 3. Funktio on aidosti viheneva valeilla x < —4
jax > 3, joten funktiolla ei ole pieninta eika suurinta arvoa.

Funktiolla g ei ole pieninta eikd suurinta arvoa, eli funktiolla ei ole
globaaleja dariarvoja.



235.
Tutkitaan funktion g(t) = —0,2t? + 0,8t + 1 kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: g'(t) = —0,4t + 0,8

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

g@)=0
—04t+08=0
t=2

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan paatella derivaattafunktion

g’(t) = —0,4t + 0,8 kuvaajasta, joka on laskeva suora, tai testipisteiden
avulla.
2
/ + .
max

a) Kulkukaavion perusteella funktiolla f on kohdassa t = 2 paikallinen
maksimi.
Maksimiarvo on g(2) = 1,8.

b) Kulkukaavion perusteella maksimiarvo g(2) = 1,8 on myds
funktion suurin arvo. Funktio on aidosti viheneva, kun t > 2, joten
funktiolla ei ole pieninta arvoa.



c) Rajataan kulkukaavio vilille 0 < ¢t < 4. Derivaatan nollakohta t = 2
on talla valillg, joten se merkitdan kaavioon.

0 2 4
g + —

g/\

min max min

Funktio g saavuttaa vdlille 0 < t < 4 suurimman arvonsa kohdassa
t=2.
Suurin arvo on g(2) = 1,8.

Funktiolla g on valilld 0 < ¢t < 4 kaksi paikallista minimikohtaat = 0
jat = 4. Lasketaan minimiarvot: g(0) = 1jag(4) = 1.

Minimiarvot ovat keskenddn yhtéa suuret. Funktion pienin arvo valilla
0 < x < 4 onsiis 1 ja funktio saavuttaa sen kohdissat = 0jat = 4.

d) Rajataan kulkukaavio valille —6 < t < 1. Derivaatan nollakohta
t = 2 ei ole talla valilla, joten sita ei merkita kaavioon.

—6 1

/

g +

g|_—"

min max

Funktio g saavuttaa valilla —6 < t < 1 pienimman arvonsa kohdassa
t=—6.
Pienin arvo on g(—6) = —11.

Funktio g saavuttaa valilla —6 < t < 1 suurimman arvonsa kohdassa
t=1.
Suurin arvo on g(1) = 1,6.



236.

Tutkitaan funktion g(t) = 0,05t — 1,2t + 7,9t + 132 kulkua
derivaatan avulla, kun 0 < t < 12.

Derivoidaan: g'(t) = 0,15t2 — 2,4t +7,9, 0 <t < 12
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
gt)y=0
0,15t%> — 2,4t + 7,9 = 0, 0<t<12
t=4633..taix =11,366...

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan paatella derivaattafunktion
g'® = 0,15t2 — 2,4t + 7,9 kuvaajasta, joka on ylospiin aukeava
paraabeli, tai testipisteiden avulla.
0 4,633... 11,366... 12
gl + - T

g/\ /

min max min max

Kulkukaavion perusteella funktiolla g on paikallinen minimi kohdissa
t=0jat=11,366..

Minimiarvot ovat g(0) = 132 ja g(11,366...) = 140,18 ...

Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvo g(0) = 132 (senttii) on
funktion pienin arvo.



Kulkukaavion perusteella funktiolla g on paikallinen maksimi kohdissa
t=4,633..jat =12.

Maksimiarvot ovat g(4,633 ...) = 147,81 ...ja g(12) = 140,4.

Paikallisista maksimiarvoista suurempi, eli arvo
g(4,633...) = 147,81 ... = 148 (senttid) on funktion suurin arvo.

Bensiinin ylin arvo on 1,48 euroa/litra ja alin arvo on 1,32 euroa/litra.



237.
Tutkitaan erotusfunktion
h(x) = f(x) — g(x) = 0,01x3 — (0,06x% + 2) = 0,01x3 — 0,06x2 — 2
kulkua derivaatan avulla.
Derivoidaan: h'(x) = 0,03x2? — 0,12x
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
h'(x) =0
0,03x2—-0,12x =0

x=0taix =14

Laaditaan merkki- ja kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan paatella derivaattafunktion
h'(x) = 0,03x% — 0,12x kuvaajasta, joka on ylospiin aukeava
paraabeli, tai testipisteiden avulla.
0 4
o+ — +

max min

a) Kulkukaavion perusteella erotusfunktiolla h on kohdassa x = 0
paikallinen maksimi.
Maksimiarvo on h(0) = —2.

Kulkukaavion perusteella erotusfunktiolla h on kohdassa x = 4
paikallinen minimi.
Minimiarvo on h(4) = —2,32.



b) Rajataan kulkukaavio valille —4 < x < 8. Derivaatan molemmat
nollakohdat x = 0 ja x = 4 kuuluvat télle vilille, joten ne merkitddn
kaavioon.

—4 0 4 8
R+ - +

h/\/

min max min max

Kulkukaavion perusteella erotusfunktiolla h on paikallinen minimi
kohdissa x = —4 jax = 4.
Minimiarvot ovat h(—4) = —3,6 ja h(4) = —2,32

Paikallisista minimiarvoista pienempi, eli arvo h(—4) = —3,6 on
erotuksen pienin arvo vililla [—4, 8].

Erotusfunktiolla h on paikallinen maksimi kohdissa x = 0 jax = 8.
Maksimiarvot ovat h(0) = —2ja h(8) = —0,72.

Paikallisista maksimiarvoista suurempi, eli arvo h(8) = —0,72 on
erotuksen suurin arvo valilla [—4, 8].

Erotusfunktion h(x) = f(x) — g(x) = 0,01x3 — 0,06x? — 2 kuvaaja
valilla —4 < x < 8 on esitetty alla. Kuvaan on merkitty myos funktion
h paikalliset dariarvot.

y h(z) =0,012% - 0,062> — 2 (-4 <z < 8)




238.

Valilla [a, b] méaaritellyn funktion fsuurin arvo on sellainen luku M,
etta

e luku M on funktion arvo, eli f(c¢) = M jollakin muuttujan
arvollaa <c<bja
e funktion arvo f(x) < M jokaisella muuttujan arvollaa < x < b.

Jokaisella polynomifunktiolla on suurin arvo suljetulla valilla [0, 1].
Esimerkiksi ei siis kdy mikadn polynomifunktio.

Rakennetaan esimerkki kahdesta eri polynomifunktiosta.
Esimerkiksi funktiolla

£x) :{ 2x, kun0 < x < 0,5
—x + 1, kun0,5<x <1

ei ole suurinta arvoa, silla funktion arvot suurenevat valilla
0 < x < 0,5 kohti lukua 1 kuitenkaan arvoa 1 saavuttamatta.




3.4 Sovelluksia

239.

Piirretddan mallikuva. Merkitaan suorakulmion leveytta kirjaimella x ja
pituutta kirjaimella y.

T

Aluetta rajaa 140 metria pitka eristysnauha, eli alueen piiri on 140
metrid. Leveyden ja pituuden summa on tallin puolet piirist3, eli
70 metria.

Muodostetaan taman tiedon perusteella yhtilo ja ratkaistaan yhtalosta
pituus y.

x+y=70
y=70—x

Muodostetaan alueen pinta-alaa kuvaava lauseke. Suorakulmion pinta-
alaonA = x -y, joten

A(x) =x-(70 —x)

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja leveys x voi
saada.

x>0 ja y>0
70—x >0

x <70



Pinta-alafunktion A(x) maarittelyvali on siis 0 < x < 70 (m).

Derivoidaan:
Ax)=70-2x,0<x <70

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

Ax)=0
70—2x =0
x =35

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta x = 35 (m) on pinta-
alafunktion A(x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja pinta-alafunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio valille 0 < x < 70.

Perustellaan derivaatan A" merkki joko
derivaattafunktion kuvaajan tai :
testipisteiden avulla: AL+ —

A1) =68 >0
A(40) =-10<0 Al T

0 o 39 «o 7Q

Kulkukaavion perusteella pinta-ala on suurimmillaan silloin, kun
alueen leveys on x = 35 metria. Alueen pituus on talléin
y=70—x=70—35 = 35 metria.

Alueen mitat ovat siis 35 metrid ja 35 metria.
Huomaa: kyseessa on siis nelion muotoinen alue. Tassa

havainnollistuu kaunis geometrinen laki: niistd suorakulmioista, joilla
on sama piiri, suurin pinta-ala on neliélld.



240.

Piirretddan mallikuva. Merkitadn kolmion kantaa kirjaimella x ja
korkeutta kirjaimella h.

Kolmion kannan x ja korkeuden h summa on 25 cm. Muodostetaan
taman tiedon perusteella yhtdlo ja ratkaistaan yhtalosta korkeus h.

x+h=25
h=25—-x

Muodostetaan kolmion pinta-alaa kuvaava lauseke. Kolmion pinta-ala

x-h .
onA = > joten

x-(25—x)

Alx) = >

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja kannan pituus x
voi saada.

x>0 ja h>0
25—=x>0

x < 25

Pinta-alafunktion A(x) madarittelyvali on siis 0 < x < 25 (cm).



Derivoidaan:
A(x)=125—-x0<x<25

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

Ax)=0
125—x=0
x =125

Perustellaan, ettd derivaattafunktion nollakohta x = 12,5 (cm) on
pinta-alafunktion A(x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja pinta-alafunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio valille 0 < x < 25.

Perustellaan derivaatan A’ merkki joko
derivaattafunktion kuvaajan tai 0 o 125 e 25
testipisteiden avulla: AL+ — i
A'(1)=115>0

A'(200=-75<0 Ai/ T~

Kulkukaavion perusteella pinta-ala on suurimmillaan silloin, kun

kolmion kannan pituus on x = 12,5 senttimetrid. Kolmion pinta-ala on

talloin

12,5-(25-12,5)
2

A(12,5) = = 78,125 ~ 78 cm?.

Kolmion suurin mahdollinen pinta-ala on siis 78 nelidsenttimetria.
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Piirretddn mallikuva. Merkitadn terassin leveytta kirjaimella y. Terassi
on korkeintaan ravintolan julkisivun levyinen, joten 0 < y < 8,0 (m).

Merkitdan terassin pituutta kirjaimella x.

ravintolan julkisivu 8 , 0Om

Y

Terassia rajaavaa aitaan on kaytettavissa 20,0 metrid. Muodostetaan
taman tiedon perusteella yhtalo ja ratkaistaan yhtalosta leveys y.

x+y+x=20
y=20—-2x

Muodostetaan terassin pinta-alaa kuvaava lauseke. Suorakulmion
pinta-alaon A = x - y, joten

A(x) = x- (20 — 2x)

Mitat ovat positiivisia lukuja. Lisdksi leveys y on korkeintaan 8,0
metrid. Ratkaistaan, mita arvoja pituus x voi saada.

x>0 ja y>0 ja y<8
20—2x>0 ja 20—2x <8
x <10 ja xX=6

Pinta-alafunktion A(x) maarittelyvali on siis 6 < x < 10 (m).



Derivoidaan:
A'(x) =20—4x,6 <x <10

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

Ax)=0
20—4x =0
x=25

Derivaatan nollakohta x = 5 (m) ei kuulu pinta-alafunktion
madrittelyvilille 6 < x < 10 (m). Huomaa, ettd jos olisi x = 5 (m), niin
talloin olisiy = 20 — 2x = 20 — 2 - 5 = 10 (m), mikd on mahdotonta,
silld terassin leveys y ei voi ylittaa julkisivu leveyttd, joka on 8,0
metria.

Pinta-alafunktio siis saa suurimman arvonsa maarittelyvalin
6 < x < 10 toisessa paatepisteessa. Laaditaan kulkukaavio
helpottamaan paattelya.

6 ©® 10
Perustellaan derivaatan 4’ merkki joko A i
derivaattafunktion kuvaajan tai testipisteen :
avulla: i
A(8)=-2<0 AT

Kulkukaavion perusteella pinta-ala on suurimmillaan silloin, kun
alueen pituus on x = 6 metria. Terassin leveys on talldin

y =20—2x =20 — 2 - 6 = 8 metria ja sen pinta-ala on
A=6-8=48(m?).

Terassin suurin pinta-ala on siis 48 m?. Sivujen pituudet ovat tilloin
6,0 metria ja 8,0 metria.
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a) Lasilevyja on rinnakkain nelja, joten aukon leveys on
X+ x + x + x = 4x (metria).

4x

4x

b) Jokaista lasilevya reunustaa kehys, jonka leveys on x (m) ja pituus
on y metrid. Yhden levyn kehyksen pituus on 2x + 2y ja levyja on
yhteensa nelja.

Kehyksen kokonaispituus on 4 - (2x + 2y) = 8x + 8y.

c) Kehysta on kaytettavissa yhteensa 50,0 metrid, joten saadaan yhtalo
8x + 8y =50

Ratkaistaan yhtalosta pituus y:

8x + 8y =50
8y =50 — 8x
50 — 8x
y = =6,25—x

8



d) Aukko on muodoltaan suorakulmio. Suorakulmion pinta-ala on
A = 4x -y, joten

A(x) = 4x - (6,25 — x)

e) Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja leveys x voi
saada.

x>0 ja y>0
6,25—x>0
x < 6,25

Leveys x voi siis saada arvoja 0 < x < 6,25 (m).

f) Derivoidaan pinta-alafunktio:
A'(x) = 25 — 8x, 0<x<6,25

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

Ax)=0
25—-8x=0
x=§=3125
3 ,

Perustellaan, ettd derivaattafunktion nollakohta x = 3,125 (m) on
pinta-alafunktion A(x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja pinta-alafunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio vilille 0 < x < 6,25.



Perustellaan derivaatan A" merkki joko 0 @ 3125 @ 625
derivaattafunktion kuvaajan tai A'i' o+ i

testipisteiden avulla: 5

A1) =17>0
A4)=-7<0

Kulkukaavion perusteella pinta-ala on suurimmillaan silloin, kun
kehyksen leveys on x = 3,125 = 3,13 metria.

g) Pinta-alan A(x) = 4x - (6,25 — x) suurin arvo on
A(3,125) = 39,0625 = 39,1 neliometria.
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Piirretdan mallikuva. Merkitaan yhden osaston leveytta kirjaimella y ja
pituutta kirjaimella x.

Y

Koko aitauksen leveys on tdlldin 5y. Osastojen aitaamiseen kuluu
6x + 10y metrin verran aitaa. Aitaa on kaytettdvissa yhteensa 200
metria.

Muodostetaan tdman tiedon perusteella yhtdlo ja ratkaistaan yhtalosta
leveys y.
6x + 10y = 200
200 —6x ) 3

Y=o S 207 E

Muodostetaan koko aitauksen pinta-alaa kuvaava lauseke.

Suorakulmion pinta-alaon 4 = 5y - x, joten

3
A(x) =5 (20 —gx) -x = 100x — 3x2.



Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja pituus x voi
saada.

x>0 ja y>0

20—2x>0
5

100

x < = = 33,33 ...

Pinta-alafunktion A(x) maarittelyvali on siis 0 < x < % (m).

Derivoidaan:

100
A’ =100 — 6x, 0<x<T

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

A() =0
100 — 6x = 0
_loo_so0_
x = e =3 = 1666..

Derivaatan nollakohta on madrittelyvalilla.

Pinta-alafunktion A(x) = 100x — 3x2 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, joten se saa suurimman arvonsa huipussa, jossa derivaatan
arvo on nolla. Derivaattafunktion nollakohta x = 16,66 ... (m) on siis
pinta-alafunktion A(x) maksimikohta.

Pinta-ala on suurimmillaan silloin, kun yhden osaston pituus on
x = 16,66 ... = 16,7 metrid. Yhden osaston leveys on tallin

y =20 —2x=100—=-16,66 ... = 10 metria.

Yhden osaston mitat ovat siis 16,7 metria ja 10,0 metria.



Koko aitauksen pinta-ala on talloin A(16,66...) = 833,33 ... = 833

neliometria.
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Merkitadn pohjanelion sivun pituutta kirjaimella x (cm) ja kehikon

korkeutta kirjaimella A (cm).

€T

Rautalankaa on kaytettavissa 50 — 2 = 48 senttimetrid, joten
nelididen piirien ja pystysauvan pituuden summa on 48 (cm).
Muodostetaan tdman tiedon perusteella yhtdlo ja ratkaistaan yhtalosta
pituus h.

4x + 4x + h = 48
h =48 — 8x

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja pituus x voi
saada.

x>0 ja h>0
48 —-8x >0
x<6

Pohjanelion sivunpituus x vaihtelee siis valilld 0 < x < 6 cm.



Muodostetaan kehikon rajaaman sarmion tilavuutta kuvaava lauseke.
Sarmion tilavuus on V = x? - h, joten

V(x) = x? - (48 — 8x).

Tilavuusfunktion V (x) maarittelyvdli on 0 < x < 6 (cm).

Derivoidaan:
V'(x) = 96x — 24x7?, 0<x<6

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V'(x)=0
96x — 24x% =0, 0<x<6
x =4 (cm)

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta x = 4 (cm) on
tilavuusfunktion V(x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio vilille 0 < x < 6.

Perustellaan derivaatan V’ merkki

. . : . 0 | 6
derivaattafunktion kuvaajan tai B
testipisteiden avulla: Vi + B

V(1) =72>0 V/ \

V'(5) = —120 < 0

Kulkukaavion perusteella tilavuus on suurimmillaan silloin, kun
kehikon pohjanelion sivunpituus on x = 4 cm. Kehikon korkeus on
talloinh =48 —8-4 = 16 cm.
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Piirretdan mallikuva. Merkitaan laukun leveytta kirjaimella x ja
pituutta kirjaimella y.

20cm

x Y

Laukun leveyden x, pituuden y ja korkeuden 20 (cm) summa
x +y + 20 (cm) ei saa ylittdd 115 cm. Laukun tilavuus on suurin
mahdollinen silloin, kun summa on suurin mahdollinen, eli

x+y+20=115.
Ratkaistaan yhtalosta pituus y.

x+y+20=115
y=95—x

Muodostetaan laukun tilavuutta kuvaava lauseke. Suorakulmaisen
sarmion tilavuus on V = x - y - h, joten

V(x) =x-(95—x) - 20.

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja leveys x voi
saada.

x>0 ja y>0
95—-x>0
x <95

Tilavuusfunktion V (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 95 (cm).



Derivoidaan: V'(x) = 1900 — 40x,0 < x < 95

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V'(x)=0
1900 — 40x =0
—95—475
x=— =47,

Derivaatan nollakohta on madrittelyvalilla.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio maarittelyvilille 0 < x < 95.

Perustellaan derivaatan V’ merkki joko 0 47,5 95
derivaattafunktion kuvaajan tai /" :
o Vi + —
testipisteiden avulla:

V(1) = 1860 > 0 V/ \

V'(50) = -100< 0

Kulkukaavion perusteella tilavuus on suurimmillaan silloin, kun
laukun leveys on x = 47,5 cm.

Laukun tilavuus on talloin

V(47,5) = 47,5 - (95 — 47,5) - 20 = 45125 (cm?).

Laukun suurin mahdollinen tilavuus on 45125 cm?® =~ 45 dm?3 eli 45

litraa.
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a) Piirretadn mallikuva.

W
|

DO

8

4,00 dm

4,00 dm

b) Leivoslaatikon korkeus on x. Laatikon pohja on neli6, jonka sivun
pituus on 40 — 2x.

c) Muodostetaan leivoslaatikon tilavuutta kuvaava lauseke.
Suorakulmaisen sarmion tilavuus on V = A, - Korkeus, joten

V(x) = (40 — 2x)? - x = x(40 — 2x)?

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja pituus x voi
saada.

x>0 ja 40—-2x>0
x <20
Tilavuusfunktion V (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 20 (cm).

d) Derivoidaan: V'(x) = 4(x — 20)(3x — 20), 0 < x < 20



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V'(x) =0
4(x —20)(3x—20)=0, 0<x<?20
v =20 _ 6666..
3 =6

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta x = ? (cm) on

tilavuusfunktion V (x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio maarittelyvilille 0 < x < 20.

Perustellaan derivaatan V” merkki joko 20
derivaattafunktion kuvaajan tai : ER 2:0
testipisteiden avulla: | VAR T -

V'(1) =1292>0

V'(10) = —400 < 0 Vi "1~

Kulkukaavion perusteella laatikon tilavuus on suurimmillaan silloin,
kun poisleikatun nelion sivun pituus, ja siis laatikon korkeus, on

x = 23—0 = 6,666... ~ 6,67 cm.
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Muutetaan pituudet desimetreiksi: 0,80 m =8 dmja 0,50 m =5 dm.

Piirretddan mallikuva. Merkitaan poisleikatun nelion sivun pituutta
kirjaimella x (dm). Marjalaatikon pohjan leveys on tdlloin 8 — 2x (dm)
ja pituus on 5 — 2x (dm).

5 dm

ot
|

N

8

8 dm

Muodostetaan marjalaatikon tilavuutta kuvaava lauseke.
Suorakulmaisen sarmion tilavuus on V' = leveys - pituus - korkeus,
joten

V(x) =(8—2x)(5—-2x)x

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja pituus x voi
saada.

x>0 ja 8—2x>0 ja 5—-2x>0

x <4 ja x <25

Tilavuusfunktion V (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 2,5 (dm).



Derivoidaan:
V'(x) = 12x? — 52x + 40, 0<x<25

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V(x)=0
12x% —52x + 40 = 0, 0<x<25
x=1

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta x = 1 (dm) on
tilavuusfunktion V(x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio maarittelyvilille 0 < x < 2,5.

Perustellaan derivaatan I’ merkki joko

derivaattafunktion kuvaajan tai 0 1 2,5
testipisteiden avulla: V"i + -
V'(0,5) =17 >0 VE/ \

V'(2) = -16 <0

Kulkukaavion perusteella tilavuus on suurimmillaan silloin, kun
poisleikatun nelion sivun pituus, ja siis marjalaatikon korkeus, on
x = 1 dm = 10 cm. Marjalaatikon tilavuus on tall6in

V(D) =B8-2-1)(G-2-1)-1=18 (dmd).

Tilavuudeltaan suurimman mahdollisen marjalaatikon tilavuus on siis
18 litraa.
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Auki levitetty pressu on muodoltaan suorakulmio, jonka leveys on 1
metri ja pituus on
h+ x + h = 2h + x (metria).

Pressun pinta-ala on 10 neliometrid. Muodostetaan taman tiedon
perusteella yhtalo ja ratkaistaan mitta x. Suorakulmion pinta-ala on
A =1-(2h + x), joten saadaan yhtalo

1-(2h+x) =10
x=10—2h
(Yhtdlosta voidaan vaihtoehtoisesti ratkaista korkeus h , mutta talloin

joudutaan jakamaan yhtél6 luvulla 2 ja paadytaan
murtolukukertoimeen.)

Muodostetaan halkopinon tilavuutta kuvaava lauseke. Suorakulmaisen
sarmion tilavuus on V = x - 1 - h, joten

V(h) = (10 — 2h) - h = 10h — 2h?



Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja korkeus h voi
saada.

h>0 ja x>0
10-2h>0
h <5

Tilavuusfunktion V (h) maarittelyvali on siis 0 < h < 5 (m).

Derivoidaan:
V'(h) =10—-4h,0< h <5

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V'(h) =0

10-4h =0
h="l=25
-5 =2

Derivaatan nollakohta kuuluu maarittelyvalille 0 < h < 5.

Tilavuusfunktion V(h) = 10h — 2h? kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, joten se saa suurimman arvonsa huipussa, jossa derivaatan
arvo on nolla. Derivaattafunktion nollakohta h = 2,5 (m) on siis
tilavuusfunktion V (h) maksimikohta.

Halkopinon tilavuus on suurimmillaan silloin, kun pinon korkeus on
h = 2,5 metria. Pinon leveys on tdlloinx =10 —2h=10—-2-25=5
metria.
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Piirretddan mallikuva. Merkitddn karkkirasian pohjaympyran sadetta
kirjaimella r ja rasian korkeutta kirjaimella h.

Rasian korkeuden h ja pohjan halkaisijan 27 summa on 20
senttimetrid. Muodostetaan tdman tiedon perusteella yhtalo ja
ratkaistaan yhtalosta rasian korkeus h.

h+2r =20
h=20-2r

Muodostetaan rasian tilavuutta kuvaava lauseke. Ympyralierion
tilavuus on V = nr? - h, joten

V(r) =nr?- (20 — 2r).

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja sade r voi saada.
r>0 ja h>0
20—-2r>0

r<10

Tilavuusfunktion V () maarittelyvali on siis 0 < r < 10 (cm).



Derivoidaan:
V'(r)y=—-2nr(3r —20),0 <r <10

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:
V'(r)=0
—2nr(3r — 20) = 0, 0<r<10

20
r=o = 6,66 ... (cm)

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta r = 6,66 ... (cm) on
tilavuusfunktion V (r) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio vilille 0 < r < 10.

i ’ i 20
Perlllsjcella'\an derivaatan V" merkki 0 3 =666 10
testipisteiden avulla: : ;
V'(1) = 106,8..> 0 Viio+ -

V'(8) = —201,0... < 0 " / \

Kulkukaavion perusteella karkkirasian tilavuus on suurimmillaan

oy . . ; 20 .
silloin, kun rasian pohjan side onr = 5 = 6,66 ... = 6,7 senttimetria.

Rasian tilavuus on talloin

20 20\2 20
V(?> =1- (?) : (20 -2 -?> =930,8... ~ 930 (cm?3).

Huomaa, ettd vastaus annetaan kahden merkitsevan numeron
tarkkuudella, eli kymmenien kuutiosenttimetrien tarkkuudella.
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Merkitadn altaan poikkileikkauksen sddetta kirjaimella r ja pituutta
kirjaimella h.

Altaan pituuden h ja poikkileikkauksen sdteen r summa on 1,2 metria.
Muutetaan pituus desimetreiksi: 1,2 m = 12 dm Muodostetaan tdméan
tiedon perusteella yhtalo ja ratkaistaan yhtalésta pituus h.

h+r=1,2
h=12—-r

Muodostetaan altaan tilavuutta kuvaava lauseke. Lierion tilavuus on
V = A, - h, missé pohjan pinta-ala 4, on puoliympyran pinta-ala

1 . .
Ap = Enrz, joten tilavuus on

V({r) = %T[T‘z (12 =1).

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja sade r voi saada.
r>0 ja h>0
12—-7r>0
r<12

Tilavuusfunktion V (r) maarittelyvali on siis 0 < r < 12 (dm).

Derivoidaan:
—3m-r-(r—=8)

, 0<r<i12
2 r

V'(r) =




Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:
V'(r)y=0
—3n-r-(r—8)

> 0, 0<r<12

r =8 (dm)
Perustellaan, ettd derivaattafunktion nollakohta r = 8 (dm) on
tilavuusfunktion V (r) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio valille 0 < r < 12.

Perustellaan derivaatan V’ merkki 0 8 12
testipisteiden avulla: v+ o
V'(1)=329..>0

V'(10) = —94,2 .. < 0 Vi~

Kulkukaavion perusteella altaan tilavuus on suurimmillaan silloin, kun
poikkileikkauksen sade on r = 8 (dm) eli 80 senttimetria.

Altaan tilavuus on talloin

1
V(8) =5m-82- (12 - 8) = 402,123 ... ~ 400 (dm?).

Altaaseen mahtuu siis 400 litraa vetta.



251.

Piirretddan mallikuva. Merkitddn vaakaympyran sadetta kirjaimella r
(cm) ja pystysauvan korkeutta kirjaimella i (cm).

vvv

) »*
< """"
»

Rautalankaa on kaytettdvissa yksi metri eli 100 senttimetrig, joten
ympyroéiden piirien ja pystysauvan pituuden summa on 100 (cm).
Muodostetaan tdman tiedon perusteella yhtdlo ja ratkaistaan yhtalosta
pituus h.

2nr + 2nr + h = 100
h =100 — 4nr

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja sade r voi saada.
r>0 ja h>0

100 — 4nr >0

r<i_7957..
41T

Ympyroiden sade r vaihtelee siis valilla 0 < r < 8 cm.

Muodostetaan kehikon rajaaman ympyralierion tilavuutta kuvaava
lauseke. Ympyrilierion tilavuus on V = rr? - h, joten

V(r) =nr?- (100 — 47mr).



Tilavuusfunktion V () maarittelyvalion 0 < r < % (cm).

Derivoidaan:

, 100
V'(r) = —4nr(3nr — 50), 0<r< P

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:
V'(r)=0
100

—4mr(3nr — 50) =0, 0<r<—
4n

_30 5,305
r= 37 ... (cm)
Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta r = 5,305 ... (cm) on
tilavuusfunktion V (r) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.

Rajataan kulkukaavio vilille 0 < r < %.

Perustellaan derivaatan I’ merkki e 00
testipisteiden avulla: k 3m am_
V'(1) =509,8..>0 v+ —

V'(6) = —493,7..< 0 Vi~

Kulkukaavion perusteella tilavuus on suurimmillaan silloin, kun

kehikon vaakaympyrdn side onr = g = 5,305 ... = 5,3 senttimetria.
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Piirretdan mallikuva. Merkitadn valaisimen pohjaympyran sadetta
kirjaimella r ja valaisimen korkeutta kirjaimella h.

h

-
- ~ -
»> “e

w

Valaisimen korkeuden h ja pohjaympyran halkaisijan 2r summa on
18,6 senttimetrid. Muodostetaan taman tiedon perusteella yhtalo ja
ratkaistaan yhtalosta korkeus h.

h+2r =186
h =18,6 —2r

Muodostetaan kartion tilavuutta kuvaava lauseke. Ympyrakartion

: 1 :
tilavuuson V = Enrz - h, joten

1
V(r) = §nr2 - (18,6 — 2r).

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja sade r voi saada.
r>0 ja h>0
18,6 —2r >0
r<9,3

Tilavuusfunktion V (r) maarittelyvali on siis 0 < r < 9,3 (cm).



Derivoidaan:
V'(r)=-6,283..-r-(r—6,2), 0<r<93

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

V'(r)=0
—6,283...-7-(r—6,2) =0, 0<r<93
r = 6,2 (cm)

Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta r = 6,2 (cm) on
tilavuusfunktion V (r) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio valille 0 < r < 9,3.

Perustellaan derivaatan I’ merkki 0 6,2 9,'3
testipisteiden avulla: & A _
V'(1)=326..>0

V'(8) = —90,4..< 0 Vi

Kulkukaavion perusteella lierion tilavuus on suurimmillaan silloin,
kun pohjan sidde on 6,2 senttimetrid. Tilavuus on tall6in

1
V(62) =37 622 (186 —2-62) = 249,57 .. ~ 250 (cm®).



253.

a) Myyntitulo M saadaan, kun yksikkoéhinta 3,00 eur/kpl kerrotaan
myyntimaaralla x (kpl):

M(x) = 3,00x.

b) Muuttuja x kuvaa myytyjen pullien lukumaaraa, joten x > 0.

c) Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vahennetdan
kokonaiskustannukset. Kustannukset yhta pullaa kohden ovat 1,30
euroa, ja pullia myydaan x kappaletta, joten kokonaiskustannukset
myydyista pullista ovat 1,30x.

Myyntivoitto on:
T(x) = 3,00x — 1,30x = 1,70x (euroa)

myynti— kokonais—
tulo kustannukset



254.

Myyntitulofunktio m(x) = 310x — 4x2, missd 30 < x < 41, saa
suurimman ja pienimman arvonsa joko maarittelyvalin paatepisteessa
x = 30 tai x = 41 tai maarittelyvalilla [30,41] olevassa derivaatan
nollakohdassa.

Derivoidaan: m'(x) = 310 — 8x

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

m'(x) =0
310 —8x =0, 30 <x <41
x = 38,75

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja myyntitulofunktion
kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio valille 30 < x < 41.

Perustellaan derivaatan m’ merkki
derivaattafunktion kuvaajan tai
testipisteiden avulla: m + -

m'(1) = 302 > 0
m'(40) = —10 < 0 m_—" T~

a) Kulkukaavion perusteella myyntitulo on suurimmillaan silloin, kun
tuotteen hinta on x = 38,75 =~ 39 euroa. Suurin mahdollinen
myyntitulo on

m(38,75) = 310 - 38,75 — 4 - 38,752 = 6006,25 ~ 6006 (euroa).



b) Kulkukaavion perusteella myyntitulolla on paikallinen minimi
kohdissa x = 30 ja x = 41. Lasketaan, kumpi paikallisista minimeista
on pienin arvo:

m(30) = 310-30 — 4 - 302 = 5700 (euroa)

m(41) = 310 - 41 — 4 - 412 = 5986 (euroa)

Pienin mahdollinen myyntitulo on 5700 euroa ja se saadaan
myyntihinnalla 30 euroa.



255.

a) Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun sukkaparin yksikkohinta x (euroa) kerrotaan myyntimaaralla,
joka on —60x + 1100.

Myyntitulofunktio on
M(x) = x - (—60x + 1100) = —60x2 + 1100x.
Myyntitulofunktion maarittelyvali on 0 < x < 18 (euroa).

Myyntitulofunktio saa suurimman arvonsa joko maarittelyvalin
paatepisteessd x = 0 tai x = 18 tai maarittelyvalilla [0, 18] olevassa
derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan: M'(x) = —120x + 1100

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M(x)=0
—120x + 1100 = 0, 0<x<18
X =§= 9,166 ...
6

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja myyntitulofunktion
kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio vilille 0 < x < 18.

Perustellaan derivaatan M’ merkki
derivaatan kuvaajan tai

.. . M’ + —
testipisteiden avulla:

M'(1) =980 > 0 M|~

M'(10) = -100< 0




Kulkukaavion perusteella myyntitulo on suurimmillaan silloin, kun
sukkaparin hinta on x = 9,166 ... = 9,17 euroa.

b) Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vihennetdain
kokonaiskustannukset. Kustannukset yhta sukkaparia kohden ovat
5,00 euroa, ja pareja myyddan —60x + 1100 kappaletta, joten
kokonaiskustannukset ovat 5,00 - (—60x + 1100) = —300x + 5500.

Myyntivoitto on:

T(x) = (—60x% + 1100x) — (—300x + 5500)
myyntitulo kokonaiskustannukset

= —60x? + 1400x — 5500.

Myyntivoittofunktion maarittelyvalion 0 < x < 18.

Myyntivoittofunktio saa suurimman arvonsa joko maarittelyvalin
paatepisteessa x = 0 tai x = 18 tai maarittelyvalilla [0,18] olevassa
derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan: T'(x) = —120x + 1400

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

T'(x) =0
—120x + 1400 = 0, 0<x<18
35
x=—=11,666...

3



Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja myyntivoittofunktion
kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio valille 0 < x < 18.

Perustellaan derivaatan T” merkki 3
derivaatan kuvaajan tai 0
testipisteiden avulla: T + -

T'(1) =1280>0 T / \

T'(15) = —400 < 0

Kulkukaavion perusteella myyntivoitto on suurimmillaan silloin, kun
sukkaparin hinta on x = 11,666 ... = 11,67 euroa.



256.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun kenkien yksikko6hinta x (euroa) kerrotaan myyntimaaralla f, joka
on f(x) = —30x + 1000.

Myyntitulofunktio on

M(x) =x- f(x)
= x - (=30x + 1000) = —30x2 + 1000x.

Kenkdparin hinta x sekd myyntimaara —30x + 1000 ovat
epanegatiivisia lukuja.

Ratkaistaan, mitd arvoja hinta x voi saada.
x=0 ja —30x +1000>0

x <°=33,333..
Myyntitulofunktion maarittelyvalion 0 < x < % (euroa).

Myyntitulofunktio saa suurimman arvonsa joko maarittelyvalin
paatepisteessa tai madrittelyvalilla olevassa derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan: M'(x) = —60x + 1000
Ratkaistaan derivaatan nollakohta:
M(x)=0
100
—60x + 1000 =0, I<x<—

3
50
x= 3= 16,666 ...



Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja myyntitulofunktion

kulkukaavio. Rajataan kulkukaavio vilille 0 < x < 132.

Perustellaan derivaatan M’ merkki “ 100
. . . .. . 0 = =16,666... — =33,333...

derivaatan kuvaajan tai testipisteiden 3 3

avulla: M| + _

M'(1)=940>0 M / \

M'(20) = —200 < 0

Kulkukaavion perusteella myyntitulo on suurimmillaan silloin, kun
kenkdparin hinta on x = 16,666 ... ® 17 euroa. Myyntitulo on tall6in

M(16,66...) = —30 - 16,66 ..2 + 1000 - 16,66 ...
= 8333,33 ... ~# 8333 (euroa).



257.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava lauseke. Myyntitulo saadaan, kun
juoman yksikkohinta x (euroa) kerrotaan myyntimaaralla m, joka on
m(x) = 3000 — 580x.

Myyntitulo on x - m(x) = x - (3000 — 580x) = 3000x — 580x2.

Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta vahennetdan
kokonaiskustannukset. Kustannukset yhtd juomapulloa kohden ovat
0,35 euroa, ja pulloja myyddan 3000 — 580x kappaletta, joten
kokonaiskustannukset ovat 0,35 - (3000 — 580x) = 1050 — 203x.

Myyntivoitto on:

T(x) = (3000x — 580x%) — (1050 — 203x)
myyntitulo kokonaiskustannukset

= —580x2 + 3203x — 1050

Juomapullon hinta x sekd myyntimaara 3000 — 580x ovat
epanegatiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja hinta x voi saada.

x=0 ja 3000 —580x =0

x<2_5172..
29

Myyntivoittofunktion T maarittelyvalion 0 < x < % (euroa).

Myyntivoittofunktio saa suurimman arvonsa joko maarittelyvalin
paatepisteessa tai madrittelyvalilla olevassa derivaatan nollakohdassa.



Derivoidaan: T'(x) = —1160x + 3203

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

T'(x) =0
150
~1160x +3203=0, 0<x<—
_3203_ .
YT 1160 0T

Perustellaan, ettd myyntivoittofunktio T saa suurimman arvonsa

derivaatan nollakohdassa x = 2,761 ... Tama voidaan tehda laatimalla
150

derivaatan merkkikaavio ja funktion T kulkukaavio valilla 0 < x < 5"
Suurin arvo voidaan perustella my6s myyntivoittofunktion

T(x) = —580x2 + 3203x — 1050 kuvaajan avulla. Kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman arvonsa
derivaattafunktion nollakohdassa x = 2,761 ...

Myyntivoitto on siis suurimmillaan silloin, kun juomapullon hinta on
x = 2,761 ... = 2,76 euroa. Huomaa, ettd vastaus pyydettiin sentin
tarkkuudella.



258.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun lihan kilohinta kerrotaan myytyjen kilojen lukumaaralla.
Myyntimaara riippuu hinnanalennuksesta.

Tehdaan funktion muodostamisen avuksi taulukko:

Hinnan- Lihan Myyntimaara | Myyntitulo M pdivassa
alennusten | hinta paivassa (kg) | (eur)
lukumaara | (eur/kg)
(kpl)
0 6,50 140 6,50 - 140
1 6,50 — 0,20 140 + 25 (6,50 —0,20)(140 + 25)
x 6,50 —0,20x | 140+ 25x | (6,50 —0,20x)(140 + 25x)

Paivittdinen myyntitulo M riippuu siis hinnanalennusten lukumaarasta

x funktion

M(x) = (6,50 — 0,20x) (140 + 25x)

hinta

myyntimaara

mukaisesti. Lihan kilohinta 6,50 — 0,20x sekd myyntimaara 140 + 25x
ovat epanegatiivisia lukuja.

Ratkaistaan, mita arvoja lukumaara x voi saada.

6,50 —0,20x > 0

x < 32,5

ja

ja

140 +25x = 0

x> —5,6

Hinnanalennusten lukumaara on epanegatiivinen luku, eli x > 0
Myyntitulo on maaritelty, kun 0 < x < 32,5 (kpl).




Derivoidaan: M'(x) = 134,5 — 10x

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M(x)=0
134,5—-10x =0
x = 13,45

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 32,5.

Tutkitaan funktion M kulkua merkki- ja kulkukaavion avulla. Rajataan
kulkukaavio maarittelyvalille 0 < x < 32,5.

Perustellaan derivaatan M’ merkki
derivaattafunktion kuvaajan tai 0 13,45 32,5
testipisteiden avulla: M| + —

M'(1) =1245>0 M|~

M’'(20) = —65,5 < 0

Paivittdinen myyntitulo on suurin, kun x = 13,45.

Lihan kilohinta on talléin 6,50 — 0,20 - 13,45 = 3,81 euroa/kg.

Huomautus: Myyntitulon suurin arvo voidaan kulkukaavion asemesta
perustella my6s myyntitulofunktion M kuvaajan avulla. Funktion

M(x) = (6,50 — 0,20x) (140 + 25x) = —5x2 + 134,5x + 910

kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman
arvonsa paraabelin huipussa, eli derivaatan nollakohdassa x = 13,45.



259.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun lipun hinta kerrotaan myytyjen lippujen lukumaaralla, eli
katsojien lukumaaralla. Katsojamdara riippuu lipun hinnasta.

Tehdaan funktion muodostamisen avuksi taulukko.

Hinnan- Lipun | Katsojamadra | Lipputulo M (eur)
muutosten hinta (kpD)
maara (eur) | (eur)

0 15 3000 15 -3000

+1 15+1 | 3000 — 100 (15 + 1)(3000 — 100)
-1 15—1 | 3000+ 100 (15 — 1)(3000 + 100)
x 15+ x | 3000 —100x | (15 + x)(3000 — 100x)

Lipputulo M riippuu siis hinnanmuutoksen euromaarasta x funktion

M(x) = (15 + x) (3000 — 100x)

lipun hinta  katsojamaira

mukaisesti. Lipun hinta 15 + x seka katsojamaara 3000 — 100x ovat
epanegatiivisia lukuja.

Ratkaistaan, mitd arvoja muuttuja x voi saada.
15+x=>0 ja 3000 — 100x =0
x = —15 ja x <30

Myyntitulo on siis madritelty, kun —15 < x < 30 (eur).

Derivoidaan: M'(x) = 1500 — 200x



Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M'(x)=0
1500 — 200x = 0
_15_75
x=—=7,

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla —15 < x < 30.

Tutkitaan funktion M kulkua merkki- ja kulkukaavion avulla. Rajataan
kulkukaavio maarittelyvalille —15 < x < 30.

Perustellaan derivaatan M’ merkki

derivaattafunktion kuvaajan tai testipisteiden —15 7,5 30
/

avulla: M+ -

M'(1) = 1300 > 0 M| _—" |~
M'(10) = —500 < 0

Lipputulo on suurin, kun x = 7,5. Lipun hinta on tall6in
15+ 7,5 = 22,50 euroa/kappale.

Lipputuloja saadaan talléin yhteensa

M(7,5) = (15 + 7,5)(3000 — 100 - 7,5)
= 22,5-2250 = 50 625,00 (euroa)

Huomaa, ettd vastausta pyydetiin sentin tarkkuudella. Sentit on

merkittdva nakyviin lipputuloissa.

Huomautus: Lipputuloja kuvaaja funktio voidaan muodostaa
toisellakin tapaa. Esitetddn myos vaihtoehtoinen ratkaisutapa.



Merkitadn yhden lipun hintaa kirjaimella x (euroa). Lauseke 15 — x
ilmaisee talloin muutosta lippuhintaan 15 euroa verrattuna:

e jos lipun hinta x on pienempi kuin 15 euroa, niin 15 — x > 0 ja
lauseke 15 — x ilmaisee hinnan alennuksen maaraa (euroina)

e jos lipun hinta x on suurempi kuin 15 euroa, niin 15 — x < 0 ja
lauseke 15 — x ilmaisee hinnan korotuksen maaraa
(negatiivisena lukuna)

Jokainen euron hinnanmuutos muuttaa 3000 katsojan mdaraa sadalla.

e jos 15— x > 0, niin katsojamaara kasvaa, ja maaran ilmaisee
lauseke 3000 + 100(15 — x)

positiivinen luku
e jos 15— x < 0, niin katsojamaara pienenee, ja maaran ilmaisee
lauseke 3000 + 100(15 — x)

negatiivinen luku

Katsojamaaran ilmaisee siis molemmissa tapauksissa lauseke
3000 4+ 100(15 — x) = 3000 + 1500 — 100x = 4500 — 100x.

Lipputulo on nyt

M(x) = x- (4500 —100x) = 4500x — 100x?

lipun  Kkatsojamaira
hinta

Lipun hinta x ja katsojamdara 4500 — 100x ovat epdnegatiivisia
lukuja. Ndita ehdoista seuraa, etta lipputulo on maaritelty, kun
0 <x <45.



Derivoidaan: M'(x) = 4500 — 200x

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M(x)=0
4500 — 200x =0
x =225

Derivaatan nollakohta x = 22,5 kuuluu maarittelyvalille 0 < x < 45.

Lipputulofunktion M(x) = 4500x — 100x2 kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli, joten se saa suurimman arvonsa paraabelin
huipussa, eli derivaatan nollakohdassa x = 22,5.

Lipputulot ovat siis suurimmillaan silloin, kun lipun hinta on
x = 22,50 euroa, ja suurimmat lipputulot ovat M(22,5) = 50 625,00
euroa.



260.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun tuikun yksikkohinta kerrotaan myytyjen tuikkujen lukumaaralla.
Myyntimaara riippuu hinnasta.

Tehdaan funktion muodostamisen avuksi taulukko:

Hinnan- Lasituikun | Myyntimdara | Myyntitulo M pdivassa
muutosten | hinta (eur) | paivassa (eur)
lukumaara (kpl)
(kpl)
0 18 400 18- 400
-1 18 -0,40 400 + 20 (18 —0,40)(400 + 20)
+1 18 + 0,40 400 — 20 (18 + 0,40)(400 — 20)
x 18 +0,40x | 400 — 20x (18 + 0,40x)(400 — 20x)

Paivittdinen myyntitulo M riippuu hinnanmuutosten lukumaarasta x

funktion

M(x) = (18 + 0,40x) (400 — 20x) = —8x% — 200x + 7200

mukaisesti.

Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vahennetdan
kokonaiskustannukset. Kustannukset yhta tuikkua kohden ovat 12
euroa, ja tuikkuja myydaan 400 — 20x kappaletta, joten
kokonaiskustannukset ovat 12 - (400 — 20x) = 4800 — 240x.

Myyntivoitto on:

T(x) = (—8x% — 200x + 7200) —

(4800 — 240x)

myyntitulo
= —8x2% + 40x + 2400

kokonaiskustannukset




Tuikun hinta 18 + 0,40x sekd myyntimaara 400 — 20x ovat
epanegatiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja lukumaara x voi saada.

18+ 0,40x = 0 ja 400 —20x =0

X = —45 ja x <20

Myyntivoittofunktion T (x) maarittelyvali on siis —45 < x < 20 (kpl).

Derivoidaan: T'(x) = —16x + 40

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

T'(x) =0

—16x+40=0
—5—25
x=5=2

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla —45 < x < 20.

Myyntivoittofunktion T'(x) = —8x? + 40x + 2400 kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli. Se saa suurimman arvonsa paraabelin huipussa, eli
derivaattafunktion nollakohdassa.

Myyntivoitto on suurimmillaan silloin, kun muuttujan x arvo on
x = 2,5. Lasituikun hinta on talléin 18 + 0,40 - 2,5 = 19,00 euroa.



261.

Tutkitaan ensin, miten kalakilon hinnanalennukset vaikuttavat
myyntivoittoon.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun kalan kilohinta kerrotaan myytyjen kilojen lukumaaralla.
Merkitdan kirjaimella x hinnanalennusten lukumaaraa ja tehdaan

funktion muodostamisen avuksi taulukko:

Hinnan- kilohinta Myyntimadra | Myyntitulo M paivassa (eur)
alennusten | (eur) paivassa
lukumaara (kg)
(kpl)
0 13,20 120 13,20 - 120
13,20 120 + 3x (13,20 — 0,05x)(120 + 3x)
x=0
—0,05x

Myyntituloa kuvaa funktio

M(x) = (13,20 — 0,05x)(120 + 3x) = —0,15x2 + 33,6x + 1584.

Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vahennetdan
kokonaiskustannukset. Kalakauppiaan sisddnostohinta yhta kiloa
kohden on 10 euroa, ja kalaa myydaan 120 + 3x Kkiloa, joten
kokonaiskustannukset ovat 10 - (120 + 3x) = 1200 + 30x.

Myyntivoitto on tilldin (x = 0)

T(x) = (=0,15x2 + 33,6x + 1584) —

myyntitulo

(1200 + 30x)

kokonaiskustannukset

0,15x% + 3,6x + 384




Kalan kilohinta 13,20 — 0,05x sekd myyntimaara 120 + 3x ovat
epanegatiivisia lukuja.

Ratkaistaan, mitd arvoja muuttuja x voi saada.
13,20 -0,05x =0 ja 120+3x >0
x < 264 ja x = —40

Myyntivoittofunktion T (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 264 (kpl).

Derivoidaan: T'(x) = —0,3x + 3,6

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

T'(x)=0
—-0,3x+3,6=0
x =12

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 264.

Myyntivoittofunktion T'(x) = —0,15x? + 3,6x + 384 kuvaaja on
alaspédin aukeava paraabeli. Myyntivoitto saa suurimman arvonsa
paraabelin huipussa, eli derivaattafunktion nollakohdassa.

Kauppiaan myyntivoitto on siis suurimmillaan silloin, kun x = 12.
Myyntivoitto on tilléin

T(12) = —0,15-12%2 + 3,6 - 12 + 384 = 405,60 (euroa).



Tutkitaan sitten, miten kalakilon hinnankorotukset vaikuttavat
myyntivoittoon.

Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M.

Hinnan- kilohinta Myyntimaara | Myyntitulo M paivassa
korotusten | (eur) paivassa (kg) | (eur)
lukumaara
(kpl)
0 13,20 120 13,20 -120
x=0 13,20 + 0,1x 120 — 2x (13,20 + 0,1x)(120 — 2x)

Nyt myyntituloa kuvaa funktio

M(x) = (13,20 + 0,1x)(120 — 2x) = —0,2x2 — 14,4x + 1584

Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vahennetdan
kokonaiskustannukset. Kalakauppiaan sisdanostohinta yhta kiloa
kohden on 10 euroa, ja kalaa myydaan 120 — 2x kiloa, joten
kokonaiskustannukset ovat 10 - (120 — 2x) = 1200 — 20x.

Myyntivoitto on tilldin (x = 0)

T(x) = (—0,2x% — 14,4x + 1584) — (1200 — 20x)
myyntitulo kokonaiskustannukset

= —0,2x% + 5,6x + 384

Kalan kilohinta 13,20 + 0,1x sekd myyntimaara 120 — 2x ovat
epanegatiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja muuttuja x voi saada.

13,20+ 0,1x =0 ja 120—2x >0
x=>-132 ja x <60

Myyntivoittofunktion T (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 60 (kpl).



Derivoidaan: T'(x) = —0,4x + 5,6

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

T'(x) =0
—0,4x+56=0
x =14

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 60.

Myyntivoittofunktion T (x) = —0,2x% + 5,6x + 384 kuvaaja on
alaspdin aukeava paraabeli. Myyntivoitto saa suurimman arvonsa
paraabelin huipussa, eli derivaattafunktion nollakohdassa.

Kauppiaan myyntivoitto on siis suurimmillaan silloin, kun muuttujan x
arvo on x = 14. Myyntivoitto on tilloin

T(14) = —0,2 - 142 + 5,6 - 14 + 384 = 423,20 (euroa).

Vertaamalla laskettuja myyntivoittoja huomataan, etta kalakauppias
saa suurimman voiton 423,20 euroa siind tapauksessa, ettd han
korottaa kilohintaa.

Suurin voitto saadaan hinnalla 13,20 + 0,1 - 14 = 14,60 euroa/kg.
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Merkitdadn kanatarhan leveytta
kirjaimella y ja pituutta kirjaimella x.

Kanatarhan aitaamiseen kuluu tilléin _
X + y metrin verran aitaa. Terdasverkkoa Sommmnnnneee y T
on kaytettdvissa yhteensa 25,0 metria.

Muodostetaan taman tiedon perusteella yhtilo ja ratkaistaan yhtalosta
leveys y.

x+y=25
y=25—x

Muodostetaan koko aitauksen pinta-alaa kuvaava lauseke.
Suorakulmion pinta-alaon A = x - y, joten

A(x) = x(25 — x) = 25x — x2.

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja pituus x voi
saada.

x>0 ja y>0
25—x>0
x <25

Pinta-alafunktion A(x) maarittelyvali on siis 0 < x < 25 (m).

Derivoidaan:
A'(x) =25—-2x



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:

A(x)=0
25—2x=0
—25—125
x = > =12,

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 25.

Pinta-alafunktion A(x) = 25x — x? kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli. Pinta-ala saa siis suurimman arvonsa huipussa, jossa
derivaatan arvo on nolla. Derivaattafunktion nollakohta x = 12,5 (m)
on siis pinta-alafunktion A(x) maksimikohta.

Pinta-ala on siis suurimmillaan silloin, kun kanatarhan pituus on
x = 12,5 metrid. Tarhan leveys on talléin y = 25 — 12,5 = 12,5
metria.

Pinta-alaltaan suurin kanatarha on siis nelio, jonka sivunpituus on
12,5 metria.
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Piirretdan mallikuva. Merkitadn pohjanelion sivun pituutta kirjaimella
x ja laatikon korkeutta kirjaimella h (yksikkona senttimetri).

@ seinat (4 kpl)

Laatikon seinina on nelja suorakulmion muotoista tahkoa, jossa
sivujen pituudet ovat x ja h. Laatikon pohjan ja seinien yhteenlaskettu
pinta-ala on x2 + 4 - xh.

Pohjan ja seinien yhteenlaskettu pinta-ala on 1200 cm?2. Muodostetaan
taman tiedon perusteella yhtdlo ja ratkaistaan yhtédldsta korkeus h.

x? + 4xh = 1200
1200 - x?
B 4x

Mitat ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mitd arvoja pituus x voi

saada.

x>0 ja h>0

1200—x2
4x

0 <x<20V3=234641..

>0



(Korkeutta h koskeva ehto ratkaistaan symbolisen laskennan ohjelman
avulla).

Muodostetaan laatikon tilavuutta kuvaava lauseke. Suorakulmaisen
sarmion tilavuus on V = x? - h, joten

1200 — x? 1
V(x) = x? - ———— = 300x — —x5.
4x 4

Tilavuusfunktion V (x) maarittelyvali on 0 < x < 34,641 ... (cm).

Derivoidaan: V'(x) = 300 — %xz
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat:
V'(x)=0
3
BOO—ZxZ =0, 0<x<20V3
x =20
Perustellaan, etta derivaattafunktion nollakohta x = 20 (cm) on

tilavuusfunktion V (x) maksimikohta.

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.
Rajataan kulkukaavio valille 0 < x < 20+/3.

Perustellaan derivaatan I’ merkki
testipisteiden avulla: i
V'(1) = 299,25 > 0 Vi o+ -

V'(30) = =375 < 0 v/ \

0 20 20V/3 = 34,641...




Kulkukaavion perusteella tilavuus on suurimmillaan silloin, kun
laatikon pohjanelion sivunpituus on x = 20 cm.

1200—202
420

Laatikon korkeus on talléin h = = 10 cm ja laatikon tilavuus

on

1
V(20) = 30020 — 7 20° = 4000 (cm?)
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a) Piirretadn mallikuva.

b) Altaan pohjaympyran sidde onr = % = 3?5 = 1,75 m. Altaan tilavuus

on
V =mnr?.x.

Kivikuution pohjatahko lepaa altaan pohjalla ja ylaitahko on samassa
tasossa vedenpinnan kanssa, joten kuution sivun korkeus on x (m) ja
kuution tilavuus on x3 (m?).

Altaassa olevan veden tilavuuden (m?) ilmoittaa funktio

V(x) =nr?x—x3=m-1,75% - x — x3

= 3,0625mx — x3,

jossax > 0.



Derivoidaan: V'(x) = nr? — 3x?%, x > 0
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta:
V'(x)=0

mr? —3x%2 =0, x>
x—r[ 175[ 1,790 ... (m)

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja tilavuusfunktion kulkukaavio.

Perustellaan derivaatan I merkki
derivaattafunktion kuvaajan tai
testipisteiden avulla: v+

V'(1)=6,62..>0 Vv / \

V'(2) = =2,37..<0

0 1,790...

Kulkukaavion perusteella altaassa olevan veden tilavuus on
suurimmillaan silloin, kun altaan korkeus, eli veden syvyys on
x = 1,790... = 1,8 metria.
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Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun yksikkohinta x (eur) kerrotaan myyntimaaralla, joka on
72 000 — 180x (kappaletta):

M(x) = x- (72000 — 180x) = 72 000x — 180x2.

Hinta ja kappalemadara ovat positiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita arvoja
hinta x voi saada.

x>0 ja 72 000 —180x > 0
x < 400

Myyntitulofunktion M (x) maarittelyvali on siis 0 < x < 400 (eur).

Derivoidaan: M'(x) = 72 000 — 360x

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M'(x) =0
72 000 — 360x = 0
x = 200

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 400.

Myyntitulofunktion M(x) = 72 000x — 180x2 kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli. Myyntitulo saa siis suurimman arvonsa paraabelin
huipussa, jossa on derivaattafunktion nollakohta.

Myyntitulo on siis suurimmillaan silloin, kun yksikkéhinta on 200
euroa.
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a) Muodostetaan myyntituloa kuvaava funktio M. Myyntitulo saadaan,
kun yksikkohinta kerrotaan myyntimaaralla, joka riippuu
hinnanalennuksesta. Tehdaan funktion muodostamisen avuksi

taulukko:

Hinnan- Lounas- Myyntimaara | Myyntitulo M paivassa

alennusten | annoksen paivassa (eur)

lukumaara | hinta (eur) (kpl)

(kpl)
0 6,00 100 6,00 - 100
1 6,00 — 0,30 100 + 20 (6,00 —0,30)(100 + 20)
X 6,00 —0,30x | 100+ 20x | (6,00 —0,30x)(100 + 20x)

Paivittdinen myyntitulo M riippuu siis hinnanalennusten lukumaarasta

x funktion

M(x) = (6,00 — 0,30x)(100 + 20x) = —6x2 + 90x + 600

mukaisesti.

Lounasannoksen hinta 6,00 — 0,30x sekd myytyjen lounaiden
lukumadra 100 + 20x ovat epanegatiivisia lukuja. Ratkaistaan, mita

arvoja lukumaara x voi saada.

6,00 —0,30x = 0

x <20

ja

ja

100+ 20x =0

x = -5

Hinnanalennusten lukumaara on epanegatiivinen luku, eli x > 0.
Myyntitulofunktion M (x) maarittelyvali on 0 < x < 20 (kpl).




Derivoidaan: M'(x) = —12x 4+ 90

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M(x)=0
—12x+90=0
_15_75
x=—=7,

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 20.

Myyntitulofunktion M(x) = —6x2 + 90x + 600 kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli. Myyntitulo saa siis suurimman arvonsa paraabelin
huipussa, jossa on derivaattafunktion nollakohta.

Myyntitulo on siis suurimmillaan silloin, kun muuttujan x arvo on
x = 7,5. Lounasannoksen hinta on tilloin 6,00 — 0,30 -7,5 = 3,75
euroa.



b) Myyntivoitto saadaan, kun myyntitulosta M vihennetdain
kokonaiskustannukset. Kustannukset yhtd annosta kohden ovat 2,80
euroa, ja annoksia myydaan 100 + 20x kappaletta, joten
kokonaiskustannukset ovat 2,80 - (100 + 20x) = 280 + 56x.

Myyntivoitto on:

T(x) = (—6x? +90x + 600) — (280 + 56x)
myyntitulo kokonaiskustannukset

= —6x2 + 34x + 320

Derivoidaan: T'(x) = —12x + 34

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

M(x)=0
—12x+34=0
x=£= 2,833 ...
G )

Derivaatan nollakohta on maarittelyvalilla 0 < x < 20.

Myyntivoittofunktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.
Myyntitulo saa siis suurimman arvonsa paraabelin huipussa, jossa on
derivaattafunktion nollakohta.

Myyntivoitto on siis suurimmillaan silloin, kun muuttujan x arvo on

X = % = 2,833 ... Lounasannoksen hinta on talloin

6,00 —0,30- 2,833 ... = 5,15 euroa.
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