1 Kertausta
polynomifunktioista

1.1 Polynomifunktioita

1.

a) Kun x = —2, niin funktion kuvaajalla olevaan pisteen y-koordinaatti
ony ~ —2. Funktion arvo on siis f(—2) = —2.

Huomaa, ettéd funktion arvo f(—2) kohdassa x = —2 voidaan paatella
kuvaajalta piirtamalla kuvaan pystysuora suora x = —2 ja katsomalla
missa pisteessa se leikkaa funktion kuvaajan. Leikkauspisteen y-
koordinaattion y = f(—2) = —2.

Kun x = 0, niin funktion kuvaajalla olevaan pisteen y-koordinaatti on
y = —1. Funktion arvo on siis f(0) = —1.

Huomaa, ettéd funktion arvo f(0) kohdassa x = 0 on funktion kuvaajan
ja y-akselin leikkauskohta. Kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa

y=f(0)~=-1



b) Kun y = 1, niin funktion kuvaajalla olevaan pisteen x-koordinaatti
on x ~ 4. Kohta, jossa f(x) = 1 on siis x = 4.

Huomaa, ettd kohta x, jossa f(x) = 1 voidaan paatelld kuvaajalta
piirtdmalla kuvaan vaakasuora suora y = 1 ja katsomalla missa
pisteessa se leikkaa funktion kuvaajan. Leikkauspisteen x-koordinaatti
onx = 4.

c) Yhtalon f(x) = 0 ratkaisut ovat funktion nollakohtia, eli kohtia,
joissa kuvaaja leikkaa x-akselin. Kuvaaja leikkaa x-akselin
nollakohdassa x = 2.



2.

a) Kysytyt funktioiden arvot kohdassa x = 0 ovat funktioiden
kuvaajien ja y-akselin leikkauskohtia.

Funktion fkuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa f(0) = 1.
Funktion g kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa g(0) =~ —2.
Funktion h kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa h(0) = 2.

b) Kohta x, jossa funktion arvo on 1 voidaan paatelld kuvaajalta
piirtdmalla kuvaan vaakasuora suora y = 1 ja katsomalla missa
pisteissa se leikkaa funktion kuvaajan.

Funktio f'saa arvon 1 kohdassa x = 0.
Funktio g saa arvon 1 kohdassa x = 1.

Funktio h saa arvon 1 kohdassa x = 2.

c) Yhtdlon f(x) = g(x) ratkaisut ovat funktioiden fja g kuvaajien
leikkauspisteiden x-koordinaatit. Kuvaajat leikkaavat likimain
pisteessa (2, 4), joten yhtdlon ratkaisu on x = 2.



3.

a) Sijoitetaan muuttujan arvo x = —5 funktion lausekkeeseen ja
lasketaan funktion arvo.

f(=5)=—4-(=5)+1=20+1=21

b) Ratkaistaan, milla muuttujan x arvolla funktion arvo on —3.

f(x)=-3
—4x+1=-3
—4x = —4 |:(—4)
x=1



4.

a) Sijoitetaan muuttujan arvo x = —6 funktion lausekkeeseen ja
lasketaan funktion arvo.

g(—6)=%-(—6)—2=—2—2=—4

b) Sijoitetaan muuttujan arvo x = 4 funktion lausekkeeseen ja
lasketaan funktion arvo.
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c) Ratkaistaan, milla muuttujan x arvolla funktion arvo on %
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d) Ratkaistaan, milla muuttujan x arvolla funktion arvo on —4.

g(x) = —4

1

§x—2=—4
1
§x=—4+2
1
§x=—2 | -3



5.

a) Kun x = —4, niin suoralla y = —2x — 1 olevan pisteen

y-koordinaatti on

y=-2-(-4)—-1=8-1=7=#0.

Piste (—4,9) ei siis ole suoralla.

b) Kun x = —4, niin suorallay = %x + 179 olevan pisteen y-koordinaatti
on
1 ( 4)_|_19_ 4+19_ 1_|_19_18_9
Y =38 2 8" 2 22" 277

Piste (—4,9) on suoralla.



6.

Suoran kulkusuunta voidaan paatella sen kulmakertoimesta.

a) Suoran kulmakerroin on k = 7 > 0, joten suora on nouseva.

b) Suoran yhtélo6 voidaan esittaa ratkaistussa muodossay = —12x + 8.
Suoran kulmakerroin on k = —12 < 0, joten suora on laskeva.

c) Jokaisen suoralla olevan pisteen y-koordinaatti on -5. Suora on siis
vaakasuora ja sen kulmakerroin on k = 0. Suora kulkee x-akselin
suuntaisesti.

d) Suoran yhtilo voidaan esittaa ratkaistussa muodossay = 15x — 9.
Suoran kulmakerroin on k = 15 > 0, joten suora on nouseva.

e) Jokaisen suoralla olevan pisteen x-koordinaatti on 9. Suora on siis
pystysuora ja sen kulmakerrointa ei ole madritelty. Suora kulkee y-
akselin suuntaisesti.

f) Suoran kulmakerroin on k = m = 3,1415 ... > 0, joten suora on
nouseva.



7.

a) Suoran kulmakerroin on k = —2 < 0, joten suora on laskeva.
Suoran yhtdlossa vakiotermi on b = 1, joten suora leikkaa y-akselin
pisteessa (0, 1).

b) Suoran kulmakerroin on k = 3 > 0, joten suora on nouseva.
Suoran yhtaldssa vakiotermi on b = —5, joten suora leikkaa y-akselin
pisteessa (0, —5).

c) Jokaisen suoralla olevan pisteen x-koordinaatti on 3. Suora on siis
pystysuora ja sen kulmakerrointa ei ole maaritelty. Suora kulkee
y-akselin suuntaisesti. Suora ei leikkaa y-akselia.

d) Jokaisen suoralla olevan pisteen y-koordinaatti on -2. Suora on siis
vaakasuora ja sen kulmakerroin on k = 0. Suora kulkee x-akselin
suuntaisesti ja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —2).



8.

a) Funktion f(x) kuvaaja on suoray = ix - 2.

. 1 .
Suoran kulmakerroin on k = " > 0, joten suora on nouseva.

Suoran yhtal6ssa vakiotermi on b = —2, joten suora leikkaa y-akselin
pisteessa (0, —2).

Huomaa, ettd kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti
saadaan myo6s laskemalla funktion arvo, kun x = 0.

1
y=f(0)=z'0—2=—2.

b) Funktion g(x) kuvaaja on suoray = —%x + 1.

: 3 :
Suoran kulmakerroin on k = — 2 < 0, joten suora on laskeva.

Suoran yhtaldssa vakiotermi on b = 1, joten suora leikkaa y-akselin
pisteessa (0, 1).

Huomaa, ettd kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti
saadaan myo0s laskemalla funktion arvo, kun x = 0:

3
y=g(0)=—Z-O+1=1.



9.
a) Kuvaajien perusteella

e suora s leikkaa y-akselin pisteessa (0, 1)
suora t leikkaa y-akselin pisteessa (0, 3)
suora I leikkaa ei leikkaa y-akselia

e suora m leikkaa y-akselin pisteessa (0, 5).

b) Suoran yhtalé on muotoa y = kx + b, missa kerroin k on suoran
kulmakerroin ja vakiotermi b ilmaisee suoran ja y-akselin
leikkauskohdan.

Suoran s kulmakerroin on kuvaajan perusteella k = 3 ja a-kohdan
perusteella vakiotermi on b = 1. Suoran s yhtalo on siis y = 3x + 1.

Suora t on vaakasuora ja suoran jokaisen pisteen y-koordinaatti on 3.
Suoran yhtalé on y = 3.

Suora I on pystysuora ja suoran jokaisen pisteen x-koordinaatti on 2.
Suoran yhtal6 on x = 2.

Suoran m kulmakerroin on kuvaajan perusteella k = — % ja a-kohdan

perusteella vakiotermi on b = 5. Suoran m yhtalé ony = —%x + 5.



10.

Suoran kulmakerroin lasketaan jakamalla kahden suoralla olevan
pisteen y-koordinaattien muutos pisteiden x-koordinaattien
muutoksella:

__y-muutos
~ x-muutos
a) Suoran kulmakerroin on
2—(—6) 8
k = — = 4
5-3 2

Huomaa, ettd y-koordinaattien ja x-koordinaattien muutosta
laskettaessa erotukset voidaan laskea myos toisin pain.

_—6-2 -8

k=35 =374

b) Suoran kulmakerroin k = 4 > 0, joten suora on nouseva.

c) Valitaan toinen suoralla olevista pisteistd, esimerkiksi piste (5, 2).
Lasketaan pisteiden (5, 2) ja (6, 6) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

2-6 —4

k=g—e=3=*

Kulmakertoimet ovat samat, joten piste (6, 6) on suoralla.



11.

Suoran kulmakerroin on

5-7 =2

. -2 2
T -2-2 -4 4

Huomaa, ettd y-koordinaattien ja x-koordinaattien muutosta
laskettaessa erotukset voidaan laskea myds toisin pain.
7—-5 2 1

k= "1 2

Valitaan toinen suoralla olevista pisteistd, esimerkiksi piste (2, 7).
Lasketaan pisteiden (2, 7) ja (4, 9) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

Kulmakertoimet eivat ole samat, joten piste (4, 9) ei ole suoralla.



12.

a) Suoran kulmakerroin on

4 -2 2 2 1




13.

a) Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteessa y-koordinaatti, eli
funktion arvo on nolla. Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan
ratkaisemalla yhtalo f(x) = 0.

2x—8=0
2x =8
x =4

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (4, 0).

b) Funktion kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteessd muuttujan x arvo
on nolla. Leikkauspisteen y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion
arvo kohdassa x = 0.

f(0)=2-0-8=-8

Funktion kuvaajan ja y-akselin leikkauspiste on (0, —8).



14.

Funktion kuvaajan ja koordinaattiakselien leikkauspisteessa toinen
koordinaateista on nolla.

a) x-akselin leikkauspisteessa y-koordinaatti, eli funktion arvo on
nolla. Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan ratkaisemalla yhtalo

f(x)=0.

—3x+5=0

—3x=-5
-5 5
X=373

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (z, 0).

y-akselin leikkauspisteessd muuttujan x arvo on nolla. Leikkauspisteen
y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion arvo kohdassa x = 0.

f(0)=-3-045=5

Funktion kuvaajan ja y-akselin leikkauspiste on (0, 5).



b) x-akselin leikkauspisteessa y-koordinaatti, eli funktion arvo on
nolla. Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan ratkaisemalla yhtalo

f(x)=0.

—5x—4=0
—5x =4
_ 4 _ 4
*T 5775

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (— %, 0).
y-akselin leikkauspisteessda muuttujan x arvo on nolla. Leikkauspisteen
y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion arvo kohdassa x = 0.

f(0)=—-5-0—4=—4

Funktion kuvaajan ja y-akselin leikkauspiste on (0, —4).



15.

a) Funktion nollakohta saadaan ratkaisemalla yhtilo f(x) = 0.

3
—gx—6 =0
3
—gX= 6 |5
—3x=30 [:(—3)
30
X=_3= —10
Funktion nollakohta on x = —10.

b) Funktion nollakohta saadaan ratkaisemalla yhtilo g(x) = 0.

2
7 X +4=0

2

7x =—4 |-7

2x =-—28 |:2
—28
x = — =-14
Funktion nollakohta on x = —14.

c) Funktion h(x) = 5 arvo on muuttujan x arvosta riippumatta 5.
Funktion kuvaaja on x-akselin suuntainen suora y = 5, joka ei leikkaa
x-akselia. Funktiolla ei siis ole nollakohtia.



16.

Funktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohdassa, jossa funktioiden
arvot ovat yhta suuret, eli f (x) = g(x).

12x+5=8x—3

4x = -8 |:4
x=-2
Leikkauspisteessa x = —2. Sijoitetaan saatu muuttujan arvo

jompaankumpaan funktioon.

f(=2)=12-(-2)+5=-24+5=-19

Leikkauspiste on (—2,—19).



17.

Funktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohdassa, jossa funktioiden
arvot ovat yhta suuret, eli f (x) = g(x).

—2x—4=3x+1

—5x =5 |: (=5)
x=-1
Leikkauspisteessa x = —1. Sijoitetaan saatu muuttujan arvo

jompaankumpaan funktioon.

f(-D)=-2-(-1)—4=2—-4=-2

Leikkauspiste on (—1, —2).

Kun x = —1, niin suoralla y = —14x — 12 olevan pisteen y-
koordinaatti on

y=-14-(-1)—-12=14—-12 =2 # —2.

Suora ei siis kulje pisteen (—1, —2) kautta.



18.
Funktiot saavat saman arvon kohdassa, jossa f(x) = g(x).

6x+19 = —-4x+ 13

10x = —6
6 (2 3
X = —1—0 = —g
Funktiot saavat saman arvon kohdassa x = —S = —0,6.

Lasketaan tdma arvo sijoittamalla saatu muuttujan arvo
jompaankumpaan funktioon.

2

f(-06)=6-(-06)+19=-3,6+19 =154 =15 z

Voidaan tarkistaa, ettd funktio g saa saman arvon.

2
9(=06) = —4-(=06) +13 =24 +13 =154 = 155

o 3
Funktiot fja g saavat saman arvon kohdassa x = —= —-0,6.

Tama arvo on 15% = 15,4.



19.

Piirretddn kuvaaja laskimella tai piirto-ohjelmalla.

a) Kuvaajan perusteella f(—4) = —41ja f(6) = 69.

b /
(6, 69)

60

40

x
I
o

20

(-4, -41)
/ f(x)=11x+3



b) Kuvaajan perusteella kohta, jossa f(x) = 36 on x = 3.

60 hy
11z+3

40

y = 36

20

-7 2 4 6 8

c) Yhtdlon f(x) = 0 ratkaisut ovat funktion nollakohtia, eli kuvaajan ja
x-akselin leikkauskohtia. Kuvaajan perusteella funktiolla on yksi
nollakohta, jonka likiarvo on yhden desimaalin tarkkuudella x = —0,3.

Y

f(x)=11x2+3

4

0.2 0.4 0.6




20.

Piirretddn kuvaaja laskimella tai piirto-ohjelmalla.

a) Kuvaajan perusteella f(—23) = 925ja f(23) = —225.

1000‘y
(-23, 925) -4 23
$ x + 350
200
S
-20 0 20 40
B =as (23, -225)




b) Kuvaajan perusteella kohta, jossa f(x) = 200 on x = 6.

y = 200

206
00

100

c) Yhtdlon f(x) = 0 ratkaisut ovat funktion nollakohtia, eli kuvaajan ja
x-akselin leikkauskohtia. Kuvaajan perusteella funktiolla on yksi
nollakohta x = 14.
40\\‘v

f(x) = —25x+ 350

200

(14, 0)




21.

a) Piirretaan pisteiden (0, g) ja G, O) kautta kulkeva suora laskimella
tai piirto-ohjelmalla. Suoran yhtdlé ony = — gx + %, joten funktion f

lauseke on f(x) = — gx + g.

" : : 4
Huomautus: piirto-ohjelma saattaa antaa suoran kulmakertoimen — 3

. . A . . .
ja vakiotermin 5 likiarvona, desimaalimuodossa. Tassa tapauksessa

suoran yhtdlo on ratkaistava symbolisen laskennan ohjelmalla.
Tehtdvd voidaan ratkaista myos ilman teknistd apuvdlinetta:

Funktion fkuvaaja on suora, joten funktion lauseke on muotoa
f(x) =kx +b.

Lasketaan pisteiden (O, g) ja (%, O) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin:

4
_y—muutos g

k

~ x—muutos 4 _1

Suora kulkee pisteen (0, g) kautta, joten se leikkaa y-akselin kohdassa
b==

o

Funktion flauseke on siis f(x) = — %x + %.



b) Lasketaan funktion arvot sijoittamalla muuttujan arvo funktion

lausekkeeseen. Tama voidaan tehda symbolisen laskennan ohjelmalla,
laskimella tai ilman apuvalinetta.

(-3)= -2 (-p+5=2 =4l
f -3 9 9 9
(55)_ <230)_ 423o+4_ 908 317
f9_f9_39 9 27 27



22.
a) Lasketaan suoran kulmakerroin:

— t 4,75 — (—0,50 5,25
_ y — muutos _ ( ) — 0,50

k x —muutos  2,35—12,85 —10,5

b) Pisteen A koordinaatit ovat (x; 0,40). Muodostetaan pisteen A ja
pisteen (4,75; 2,35) kautta kulkevan suoran kulmakerroin:
_y —muutos _ 4,75 — 0,40 _ 4,35

k = -
X — muutos 2,35 —x 2,35 —x

Piste A on a-kohdan suoralla, kun kulmakertoimet ovat yhta suuret.
Saadaan yhtalo

435 0.50

235—-x

Ratkaistaan yhtdlo symbolisen laskennan ohjelmistolla: ratkaisu on
x =11,05.

Pisteen A x-koordinaatti on siis x = 11,05.



23.
a) Lineaarisen funktion lauseke on muotoa f(x) = ax + b.

Ajanhetkelld x = 0 vesitornissa on 450 m3 vetta, eli f(0) = 450.
Muodostetaan tastd ehdosta yhtalo ja ratkaistaan vakio b.

a-0+b =450
b = 450

Funktion lausekkeessa vakiotermi on siis b = 450.

Tyhjentdmiseen kului aikaa yhteensa kolme vuorokautta ja 8 tuntia, eli
3 - 24 + 8 = 80 tuntia. Ajanhetkelld x = 80 vesitornissa ei ollut enaa
yhtédan vetti, eli £(80) = 0. Muodostetaan tasti ehdosta yhtalo ja
ratkaistaan vakio a.

a-80+450=0
80a = —450 |:80
a=—5,625

Funktion lausekkeessa ensimmaisen asteen termin kerroin on siis
a = —5,625.

Vesitornissa olevan veden mairaa kuvaa siis funktio
f(x) = —5,625x + 450, missa muuttuja x on tyhjennyksen aloituksesta
kulunut aika tunteina.

b) Yksi vuorokausi on 24 tuntia. Kun muuttujan arvo on x = 24, niin
vesitornissa olevan veden maara on

f(24) = —5,625 - 24 + 450 = 315.

Vuorokauden kuluttua tornissa oli vettda 315 m3.



c) Funktio f(x) ilmaisee tornissa vield olevan veden maaraa. Kun vetta
on tyhjennetty 350 kuutiometria, niin tornissa on 450 — 350 = 100
kuutiometria vetta.

Ratkaistaan muuttujan x arvo, jolla funktion f(x) arvo on 100:

£(x) = 100
—5,625x + 450 = 100
—5,625x = —350 |: (=5,625)
X = 62,222 ...

Kulunut aika on siis 62,222 ... = 62 + 0,222 ... tuntia.

Muutetaan 0,222 ... tuntia minuuteiksi: yksi tunti on 60 minuuttia,
joten 0,222 ... tuntia on 0,222 ...- 60 = 13,333 ... minuuttia.

Kysytty aika on siis 62 tuntia ja 13 minuuttia.



24,

Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtalo6 f(x) = 0:
x24+2x—15=0

—2+/22-4-1-(=15) -2+V4+60 -2+V64 -2%38

*= 21 2 2 2
Ratkaisuksi saadaan x = ? = _710 = —-5taix = _22+8 = g = 3.
Funktion nollakohdat ovat x = —=5jax = 3.

Huippu on nollakohtien puolivalissa, joten huipun x-koordinaatti
saadaan laskemalla nollakohtien keskiarvo:
_ —5+3 _ -2 B
=TT T

-1

Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion farvo kohdassa
x=-1

yh=f(-1D)=(-1)%*+2-(-1)-15=1-2-15=-16

Huippu on siis pisteessa (—1, —16).

Funktion f kuvaaja on yléspain aukeava paraabeli, joten funktio saa
huipussaan pienimman arvonsa.



25.

a) Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtilo f(x) = 0:

L1 +2=0
4 2
Ennen ratkaisukaavaan sijoittamista kerrotaan yhtal6é puolittain

sopivalla luvulla niin, ettd saadaan kokonaislukukertoimet.

1.1 +2=0 |- (-4
X TXTeT =4

x24+2x—-8=0

—2+./22-4-1-(-8) -2++4+32 -24++/36 -2+6
x: = = =
2-1 2 2 2

. . -2-6 -8 ) —246 4
Ratkaisuksi saadaan x = =5 = —4taix = —=

= 2.

Funktion nollakohdat ovat x = —4 jax = 2.



b) Huippu on nollakohtien puolivalissa, joten huipun x-koordinaatti
saadaan laskemalla nollakohtien keskiarvo:
_—4+2 -2
T T2 T

Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion farvo kohdassa
x=-1

+2—9
4

=f(-1) = ! 1)2 1( D+2= 1+1+2—1

Huippu on siis pisteessa (—1,%).

c) Funktion fkuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten funktio saa
huipussaan suurimman arvonsa.



26.

a) Funktion g lausekkeessa toisen asteen termin kerroin 3 on
positiivinen, joten kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli.

Nollakohdat ratkaistaan yhtilésti 3x2 + 9x = 0. Yhtild voidaan
ratkaista ratkaisukaavalla tai tulon nollasiannolla.

Kaytetddn tulon nollasaantoa:

3x2+9x =0
3x-(x+3)=0
3x=0 tai x+3=0
x=0 tai x=-3
Funktion nollakohdat ovat x = 0 jax = —3.

Koska funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, niin funktio saa
huipussa pienimman arvonsa.



b) Funktion flausekkeessa toisen asteen termin kerroin -5 on
negatiivinen, joten kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.

Nollakohdat ratkaistaan yhtiléstd —5x2 + x = 0. Yhtil6 voidaan
ratkaista ratkaisukaavalla tai tulon nollasaannolla.

Kdytetdan tulon nollasaantoa:
—5x2+x=0
x-(-5x+1)=0

x=0 tai —5x+1=0

x=0 tai —5x=-1
=0 tai Tl
X = ai x—_5—5

Funktion nollakohdat ovat x = 0jax = %

Koska funktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, niin funktio saa
huipussa suurimman arvonsa.



27.
a) Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtilo f(x) = 0:
x2+x—-2=0

~1+/12-4-1-(-2) —-1+V1+8 -1+V9 -1+3

x= 21 2 2 2
Ratkaisuksi saadaanx = ——= = 2 = —2taix = ——= =2=1,

2 2 2 2
Funktion nollakohdat ovat x = —2jax = 1.

Huippu on nollakohtien puolivilissa, joten huipun x-koordinaatti
saadaan laskemalla nollakohtien keskiarvo:

-2+1 -1 1
Xp = = — =

2 2 2

Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion farvo kohdassa

1
X =—-
2

B ( 1)_( 1)2 1,11 19
w=I\~3)=\"z) T372%3 7727372573
Huippu on siis pisteessa (— % — %).

Paraabelin symmetria-akseli kulkee huipun kautta y-akselin

suuntaisesti. Symmetria-akselin yhtalo on siis x = — >



b) Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtalo g(x) = O:
4x2+4x—-3=0

—44./42—-4-4.(-3) —-4+16+48 -4+V64 -—-4+8
X = = = =

2-4 8 8 8
Ratkaisuksisaadaanx = ——2 =22 — _3j =28 _2_1
8 8 2 8 8 2
Funktion nollakohdat ovat x = — % jax = %

Huippu on nollakohtien puolivaliss3, joten huipun x-koordinaatti
saadaan laskemalla nollakohtien keskiarvo:

Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion g arvo kohdassa

1
X=—-
2

yh=g(—%>=4-(—l> +4-(—%>—3=1—2—3=—4

Huippu on siis pisteessa (— %, —4).

Paraabelin symmetria-akseli kulkee huipun kautta y-akselin

suuntaisesti. Symmetria-akselin yhtalo on siis x = — >



28.

Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin, kun x = 0. Leikkauspisteen y-
koordinaatti saadaan laskemalla funktion arvo kohdassa x = 0.

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteessa y = 0.
Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan ratkaisemalla funktion
nollakohdat.

a) f(0) = % 0% — ; -0 = 0. Funktion fkuvaajan ja y-akselin
leikkauspiste on (0, 0).

Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtdl6 f(x) = 0. Yhtalo
voidaan ratkaista ratkaisukaavalla tai tulon nollasaannolla. Kaytetaan
tulon nollasaantoa:

fx)=0

4 5

T2 2 _

7% T 7*

L (4x—5) =

7.X' X =

1

;x=0 tai 4x—-5=0
— t- _5

X = dal x—4

Funktion nollakohdat ovat x = 0 jax = Z.

Funktion f kuvaajalla ja x-akselilla on kaksi leikkauspistetta: (0, 0) ja
5



b) g(0) = —0,1- 0% + 10 = 10. Funktion g kuvaajan ja y-akselin
leikkauspiste on (0, 10).

Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtdléo g(x) = 0. Yhtalo
voidaan ratkaista ratkaisukaavalla tai neli6juuren avulla. Kaytetdan
neliojuurta yhtdlon ratkaisemiseen:

gx)=0
—0,1x2+10=0
—0,1x2=—-10 |l:(=0,1)

x2=100 I
Funktion nollakohdat ovat x = —10 ja x = 10.

Funktion f kuvaajalla ja x-akselilla on kaksi leikkauspistetta: (—10, 0)
ja (10,0).



29.

Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin kun x = 0. Leikkauspisteen y-
koordinaatti saadaan laskemalla funktio arvo kohdassa x = 0.

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteessa y = 0.
Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan ratkaisemalla funktion
nollakohdat.

a) f(0) = 4- 0% + 16 = 16. Funktion fkuvaajan ja y-akselin
leikkauspiste on (0, 16).

Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtdl6 f(x) = 0. Yhtalo
voidaan ratkaista ratkaisukaavalla tai neli6juuren avulla. Kaytetdan
neliojuurta yhtalon ratkaisemiseen:

4x2+16=0
4x%2 = —-16 |:4
x2=-4

Luvun neli6 ei koskaan ole negatiivinen. Funktiolla ei ole nollakohtia.

Funktion f'kuvaaja ei leikkaa x-akselia.



b) g(0) = —=0% + 4 - 0 — 5 = —5. Funktion g kuvaajan ja y-akselin
leikkauspiste on (0, —=5).

Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtdlo g(x) = 0.
—x?+4x—-5=0

4ty -4 (1) (-5  —4+V16-20 —-4+vV-4
x= 2 (-1 = ) -T2

Negatiiviselle luvulle ei ole maaritelty nelidjuurta. Funktiolla ei ole
nollakohtia.

Funktion g kuvaaja ei leikkaa x-akselia.



30.

a) Leikkauspisteessa funktion farvo on yhta suurin kuin suoralla
olevan pisteen y-koordinaatti.

f(x)=—-8x+5
—7x*+6x—5=—-8x—-5 ||+8x+5
—7x%*+14x=0

Yhtalo voidaan ratkaista ratkaisukaavalla tai tulon nollasdannolla.
Kdytetdan tulon nollasaantoa:

—7x*+14x =0
7x - (—x+2)=0
7x=0 tai —x+2=0

x =0 tai x=2

Funktion kuvaaja leikkaa suoran kaksi kertaa: kun x = 0 ja kun x = 2.

Leikkauspisteiden y-koordinaatit saadaan laskemalla joko suoran
yhtdlosta tai funktion lausekkeesta.

Kunx = 0,niiny =-8-0—-5 = -5.
Kunx =2 ,niiny=-8-2—-5=-16—-5 = -21.

Leikkauspisteet ovat (0, —5) ja (2, —21).



b) Leikkauspisteessa funktion farvo on yhta suurin kuin funktion g
arvo. Leikkauspisteen x-koordinaatti saadaan siis ratkaisemalla yhtilo

f(x) = g(0).

—7x*+6x—5=x%>—-2x—-5 || —x*+2x+5
—8x24+8x=0

Yhtalo voidaan ratkaista ratkaisukaavalla tai tulon nollasdannolla.
Kaytetdan tulon nollasaantoa:

—8x%2+8x=0
8x-(—x+1)=0
8x =0 tai —x+1=0

x=0 tai x=1

Leikkauspisteitd on kaksi ja niiden x-koordinaatit ovat x = 0jax = 1.

Leikkauspisteiden y-koordinaatit saadaan laskemalla jommankumman
funktion arvo.

Kunx = 0,niiny = f(0) =-7-024+6-0—-5= -5
Kunx =1,niiny=f(1)=-7-1'+6-1-5=-7+6—-5=-6

Leikkauspisteet ovat (0, —5) ja (1, —6).



31.

Piirretdan funktion f(x) = x? — 4x — 21 kuvaaja laskimella tai piirto-
ohjelmistolla.

a) Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —21).

b) Funktion nollakohdat ovat x = —3jax = 7.
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c) Funktion arvo voidaan selvittaa piirtamalld kuvaan suora x
ja merkitsemalla suoran ja funktion kuvaajan leikkauspiste.

Kun funktion kuvaajalla olevan pisteen x-koordinaatti on x = —1,5
niin y-koordinaatti on y = —12,8. Funktion arvo on f(—1,5)

—12,8.
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d) Muuttujan arvo voidaan selvittaa piirtamalla kuvaan suoray = 5 ja

merkitsemalld suoran ja funktion kuvaajan leikkauspisteet.

Kun funktion kuvaajalla olevan pisteen y-koordinaatti on y = 5, niin
x-koordinaatti on x ~ —3,5 tai x = 7,5. Funktio saa arvon 5, kun

x ~—3,5taix = 7,5.

—21

——=—q---r---F-----

— 4 x

x2

—
—

T




e) Funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten funktio saa
pienimman arvonsa huipussa. Pienin arvo on huipun y-koordinaatti,
joten pienin arvo on y = —25.

Huippu saadaan merkityksi kuvaan maarittdmalla ensin nollakohtien
keskiarvo joko laskemalla tai ohjelmiston toiminnolla. Tdman jalkeen
piirretddn nollakohtien keskipisteen kautta pystysuora suora. Suora
leikkaa funktion kuvaajan huipussa, joten merkitsemalla leikkauspiste
nakyviin, saadaan pienin arvo luetuksi leikkauspisteen
y-koordinaatista.

R

K R N [ —




32.

Huomaa, etta tehtidvanannossa ei erikseen mainita, etti tehtavan saa
ratkaista kuvaajan avulla. Tehtdva on siis ratkaistava laskemalla.
Kuvaaja on hyva apu laskemalla saatujen vastausten tarkistamiseen.

a) Kuvaaja leikkaa y-akselin silloin, kun x = 0. Leikkauspisteen
y-koordinaatti on funktion arvo kohdassa x = 0.

y=f(0)=-02-8-0-7=—7
Kuvaaja siis leikkaa y-askelin pisteessa (0, —7).

Kuvaaja leikkaa x-akselin silloin, kun y = 0. Leikkauspisteen
x-koordinaatti on funktion nollakohta, joka ratkaistaan yhtalosta.

f(x)=0
—x2—-8x—-7=0

Yhtalo ratkaistaan ratkaisukaavalla tai symbolisen laskennan
ohjelmalla: x = =7 taix = —1.

Kuvaaja siis leikkaa x-akselin pisteissa (—7,0) ja (—1, 0).

Piirtamalla funktion f(x) = —x? — 8x — 7 kuvaaja laskimella tai
piirto-ohjelmistolla voidaan lasketut leikkauskohdat tarkistaa kuvasta.



et i 1 b it




b) Funktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten funktio saa
suurimman arvonsa huipussa. Huippu on nollakohtien puolivalissa,
joten huipun x-koordinaatti saadaan laskemalla nollakohtien
keskiarvo:

_—7+(-1) -8
W=y T T

Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion farvo kohdassa
x =—4.
Yn=f(-4)=—(-4)?-8-(—4)-7=-16+32-7=9

Huippu on siis pisteessa (—4, 9). Funktion suurin arvo on 9.

Vastaus voidaan tarkistaa merkitsemalla huippu kuvaajalle.




c) Kuvaaja leikkaa suoran y = x + 7 silloin, kun f(x) = x + 7.
fx)=x+7
—x2—-8x—-7=x+7

Yhtalo ratkaistaan ratkaisukaavalla tai symbolisen laskennan
ohjelmalla: x = —7 tai x = —2. Leikkauspisteiden y-koordinaatit
saadaan suoran yhtalosta tai funktion flausekkeesta:

Kunx = —7,niiny =-7+7 =0.

Kunx = —2,niiny = -2+ 7 = -5.

Kuvaaja siis leikkaa suoran y = x + 7 pisteissa (=7, 0) ja (=2, =5).

Vastaus voidaan tarkistaa piirtaimalla kuvaan suoray = x + 7 ja
madrittdmalla sen ja funktion fkuvaajan leikkauspisteet.




33.

Tehtdva ratkaistaan laskennallisesti. Funktion
h(x) = —0,1x% + x + 1,8 kuvaajaa voi kiyttia laskemalla saatujen
vastauksien tarkistamiseen.

Jos kaytdssa on symbolinen laskin, funktion lauseke kannattaa
ratkaisun aluksi tallentaa laskimen muistiin. Tdima nopeuttaa arvojen
laskemista ja yhtaloiden ratkaisemista.

a) Irtoamishetkelld x = 0 ja funktion h arvo ilmaisee pallon
korkeuden. Lasketaan siis funktion h arvo kohdassa x = 0.

h(0) = —0,1- 0%+ 0 + 1,8 = 1,8 (metrii)

b) Lento péattyy, eli pallo osuu maahan silloin, kun korkeus eli
funktion h arvo on nolla. Ratkaistaan siis yhtadlé h(x) = 0.

h(x)=0
—-0,1x>+x+1,8=0
Yhtalo6 ratkaistaan ratkaisukaavalla tai symbolisen laskennan
ohjelmalla:

x=-1557..~—-2taix =11,557 ..~ 12

Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa lentoajaksi. Pallo lentda 12 sekuntia.

c) Kun x = 1,5, niin pallon korkeus on

h(1,5) = —0,1-1,52 + 1,5 + 1,8 ~ 3,1 (metri)



d) Ajanhetki x ratkaistaan yhtalosta h(x) = 1,0.
h(x) =1,0
-0,1x2+x+1,8=10

Yhtalo ratkaistaan ratkaisukaavalla tai symbolisen laskennan
ohjelmalla:

x = —0,7taix = 10,7

Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa lentoajaksi. Pallon korkeus on 1,0
metrid ajanhetkelld 11 sekuntia.

e) Pallon korkeutta kuvaavan funktion h kuvaaja on alaspdin aukeava
paraabeli, joten funktio saa huipussa suurimman arvonsa. Huippu on
nollakohtien x = —1,557 ...jax = 11,557 ... puolivaliss4, joten huipun
x-koordinaatti saadaan laskemalla nollakohtien keskiarvo.

_ —1,557.. +11,557 ... .

Xp = > =

Huipun y-koordinaatti, eli pallon suurin korkeus, saadaan laskemalla
funktion h arvo kohdassa x = 5.

yn = h(5) = —0,1-5% 4+ 5+ 1,8 = 4,3 (metrii)



34.
a) Ratkaistaan millda muuttujan x arvolla funktion f arvo on —12:
f(x)=-12
x?—8x—-5=-12
x2-8x+7=0

8+.(-8)2-4-1-7 8+v/64—-28 8++36 8+6
X = = = =

2-1 2 2 2
Ratkaisuksi saadaan x = % = % =1ltaix = % = % =17.

Funktio f saa arvon —12 kohdissax = 1jax = 7.

Ratkaistaan milld muuttujan x arvolla funktion g arvo on —12:

g(x) = —12
6x —7=—12
6x=-5 |6
N 5
6
Funktio g saa arvon -12 kohdassa x = — z.

b) f(-2)=(-2)2—-8-(-2)—-5=4+16—-5= 15
g(=2)=6-(-2)—7=-12—-7=-19



35.

a) Suoralla olevien pisteiden y-koordinaattien muutos on

Ay = -1 (4)— 1 +2=s
Y= 3/ 7373

Suoralla olevien pisteiden x-koordinaattien muutos on

Ax = 1 3 4
YET2T2T T2
Suoran kulmakerroin on
Ay 1 1
k=—==:(-2)=—-=
Ax 3 =2) 6
b) Suoran kulmakerroin on k = —% < 0, joten suora on laskeva.

c) Lasketaan pisteiden (— %, —1) ja (— é, —2) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

Ay -1-(=2) -1+2 1

TAx 1 ( 2)__3 471

6 6 6

2

Kulmakertoimet eivat ole samat, joten piste (— 3 —2) ei ole suoralla.



36.

Kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteessa y-koordinaatti on nolla, eli

f(x)=0.

12x+72=0
1,2x =-7,2
r -7,2 _ _7,2 _ ¢
1,2 1,2

Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (=6, 0).

Kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteessa x = 0.

y=f0)=12-0+72=72

Funktion kuvaajan ja y-akselin leikkauspiste on (0; 7,2).



37.

Leikkauspisteessa funktioiden arvot ovat yhta suuret, eli f(x) = g(x).

—4x+9=7x+31 |[I-7x-9
—11x = 22 I: (—11)
_22
T T
Funktioiden kuvaajat leikkaavat kohdassa x = —2.

Leikkauspisteen y-koordinaatti saadaan laskemalla jommankumman
funktion arvo.

y=f(-2)=—4-(-2)+9=8+9=17

Leikkauspiste on siis (—2,17).



38.

a) Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtalo f(x) = 0.

1
Ex2—3x+4=0

Ennen ratkaisukaavaan sijoittamista kerrotaan yhtalo puolittain
sopivalla luvulla niin, ettd saadaan kokonaislukukertoimet.

1
Ex2—3x+4=0 -2

x2—6x4+8=0

—(-6)+/(-6)2—4-1-8 6+V36-32 6+V4 6+2
x: = = =
2-1 2 2 2

) . 6-2 4 ) 6+2 8
Ratkaisuksi saadaan x = — =53 2taix = —~ =3 4.,

Funktion nollakohdat ovat x = 2 jax = 4.



b) Huippu on nollakohtien puolivalissa. Huipun x-koordinaatti saadaan
laskemalla nollakohtien keskiarvo.
_24+4 6
T T2
Huipun y-koordinaatti saadaan laskemalla funktion farvo kohdassa
x = 3.

1
Vo=f(B3)=53"=3-3+4=

Huippu on pisteessa (3, — %).

c) Funktion fkuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten funktio saa
huipussa pienimman arvonsa.



39.

Piirretdn funktion f(x) = —x? + 4x + 3 kuvaaja laskimella tai piirto-
ohjelmistolla.

a) Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, 3) ja x-akselin pisteissa
(—=0,65;0) ja (4,65;0).

b) Piirretdan kuvaan suora x = 4 ja merkitdan nakyviin suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspiste. Leikkauspisteen (4, 3) y-koordinaatti
ilmoittaa funktion arvon.

Funktion arvo on f(4) = 3.

c) Piirretddn kuvaan suora y = 4 ja merkitdan nakyviin suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspisteet.

Funktion arvo f(x) = 4,kun x = 0,27 tai x = 3,73.



e v b |x=4
T = P ax+3 1

d) Funktion fkuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten funktio saa
suurimman arvonsa huipussa. Huippu on nollakohtien puolivalissa.

Merkitadn kuvaan nollakohtien puolivali. Se on (2, 0). Piirretdan suora
x = 2. Suora leikkaa funktion fkuvaajan huipussa (2, 7).

Funktion suurin arvo on f(2) = 7.




1.2 Funktion merkki

40.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on nolla tai negatiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla f on
nollakohta x = 2 ja nollakohdan jilkeen, eli kun x > 2, kuvaaja kulkee
x-akselin alapuolella, eli funktion arvo on negatiivinen.

Kuvaajan perusteella f(x) < 0, kun x > 2.

b) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on nolla tai positiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla g on
nollakohta x = —1 ja nollakohdan jalkeen, eli kun x > —1, kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli funktion arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0, kun x > —1.

c) Epayhtdlon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion h
arvo on positiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla h on
nollakohta x = 4 ja nollakohdan jilkeen, eli kun x > 4, kuvaaja kulkee
x-akselin yldapuolella, eli funktion arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella h(x) > 0, kun x > 4.



41.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on positiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla fon
nollakohta x = 4 ja ennen nollakohtaa, eli kun x < 4, kuvaaja kulkee x-
akselin yldpuolella, eli funktion arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella f(x) > 0, kun x < 4.

b) Epdyhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on nolla tai positiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla g on
nollakohta x = —2 ja nollakohdan jalkeen, eli kun x > —2, kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella, eli funktion arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0, kun x > —2.

c) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on suurempi kuin funktion farvo. Kuvaajasta nahdaan, etta
funktioilla on sama arvo silloin, kun x = 0. Taman kohdan jalkeen, eli
kun x > 0, funktion g kuvaaja kulkee funktion fkuvaajan ylapuolella,
eli funktion g arvo on suurempi kuin funktion farvo.

Kuvaajan perusteella g(x) > f(x), kun x > 0.



42,

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion h
arvo on nolla tai negatiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla h on
nollakohta x = 2 ja nollakohdan jilkeen, eli kun x > 2, kuvaaja kulkee
x-akselin alapuolella, eli funktion arvo on negatiivinen.

Kuvaajan perusteella h(x) < 0, kun x > 2.

b) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion i
arvo on positiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla i on
nollakohta x = 6 ja nollakohdan jalkeen, eli kun x > 6, kuvaaja kulkee
x-akselin ylapuolella, eli funktion arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella i(x) > 0, kun x > 6.

c) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion h
arvo on yhta suuri tai pienempi kuin funktion i arvo. Kuvaajasta
nahdaan, ettd funktioilla on sama arvo silloin, kun x = 3. Tdman
kohdan jalkeen, eli kun x > 3, funktion i kuvaaja kulkee funktion h
kuvaajan yldapuolella, eli funktion i arvo on suurempi kuin funktion h
arvo.

Kuvaajan perusteella h(x) < i(x), kun x > 3.



43.

Ensimmaisen asteen epayhtalo ratkaistaan samojen periaatteiden
mukaan kuin ensimmaisen asteen yhtalo. Ainoa poikkeus on tilanne,
jossa epayhtalo kerrotaan tai jaetaan negatiivisella luvulla: talléin
epayhtilomerkin suunta kdantyy.

a)
6(x—9)>2(x—-1)
6x —54 > 2x — 2
6x —2x > —2+ 54
4x > 52 |: 4

_ 52
X7

x> 13

b)
3(x +6)<5(x—6)
3x +18 < 5x — 30
3x —5x < -30-18
—2x < —48 |: (—=2)

x =24



44,

Ensimmaisen asteen epayhtalo ratkaistaan samojen periaatteiden
mukaan kuin ensimmaisen asteen yhtalo. Ainoa poikkeus on tilanne,
jossa epayhtalo kerrotaan tai jaetaan negatiivisella luvulla: talléin
epayhtilomerkin suunta kdantyy.

a)
2(—2x+7) < -3(x—5)
—4x + 14 < —-3x + 15
—4x +3x <15—-14
—x <1 |: (=1)

x=-1

b)

5(7x —2) < =10(x — 2)
35x — 10 < —10x + 20
35x +10x <20+ 10

45x < 30 |:30

_ 30
XS 745

o
*S3



45.

Ensimmaisen asteen epayhtalo ratkaistaan samojen periaatteiden
mukaan kuin ensimmaisen asteen yhtdlo. Ainoa poikkeus on tilanne,
jossa epayhtdlo kerrotaan tai jaetaan negatiivisella luvulla: talléin
epayhtalomerkin suunta kdantyy.

a)
—8(5x —4) < —3(6x — 8)
—40x + 32 < —18x + 24
—40x + 18x < 24 — 32
—22x < —8 |: (=22)

b)

12(3x +5) = 4(6x — 5)
36x + 60 = 24x — 20

36x — 24x = —20 — 60

12x = —80 |:12
x 2 —@
- 12
x = —Q

3



46.

Ensimmaisen asteen epayhtalo ratkaistaan samojen periaatteiden
mukaan kuin ensimmaisen asteen yhtdlo. Ainoa poikkeus on tilanne,
jossa epayhtdlo kerrotaan tai jaetaan negatiivisella luvulla: talléin
epayhtalomerkin suunta kdantyy.

a)

2( 3 +1><5<3 +1)
2 =>\10"

D 42<x 45
ZX _Zx

3 3 <5-2
Zx Zx_

—EXS3

—3x <3 :(=3)

x = -1






47.

a)
8(x+3)—4(x—-2)=5(x+1)+7
8x+24—-4x+8=5x+5+7
4x +32>5x+ 12
4x —5x =12 — 32
—x = —20 |: (—=1)

x <20

b)
—(7x—-12)+9(x—-3)<6(x—2)— (x+3)
—7x+12+9x —27<6x—12—x—-3
2x —15<5x—15
2x —5x < —-15+15
-3x<0 |: (—3)

x=0



48.

Funktion f kuvaaja kulkee funktion g kuvaajan ylapuolella silloin, kun

f(x) > g(x). Ratkaistaan siis epayhtalo 4x + 3 > —5x — 6.

4x+3 > -5x—6

4x +5x>—-6—3
9x > -9 [:9
x>-—1

Funktion fkuvaaja kulkee funktion g kuvaajan ylapuolella silloin, kun
x> —1.



49,

Funktion fkuvaaja kulkee funktion g kuvaajan alapuolella silloin, kun

f(x) < g(x).Ratkaistaan siis epayhtdl6 0,2x + 1 < —0,6x — 3.

02x+1<-06x—3
02x+0,6x <—-3-1
0,8x < —4 1:0,8
x<-=5

Funktion f kuvaaja kulkee funktion g kuvaajan alapuolella silloin, kun
x < =5.



50.
Funktion fkuvaaja kulkee funktion g kuvaajan ylapuolella silloin, kun

f(x) > g(x). Ratkaistaan siis epayhtdlé 10x + 3 > —x — 8.

10x+3>-x—-8
10x+x>-8-3
11x > —11 [:11
x>-1

Funktion f kuvaaja kulkee funktion g kuvaajan ylapuolella silloin, kun
x> —1.



51.

Funktio f'saa suuremman arvon kuin funktio g silloin, kun

f(x) > g(x).

Ratkaistaan siis epayhtalo —2 %x +3> 2

—ZZx +3>2 muutetaan kerroin —ZEmurtoluvuksi
11
—TX +3>2
11
—Tx >—1 - 4
—11x > —4 I: (—11)
—4
x < _—11
4
x < E

Huomaa: epayhtalomerkin suunta vaihtuu, kun epayhtalo jaetaan

negatiivisella luvulla.

: : : o 4
Funktio f'saa suuremman arvon kuin funktio g silloin, kun x < o



52.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on nolla tai positiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla fon
nollakohdat x = —4 ja x = 3. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun
kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) = 0, kun x < —4 tai kun x > 3.

b) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on positiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla g on
nollakohdat x = —4 ja x = 0. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun
kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0, kun —4 < x < 0.



53.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on nolla tai negatiivinen. Kuvaajasta ndhdaan, etta funktiolla fon
nollakohdat x = 2 ja x = 6. Funktion arvo on negatiivinen silloin, kun
kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) < 0,kun 2 < x < 6.

b) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on nolla tai positiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla fon
nollakohdat x = —3 ja x = 1. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun
kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) = 0,kun -3 < x < 1.

c) Epayhtdlon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on negatiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla fon
nollakohdat x = —10 ja x = —5. Funktion arvo on negatiivinen silloin,
kun kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) < 0, kun x < —10 tai kun x > —5.

d) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on positiivinen. Kuvaajasta nahdaan, etta funktiolla fon
nollakohdat x = 6 ja x = 9. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun
kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) > 0, kun x < 6 tai kun x > 9.



54.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla ei ole nollakohtia
ja kuvaaja kulkee koko ajan x-akselin ylapuolella, eli funktion arvo on
positiivinen.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

b) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion h
arvo on positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla ei ole nollakohtia
ja kuvaaja kulkee koko ajan x-akselin alapuolella, eli funktion arvo on
negatiivinen.

Kuvaajan perusteella epayhtalo h(x) > 0 ei toteudu millddn muuttujan
x arvolla, eli epayhtalolla ei ole ratkaisuja.

c) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohta
x = 2 ja muutoin kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella, eli funktion
arvo on positiivinen.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0 kaikilla muilla muuttujan x arvoilla
lukuun ottamatta arvoa x = 2, eli epayhtalon ratkaisut toteuttavat
ehdon x # 2.



d) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion h
arvo on nolla tai positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla on
nollakohta x = 5 ja muutoin kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, eli
funktion arvo on negatiivinen.

Kuvaajan perusteella epayhtalo h(x) = 0 toteutuu ainoastaan, kun
x =5.



55.

a) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla ei ole nollakohtia
ja kuvaaja kulkee koko ajan x-akselin alapuolella, eli funktion arvo on
negatiivinen.

Kuvaajan perusteella epayhtalo f(x) > 0 ei toteudu milldan muuttujan
x arvolla, eli epayhtalolla ei ole ratkaisuja.

b) Epdyhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion g
arvo on positiivinen. Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohdat
x = —3jax = 2 ja kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella kun x < —3 ja
kun x > 2.

Kuvaajan perusteella g(x) > 0 kun x < —3 tai kun x > 2.

c) Epayhtalon ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion f
arvo on suurempi kuin funktion g arvo. Kuvaajasta nahdaan, etta
funktioilla on sama arvo silloin, kun x = —2 tai kun x = 1.
Leikkauskohtien valiss3, eli kun —2 < x < 1, funktion f kuvaaja kulkee
funktion g kuvaajan ylapuolella, eli funktion farvo on suurempi kuin
funktion g arvo.

Kuvaajan perusteella f(x) > g(x), kun =2 < x < 1.



56.

Toisen asteen epayhtdlo ratkaistaan neljdssa vaiheessa:

(1) Sievennetdan epayhtaloa niin, ettd sen oikealla puolella on
ainoastaan nolla. Merkitaan vasemmalle puolelle epdyhtdlomerkkia
jaava lauseke funktioksi f.

(2) Ratkaistaan funktion fnollakohdat.

(3) Hahmotellaan funktion fkuvaaja. Merkitaan kuvaan nollakohdat
seka funktion arvojen merkit.

(4) Paatellaan epayhtalon ratkaisu nollakohtien ja kuvaajan avulla.

a)

—x2—x>-12
—x2—x+12>0
=f(x)

Nollakohdat: —x%2 —x + 12 =0

1+/(-1)2—4-(-1)-12 1+VI+48 1+49 1+7
X = = = =

2-(-1) -2 -2 -2
Nollakohdat ovat x =~ = 22 = 3 jax = A ——
-2 -2 -2 -2
Funktion f(x) = —x? — x + 12 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.

Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merkit.

Paitelladn epayhtilén —x? — x + 12 = 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on nolla tai positiivinen silloin, kun —4 < x < 3.

Alkuperiinen epayhtilé —x? — x > —12 toteutuu samalla valill3, eli
kun —4 <x < 3.



b)

x24+2x>8
x242x—-8>0
I —
=f(x)

Nollakohdat: x> + 2x —8 =10

—24./22—-4-1-(-8) —-2+V4+32 -2++36 -246
X = = = =
2-1 2 2

N

Nollakohdat ovat x = % = _78 =—4jax = _22+6 -

=2
2

Funktion f(x) = x? + 2x — 8 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merkit.

Piitelldan epayhtilon x2 + 2x — 8 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on positiivinen silloin, kun x < —4 tai x > 2.

Alkuperiinen epayhtilo x2 + 2x > 8 toteutuu samoilla vileill3, eli kun
x < —4taix > 2.



57.

a)2x2—-32>0
Nollakohdat:
2x2—-32=0
2x2 =32 |:2
=16 |V
x =44

Nollakohdat ovat x = —4 jax = 4.

Funktion f(x) = 2x? — 32 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merkit.

Piitelldan epayhtilon 2x? — 32 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla: funktion
arvo on positiivinen silloin, kun x < —4 tai x > 4.



b)

x4+ 6x<7
X2 4+6x—7<0
S —
=f(x)

Nollakohdat: x> + 6x —7 =0

—6+./62—4-1-(-7) —-6++36+28 —-6+vV64 —-6+8
X = = = =
2-1 2 2 2

-6-8 _ —14 -6+8 2

Nollakohdat ovat x = = = —7jax =

Funktion f(x) = x? + 6x — 7 kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merKkit.

Paatellaan epayhtilon x? + 6x — 7 < 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on nolla tai negatiivinen silloin, kun =7 < x < 1.

Alkuperiinen epdyhtild x? + 6x < 7 toteutuu samalla valill4, eli kun
-7<x<1.



58.

a)

1

¥l <

ZX =X
1
—x2—-x<0
4
=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat.
1

sz—x=0 | - 4
x2—4x=0
x(x—4)=0

x = tai x—4=0

x=4
Nollakohdat ovat x = 0 ja x = 4.

Funktion f(x) = ixz — x kuvaaja on yléspain aukeava paraabeli.

Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merkit.

Paatelldan epayhtdlon ixz — x < 0 ratkaisu kuvaajan avulla: funktion

arvo on nolla tai negatiivinen silloin, kun 0 < x < 4.

Alkuperdinen epayhtalo %xz < x toteutuu samalla valill, eli kun
0<x<4.



b)

—9x2% +2 < 3x
—9x%2—-3x+2<0
=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat:

—9x2—-3x4+2=0

3+,/(-3)2-4-(-9)-2 3++V9+72 3++81 3+9
x: = = =

2-(—9) —18 —18 —18
Nollakohdat ovat x = >— = =% = 1jax =3 _12 __2
18 -18 3 -18  -18 3
Funktion f(x) = —9x% — 3x + 2 kuvaaja on alaspiin aukeava

paraabeli. Hahmotellaan kuvaaja ja merkitadan kuvaan nollakohdat

seka funktion arvojen merkit.

Paitelladn epayhtilén —9x2 — 3x + 2 < 0 ratkaisu kuvaajan avulla:

. o I 2, . 1
funktion arvo on negatiivinen silloin, kun x < — 5 tai kun x > p

Alkuperiinen epayhtild —9x2 + 2 < 3x toteutuu samalla valill3,

: 2. .
elix < —gtalkunx >§.
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a)—2x2+12>0

Nollakohdat:

—2x2+12=0
—2x?=-12 |:(-2)

Nollakohdat ovat x = —/6 ja x = /6.

Funktion f(x) = —2x? + 12 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merKkit.

Paitelladn epayhtilén —2x2 + 12 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on positiivinen silloin, kun -6 < x < /6.



b)
3x2 > —5x + 2
3x245x—2>0

Nollakohdat:
3x245x—2=0

—5+.,52—4-3-(-2) -5+vV25+24 -5++49 -5+7
X = = = =
23 6 6 6

—-5-7 —-12 . —5+7 2
=— = =2 jax = ==
6 6 6

Nollakohdat ovat x = §

Funktion f(x) = 3x% + 5x — 2 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merKkit.

Paitelladn epayhtilén 3x2 + 5x — 2 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla:

W

funktion arvo on nolla tai positiivinen silloin, kun x < —2 tai kun x >

Alkuperiinen epayhtilo 3x? > —5x + 2 toteutuu samoilla valeill3, eli
kunx < —2taikunx > %



60.

(2x—3)Bx—-1) > x(5x—7)

6x? —2x —9x +3 > 5x%2 —7x
6x% —11x + 3 > 5x% — 7x

x2—4x4+3>0
R ——
=f(x)

Nollakohdat:
x2—4x+3=0

_4+V42—-4-1-3 4+V16-12 4+V4 442
B 2-1 - 2 S22

X

Nollakohdat ovat x = 222 =2 = ljax =2_0_3
2 2 2 2

Funktion f(x) = x? — 4x + 3 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merkit.

Paitelladn epayhtilon x? — 4x + 3 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion arvo on positiivinen silloin, kun x < 1 tai kun x > 3.

Alkuperdinen epayhtdlo (2x —3)(3x — 1) > x(5x — 7) toteutuu
samoilla valeilla, eli kun x < 1 tai kun x > 3.



61.

a)x?—4x+4<0

Nollakohdat: x2 —4x +4 =0

4+ JC82—4-1-4 4+VI6-16 4+V0 4+0 4

Funktiolla on yksi nollakohta x = 2.

Funktion f(x) = x? — 4x + 4 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabell,
joka sivuaa x-akselia kohdassa x = 2. Funktion arvo on nolla, kun
x = 2 ja funktion arvo ei koskaan ole negatiivinen.

Paitelladn epayhtilén x? — 4x + 4 < 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion arvo on nolla tai negatiivinen ainoastaan silloin, kun x = 2.



b)—x2+2x—-3>0

Nollakohdat: —x2 +2x —3 =0

—2+22-4-(-1)- (-3) _—2+V4-12 -2++V-8

x= 2 (-1 2 )
Funktiolla ei ole nollakohtia.
Funktion f(x) = —x? + 2x — 3 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.

Koska funktiolla ei ole nollakohtia, on kuvaaja kokonaisuudessaan x-
akselin alapuolella. Funktio saa ainoastaan negatiivisia arvoja.

Paitelladn epayhtilén —x? + 2x — 3 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktio saa ainoastaan negatiivisia arvoja, joten epayhtalo ei milladn
muuttujan arvolla ole tosi. Epayhtalolla ei ole ratkaisuja.



62.
a)—2x>—-8x—-8<0

Nollakohdat:

—2x2—-8x—-8=0 [:(-2)
x> +4x+4=0

_ —4+V42-4.1-4 -4+V16—-16 —4+V0 —-4+0 —4
x= 21 - 2 —T 2 T T2 T2

-2

Funktiolla on yksi nollakohta x = —2.

Funktion f(x) = —2x? — 8x — 8 kuvaaja on alaspéin aukeava
paraabeli. Hahmotellaan kuvaaja ja merkitddn kuvaan nollakohta seka
funktion arvojen merkit.

Paitelladn epayhtilén —2x2 — 8x — 8 < 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion arvo on nolla tai negatiivinen kaikilla muuttujan x arvoilla.
Epayhtalo on siis totta aina, eli kaikilla muuttujan x arvoilla.



b)
x% +4x > -5
X’ +4x+5>0

Nollakohdat: x2 + 4x + 5 =0

4 +VAZ—4-1-5 —4+V16-20 —-4+V—4
X = 2.1 - 2 -T2

Funktiolla ei ole nollakohtia.

Funktion f(x) = x? + 4x + 5 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Koska funktiolla ei ole nollakohtia, on kuvaaja kokonaisuudessaan
x-akselin ylapuolella. Funktio saa ainoastaan positiivisia arvoja.

Paitelladn epayhtilén x2 + 4x + 5 = 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktio saa ainoastaan positiivisia arvoja, joten epayhtalo on totta
kaikilla muuttujan x arvoilla.

Alkuperiinen epayhtild x? + 4x > —5 toteutuu samalla vilill3, eli
kaikilla muuttujan x arvoilla.



63.
a)

—x2—-6x<9
—x%2—6x—9<0
=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat.

—x2—6x—9=0

_6%/(-6)2-4-(-1)-(-9) 6+V36-36_ 6+V0 6+0
x= 2 (—1) -T2 T T T
6

Funktiolla on yksi nollakohta x = —3.

Funktion f(x) = —x? — 6x — 9 kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli,
joka sivuaa x-akselia kohdassa x = —3.

Hahmotellaan kuvaaja ja paatellaian epayhtilén —x2 — 6x — 9 < 0
ratkaisu kuvaajan avulla. Funktion arvo on negatiivinen kaikilla muilla
muuttujan arvoilla, paitsi nollakohdassa x = —3.

Alkuperiinen epiyhtilo —x? — 6x < 9 toteutuu samalla vélill3, eli kun
x # —3.



b)
3x2>—-7x -5
3x2+7x+5=>0
=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat.
3x2+7x+5=0

—-7+V72—-4-3.-5 —-74+V49-60 -—-7++-11
X = = =
2-3 6 6

Funktiolla ei ole nollakohtia.

Funktion f(x) = 3x% + 7x + 5 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.
Koska funktiolla ei ole nollakohtia, on kuvaaja kokonaisuudessaan x-
akselin yldpuolella. Funktio saa ainoastaan positiivisia arvoja.

Paitelladn epayhtiloén 3x2 + 7x + 5 = 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion arvo on nolla tai positiivinen kaikilla muuttujan arvoilla.

Alkuperiinen epayhtilo 3x? > —7x — 5 toteutuu samalla valill3, eli
kaikilla muuttujan x arvoilla.



64.

a)
22 +1<0
X T3%Ty
Nollakohdat:
2 _2 +1 0 |-9
Xt —=x+=-= :
3 9

9x%2 —6x+1=0

_6+,/(—6)2-4-9-1 6+v36-36 6+V0 610 6
a 29 - 18 18 18 18
1

3

Funktiolla on yksi nollakohta x = §

Funktion f(x) = x% — gx + g kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli,

. . . 1
joka sivuaa x-akselia kohdassa x = p

Hahmotellaan kuvaaja ja paatellaan epayhtilén x? — %x + 3 <0

ratkaisu kuvaajan avulla. Funktion arvo ei ole negatiivinen milldan
muuttujan arvolla, joten epayhtalolla ei ole ratkaisua.



b)
4x% > 4x — 1
4x%> —4x+1>0
=f(x)
Nollakohdat:
4x% —4x+1=0

() J(-4?-4-4-1 4+V16-16 4+V0 440
a 24 - 8 ~ T8 8
41

8

Funktiolla on yksi nollakohta x = %

Funktion f(x) = 4x? — 4x + 1 kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli,

. . . 1
joka sivuaa x-akselia kohdassa x = P

Hahmotellaan kuvaaja ja paatellaan epayhtilon 4x2 — 4x + 1> 0
ratkaisu kuvaajan avulla. Funktion arvo positiivinen kaikilla muilla

: : o 1
muuttujan x arvoilla paitsi, kun x = b

Alkuperiinen epayhtildé 4x? > 4x — 1 toteutuu, kun x # %



65.

Funktio fsaa suurempia arvoja kuin funktio g silloin, kun f(x) > g(x).
Ratkaistaan siis epayhtilé —x? + 2x + 9 > x? — 2x + 3.

—x24+2x+9>x%?—-2x+3

—2x%2+4x+6>0
=h(x)

Nollakohdat: —2x%2 +4x +6 =0

Ennen sijoittamista ratkaisukaavaan, yhtdl6 kannattaa jakaa puolittain
luvulla -2.

224 4x+6=0 |:(=2)
x2—-2x—-3=0

x_—(—Z)i\/(—2)2—4-1-(—3)_2i\/4+12_2i\/ﬁ_2i4

2-1 2 2 2
Funktiolla on kaksi nollakohtaa x = 22;4 = _72 =—ljax = sz = g = 3.
Funktion h(x) = —2x2% + 4x + 6 kuvaaja on alaspiin aukeava

paraabeli.

Paitelladn epayhtilén —2x2 + 4x + 6 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on negatiivinen silloin, kun kuvaaja on x-akselin
yldpuolella, eli kun -1 < x < 3.

Funktio f saa suurempia arvoja kuin funktio g silloin, kun —1 < x < 3.
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Funktion f kuvaaja kulkee funktion g kuvaajan yldapuolella silloin, kun

f(x) > g(x).

Ratkaistaan siis epayhtilo x2 + 3 > —x? + 15.
x?+3>-x2+15
2x2—12>0

=h(x)
Nollakohdat:
2x2—-12=0
2x2 =12 |:2
x2=6 Iy
x =+V6

Funktiolla h on kaksi nollakohtaa x = —V/6 jax = V6.
Funktion h(x) = 2x? — 12 kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli.

Paitelladn epayhtilén 2x2 — 12 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla: funktion
arvo on positiivinen silloin, kun kuvaaja on x-akselin ylapuolella, eli

kun x < —v/6 tai kun x > V6.

Funktion fkuvaaja kulkee funktion g kuvaajan ylapuolella silloin, kun
x < —/6 tai kun x > /6.
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a) Kuvaajan perusteella funktiolla f on kolme nollakohtaa:
x = —2,x = 0jax = 1. Funktion arvo on positiivinen, eli
f(x) > 0silloin, kun sen kuvaaja kulkee x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) > 0,kunx < —2taikun 0 < x < 1.

b) Kuvaajan perusteella funktiolla g on kaksi nollakohtaa x = 1 ja
x = 4. Funktion arvo on negatiivinen, eli g(x) < 0 silloin, kun sen
kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella.

Kuvaajan perusteella g(x) < 0, kun x < 1 tai kun x = 4.
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a) Kuvaajan perusteella funktiolla f on kaksi nollakohtaa: x = —2 ja
x = 0. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun sen kuvaaja kulkee
x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) = 0, kun x < —2 tai kun x = 0.

b) Kuvaajan perusteella funktiolla g on kolme nollakohtaa x = -2,
x = 1jax = 3. Funktion arvo on negatiivinen silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin alapuolella.

Kuvaajan perusteella g(x) < 0,kunx < —2taikun1 < x < 3.

c) Epayhtilon g(x) = f(x) ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla
funktion g arvo on suurempi tai yhta suuri kuin funktion farvo.

Kuvaajan perusteella funktioilla on sama arvo silloin, kun x = —2.
Taman kohdan jalkeen, eli kun x > —2, funktion g kuvaaja kulkee
funktion fkuvaajan yldpuolella, eli funktion g arvo on suurempi kuin
funktion farvo.

Kuvaajan perusteella g(x) > f(x), kun x > —2.



69.

a) Kuvaajan perusteella funktiolla f on kaksi nollakohtaa: x = 0 ja
x = 4. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun sen kuvaaja kulkee
x-akselin ylapuolella.

Kuvaajan perusteella f(x) > 0, kun x < 0 tai kun x > 4.

b) Kuvaajan perusteella funktiolla g on yksi nollakohta x = 4. Funktion
arvo on negatiivinen silloin, kun sen kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella.

Kuvaajan perusteella g(x) < 0, kun x < 4.

c) Epayhtilon f(x) < g(x) ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla
funktion farvo on pienempi tai yhta suuri kuin funktion g arvo.

Kuvaajan perusteella funktioilla on sama arvo silloin, kun x = 1 ja kun
x = 4. Kun x on niiden kohtien vilissi, eli kun 1 < x < 4, niin funktion
g kuvaaja kulkee funktion f kuvaajan yldapuolella, eli funktion g arvo on
suurempi kuin funktion farvo.

Kuvaajan perusteella f(x) < g(x),kun1 < x < 4.
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a)

6x—1>4x+2 | +1
6x>4x+3 |l —4x
2x >3 II: 2

3
X3

b)

—4(x+3)<2(4x+1)

—4x —12<8x+2 I +12
—4x <8x+14 || —8x
—-12x < 14 I: (—12)

_ 14
=17
7

>
*=7%

Huomaa: epayhtalémerkin suunta kddntyy, kun epayhtalo jaetaan
puolittain negatiivisella luvulla.



5 1 3
~2(5x-3) = ~4(37—3)
5 3
—ZX+6Z—X+§
5
—ZX+XZ§—6
—1x>—2 - 4
4 = 2
—x > —18 I: (—1)
x <18

Huomaa: epayhtalémerkin suunta kddntyy, kun epayhtalo jaetaan
puolittain negatiivisella luvulla.
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a) —4x2+64>0

Ratkaistaan nollakohdat.
—4x%>+64=0
—4x?2 =-64 |:(—4)

x2=16 |

x =4
Nollakohdat ovat x = —4 jax = 4.

Funktion f(x) = —4x? + 64 kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.
Hahmotellaan kuvaaja ja merkitdan kuvaan nollakohdat seka funktion
arvojen merKkit.

Paitelladn epayhtilén —4x2 + 64 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla:
funktion arvo on positiivinen silloin, kun kuvaaja on x-akselin
ylapuolella, eli kun —4 < x < 4.



b)
—0,3x2—0,4x—0,1<0

Ratkaistaan nollakohdat.

—0,3x>—0,4x—0,1=0

Ennen sijoittamista ratkaisukaavaan, yhtdl6é kannattaa kertoa
puolittain luvulla -10:

—03x2—-04x—01=0 |- (—10)
3x34+4x+1=0

_ —4+V42-4.31 —4+V16-12 —4+V4 —4+2

x 2-3 6 6 6
Nollakohdatovatx = —2="2= —jax =2 =2=_1

6 6 6 6 3
Funktion f(x) = —0,3x% — 0,4x — 0,1kuvaaja on alaspiin aukeava

paraabeli. Hahmotellaan kuvaaja ja merkitadn kuvaan nollakohdat
seka funktion arvojen merkit.

Paitellaan epayhtilon —0,3x2 — 0,4x — 0,1 < 0 ratkaisu kuvaajan
avulla: funktion arvo on nolla tai negatiivinen silloin, kun kuvaaja

leikkaa x-akselin tai on sen alapuolella, eli kun x < —1 tai kun x > — §
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a)

x%2 4 2x > -3
X’ +2x+3>0
R ——

=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat.

x24+2x+5=0

—2i\/22—4-1-3_—Zi\/4—12_—2i\/—8
2-1 N 2 N 2

X =

Funktiolla fei ole nollakohtia.
Funktion f(x) = x? + 4x + 3 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.

Paitelladn epayhtilon x2 + 4x + 3 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion kuvaaja on koko ajan x-akselin ylapuolella, joten funktion
arvo on aina positiivinen.

Epayhtild x? + 4x > —3 toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.



b)

—x2>10x 4+ 25
—x?2—10x—-25>0
=f(x)

Ratkaistaan nollakohdat.

—x%2—10x—-25=0

L —(—10) +/(-10)2 —4- (—1) - (—=25) _ 10 ++100 — 100
B 2-(-1) B )

_10£V0 10

-2 =2

Funktiolla fei yksi nollakohta x = —5.

Funktion f(x) = —x? — 10x — 25 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, joka sivuaa x-akseli kohdassa x = —5.

Piitelladn epayhtilon —x? — 10x — 25 > 0 ratkaisu kuvaajan avulla.
Funktion arvo on nolla, kun x = —5, ja funktion arvo ei koskaan ole
positiivinen.

Epayhtilé —x? > 10x + 25 toteutuu vain, kun x = —5.
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Ratkaistaan epayhtalo f(x) < g(x).

fx) <glx)

1
x2—1<1x2—2 | +2

1 1
2 A2 a2
x +1<4x [ 4x
32+1<0
T
=h(x)

Ratkaistaan nollakohdat.

S i1=0
1 * -
3
—x2=-1 _
4x [
4
2 —
x 3

Luvun neli6 ei koskaan ole negatiivinen, joten yhtalolla ei ole
ratkaisua: ei nollakohtia.

Funktion h(x) = zxz + 1 kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli.

Koska funktiolla ei ole nollakohtia, kuvaaja on kokonaisuudessaan x-
akselin yldpuolella. Funktio ei siis saa negatiivisia arvoja, joten

epayhtalolla %xz + 1 < 0 ei ole ratkaisuja. Talloin myoskaan

epayhtalolla f(x) < g(x) ei ole ratkaisuja.



Funktio f(x) = x? — 1 ei milli4n muuttujan arvolla saa pienempii

arvoja kuin funktio g(x) = ixz — 2.

Tehtadva voidaan ratkaista myds paattelemalld, funktioiden kuvaajien
avulla:

e molempien funktioiden kuvaajat ovat yléspain aukeavia
paraabeleja

e funktion f(x) = x? — 1 kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa
y = —1ja funktion g(x) = ixz — 2 kuvaaja leikkaa y-akselin
kohdassa y = —2, toisin sanoen: f(0) > g(0)

. . . . 1.
e toisen asteen termin kertoimet ovata = 1 Jaa = 7 joten

funktion f kuvaajaparaabeli on kapeampi kuin funktion g
kuvaajaparaabeli

Voidaan siis paatell3, ettd funktio f(x) = x? — 1 ei millA4n muuttujan

arvolla saa pienempia arvoja kuin funktio g(x) = ixz -2
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Epayhtilon h(x) = 0 ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla
funktion h arvo on nolla tai positiivinen. Nama ovat ne muuttujan
arvot, joissa funktion kuvaajalla oleva piste on x-akselilla tai sen
ylapuolella.

Kuvaajan perusteella funktiolla h on nelja nollakohtaa:
x = —4, x = =3,x = —1 jax = 1. Funktion arvo on positiivinen
silloin, kun sen kuvaaja kulkee x-akselin yldpuolella.

Kuvaajan perusteella h(x) = 0,kun —4 < x < —3taikun -1 < x < 1.



Epayhtalon f(x) > 0 ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla
funktion farvo on nolla tai positiivinen. Ndma ovat ne muuttujan arvot,
joissa funktion kuvaajalla oleva piste on x-akselilla tai sen ylapuolella.

Kuvaajan perusteella funktiolla f on nelja nollakohtaa:
x =—2,x = 0,x = 1jax = 2. Laskemalla voimme varmistua siita, etta
nama ovat nollakohdat (eivatka nollakohtien likiarvoja):

f(=2)=05-(=2)5—(=2)*—15-(=2)3+4-(-2)3*-2-(-2)=0
f(0)=05-0°—0*—15-03+4-03—-2-0=0
f(1)=05-15-1*—15-13+4-13-2-1=0
f(2)=05-25-2%-15-2344-23-2-2=0

Funktio fvaihtaa kuvaajan perusteella merkkidan jokaisessa
nollakohdassa. Funktion arvo on positiivinen silloin, kun sen kuvaaja
kulkee x-akselin yldpuolella.



Kuvaajan perusteella epayhtélo f(x) = 0 toteutuu kun —2 < x < 0 tai
kunx = 1 taikun x > 2.
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