Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1.1 Kahden muuttujan lineaarinen yhtilo
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

2. a)

3x—6y=12
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b)
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b)

Bx+2y—4=0

2y=-3x+4
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c)
6—4y+2x=2
—4y=-2x—4 [:(-4)
1
=—x+1
77
yA
y=1x+1
5 2
L
P
2 X
4. Suoran ratkaistu muoto on
55x=3y—-6=0
—3y==5x+6]:(-3)
5
=—x—2
773

y- akselin leikkauspiste nihdaian vakiotermisté. Piste on siis (0, -2).
x- akselin letkkauskohta on nollakohta. Kun y =0, niin

éx—2=0:E
3 3

=220
55



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

x- akselin letkkauskohta on siis piste (E,Oj

Vastaus: (0, -2) ja (2,0)

5. x- akselin leikkauskohdassa y =0, joten

3x—0+4=0
3x=—4]3

—4

X =—

3

4
Leikkauspiste on siis (— g,Oj.

y- akselin leikkauskohdassa x =0, joten

3-0— y+4=0
— y=—4}(-1)
=4

Leikkauspiste on siis (0,4)

4
Vastaus: Leikkauspisteet ovat (— E,Oj ia (0,4)



Yhtiloita ja epayhtiloiti

6. Jos suora leikkaa x- akselin pisteessa (12, 0), niin piste kuuluu suoralle ja
pisteen koordinaatit siis oteuttavat yhtdlon y = kx —8.

0=4-12-8
12£=8 |12
B
12
_2
3

2
Vastaus: £ = 5

7. Leikkauspiste voidaan ratkaista graafisesti piiramalld suorat y =5x +1 ja

y=4x+2.
yA ‘/

(1, 6)

y:=4x+2/y=5x+1

No

Vastaus: (1, 0)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

8. Piirretaan ensin suorat.

Suorat ovat y =3x +4 ja 2x+2y=-8
2y=-2x-8 :2
y=—x—4
Suorat ovat —4x+5y+9=0 ja 2x+ y—=1=0
5y=4x-9 :5 y=—-2x+1
4 9
=—x——
7 5 5
y‘/y=3x+4
2x+y-1=0
H4XF5y+9=0
2x+2y=+8 |/X g
4x + 2y | ///
2 -
/ 7] X
(/_)
DA A
(=4, —4) V4
P/
P

a) Piste (-2, -2) toteuttaa molemmat yhtalot.

b) Piste (1, -1) toteuttaa molemmat yhtalot.

Vastaus: a) (-2, - 2) b) (1,-1)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

9. Ensimmiinen suora on y = —2x — 4. Toisen suoran ratkaistu muoto on

3y—-x—-2=0
3y=x+2]:3
L2
3 3

Piirretian suorat koordinaatistoon.

Ratkaistaan leikkauspiste graafisesti katsomalla piste kuvasta.
Leikkauspiste on (-2, 0).

Tutkitaan, toteuttaako leikkaupiste yhtilon y = x + 2. Sijoitetaan pisteen
koordinaatit yhtidloon.

Jy=x+2 sif. x==2,9=0
0=-2+2
0=0 Tosi
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Piste (-2, 0) siis toteuttaa yhtalon.
Vastaus: Leikkaupiste on (-2, 0). Piste toteuttaa yhtalon.
10. Olkoon x = lyhytkarvaiset

y = pitkdkarvaiset

24 koiraa yhteensi, joten

x+y=24
y=—x+24
11. Olkoon x = 6 pullan pakkaus (Ikm.)

'y = 4 pullan pakkaus (lkm.)

Pullia yhteensa 240, joten

0x +4 y =240
4y=—6x+240 |:4

3
=——x+060
7 2
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

12. Olkoon x = ankat (kpl) 2 jalkaa/ankka
'y = vuohet (kpl) 4 jalkaa/vuohi

a) Jalkoja yhteensi 48, joten

2x +4 y=48
4y=-2x+48 4

1
=——x+12
7 2

b) Jos vuohia on 6 kpl, niin sijoitetaan y = 6.

1
6=——x+12 -2
2
12=—x+24
x=12
Ankkoja siis 12 kpl.
13. Olkoon x = 2,00 € arpojen lkm.

¥ = 2,50 € arpojen lkm.
a) Arpoja myydaan 200,00 €:1la, joten
2,00x + 2,50 y = 200,00

2,50 y = =2,00x + 200,00 :2,50
9 =-0,80x + 80,00
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

b) Jos 2,00 € arpoja myydain 60 kpl, niin x = 60.

1y =-0,80-60 + 80,00 = 32

Kalliimpia arpoja myydain siis 32 kpl.

14. Olkoon x = 50 m” kaksioiden lkm.
=100 m? kolmioiden lkm.

a) Rakennuslupa on 1600 m? joten

50 +100 y = 1600
100 y = =502 + 1600 |: 100
9 =—0,50x+16

b) Jos kaksioita halutaan rakentaa 10 kpl, niin »x = 10.

50-10+100 y =1600
100 y =1600 — 500 |:1OO
=11

Kolmioita rakennetaan 11 kpl.
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15.
8x+2y—-16=0
2y=-8x+16
) =—4x+8
y A
y=+4x+8
4

No

>
2\ X
16. y- akselin leikkauspisteessd x = 0 eli
—2y—-4-0+12=0
—2y=-12]:(-2)

=0

_y-akselin leikkauspiste on siis (0, 6).
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Yhtiloita ja epayhtiloiti

x- akselin leikkauspisteessd y = 0 eli
—2-0-4x+12=0

—dx =-12|:(—4)
x=3

x — akselin leikkauspiste on siis (3, 0).

17. 2) y=-x+8

y=4x-2
yA
y=4x—2
4
2 y=-x+8
=
2 X

Leikkauspiste on (2, 6).
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Yhtiloita ja epayhtiloiti

b)
2x=3y+9=0
—3y=-2x-9 [:(-3)
2
==+3
773
y—x=4
y=x+4
yA
e
y— x=4 d
2x=3y+9=0
A
/ L
1
L
2 X

Leikkauspiste on (-3, 1).

x = taksit, jothin mahtuu 8 hl6 (kpl)

18. Olkoon
y = taksit, joithin mahtuu 4 hl6 (kpl)

Koska vieraita on 120 henkil64, niin

8x+4y=120
4 y=-8x+120 4
y=-2x+30
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

19. Olkoon x = kuuden munan pakkaukset (Ikm.)
y = kymmenen munan pakkaukset (lkm.)

a) Koska munia yhteensa 900, niin

6x +10 y =900
10 y = =6x + 900 |:10
9 =-0,6x+90

b) Jos y = 18, niin

18 = —0,6x +90
0,6 =72 :0,6
x =120

Kuuden munan pakkauksia on siis 120 kpl.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1.2 Yhtilopari
20.
{y =2x+1
a)
y=—2x-3

Sijoitetaan y = —2x — 3 yhtaloon y =2x+1.

—2x—3=2x+1
—4x =4
x=-1

y=2x+1, sij. x=-1
y=2-(-D+1=-1

Siis x =-1jay=-1.
x=3y+2

b J
x=5y—38

Sijoitetaan x =3 y+ 2 yhtiloon x =5 y—8.

3y+2=5y-8
—~2y=-10 :(-2)
J=5

20



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

x=3y+2, s y=5
x=3-5+2=17

Siis x =17 ja y = 5.

21. a2
3y+x=5
+{—3y—5x=—1
—4x = 4
x =-1
3y+x =05, s x =-1
3y—1=5
3y=6 13
y=2
b)

J+4x =38
+

—2y—4x=—-4
_J/:4
y=-4

J+4x =8, si. y=—4
—4+4x=8
4 =12 |4
x=23

Vastaus:a) x =—1, y =2 b) x =3, y=—4

21



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

22.

23.

y=3x—4
2x+39+23=0

Sijoitetaan y = 3x —4 jalkimmaiseen yhtal6on.
2x +3(3x—4)+23=0
2x+9x—12+23=0

Mo = —11]: 11

x=-1

Sijoitetaan x = -1 yhtilo6n y =3x —4.
y=3-(-1)—-4=-7

Stis x=-1jay=-7.

Muodostetaan yhtaloistd yhtalopari.

3x—=6y=0
: y=x+1

Sijoitetaan y = x +1 yhtaloon 3x -6y =0.

3x—6(x+1)=0
3x—6x—6=0
—3x=6 |:(-3)

x=-2

22



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

y=x+1 sy x=-2

y=-2+1=-1
dx—y=3

b){ ’
Jy=x-3

Sijoitetaan y = x — 3 yhtdloon 4x — y = 3.

4x—(x—3)=3
4x—x+3=3
3x =0 :3
x=0

J=x-=3,s1. x=0
y=0-3=-3

Vastaus: a) x = -2, y = -1 b) x =0, y=-3

24. Muodostetaan yhtilopari.

{y=3x+l
2)
y=—-x+1

Sijoitetaan y = 3x +1 yhtaloon y = —x +1.

3x+1=—x+1
4x =0 4

x=0

23
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y=—x+1, sij. x=0

y=0+1=1
=5x—4
b {y
y=x+4

Sijoitetaan y =5x —4 yhtdloon y =x+4.

Sx—4=x+4
4x =8 4
x=2

J=x+4, si). x =2
Jy=2+4=06

Vastaus: a) (0, 1) b) (2, 6)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

25. Muodostetaan yhtilopari.

—25+5¢t=0 |5
! 5&—81‘=9|-2

—10s +252=0
+

10s —167 =18
97 =18
t= 2

—25+5¢ =0, sij. #=2
—2545-2=0

—25=-10 |:(-2)
s=5

{ 2541=2 |2
b

—4s+1=1
4s+2t=4
+{—45+i=1
3t=5
o

3
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4s + 21 =4, sij.z‘=§

45 42.2=4
3

1
45+ 0 _y :(-2)
3
1
4s= 9410
3

45 =

AN W[

Vastaus: a) 7 =2, 5 =5 b) 7

» 5x=3y=06
. a
) —-x+2y=3 -5

S5x=3y=6
+{—5x+10y=15
7y=21
=3

—x+2y=3,s1. y=3
—x+2-3=3
—x+6=3

—x==3 |:(-1)

x=3
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. Ix+5y=3 |- (-2)
3x+2y=3 |5

—14x-10y=-6
+| 15x+10y =15

x=9

3x+2y=3,s1.x=9

3:9+2y=3
27+2y=3
2y=-24 |:2
y=-12
Vastaus:a) x =3, y=3 b) x =9, y=-12

- x+2y=-4
. a
) 2x—y=-3 |-2

4x—2y=-06
5x=—-101]5
x==2

x+2y=-4
+

Sijoitetaan x = -2 yhtiloon x +2 y = —4.

27
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—2+2y=-4
2y=-2]2
y=-1

x+ y=38

2x—y=1
+| x+ =38
3x=9L3

x=3

m{%x—yZl

Sijoitetaan x = 3 yhtdloon x + y =8.
3+ y=8

=3

Vastaus: a) x = -2,y = -1 b)x=3,y=5
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28.

x+y=3
2)
4x =12—-4y
x+y=3 |- (-4)
dx+4 y=12
—4x—4y=-12
+| 4x+4y=12
0=0
Tosi

Yhtaloparilla daareton maara ratkaisuja. Nama ratkaisut toteuttavat
molemmat yhtalot:

4x+4y=12
x+y=3 .
ja 4y=—4x+12 |:4
y=—-x+3
Jy=-x+3

Yhtaloparin ratkaisuja ovat siis kaikki pisteet, jotka toteuttavat suoran
'y =—x+3 yhtilon.

29
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x+ y=3
b) -
2x+2y+6=0 |2

x+y=3 [-(-1)
x+ y=-3
—x—y=-3
+| x+y=-3
0=-6 Epaitosi

Yhtiloparilla et ole ratkaisua.

Vastaus: a) Kaikki suoran y = —x + 3 pisteet
b) FEi ratkaisua

29. Muodostetaan yhtilopari.

10 y = 4x+50

a) 2
=—x+3

J 5

2
Sijoitetaan y = EX + 3 yhtdloon 10 y = 4x +50.

10(%x+3) =4x+50

4x +30 =4x+50

0=20 Epitosi, e ratkaisua
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

2x+3y=1
b)
—6x—9y+3=0

{ 2x+3y=1 |3

—6x—-9y=-3
Ox+9y=3
+|=6x—-9y=-3
0=0 Tosi

Yhtiloparilla dareton maira ratkaisuja. Nama ratkaisut toteuttavat
molemmat yhtalot:

2x+3y=1 —6x—-9y=-3
3y=—2x+1}:3 ja —9y=06x—-3 [:(-9)
ya2,4l 2!
33 33

Yhtaloparin ratkaisuja ovat siis kaikki pisteet, jotka toteuttavat suoran

2 1
= ——x +— yhtalon.
J 3 3 y

Vastaus: a) Ei leikkauspistettd

2 1
b) Leikkauspisteina kaikki suoran y = —gx —|—5 pisteet.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

S5x+5y—2x+2y=15
Tx+7y—3x+3y=21

3x+7y=15 |- (-4)
4x+10y=2 |3

—12x —28 y = —60
+{ 12x +30 y =63
2y=3
3

=)

3
3x+7y =15 sij.)/=5

3
3x+7-—=15
2
21
3x+—=15
2
21
3x = 215"
9
3x =— :3
2
3
X =—
2
3 3
Vastaus: x =—, y=—
2 J 2
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31. Merkitaan lukuja x = suurempi luku
y = pienempi luku

Saadaan yhtalot:

x4 y=46|-(-2)
2x+3y=103

—2x—2y=-92
+| 2x+3y=103

=11

Jos y =11, niin

x+11=46
x=46—-11=35

Vastaus: Luvut ovat 11 ja 35.

32. Merkitain x = autojen lkm.
3 = polkupy6rien lkm.

Saadaan yhtalot:

x+ y=53|-(-2)
4x+2y=136
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

—2x—2y=-106
+{ 4x+2y=136
2x =30 |[:2
x =15

Jos x =15, niin

15+ y=53
y=53-15=138

Vastaus: 15 kpl autoja, 38 kpl polkupyoria

33. Merkitdan x = aikuisten liput (kpl)
y = lasten liput (kpl)

Saadaan yhtalot:

x+ y=180 |- (-8)
8x +5y=1269

—8x —8 y =-1440
+ | 8x+5y=1269
-3y=-171
y =57
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Kun y =57, niin

x+57=180
x =180—-57=123

Vastaus: 123 aikuista, 57 lasta

34. Merkitaan x = mansikkataytteiset (kpl)
y = appelsiinitaytteiset (kpl)

Saadaan yhtalot:

x+ y=40 |-(-5)
S5x+06,5y=224

—5x—=5y=-200
+

S5x+6,5y =224
1,5y=24 |:15
=16

Kun y =16, niin

x+16=40
x=40-16=24

Vastaus: 24 kpl mansikkataytteisia, 16 kpl appelsiinitaytteisia
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

35. Merkitaan Bach eli x vuotta
Beethoven eli y vuotta
Mozart eli g vuotta

Muodostetaan tehtivissi annetuista tiedoista yhtalot.

x+ y+g=156
x=y+9
x=0-21

Koska kaikkien 1t yhteensa oli 156 vuotta, niin

(y+9)+ y+(y—21)=156

J+9+ y+ y—21=156
3y=1681]:3

=56

x=9y+9=56+9 =065
=y-21=56-21 =235

Vastaus: Bach 65 v, Beethoven 56 v, Mozart 35 v

36



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

36. Merkitaan x = paidan hinta (€)
= housujen hinta (€)

Saadaan yhtilot

{0,@« +0,75 y = 60,60 alennetut hinnat

x + y =88 norm.hinnat

0,65 +0,75 y = 60,60
x+ y=88 |-(=0,6)

0,65 + 0,75 5 = 60,60
+]=0,6x—0,6 9 =—52,80

0,15y=78
=52
Jos y =52, niin
x +52 =288
x =88 —52 =36

Vastaus: Paita 36 €, housut 52 €.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

37. Merkitaan x = laimea livos (kg)
y = vakeva liuos (kg)

Saadaan yhtalot:

x+ y=20 linvoksen maara
0,050x + 0,15 y = 0,08(x + ) suolan miiri
x+y=201-0,03
—0,03x+0,07y=0

0,03x + 0,03 y = 0,06
+]=0,03x +0,07 y =0

0,1y =0,06
1 =0,6

Jos y=0,6, niin

x+0,6=2,0
x=20-0,6=14

Vastaus: Laimeaa liousta 1,4 kg, vikevampaa liuosta 0,60 kg
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

38. Merkitaan x = etanoli (kg)
y = vest (k)

Saadaan yhtalot:

x+y=180  |:(-0,88)
0,882 + 0,94 y = 1,65

—0,88x —0,88 y =—1,584
+{ 0,88x +0,94 y =1,65
0,06 y =0,066  |:0,06
=11

Jos y =11, niin

x+1,1=180
x=180-11=0,70

Montako prosenttia alkuperiisen liuoksen massasta (1,80 kg) oli etanolia?

etanoli _ 0,70

alkuperiinen linos 1,80

=0,388...

Siis prosentteina 0,3888...-100 % = 38,88...% ~ 38,9 %.

Vastaus: 38,9 %
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

39.

N y=3x+2
x+ y==-2

x+(3x+2)=-2
dx=—-4 |:4

x=-1
9=3x+2=3-(-1)+2=-3+2=-1

2xc+ y=4 (=2
by |27 - (-2)
—x+2y=1

—4x—2y=-8
+

-x+2y=1
— 5 = =T} (=5)
7
X ==
5

. 7
Smmamnngym&&m2x+y:4

14
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

40.

Vastaus: a) x = -1,y = -1 b) x =

Muodostetaan yhtalopari

2x+ y=2
6x=39y+6
2x+ y=2]3
6x—=3y=06
6x+3y=0
+|6x—=3y=0
12x =12}:12
x =1

Sijoitetaan x = 1 yhtdloon 2x + y =2.
2:1+ 9=2

y=2-2=0

Vastaus: x=1,y=10

41
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

o Sx+7y=-1 |2
. a
6x+2y=2 |- (=7)

10x+14 y = -2
+|—42x —14 y =14

—32x =-16
_—16 _1
-32 2

Ox+2y=2, sl x =

1
6-—+2y=2
> J
3+2y=2
2y=-1 :2

_ 1
J 2

L 2x=3y=1
6y=4x-06

2x=3y=1}2
—4x+6y=-06

4x—6y=2
+|—4x+6y=-06
0=-4 Epitosi
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

42.

Siis et leikkauspistetta.

1 1
Vastaus: a) (E’_E) b) Ei leikkauspistetta

Merkitian x = kahvin hinta (€)
_y = munkin hinta (€)

Saadaan yhtalot:
2x+3y=840 |3
3x+5y=13,40 |-(-2)

6x+9y =252
+ | —6x—10 y=-26,8

—y=-16
=106

Jos y=1,6, niin

2x+3-16=8,40

2x+4,.8=28,40
2x =306 : 2
x =18

Vastaus: kahvi 1,80 €, munkki 1,60 €
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

43. Merkitaan x = piirakka (kpl)
9 = kakku (kpl)

2,5dl=0251
5d1=0,51

Saadaan yhtalot:

0,25x + 0,5y =62 jauhot yht.
2x+ 2y =352 munat yht.

0,25x +0,5 y = 62 - (—4)
2x+2y=2352

—x—2y=-248
+ | 2x+2y=2352

x =104

Jos x =104, niin
2-104+2 y =352
208+2 y =352

2y=144 |:2
y=72

Vastaus: 104 piirakkaa, 72 kakkua
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1.3 Kahden muuttujan lineaarinen epayhtilo

44. a) Suora x =0 et kuulu mukaan.

yﬂX:O

N

-

<y

x>0

b) Suora y =3 et kuulu mukaan.

YA yo3

No

-

<3
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

45. a) Suora y = 2x +8 kuuluu mukaan.

YA
y=2x+8
-
2 X
P <2x+8

b) Suora y =—3x +12 kuuluu mukaan.

A

\ Y=-3x+12

N
pd

N

y23x+12
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

46. a)
4x+2y>0

2y>—4x |[:2
) > —2x

Piirretadn suora y = —2x. Suora ei kuulu mukaan.

YA
y=—2xI _
> X
b)
3x— y<2
— y<3x+2 |:(-1)
> 3x =2

Piirretddn suora y = 3x — 2. Suora ei kuulu mukaan.

A

4 /
//

. y=3x—2

// >

2 X
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

47. a)
x—=5y>10

—5y>-x+10  |:(=5)

1
<—x-2
J 5

HMﬂﬁnwmay:gx—ZSmmuﬂmdumwmm

yA

1
I

<V

\
\

b)
x22—19

y2=x+2

Piirretaan suora y = —x + 2. Suora kuuluu mukaan.

YA

N

—
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

48. a)
Ox+ y26—2y

3y2—-6x+6 :3
y2—2x+2

Piirretdan suora y—2x + 2. Suora kuuluu mukaan.

No

—

>V

b)
x—4y24+9x

—4y28x+4  |:(—4)
y<-2x-1

Piirretddn suora y = —2x —1. Suora kuuluu mukaan.

yA
y=+2x|—1

No

—

<V

49



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

49.

50.

a) y<5

b) x<3

a)
y—2x=2

y=2x+2

Tasoalue:

P<2x+2
J—2x<2

b)
x+ y=4

y=—x+4

Tasoalue:

y<-x+4
Jt+x<4
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

51. Merkitaan 5000 € apurajoja x kpl ja 2000 € apurahoja y kpl.
Koska apurahoihin kaytetdan korkeintaan 45000 €, niin

5000x + 2000 y < 45000 |: 2000
2,5x+ y<225
J<—=2,5x+22,5

Lisiksi kappalemaarit x = 0 ja y = 0.

204

=—25x+225

Suorat x =0, y =0 ja y = -2,5x + 22,5 kuuluvat mukaan.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

52. Merkitaan uunilohiannoksia x kpl ja lohipasta-annoksia y kpl
Koska lohta on tilattu 12 kg, niin

0,2x+0,1y<12
0,1 y<-0,2x+12}:0,1
< —2x+120

Lisiksi kappalemaarit x = 0 ja y = 0.

BN

J

100-
601 =—2x+120
40

20+

Suorat x =0, y =0 ja y = -2x + 120 kuuluvat mukaan.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

>2
53. a) J
x<3
Suorat kuuluvat mukaan.
YA
| y=2
' x=3
>
2 X
<4
b) {j
x> —1
Suorat eivat kuulu mukaan.
A
y yL

No

—

N
N

=<V
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

x 20
< 3x

Suorat kuuluvat mukaan.

VA /y=3x

-_ N
\

=<V

x+ <0
54. a) S
20
J < —x
<0
Suorat kuuluvat mukaan.
yA
X+y=0

—

=<V
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

b)
x 20
2x—y<1
x 20
y22x—1

Suorat kuuluvat mukaan.

N

—

> ¥

(>0

Bx—y21

(x>0

vyS3x—1
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Suorat kuuluvat mukaan.

No

—

<V

/3x—y=1

2y<—-x+1 :2

Suorat kuuluvat mukaan.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

y
2
X+ 2y=1
-
/ X
—4x+y=2
b)
3x+06y<0
y—2x>4
6y<-3x |[:6
y>2x+4
< 1
——x
7 2
y>2x+4
Suorat eivit kuulu mukaan.
Y/‘
ytr2x=4
>
X
3x +6y=0
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

c)
y<4x+1
JS<—2x-3

Suorat kuuluvat mukaan.

YA/
y=—2)<—:» q
/ X
y=4x+1
56. a)
x>0
< <8
Ax—yﬁl
x>0
T <8

—y<—Ax+1](-1)

(x>0
17<8
by24x—l

Suorat kuuluvat mukaan.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

A
4 x=0 /
y=8 //
//
| fAxrys
// 7 X
// ) X
b)
[
<
xX—J25
<
y<x-5
Suorat kuuluvat mukaan.
):quzo
y=0
2 X
Xx—y=>5
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

(x <3
y>1
x+ y<6
2x— >0

(<3
y>1
J<-x+6

Ly <2x

Suorat eivat kuulu mukaan.

y

kv
x
|
<
Il
o

Ty

No
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

57. a)
<5

x<6
x>0

\j>0

b)
9 <1,5x
x <3
>0

58. a)

x =0

1
S——x+5
7 2

\jS7—X

b)
x>0
y=2—x+3

y=2x—2
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

59. x=2, y=x, y+3=0¢li y=-3
Suorat rajoittavat tasoalueen (el reunoja).

y<x
y>-3
x <2

=<V
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

60. Merkitaan

x = pyoreat ruukut (kpl)
y = neliéruukut (kpl)

pyored | nelid yhteensd max
X J
kivet (kg) 1,0 1,8 40
multa (1) 0 8 200

Saadaan epayhtalot (rajoittavat ehdot):

(x>0

920
L,0-x+1,8- y<40
|6x +8 y <200

-

x 20
20

1,8 y < -1,0x + 40
8 y < —6x + 200

-

x 20
320
18 y < =10x + 400

3
<——x+25
N 4

\

kivien maara

mullan maara

-10

118
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

(x>0

920
10 2
18

Lasketaan piirtimistd varten nollakohdat:

10 2
Suora y=——+22—
18 9
Nollakohta:
—Ex + 22% =0
18 9
1
——Ox = —22%
18 9
x =40
3
Suora y = _ZX+25
Nollakohta:
—éx +25=0
4
3
——x=-25
4
1
x =33—
3

64

2

1 yS——x+ 225 —> y —akselinleikkausk.y = 225

3
y < _ZX +25 —> y —akselinleikkausk. y =25

.(_E
18

J



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

25K 6x+ 8y =200

5 10 15 20 25 30 X

61. Merkitaan x = 1sompti laatikko (kpl)
y = pienempi laatikko (kpl)

iso x | pieniy | yhteensd max.

messinkivetimet 10 8 200
jalat (puuta) 8 4 150

Saadaan epiyhtalot (rajoittavat ehdot):

x 20
320
10x +8 y < 200
8x+4y<150
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

[ x>0
920
185 <—10x+200|:8
4y<—-8x+150 |:4

x>0
320

5
< 1 x+25 —> y—akselinleikkausk.y =25

y<-2x+375 —> y—akselinleikkausk.y = 37,5

Lasketaan piirtimistd varten nollakohdat:

5
Suora y = _ZX+25

Nollakohta:
— E x+25=0
4
5 5
BN H__j
4
x =20
Suora y =-2x+ 37,5
Nollakohta:
—2x+375=0

—2x=-375 |:(-2)
x=18,75
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Yhtiloita ja epayhtiloiti

62. Merkitain

yA\8f+ y=150
\
\\

2> 10X+ 8y = 200

201N\ \

s \\\

10 \\\

) N\

x = kaulakorut (kpl)
y = rannekorut (kpl)

>
5 10 15 20 25 30 x

Helmet: punaiset (kpl) siniset (kpl)
1

320 —80 = 240 1-320=80
kaulakoru | rannekoru .

yhteensi max.

X J

siniset 5 4 80
punaiset 30 10 240
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Saadaan epiyhtalot (rajoittavat ehdot):

(5 >0

920
S5x+4 y <80
30x +10 y <240

x 20
920
4y < —5x+80 -4
10y <=30x+240  |:10

x 20
920
) 5
< _ZX + 20 —> y—akselin leikkausk. y =20
y<-3x+24 —> y—akselin leikkausk. y =24

Lasketaan piirtamistd varten nollakohdat:
5
Suora y = _ZX + 20
Nollakohta:

—§x+20=0
4
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Suora y = —ix + 20

Nollakohta:
—3x+24=0
—3x =24 |:(-3)
x=8

25

\3Dx + 10y =240
20 IR\

PN 5x + 4y = 80
10 \

>
2 4 6 8 10 12 X
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

63. 2) x>5

Suora x =5 ei kuulu mukaan.

yaA x=5
>
2 416 X
b)
4x+2y<?2
2y<—4x+2 :2
y<-2x+1
Suora y =—-2x+1 ei kuulu mukaan.
yA
\Yy=—2x+1
>
2 X
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Yhtiloita ja epayhtiloiti

)
S5x+ y2T7x+3y—06

J—=3y2-b5x+T7x—0
—2y22x-06 ‘:(—2)
y)2—x+3

Suora y =—x + 3 kuuluu mukaan.

No

—

64. 2
(5 >0

19 <3
\x>)/

(x>0
17 <3

y<wx

Suorat eivat kuulu mukaan.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

y::3
|x=0
L
1
.
y =KX ) X
b)
(5> -2
1726
\2x+y—3§l
(x> -2
926
< 2x+4
Suorat kuuluvat mukaan.
yA
X=-2
y=6
. y=[-2x+4
>
)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

65. Suorat etvat kuulu mukaan.

a) 2x+ y =5 alapuoli

2x+ y<5
P <-2x+5

b) Suorat:

x=0 oikea puoli
x>0

dx—2y=4 ylapuoli
—2y==3x+4 [:}(-2)

3
=—x=2
7 2

3
> —x—2
4 2

x+2y=14 alapuoli
2y=—x+14 |:2

1
=——x+7
7 2
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1
<-——x+7
7 2

Tasoalue on siis:

x>0
3
>—x—2
J 2
< 1 +7
——Xx
J 2

66. Merkitiaan x = isompien pakkausten lkm. (25 tablettia/pakkaus)
)y = pienempien pakkausten lkm. (10 tablettia/pakkaus)

Koska tabletteja valmistetaan paivassa enintaan 6000 kpl, niin

25x +10 y <6000
10 y < =25+ 6000 |: 10
7 <-2,5x+600

Lisiksi kappalemaarit x = 0 ja y = 0.

Ratkaisuna on tasoalue:

x 20
920
< =25x+600 —> y — akselin leikkauskohta y =600
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Piiretaan suorat y = —2,5x + 600, x = 07a y = 0.

Suorat kuuluvat mukaan tasoalueeseen.

GO0

5004

400+

3004

2004

y==2,5x+600

67. Merkitaan

x = tasavoimakentilliset (kpl)
y = alivoimakentalliset (kpl)

tasavoima | alivoima N
yhteensi max.
X J
hyo6kkaijat 3 2 30
puolustajat 2 2 60

Saadaan epayhtalot (rajoittavat ehdot):

x>0

920

<
3x+2y <80
2x+2y <060
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

(x>0
20
12y<-3x+80 |2
2y <-2x+60 |:2

x20
920
) 3
< ) x +40 —> y —akselin leikkausk. y =40
y<—-x+30 —> y —akselin leikkausk. y =30

Lasketaan piirtimista varten nollakohdat:

3
Suora y = _EX + 40
Nollakohta:

_2 44020
2
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

3
Suora y = _EX + 30

Nollakohta:
-x+30=0
—x=-30 [:(-1)
x =30
yA
\\3)< + 2y =80
25
20
\
15 \
10
2x + 2y =60
> \
\

>
5 10 15 20 25 30 x
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1.4 Lausekkeen arvo tasoalueessa

68. Optimoitava lauseke saa suurimman ja pienimman arvonsa
tarkasteltavan monikulmion kirkipisteissa.

2)
Kéirk1p:st Lausekkeen 3x +5 y arvo
0,9 3-0+5-9=45
©, -1) 3:0+5-(-1)=-5
2, 3) 3-2+5-3=21
b)
Karklpelst Lausekkeen 3x +5 y arvo

0,60 [3:0+5-6=30
2,4 [3-2+5-4=26
2,0 [3-2+5-0=6
0,-2) |3-0+5-(—2)=-10

Vastaus: a) Pienin arvo -5, suurin arvo 45
b) Pienin arvo -10, suurin arvo 30
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

69. Optimoitava lauseke saa suurimman ja pienimman arvonsa
tarkasteltavan monikulmion kirkpisteissa.

a)
KﬁrklpelSt Lausekkeen 6x —8 y arvo
0, 2) 6-0-8-2=-16
1,49 |6-1-8-4=-26
2,3) 6:2-8-3=-12
O, 1) 6-0—8-1=-8
b)
Karklpel St Lausekkeen Gx —8 ) arvo
0,100 |6-0-8-10=-80
(4, 6) 6-4-8-6=-24
2, 0) 6-2-8-=12
(0, 0) 6-0-8-0=0

Vastaus: a) Pienin arvo -20, suurin arvo -8
b) Pienin arvo -80, suurin arvo 12
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

70. Koska tasoalue on rajoittamaton, tutkitaan suorien 2x +5 y = ¢ joukkoa.
Kaikki tallaiset suorat ovat yhdensuuntaisia suoran 2x +5 y = 0 kanssa.

2x+5y=0
5y=-2x
2
J’—_EX

Piirretddan muutamia timin suoran kanssa yhdensuuntaisia suoria, jotka
leikkaavat tasoaluetta.

2
)
. 2, 0)
AN

Pienin vakiotermin ¢ arvo on suoralla, joka sivuaa tasoaluetta pisteessa
(2, 0). Lauseke saa tilléin arvon 2x +5y =2-2+5-0 = 4. Vakiotermi

vol suurentua rajatta, joten lausekkeella ei ole suurinta arvoa.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

b)

//

/
///
/

ky

, 0)

/I:
N

/

Suurin vakiotermin arvo on suoralla, joka sivuaa tasoaluetta pisteessi
(1, 2). Lauseke saa tilloin arvon 2x+5y=2-1+5-2=12. Vakiotermi

Vol pienentya rajatta, joten pieninta arvoa et ole.

Vastaus: a) Pienin arvo 4, suurinta arvoa ei ole.
b) Pieninta arvoa ei ole, suurin arvo 12.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

71. Tutkitaan suorien 5x + y = ¢ joukkoa. Kaikki tallaiset suorat ovat
yhdensuuntaisia suoran 5x + y =0 kanssa.

5x+ y=0
y=-b5x

Piirretadn koordinaatistoon timin suoran kanssa yhdensuuntaisia suoria,
jotka leikkaavat tasoaluetta.

e

Suurin vakiotermi ¢ on suoralla, joka kulkee pisteen (2, 2) kautta. Lauseke
saa tassd pisteessd arvon bx + y=5-2+2=10+2=12

Vakiotermi voi pienentya rajatta, joten lausekkeella ei ole pieninta arvoa.

Vastaus: Suurin arvo 12, pieninti arvoa ei ole.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

72. Piirretiin koordinaatistoon suorat:
y=2x,y=x+ 3jay—akseli eli suora x = 0.

Hahmotellaan tasoalue, joka on kolmion muotoinen. Lasketaan

karkipisteiden koordinaatit.

) =2x
Jy=x+3
2x=x+3
x=3

Leikkauspisteen y — koordinaatti saadaan sijoittamalla x = 3 yhtil66n
y=2x=2-3=06. Leikkauspiste on siis 4 = (3, 06).
Toinen leikkauspiste saadaan suoran y = x + 3 x- akselin

leikkauskohdasta

x+3=0

x=-3

Leikkauspiste on siis B =( -3, 0)

Kolmas leikkauspiste on suoran y = 2x y — akselin leikkauskohta eli

piste C = (0, 0).

83



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Koska tasoalue on rajoitettu, riittad laskea lausekkeen 2 y —4x arvot
kolmion muotoisen tasoalueen karkipisteissa.

Kirkipist
(S
0,00 [2.:0-4-0=0
(3,00 | 2-0-4-(-3)=12
(3,60 [2:6-4-3=0

Lausekkeen 2 y —4x arvo

Vastaus: Suurin arvo 12, pienin arvo 0.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

73. Piirretdan suorat: y+2x =10
y==—2x+10

x — akseli: suora y = 0
y — akseli: suora x = 0

Suorat rajoittavat kolmion muotoisen tasoalueen.

x>0
920
y<-2x+10

Tasoalueen karkipisteet ovat:
A= (0, 10), koska se on suoran y = -2x +10 y — akselin leikkauskohta.
B = (0, 0), koska se on x- ja y — akselin leikkauskohta.

C = (5, 0), koska suoran y = -2x +10 nollakohta on
—2x+10=0

—2x=-10 [:(-2)

x=5
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Y
A=, 10)

0 1 2 3 4 5\,
B=(0,0) C=(5.‘B\

Koska tasoalue on rajoitettu, riittad laskea lausekkeen —2x +3 y arvot
kolmion muotoisen tasoalueen karkipisteissa.

Kﬁrklpel St | Lausekkeen — 2x +3 ) arvo
(0, 0) -2-0+3-0=0
0,100 | -2-04+3-10=30
(5, 0) —2-54+3-0=-10

Vastaus: a) suurin arvo pisteessa (0,10)
b) pienin arvo pisteessa (5, 0)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

74. 'Tasoalue on:

x 20
920
P <2x+2
(y+x <5

x>0
4)/20
P <2x+2

J/S—x+5

Piirretaan tasoalue:

Y4 y=2x+2

N OO

>
bl 4

Lasketaan karkipisteet:
A=(0,0)

B: Suoran y = 2x + 2 y-akselin leikkauskohta y = 2. Siis B = (0, 2)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

C:Suorien y =2x+2 ja y =—x+5 leitkkauspiste.

J=2x+2
J=—x+5

2x+2=—x+5
3x =3
x=1

Jos x=1,niin y=-1+5=4.81s C= (1, 4)

D: Suoran y = —x +5 nollakohta on x =5. Siis D = (5, 0)

Kirkipist Lausekkeen
e 5x — y arvo
(0, 0) 5-0-0=0
0, 2) 5:0—2=-2 pienin
1, 4) 5:1-4=1
(5, 0) 5:5—-0=25 suurin

Vastaus: Suurin arvo 25, pienin arvo -2.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

75. Tasoalue on:

<06

1y +x206
x <6

() <6
S y2—x+6
(X <6

Piirretaan tasoalue:

N
ol 4

Lasketaan karkipisteet 4, B, C:

A: Suoran y = —x + 6 y-akselin leikkauskohta on y =6. Siis A4 = (0,6)

C: Suoran y = —x + 6 nollakohta on x =6. Siis C = (6, 0)

B: Suorien y =06 ja x =06 leitkkauspiste on B = (0, 06).

89



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Kirkipist Lausekkeen
e x+9y arvo
0, 0) 0+9-6=54
(6, 0) 6+9-0=06 pienin
(6, 6) 6+9-6 =060 suurin

Vastaus: Suurin arvo 60, pienin arvo 6.

76. Tasoalue on:
x =2

<8

y22x—4

Piirretaan tasoalue.

YA

[e o}

N

xVv
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Lasketaan muodostuneen monikulmion karkipisteet .4, B, C.
A=(2,0)
B: Suoran x =2 ja y =8 leikkauspiste. Siis B = (2, 8)

C: Suorien y =8 ja y = 2x —4 leikkauspiste.

2x—4=8
2x =12
x=0

Siis C = (6, 8)

a
)
Kirkipist Lausekkeen
e 9,1x —8,4 y arvo
2, 0) 91-2—-84-0=18,2
2, 8) 9,1-2-8,4-8 =—-49 pienin
(6, 8) 91-6—-8,4-8=-12,6
b)
Kirkipist Lausekkeen
e 1,4x +6,7 y arvo

2,00 | 1,4-2+6,7-0=2,8 pienin
2,8) | 14-2467-8=564
6,8) | 14-6+67-8=62

Vastaus: a) Pienin arvo -49 b) Pienin arvo 2,8
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77. Tasoalue on:

\2J}S_5x+24 :2

1
JEToxt4 —> y—akselin leikkausk. y =4

5
< —Ex +12 —> y —akselin leikkausk. y =12
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Piirretaan tasoalue:

_
No

\2y + 5x = 24
\

4
<V

>

Lasketaan muodostuneen monikulmion kirkipisteet: .4, B, C, D.

A= (0,0)

1
B: Suoran y = _EX + 4 y-akselin leikkauskohta y =4. Siis B = (0, 4)

1 5
C: Suorien y = _EX +4ja y= _EX +12 leikkauspiste

1
——x+4=—éx+12
2 2
2x =8 :2
x =4

93



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1
Jos x=4,niinj=—5-4+4=—2+4=2.8iis C=4,2)

D: Suoran y = —%x +12 nollakohta.

Siis D = (4%,0) = (4,8;0)

Kirkipist Lausekkeen
e —0,25x + 2,15 y arvo
(0, 0) —-0,25-0+2,15-0=0
0, 4) —0,25-0+2,15-4 =8,6 suurin
4, 2) —0,25-4+215-2=33
4,8; 0) -0,25-4,8+2,15-0=-1,2 pienin

Vastaus: Suurin arvo 8,6 pisteessa (0, 4)
Pienin arvo -1,2 pisteessa (4,8; 0)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

78. Tasoalue on:

320
2 =2x+6
y=—x+5

Piirretaan tasoalue:

A

No

——

ol /

S
7/

7

\ X
hwt o 5

7

Tutkitaan suorien 4x + 2 y = ¢ joukkoa. Kaikki tallaiset suorat ovat

yhdensuuntaisia suoran 4x +2 y =0 kanssa.

2y=—4x |:2
) =—2x
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

79.

Piirretaan suora koordinaatistoon seka timan suoran kanssa
yhdensuuntaisia suoria, jotka leikkaavat tasoalueen.

Pienin vakiotermin ¢ arvo on suoralla = —2x + 6, joka sivuaa tasoaluetta
pisteessa (0, 6), jolloin lauseke 4x+2y=4-0+2-6=12.

Vakiotermi voi suurentua rajatta, joten suurinta arvoa ei siis ole.

Vastaus: Pienin arvo 12 suurinta arvoa ei ole.

2)
Kirkipist Lausekkeen
e 4x —5y arvo
©, 3) 4-0-5-3=-15 pienin
0, 0) 4-0-5-0=0
4, 0) 4-4—-5-0=16 suurin
b)
Kirkipist Lausekkeen
e 4x—5y arvo
2,5) 4-2-5-5=-17 pienin
(4, 2) 4.4-5-2=06
3, 0) 4-3-5-0=12 suurin
©, 0) 4-0-5-0=0
0, 1) 4-0-5-1=-5

Vastaus: a) Suurin arvo 16, pienin arvo -15
b) Suurin arvo 12, pienin arvo -17
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

80. Piirretadan suorat ja lasketaan tasoalueen karkipisteet.
A= (0, 10), koska suoran y = 3x + 10 y- akselin leikkauskohta on y = 10.
B = (0, 0) , koska koordinaattiakseleiden leikkauspiste on origo.
C = (-3, 0), koska suora x = -3 leikkaa x — akselin pisteessa (-3, 0).
D on suorien x = -3 ja y = 3x + 10 leikkauspiste eli

y=3-(=3)+10=1

Siis D = (-3, 1).
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Kirkipist Lausekkeen
e — y—4x arvo
0, 3) -3-4-0=-3
(0, 10) —10—-4-0=-10 pienin
(-3, 0) —0-4-(=3)=12 suurin
(-3, 1) -1-4-(-3)=11

Vastaus: Pienin arvo — 10, suurin arvo 12

81. Tasoalue on:

x 20

920
<><’+)/SZO
J+5x <36
(x>0

920
4JJS—><+20
< =5x+36
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Piirretaan tasoalue:

w
(o)}

N
()

<V

Al 4 \B 2
y=-5x+36

Lasketaan muodostuneen monikulmion kirkipisteet. Optimoitavan
lausekkeen suurin ja pienin arvo saadaan niissa pisteissa.

A= (0,0)

B: Suoran y = —5x + 36 nollakohta:

~5x+36=0
—5x ==36 [:(=5)
x=71=72
5

Siis B = (7,2; 0)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

C: Suorien y =-x+20 ja y = —5x + 306 leikkauspiste:
—x +20 =—5x+ 30
4x =16 -
x =4

Kun x =4,niin y=-4+20=16. S1is C = (4, 16)

D: Suoran y = —x + 20 y-akselin leikkauskohta y =20. Siis D = (0, 20)

Kirkipist Lausekkeen
e 15x+24 y arvo
(0, 0) 15:0+24-0=0 pienin
(7,2; 0) 15-72+24-0=108
4, 16) 15-4+24-16 =444
(0, 20) 15-0+ 24 - 20 = 480 suutrin

Vastaus: Suurin arvo 480 pisteessa (0, 20).
Pienin arvo 0 pisteessa (0, 0).
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

82. Tasoalue on:

(x>0
320
y—=3x<1

U +2x 26

(x>0
920
J<3x+1

J/S—Zx+6

Piirretaan tasoalue.

o
S~

—-\m hJ

BS

>
X
=6

y—+3x=1 y +2x

Lasketaan karkipisteet. Optimoitava lauseke saa suurimman ja
pienimmain arvonsa karkipisteissa.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

A=(0,0)
B: Suoran y = 3x +1 y-akselin leikkauskohta y =1. Siis B = (0, 1).

C:Suorien y=-2x+06 ja y =3x +1 leikkauspiste.

—2x+6=3x+1
—5x==5 [:(=5)
x=1
Jos x=1,nin y=3-1+1=4.81us C= (1, 4)

D: Suoran y = —2x + 6 nollakohta:

—2x+6=0
—2x =6 [:(-2)
x=3
Siis D = (3, 0)
Kirkipist Lausekkeen
e 7x+16 y arvo

0, 0) 7-0+16-0=0 pienin
©, 1) 7-0+16-1=16
1, 4) 7-1+16-4 =71 suurin
(3, 0) 7-3+16-0=21

Vastaus: Suurin arvo 71, pienin arvo 0
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

83. Alue on vasemmalta, ylhaaltd rajoittamaton. Tutkitaan lausekkeen
= 6x arvoja tutkimalla suorien y—6x =¢ joukkoa. Kaikki nama

suorat ovat yhdensuuntaisia origon kautta kulkevan suoran y = 6x
kanssa (¢ = 0). Piirretdan kuvaan joitakin yhdensuuntaisia suoria.

y ?\ yF6x1/10
B
3—
Y7 6x - 15
2-
1
X
T T 0 T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4
__________ 2-

Pienin vakiotermin ¢ arvo néyttdisi olevan suoralla y = 6x —15, joka
sivuaa tasoalauetta pisteessa (3, 3). Pienin arvo on siis — 15.

Kaikki timin suoran ylipuolelle jaavat suorat kulkevat tasoalueen poikki.
Naiin vakiotermi vol suurentua rajatta eikd lausekkeella voi olla suurinta
arvoa tassa tasoalueessa.

Vastaus: Pienin arvo -15, suurinta arvoa ei ole
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1.5 Sovelluksia lineaarisesta optimoinnista

84. Merkitaan x = salaattiannos
9 = keittoannos

a) Salaattiannos maksaa 5,90 € ja keittolounas 4,10 €. Myyntituloja kuvaa
siis lauseke 5,90x + 4,10 y.

b) Kootaan tehtivissa annetut tiedot taulukkoon ja muodostetaan
rajoitusehdot (epayhtalot).

salaattianno .
keittoannos ..
s yhteensi max.
~ J
tomaattia (g) 300 150 240000
sipulia (g) 200 300 300000
(300 + 150 y < 240000
200x + 300 y < 300000
X
x =0
920

r}/ < —2x+1600
2
y < —gx+1000

X =
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Yhtiliité ja

epiyhtiliiti

85. Merkitaian X = t-paita
9 = shortsit
a) t-paita 15 €/kpl tulot 15x
shortsit 20 €(kpl tulot 20y
Optimoitava lauseke on siis: 15x + 20 y
b) Kootaan tehtivan tiedot taulukkoon.
t-paita x | shortsit y yhteensi
raitakangas (m) 0,80 0,20 52,00
yksivirinen (m) 0,30 0,50 29,70
Rajoitusehdot (taulukosta):
(0,80 + 0,20 y < 52,00
) 0,30x + 0,50 y < 29,70

x 20
920

105




Yhtiliiti ja epiybtiliiti

86. Merkitaian x = ptenemmit perhot (kpl)  tulot (€)4,00x
y = suuremmat perhot (kpl)  tulot (€)9,50 y

a) Myyntitulot ovat siis: 4,00x +9,50 y

b) Rajoittavat ehdot ovat:

x 20
920
< 1
<100 —x

Rajoittavat ehdot mupdpstavat tasoalueen, jota rajoittavat suorat:

1
x=0, y=0, ]=—gx+70, y=-x+100.
Piirrtadan suorat ja lasketaan leikkauspisteet.
1 L :
A: Suoran y = —gx +70 y — akselin leikkauspiste on (0, 70).

B: Koordinaattiakselien leikkauspiste on origo eli piste (0, 0)
E: Suoran y =-x+100 nollakohta on

—x+100=0
—x =-100 |: (-1)
x =100

Siis piste E = (100, 0).
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1
D: Suorien y=-x+100 ja y= —gx + 70 leikkauspiste on

y=-x+100=-45+100=55

Siis D = (45, 55)

J
1207

k

D = (45, 55)

40+

20+

0|B=(0,0)
0 20 40
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

87.

Optimoitava lauseke on 4,00x + 9,50 y.

Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvo tasoalueen karkipisteissa.

Kirkipist Lausekkeen
e 4,00x +9,50 y arvo (€)
0, 0) 4,00-0+9,50-0=0 pienin
(0, 70) 4,00-0+9,50-70 = 665
(45,55) | 4,00-45+9,50-55=10422,50 suurin
(100, 0) | 4,00-100+9,5-0 =400

Koska pienia perhoja myytiin x kpl, niin kun x = 45, myyntitulot ovat
suurimmat.

Vastaus: a) 4,00x +9,50 y (€) b) 45 kpl
Merkitaan x = 2 hlo asunto 25000 €/asunto
y = perheasunto (4 hlo) 40000 €/asunto

a) Rakennuskustannukset 25000x + 40000 y (€)

a) Rajoittavat epayhtalot:
y2——x+15
y2-—x+20

x 20
=20
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Yhtiloita ja epayhtiloiti

Tasoalueen piirtamistd varten lasketaan ensin suorien nollakohdat. Sitten
lasketaan tasoalueen karkipisteet.

Nollakohdat:

—x+20=0
x =20

1
Lisiksi suoran y = _EX +15 y—akselin leikkauskohta on y =15 ja

suoran y =—x + 20 leitkkauskohta on y = 20.

>

—

(@)
oo
p—

(0,

y=-x+20
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Piste 4 = (0, 20)

Piste B: suorien leikkauspiste

—lx+15=—x+20
2
1
—x =5 —
2 2
x =10

y=-10+20=10

Siis B = (10, 10)

Piste C = (30, 0)
Tutkitaan suorien 25000x + 40000 y = ¢ joukkoa. Suoran yhtal6 on siis

40000 y = —=25000x + ¢ |: 40000

A

9 =-0,625x +
40000

Piirretdan koordinaatistoon suoran kanssa yhdensuuntaisia suoria, jotta
voidaan maarittda pienimmat kustannukset.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

A = (0, 20)

y 625x + 10 B =(10, 10)

x
= (30, 0)

Tasoaluetta leikkaavan suoran pienin vakiotemin arvo saadaan pisteessa
B =(10,10). Kustannukset ovat siis pienimmat, kun perheasuntoja y
valmistetaan 10 kpl.

=-0.625x

Vastaus: a) 25000x + 40000 y (€) b) 10 kpl
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

88. Merkitddn x = henkil6auto (kpl) tulot 50 €/auto
'y = rekka (kpl) tulot 140 €/rekka

2) Myyntitulot 50x +140 y (€)

b) 1-x+25y <550 (tn)

¢) 10x +25 y <1000 (m?)

d) Piirretadn rajoitusehtojen avulla tasoalue koordinaatistoon.

Rajoitusehdot ovat:

(25 y < —x+550 |25
425y§—10x+1000|25
x 20
920
<Lt
>S——X
Y
9 <—=0,4x+40
x 20
WA
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Lasketaan piirtamista varten suorien nollakohdat:

—ix +22=0
25
1 1
——x=-22 -—
25 %
x =550
—0,4x+40=0
—0,4x =—40  |:(=0,4)
x =100

80

C =1(100,0)
200
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Maiiritetaan tasoalueen kirkipisteet.

1
Piste 4 = (0, 22), koska suoran y = —2—5x + 22 y- akselin leikkauskohta

on y = 22.
Leikkauspiste B:
1

——x+22=—0,4x +40
25

0,36x =18 |:0,36
x =50

y=—0,4-50+40 =20
Siis B = (50, 20).
Piste C = (100, 0)

Piste D = (0, 0)

Tutkitaan myyntitulojen arvoja karkipisteissa.

Lausekkeen
50x +140 y arvo
D (0, 0) 50-0+140-0=0
C (100, 0) | 50-100+140-0 = 5000
A(0,22) | 50-0+140-22=3080
B (50, 20) 50-50 ++140-20 = 5300 suuri

n

Karkipiste

Suurimmat myyntitulot, kun lastataan henkiléautoja x = 50 kpl ja rekkoja
=20 kpl.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Vastaus: 20 rekkaa, 50 henkil6autoa

115



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Merkitaan x = pikkukimppu
y = iso kimppu

Myyntitulot ovat 3,50x + 4,80 y (optimoitava lauseke)

Rajoittavat ehdot ovat:

(55 +10 y <120
6x +8 y <100
x 20
20

Lasketaan suorien piirtamista varten nollakohdat ja leikkauspiste:

——x+12=0

——x=-12 -(-2)

x =24
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

—éx+121=0
4 2

NP .(_i)
4 2 3

100
=—=106,7

X

1
Suorien y — akselin leikkauskohdat ovat y =12 ja y = 125

y A
NN A
10 C
5 \\‘\y__1X+12
D| B\\‘\Z X
h 24 X
3 100N
= ==X+ —
T e ™~
Leikkauspiste C:
y=——x+12
3 100
J ==Xt
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

1
== 2412 =-1412 =11, 5iis €= (2, 11)

Saadaan siis tasoalueen karkipisteet:

A=(0,12),B= (%,0), C=(2,11)ja D= (0, 0).

Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvot tasoalueen kirkipisteissa:

Kirkipiste Lausekkeen
3,50x + 4,80 y arvo (€)
A0, 12) 350-0+4.80-12=57,6
B (@,oj 350100 | 4.80.0 = 58
6 6 3
C 2, 11) 350-2+4.80-11=598 suurin
D (0, 0) 3.50-0+4.80-0=0

Vastaus: 2 pientd kimppua, 11 isoa kimppua
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

90. Merkitdin x = terveyspulla / 10 kpl
y = terveyssampyld / 10 kpl

Tuotto eli optimoitava lauseke on: 0,45x + 0,25 y
Rajoittavat ehdot ovat:

0,3x+ 0,1 y <30 (vehna)
0,15x + 0,4 y < 36 (ohra)
x 20

920

9 < =3x+300

9 <-0,375x+90
4XZO

920

Lasketaan suorien piirtamista varten nollakohdat:

—3x 4300 =0
—3x=-300  |:(=3)
x =100
~0,375x +90 =0
—0,375x ==90 |:(=0,375)
x =240

Lisaksi suorien y- akselin leikkauskohdat ovat y = 300 ja y = 90.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

(o)
(@)
(e}

Y
D
(@)

J\B"\\\ \
\ C
S y=-0,375x+ 90
20 \ T
D T
A 20 1 200 X
\y= +3x+ 300
Leikkauspiste C:
9 =-0,375x+90
9 ==3x+300
—0,375x + 90 = —3x + 300
2,625x =210 :2,625

x =80

9 =-3-80+300 = 60, siis C = (80, 60)
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Rajoitetun alueen karkispiteet ovat siis:

A= (0, 0), B= (0, 90), C = (80, 60) ja D = (0, 100)

Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvot kirkipisteissa.

Karkipiste Lausekeen 0,45x + 0,25 y
arvo (€)
A0, 0) 0,45-04+0,25-0=0
B (0, 90) 0,45-0+0,25-90 =225
C (80, 60) 0,45-80+0,25-60 =51 suurin
D (100, 0) 0,45-100+0,25-0 =45

Tuotto on suurin, kun valmistetaan 80-10kpl = 800kpl terveyspullaa ja
00 -10kpl = 600kpl terveyssampylaa.

Jos valmistetaan vain terveyssampyloitd, niin niitd voidaan valmistaa max.

90 kpl, koska karkispiste B = (0,90). Jauhoja kuluu tall6in:
vehni: 0,3-0+0,1-90 =9
ohra: 0,15-0+0,4-90 = 36

Vehnijauhoja jai siis yli 30 —9 = 21 (kg).

Ohrajauhot kuluvat kaikki.

Jos valmistetaan pelkkia sampyloita, niin ohrajauhojen loputtua

vehnijauhoja jaa yli 21 kg,

Vastaus: 800 terveyspullaa, 600 terveyssampylda. Jos valmistetaan pelkkid
sampyloitd, vehndjauhoja jaa yli 21 kg, kun ohrajauhot loppuvat.
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

91. Merkitaan

x = puolukkapiirakka
y = mustikkapiirakka

Kootaan annetut tiedot taulukkoon.

Puolukka Mustikka
yht.
X Y
Taikina (kg) 0,20 0,35 7.5
Aika (min) 15 20 8-60=480
Myyntitulot (€) 8,50 12,50 8,50x +1250 y

a) Optimoitava lauseke on siis 8,50x +12,50 y (myyntitulot, €)

b) Rajoitusehdot ovat (taulukosta):
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(0,20x +0,35 y < 7,5
155 + 20 y < 480
x 20
(020




Yhtiliiti ja epiybtiliiti

92. Merkitain y = turistipaikka
x = litkemiespaikka

Kustannukset 500 y +800x (optimoitava lauseke)

Rajoittavat ehdot ovat:

(>0
920
19 <—x+70

3
>——x+75
4 2

Lasketaan suorien piirtaimista varten nollakohdat:

—x+70=0
x =70

Lisiksi y-akselin leikkauskohta y =70

—éx+75=0
2
—éx:—75 ‘: (—é)
2
x =50

Lisiksi y-akselin leikkauskohta y =75
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

\y=-15¢+75

y=-x+70

601
B = (10, 60)

40-
20-
. = (70, 0) X
-20 0 80

Suotuisan tasoalueen karkipisteet ovat:
A= (70,0)

B: suorien leikkauspiste

3
=——x+75
7 2
y=—x+70

—§x+75=—x+70
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

93.

Jos x =10, niin y=-10+70=60. Sits B = (10, 60)

C = (50,0)

Lasketaan kustannusten arvot tasoalueen karkipisteissa.

Kirkipiste Lausekkeen 500 y +800x arvo (€)
A (70, 0) 500-0+800-70 = 56000
B (10, 60) 500-60+800-10=38000 pienin
C (50, 0) 500-0+800-50=40000

Pienin arvo saadaan pisteessa (10, 60).
Pienimmait kustannukset saadaan siis, kun rakennetaan 60 turistipaikkaa
ja 10 liikemiespaikkaa.

Vastaus: a) 500 y +800x b) 60 turistipaikkaa, 10 litkemiespaikkaa

Merkitaan x = uusikuosinen
y = vanhakuosinen

Myyntitulot ovat 120x +100 y (€)

Rajoitusehdot ovat:

(0,4x+0,6y<72
0,4x+0,2y<48
x =0
20
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Yhtiliiti ja epiybtiliiti

( 0,4

JS——x+12

b

Jy<S-2x+24
x>0
320

Lasketaan suorien piirtimista varten nollakohdat:

—O’4x+12=0
04 |:_0A
0,6 0,6
x =18
—2x+24=0
—2x =—24:(-2)
x=12

Suorien y- akselin leikkauskohdat ovat y = 12 ja y = 24.

126



Yhtiliiti ja epiybtiliiti

< ('\' “n D

. /

e
v/

|

I\"j

BN

P

+

N

\y

R
x<Vv

~N

\
- —2x + 24\ \\

/O.

Miaritetddn tasoalueen karkipisteet:

A= (0, 12)
Suorien leikkauspiste B:

O’4x+12

b

y=—2x+24




Yhtiliiti ja epiybtiliiti

Siis B = (9, 6)

D = (12, 0)

Tutkitaan optimoitavan lausekkeen arvoa karkipisteissa:

. qe s Lausekkeen
Karkipiste 120x +100 y arvo (€)
A0, 12) 120-0+100-12 = 1200
B (9, 6) 120-94100-6=1680 suurin
C(0,0) 120-0+100-0=0
D (12,0) 120-12+100- 0 = 1440

Suurin myyntitulo on 1680 €, kun myydéaan 9 kpl uusikuosisia villapaitoja
ja 6 kpl vanhakuosisia villapaitoja.

Vastaus: uusikuosisia 9 kpl, vanhakuosisia 6 kpl, tulot 1680 €
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Lukunjonot ja summat

2.1 Lukujono

94. 2) a, =—4n+32

a4y, = —4-25+32=—68

95. Yleinen jisen on @, = 3n" —7Tn

a) a,=3-1"-7-1=—4

b) a, =3-3°-7-3=6

Q) @, = 3-100% =7-100 = 29300



Lukunjonot ja summat

96.

97.

)

b)

)

a, =—6m+5

a, =—6-1+5=-1

a,=—6-2+5=-7
a;,=—6-3+5=-13

a,=100-0,5""

a, =100-0,5" =100
a, =100-0,5" =50
a, =100-0,5" =25
a, =100-0,5° =12,5



Lukunjonot ja summat

98.

b)

)

b)

d” — _4 . (_1)ﬂ+1

a, =—4-(-1)° =—4
a,=—4-(-1)° =4
ay,=—4-(-1)" =—4
a, =—4-(-1)° =4

a; =4 (kp

a,=4+2=06 (kpl)

a; =4+2+2=4+2-2=8 (kpl)

a, =4+2+2+2=4+3-2=10 (kpl

a, =5,0 ()

a, =50-0,5=4,5 ()
ay; =50-2-05=4,0 ()
a, =50-3-05=35 (I

a, =20000 (€

a, =1,20-20000 = 24000 (€)
a, =1,20% - 20000 = 28800 (€)
a, =1,20” - 20000 = 34560 (€)



Lukunjonot ja summat

99. Jos massa puolittuu joka tunti, niin se 0,5 — kertaistuu tunnissa.

a) tunnin kuluttua 4, =100-0,5' =100-0,5=50 (g)
kahden tunnin kuluttua @, =100-0,5" = 25 (g)
kolmen tunnin kuluttua 2, =100-0,5> =125 (o)

b) Yleinen jasen on 2, =100-0,5" (g).

c) a,; =100-0,5" =0,00305 (g)
0,00305 g= 3,05 mg

100. Joelin lainan maari oli 1400 €
Lyhennys oli 200 € kuukaudessa.

a) 1. lyhennyksen jilkeen:
a, = 1400 — 200 = 1200 (€)

2. lyhennyksen jilkeen: @, =1400 —200 — 200 = 1400 — 2 - 200 = 1000 (€)
3. lyhennyksen jalkeen: 4, =1400—3-200 =800 (€)

4. lyhennyksen jilkeen: a, =1400—4-200 = 600 (€)

5. lyhennyksen jalkeen: «, =1400—5-200 = 400 (€)

0. lyhennyksen jalkeen: a, =1400 —6-200 = 200 (€)

7. lyhennyksen jalkeen: a2, =1400—7-200 =0 (€)

l.aina on maksettu takaisin.



Lukunjonot ja summat

b) Edelld olevan taulukoinnin perusteella

a, =1400 — - 200 = 1400 — 2007, # =1,2,3,...,7

Vastaus: a) 1200, 1000, 800, 600, 400, 200, 0 (euroa)
b) @, = 1400 — 2007

101. Tutkitaan, onko a, =926.
a) a,=6n—4

a, =926

6n—4 =926
672 =930 |: 6
n=155

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, luku 926 kuuluu jonoon.

b) a, =4n" +26

a, =926
41 +26 =926
41* =900 |: 4
n® =225
n==%x15



Lukunjonot ja summat

Koska » =15 on positiivinen kokonaisluku, luku 926 kuuluu jonoon.

Vastaus: a) kylla b) kylld

102. Tutkitaan, onko 4, =120.

a) a, =180 —12z

180 — 121 =120
— 121 = =60 :(-12)
n=1>5

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, 120 on jonon jasen.

b) a, =—12(n—15)

—12(n—15)=120  |:(-12)
n—15=-10
n=>5

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, joten 120 on jonon jasen.



Lukunjonot ja summat

) a, =12(15+ )

12(15+7) =120 |:12
15+#7=10

n=-=5

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, joten luku 120 ei ole jonon
jasen.

Vastaus: a) on b) on c) ei ole

103. Tutkitaan, milld 7n arvolla @, = 20, kun # on positiivinen kokonaisluku.

a) a, =6n—22
6n—22 =20
On =42 :0
n="7

Siis a, =20 eli 7. jasen.

10



Lukunjonot ja summat

b) a, =n” =19

72 =19 = 20
7 —197-20=0

—(-19) £ 4/(=19)* —4-1-(~20)

2-1
19121
n =
2
19+21 19-21
n= =20 tai #n= =-1
2 2
n=—1 et kay, silla » > 0.
Siis a,, =20 eli 20. jasen.
2
c)a,=n" —n+8
2
n-—n+8 =20
n—n—12=0

(DY —401-(12)
" 21

1+7 1-7
ﬁ=7=4 tat n=——=-3

2

n==3 eikay,silli > 0

11



Lukunjonot ja summat

Siis 2, = 20 eli 4. jasen.

Vastaus: a) 7. jasen b) 20. jasen

104. Yleinen jasenon a, = +06.

Lisaksi tiedetdan, kun # =9, niin 4, = —120.

c-94+6=-120
9¢ =-126 |:9
c=-14

c) 4. jasen

105. Katsomon 7. rivilld olevien penkkien mairi on 2, = 207 +110

a) 10. rivilla on penkkeji a,, =20-10+110 =310

b) Lasketaan, milld arvolla #» on voimassa «, = 510.

207+110=510
207 =400 |: 20
n=20

Siis 20. rivilld on 510 penkkia.

12



Lukunjonot ja summat

b) Lasketaan, milld arvolla 7 on voimassa a, = 630.

2072+110 =630
2072 =520 |: 20
n=26

Siis 26. rivilla on 630 penkkia.

Vastaus: a) 310 b) 20. rivissa c) 206. rivi

106. 2) 4, = 3,0 (1)

Seuraavat saadaan lisaamalld edelliseen 0,4 (1).

2, =3,0+04 (1) =34 (1)
a5 =3,0+04+04=30+2-0,4(1)=38 ()
a, =3,0+0,4+0,4+0,4=30+3-04()=4,2 ()

Jono on siis 3,0; 3,4; 3,8; ... (litraa)

13



Lukunjonot ja summat

b) Edellisen kohdan perusteella havaitaan,

a,=30+(n—1)-04
=3,0+0,47—0,4
=0,4n+2,6

Q) a, =11,0 (/)

0,4n+2,6=11,0
0,47 =84 [:0.4
n=21

Siis 21. kerralla.

Vastaus:a) 3,0; 3,4; 3,8; ... b) 2, =0,4n+2,6 c¢)21. kerralla

107. 2) Yleinen jasen on 2, =42—17xn

a, =42—-17-12=-162

b) Yleinen jisen on a, =—n’ +n" +n

a, =—12° +12> +12=-1572

14



Lukunjonot ja summat

108. Tutkitaan, milloin «, = 8.

3n+1
a) a, =
2
+1
3n _gq |_2
2
3n+1=16
3n=15 |3
n=2>5
Siis a; =8
b) a, =n"—Tn
n”—Tn=28
n”—=Tn—8=0

_mEDEED —4-1-(8)

2.1
7+481 749
n = =
2 2
749 -
n=——=8 tai n=7—9=—1
2 2

n=—1 et kiy, koska » >0

Siis #, =8

15



Lukunjonot ja summat

) a, =2+3n"

2+3n° =8
3 =6 |:3
nt =2

n=12 =+1414..

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, niin luku 8 ei ole jonossa.

Vastaus: a) 5. jasen b) 8. jasen c) ei ole

jonossa

109. a) 5, 10, 15, 20

Huomataan, ettd seuraava jasen saadaan lisiamalla edelliseen luku 5.

a, =5
a,=5+5=2-5=10

a; =5+5+5=3-5=15

a, =5+5+5+5=4-5=20

a. =bn

16



Lukunjonot ja summat

b) 100, 97, 94, 91

Huomataan, ettd seuraava jasen saadaan vihentamalla edellisesta luku 3.

a;, =100

a, =100—3=97

ay =100-3-3=100-2-3=94
a, =100-3-3-3=100-3-3=91

a, =100—(2—1)-3=100-3#+3=-32+103

1 1 1
C) s s s

10 100 1000

Huomataan, ettd seuraava jasen saadaan jakamalla edellinen luvulla 10 eli

1
kertomalla luvulla —.

17



Lukunjonot ja summat

d)-3,3,-3,3

Huomataan, ettd seuraava saadaan kertomalla edellinen jiasen luvulla -1.

a, =-=3
a, ==3-(-1)=3
ay ==3+(=1)-(=1)==3-(-1)°
ay ==3(=1): (=) (-1) = 3- (-1’
a,==3-(-1)""
tai

a,=3(=1) (1) =3-(=1)""" =3-(-1)’

110. Asiakasmaira

e alussa 2, =150
e  kuukauden kuluttua @, =1,02-150

e 2 kuukauden kuluttua ; =1,02” -150
e 3 kuukauden kuluttua @, = 1,02’ -150

e 12 kk kuluttua 4,, =1,02"* -150=190,236...< 200

Siis asiakasmaara ei ylita 200 asiakkaan rajaa.

Vastaus: Ei ylitd

18



Lukunjonot ja summat

111. Elektronikuorella olevien elektronien maari on a, = 20,

a) Sisimmilli kuorella on elektroneja @, =21 =2 (kpl).

b) Lasketaan milloin 2, =98.

21" =98 ]:2
n> =49
n==7

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin 7 =7.
Siis 7. kuorella on elektroneja 98.

Vastaus: 7. kuorelle

19



Lukunjonot ja summat

2.2 Aritmeettinen lukujono

112. 2) Differenssi 4 on perikkdisten jasenten erotus eli

d=a,—a, =6—(-8)=14

b) a,, =a, +(11-6)d

a,, =42+5d =22

42 +5d4 = 22
5d=-205
d=—4
Vastaus: a) 14 b) -4

113. a) 3,7, 11
Huomataan, ettd perakkiisten jasenten erotus on 4 eli 4 =4, joten jono
on aritmeettinen.

b) -2, -8, -14
Huomataan, ettd perikkiisten jasenten erotus on -6 eli 4 = —06, joten
jono on aritmeettinen.

c) 28,22, 18
Huomataan, ettd perakkiisten jasenten erotus ei ole aina sama
(22-28=-6, 18— 22 =—4), joten jono ei ole aritmeettinen.

20



Lukunjonot ja summat

d) -15, 3, 21
Huomataan, ettd perakkiisten jasenten erotus on 18 eli 4 =18, joten
jono on aritmeettinen.

Vastaus: a) kylla b) kylla c) el d) kylla

22 3 221 1
114. Differenssi 4 = ay,—a; =—— é = 5 =l(7=
35 7 35 35 5

115. 2) a0, =3,d =2

Yleinen jasen:

a,=a, +(n—1)d

=3+(n—1)-2
=34+2n—-2
=2n+1

b) a, =4,d=5
Yleinen jasen:

a,=a,+(n-1)-d
=4+(n-1)-5
=4457-5
=5n—-1

21



Lukunjonot ja summat

116. Aritmeettinen jono -32, -27,-22, ...
a) Lasketaan yleista jasenta varten differenssi

d=-22—(=27)=-27—(-32)=5

Yleinen jasen

a,=a, +(n—1)d

=-32+(n—1)-5
=-32+5n—-5
=5n—37

b) 34. jisen on ay, = 5-34—37 =133

117. 2) 2, =8 ja a, =1

Saadaan, ettd d =a, —a;, =—1-8=-9
Yleinen jasen

a,=a, +(n—1)d
=8+(n—1)-(-9)
=8—-972+9
=—9n+17

22



Lukunjonot ja summat

b) a, =-3 ja a, =5
Saadaan, ettd d =a, —a;, =—5—(-3)=-2

Yleinen jasen

a,=a, +(n—1)d

=-3+(n—1)-(-2)
=-3-2n+2
=-2n—-1

118. 2) Aritmeettinen jono 15, 19, 23, ...

Miaritetdan ensin yleinen jasen, jonka avulla saadaan 120. jasen.

Differenssi d=23-19=19-15=4
Ensimmiinen jasen a, =15

Saadaan yleinen jisen

a,=a, +(n—1)d

=15+(n—1)-4
=15+4n—-4
=4n+11

120. jisen: a,, = 4-120+11 = 491

23



Lukunjonot ja summat

b) a, =17 ja a, =—19
Miairitetaan ensin yleinen jasen, joka avulla saadaan 120. jasen.
Differenssi 4 = —19 —(=17) = -2
Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)d
=17+ (n—-1)-(=2)

=-17-2n+2
=-2n—15

120. jasen: a,,, = —2-120—15 = —255

119. Aritmeettisen jonon kolme ensimmaista jasentd ovat 211, 204, 197.
Mairitetaan yleinen jasen. Lasketaan ensin differensst 4.

d=197—204 =204 —211=—7
a, =211

Yleinen jasen on siis

a,=a,+(n—1)d

a,=211+(n—1)-(=7)
=211-Tn+7
=—Tn+218

24



Lukunjonot ja summat

a) Lasketaan, milla arvolla 7 saadaan a, = —2029
—7n+ 218 =-2029
—7n==2247 |:(-7)
n =321
Luku on siis 321. jasen.
b) Luvut ovat positiivisia, kun a, > 0.
—7n+218>0
—7n>-218 |:(=7)

n<31,142...

Siis kun 7 < 31, jonon jasenet ovat positiivisia. Posititvisia lukuja on siis

31 kpl.

Vastaus: a) 321. jasen b) 31
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Lukunjonot ja summat

120. a) 5, 10, 15, 20
Aritmeettinen jono: ¢, =5 ja d =5

Yleinen jasen

a, =a, -I-(ﬂ—l)-d

=5+(z—1)-5
=54+52-5
=5z

Lasketaan, milloin «, = 885.

a, =885
51n = 885 :5
n=177

Siis .., = 885
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Lukunjonot ja summat

b) 17, 24, 31, 38
Aritmeettinen jono: ¢, =17 ja d =7

Yleinen jasen

a, =a, -I-(ﬁ—l)-d

=17+(n—-1)-7
=174+7n—7
=7n+10

Lasketaan, milloin &, = 885.

a, =885
7n+10 =885

7n =875 27

n=125

Siis a,,5 = 885.

Vastaus: a) 177. jasen b) 125. jasen
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Lukunjonot ja summat

121. a) a, =4 ja d =4
Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d
=4+(n—1)-(-4)

=4—4n+4
=—4n+8

Lasketaan, milloin &, = —520.

—4n+8 =-520
—4n=-528  |:(-4)
n=132

Siis @5, =—520.

b) @, =—1000 ja d =3
Yleinen jasen
a,=a, +(n—1)-d
=-1000+(2—1)-3

=-1000+ 372 -3
=3n-1003
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Lukunjonot ja summat

Lasketaan milloin a, = —520.

37—1003 =-520
317 =483 3
n=161

Siis @, = —520.

Vastaus: a) 132. jasen b) 161. jasen

122. Aritmeettinen lukujono a, =95 ja 4 =-7
Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d
=95+ (n—1)-(=7)

=95—Tn+7
=—7n+102

a) Lasketaan, milloin ¢, = 0.

a, =0
~Tn+102=0
—Tn=-102  |:(=7)

n=1457...
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Lukunjonot ja summat

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, niin luku 0 ei kuulu jonoon.

b) Lasketaan, milloin @, = —346.

a, =—346
—7n+102 = 346
—Tn=-448  |:(-7)
n =64

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin luku -346 kuuluu jonoon.

Vastaus: a) ei ole b) kylld

123. Aritmeettinen jono d =4, a,; =44
a) Yleinen jisen on a, = a, +(n—1)-d.
Sijoitetaan #»=15ja d = 4
as =a, +(15-1)-4 =44
a, +14-4 =44

a, +56 =44
a, =—12
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Lukunjonot ja summat

b) Edellisen kohdan perusteella tiedetdan, ettd , = —12. Lisidksi
tiedetaan, ettd d = 4.

Yleinen jasen

a,=a,+(n-1)-d

=—12+(n—1)-4
=—12+4n—-4
=4n-16
Vastaus: a) -12 b) a, =4n-16
124. Aritmeettinen jono, jossa a., = —278 ja as; = —308

a) Annettujen tietojen perusteella saadaan

asy +5d = a
— 278 + 54 = =308
54 =-30 |:5
d =—6 (differenssi)
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Lukunjonot ja summat

Koska a, = a, + (ﬂ — 1)d , niin esimerkiksi

ag, = a, +(50 —1)-(=6) = -278
a, +49-(=6)=-278
a, —294 =278

a; =16

b) Yleinen jasen
a,=a, +(n—1)d
=16+ (z—1)-(=6)

=16—-6n+6
=—6n+22

Vastaus: a) 2, =16,d=-6 b) a, =4n—16
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Lukunjonot ja summat

125. Hahmotellaan tilannekuva.

Kivien lukumaira
enintaan 50

/ \| «— 1480-2:50

/ \ «— 1480 - 50
/ \ 1480

Kivien lukumairit muodostavat aritmeettisen jonon:

a, =1480 ja d = —50
Jonon yleinen jisen on
a,=a,+(n-1)-d
= 1480+ (n—1)- (=50)

= 1480 — 507 + 50
= —507+1530

Ylimmassa kerroksessa on enintidin 50 kivea, koska silloin kerrosten
muodostumista ei voida enai jatkaa (4 = —50).
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Lukunjonot ja summat

Lasketaan siis, milloin «, =50.

a, =50
— 507 + 1530 = 50
—50n =—1480  |:(=50)
n=29,0

Jos 7 =29, niin ylimmissa kerroksessa on kivid

a5y =—50-29+1530 =80 > 50.

Jos n =30, niin ylimmassa kerroksessa on kivid

a5, = —50-30 +1530 = 30 < 50.

Talloin seuraavaa kerrosta ei voida enaa muodostaa. Paallimmaisessa 30.
kerroksessa on siis 30 kivea.

Vastaus: Ylin kerros on 30. kerros. Siina on 30 kivea.
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Lukunjonot ja summat

126. Laina 4200 €, lyhennys 200 €

Tutkitaan jéljelld olevaa lainamaaraa.

Lyhennys Lainaa jaljella (€)
1. lyhennys 4200 — 200 = 4000
2. lyhennys 4200 —2-200 = 3800
3. lyhennys 4200 —3-200 = 3600
n. lyhennys 4200 — - 200

Lasketaan, milloin laina lyhennetty loppuun eli jaljelld O €.

4200 — 2007 = 0
—2001 =—4200  |:(—200)
n=21

Siis 21. lyhennyksen jilkeen.

Yleinen jasen on siis @, = 4200 — 200z, » =1,2,3,...,21

b) Edella kdy ilmi, ettd 21 kuukauden (lyhennyksen) jilkeen laina on
maksettu takaisin.

Vastaus: a) 2, = 4200 — 2007 b) 21 kuukauden kuluttua
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Lukunjonot ja summat

127. Aritmeettinen jono: «, =50 ja a, = 40

Yleinen jasen on a, =4, +(z—1)-d eli saadaan

a,=a, +(6-1)-d =50+5d.

ag =40
50+ 54 = 40

5d =-10 |:5

d=-2

15. kerroksessa on halkoja

as =a, +(15-1)-d
=50+14-(-2)
=22 (halkoa)

Vastaus: 22 halkoa
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Lukunjonot ja summat

128. Tutkitaan Kroisoksen sijoitusten kehitysta.

Kuukaudet Sijoitettu summa (€)
1 100
2 100 +30 =130
3 100+30+30=100+2-30=160
4 100 +3-30 =190
5 100 +4 -30 = 220
" 100+ (#—1)-30

a) Taulukon perusteella saadaan yleinen jasen

a, =100+ (z—1)-30
=100 + 307 — 30
=301 +70 (€)

b) 4 vuoden eli 4-12 =48 kuukauden kuluttua

4,5 =30-48+70 = 1510 (€)

Vastaus: a) 2, =307+ 70 b) 1510 €
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Lukunjonot ja summat

129. Maiiritetdan jonon yleinen jasen Tutkitaan ldidkeannoksen vihenemista,

kun 2, =400mg ja 4 = —-25mg.

Piaivit Lidkeannos (mg)
1 400
2 400 — 25 = 375
3 400 —2-25 = 350
4 400 —3-25 = 325
" 400 —(n—1)-25

Taulukon perusteella saadaan yleinen jasen

a, =400—(n—1)-25
=400 — 257 + 25
= —25#1 + 425

a) 10. paivan kuluttua annos on «4,, = —25-20 +425 =175 (mg)

b) Laakekuuri loppuu, kun viimeinen annos on 25 (mg).

a, =25

— 251+ 425 =25
—252=—400  |:(-25)

n=16

17. paivana e1 enaa oteta ladketta eli kuuri kestda 16 paivaa.
Vastaus: a) 175 mg b) 16 paivia
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Lukunjonot ja summat

130. 2) -10, -4 ja 2
Aritmeettinen jono: 2, =—10 ja d =6 (2—(—4) = -4 —(-10))
Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d
=—10+(2—-1)-6

=-10+612—-06
=6n—16

b) 130, 119 ja 108
Aritmeettinen jono: @, =130 ja d =-11 (108 =119 =119-130)
Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d
=130+ (2 —1)-(-11)

=130-11»+11
=—11n+141
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Lukunjonot ja summat

N | —
| L
=
|

1 2(5 1 7 5
Aritmeettinen jono: «, =§ ja d=— (——_:___j

Yleinen jasen

1 2
=—+r-1)—
2 ( )6
V12 2
—_ - —”__
2 6 6
1 1
=—n+-—
36

131. a) -26, -10, 6
Aritmeettinen jono: ¢, =—26 ja d =6—(-10)=-10—-(-26) =16
Yleinen jasen
a,=a, +@n—-1)-d
=-26+(n—1)-16

=-26+16n—-16
=16n—42
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Lukunjonot ja summat

Tutkitaan, onko 2, =102.

a, =102
161 —42 =102
16n =144 |:16
n="9

Siis 2, =102.

b) 999, 995, 991
Aritmeettinen jono: @, =999 ja d =991—995 = 995 —999 = —4

Yleinen jasen

a,=a, +(n—1)d
=999+ (n—1)-(—4)
=999 —4n+4
= —41+1003

Tutkitaan, onko 2, =102.

a, =102
— 47 +1003 = 102
—4n=-901  |:(-4)
n = 22525

41



Lukunjonot ja summat

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, niin luku 102 ei ole jonon jasen.

Vastaus: a) 9. jisen b) ei ole

132. Aritmeettinen jono: 4 = =7 ja a, = =51

Yleinen jasen @, = a, +(n—1)-d

Sijoitetaan #» =9, d =—7 ja a, = =51, jolloin saadaan

ay =a, +(9-1)-(=7)=-51
a, +8+(=7)=—51
a, =5

Lasketaan 1500. jasen yleisen jasenen avulla

a0 = a, +(1500—1)-4
=5+1499-(=7)
=—10488

Vastaus: a-,, = —10488
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133. Koska juoksulenkki kasvaa joka vitkko saman verran, 4, muodostuu
aritmeettinen jono.

1. viikkko: 2, = 3,2km = 3200m
differenssi 4 vakio
3. vitkko: a5 = 4,0km = 4000 m

Yleinen jisen on muotoa a, = a, +(n—1)-d , joten

ay,=a, +(3-1)-d =3200+2d

3200 + 24 = 4000
2d =800 |:2
d =400 (m) = 0,4 (km)

Siis yleinen jasen on

a,=32+(n-1)-0,4
=32+047n—-0,4
=0,4n+ 2.8

Lasketaan yleisen jasenen avulla, milloin &, =15 (km).

04n+28=15
0,4n=122|:0,4
n=30,5

Jos n =30, niin lenkin pituus on a,, = 0,4-30+ 2,8 =148 <15 (km)
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Jos n =31, niin lenkin pituus on a5, =0,4-31+2,8 =15,2>15 (km).

Lenkin pituus ylittaa 15 km 31. viikolla.
Vastaus: 31. viikolla

134. Hahmotellaan tilannekuva.

Sahkolaitos

\ J

650 m 350m 350 m

Tutkitaan pylvaiden etdisyyksia sahkolaitoksesta taulukon avulla.

Pylvis Etiisyys (m)
1 650
2 650 + 350
3 650 + 2 350
n 650 + (z—1)-350
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Aritmeettinen jono: 2, =650 ja 4 =350, jolloin yleinen jasen on

a, =650+ (n—1)-350
= 650 + 3507 — 350
= 3507 + 300

a) Lasketaan jonon 50. jasen yleisen jasenen avulla

a5, = 350- 50+ 300=17800 (m)=17,8 (km)

b) Tutkitaan, milloin @, = 45,1 km = 45100 m.

a, = 45100
3501 + 300 = 45100
3501 = 44800 [:350
n =128

Siis a,,, =45100 m eli 128. pylvis on 45,1 km etaisyydella.

Vastaus: a) 17,8 km pédssa b) 128. pylvis
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2.3 Aritmeettinen summa

135. Aritmeettinen summa

S =n a, +a,
2
a)
n=11, a, =2, a;;, =52 aritmeettinen summa
2+52 4
S, =11 > 211-5—2297
2
b)
n="7,a, =-90, a;, =—060 aritmeettinen summa
—90 + (=60 —150
S, =7 ( >=7-—=—525
2
©)
n=9999, a, =1, ay99q =9999
1+9999
So999 = 9999 - = 49995000
d)

n=100, a, =1, a,,, =100

l+100:1()0-1—21=505()

810 = 100-
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136. 2) yleinen jasen ¢, =5n—2ja a;, =5-1-2=3
Yleisen jasenen avulla saadaan a,. =5-25-2=123

-3“23:25-%:1575

Sy =25

b) yleinen jasen a, =176z ja a; =17-6-1=11

Yleisen jasenen avulla saadaan a,, =17—-6-25=-133

11+ (—-133 —122
g5, L (E133) o —122

2

25 =-1525

525

137. a) Aritmeettinen jono 12, 15, 18, 21
a, =12 ja d =15-12=21-18=3

Lasketaan ensin jonon 50. jasen .

a,=a, +(n-1)d
a5, =12+49-3=159

12+159

S =50- = 4275
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b) Aritmeettinen jono 240, 227, 214, 201

a;, =240 ja d=227-240=201-214 =-13
Lasketaan ensin jonon 50. jasen a.,.

a,=a, +(n—1)-d
ag, =240 +49-(-13) = -397

240 +(-397)

Sy =50 > = 3925

138. 2) =32+ (-28)+(-24)+...+ 96
Aritmeettinen summa 2, =32 ja d =4

Lasketaan ensin yleisen jasenen avulla, monesko jasen luku 96 on.

a,=a, +(n—1)d
~32+(n—-1)-4=96

—32+4+4n—-4=96
47 =132 4
n=33
Siis a5, =96
—-32+96 64
S 233-—233-321056
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b) 3+19+35+51+...+1507

Aritmeettinen summa, jossa &, =3 ja d =16.

Lasketaan ensin yleisen jasenen avulla, monesko jasen luku 1507 on.

a,=a,+(n-1)-d
3+(n—1)-16 =1507

3+16n—16=96
167 =1520 |:16
7n=95
Siis a4 =1507.
3+ 1507 1510
S9s =95 ———=95-——=71725
2 2
1 1 2 1
139. 2) —+—+—+...+10—
3 2 3 2
) ) ) 1 . 1 1 2 1 1
Aritmeettinen summa, jossa @, =— ja d=———=———=—
3 2 3 3 2 6
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Lasketaan ensin yleisen jasenen avulla, monesko jasen luku 10— on.

1 1 1
—+(n—1)-—=10~
3 6 2
L T
36 6 2
1,10l |1
6 316
7n=02
1
Siisa&:lOE
Lol 10°

140. Lukujono 2, 26, 50, ... on aritmeettinen, koska

d=26-2=50-26=24

Lisaksi @, =2 , joten yleinen jdasen on

a,=a,+(n-1)-d

a,=2+(n—1)-24
=2+ 24124
=24n—22
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Merkitaan tarvittavien lukujen lukumairaa kirjaimella . Talloin

2+a
5, =n- 2 = 25000
2424m-22
241 —20
- = 25000 |2

(247 — 20) = 50000
24n° =201 —=50000=0  |:4
6n® =51 —12500 = 0

| —(=5)£4(=5)* —4-6-(~12500)
" 2-6
_ 5%+/300025

12
n=46,062... tai n=-—45228...

n

n=—45,228... et kiy, koska » > 0.

Lukujen maira # on positiivinen kokonaisluku.
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Edella saatiin, ettd summa §, =7 #
Jos n =46, niin

S, =46- 2446720 24932 < 25000
Jos n =47, niin summa

S, =47 cathlint S 26038 > 25000

Lukuja taytyy siis olla vahintadn 47 kpl. jotta summa ylittda 25000.

Vastaus: Jasenid jonossa vahintian 47.
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141. 1+ 2+3+...+ m £ 462241

Epayhtalon vasen puoli on aritmeettinen summa, jossa
a,=1,d =1, m kpl lukuja, m >0

m-HTws462241 2

m(1+ m) < 924482
m+ m® —924482 < ()

Ratkaistaan ensin vastaava yhtilo: z° + m — 924482 = 0

112 - 41-(-924482)

=

21
—1+/3697929
m:
2
m:_“T%:%l tai m:¥:—962

m =—962 ei kdy, koska 7 >0

Lukuja on sits 7 =961 (kpl), jolloin Sy, = 462241.

Tama on samalla suurin luku 7, silla tata pienemmilld arvoilla summa

5 <462241.

Vastaus: 7 =961
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142. Aritmeettinen jono, jonka yleinen jisen on @, = a, +(n—1)-d.
Tiedetdin, etta

40 =17919
a0y = 524

a) Yleisen jisenen avulla saadaan agy = a, +(99—1)-d = a, + 984

agy = a; +98d =524

Aritmeettisen summan avulla saadaan

a; tay

S4o =99 =17919

Sijoitetaan yhtaloon a4, = 524

a, +524

99- =17919}-2

99(z, +524) = 35838
994, + 51876 = 35838
994, =—16038 |: 99
a, =—162
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b) Yleiseen jaseneen tarvitaan vield differenssi.

Edelld saatiin ay, = 2, +984 =524 . Sijoitetaan 2, = —162-

—162+984 = 524
984 = 686 |: 98
d=7

Yleinen jasen on

a,=a,+(n-1)-d

=162+ (n—1)-7
=-162+7n—-7
=T7n—169

Vastaus: a) 2, = —162 b) a, =7n—-169

143. Aritmeettinen jono: 4 =11 ja §,, =8700

Jonon 40. jasen (viimeinen jasen) on muotoa

ay, =a, +(40-1)-11=a, +429
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Summan lausekkeen avulla saadaan

$,, = 8700

a, +a40

40 - = 8700

20(a, +a, +429)=8700  |:20
2a, +429 = 435
2a, =06 |:2

a, =3
Yleinen jasen on siis:

a,=a,+(n-1)-d

=3+(n—1)-11
=3+11z—11
=1172-8

144. 4, =125
Myynti kasvoi viikoittain 25 kpl eli 4 = 25.

a) Yleinen jasen (tuotteita myytiin vitkolla 7)
a,=a,+(n—-1)-d
=125+ (z—1)-25

=125+ 257 —25
= 252+100 (kpl)
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10. viikolla myytiin ,, = 25-10+100 = 350 (kpl)

b) Laskettava 18 vitkon myynti yhteensa.

a, tag
S =18-——— | a,3=25-18+100=550, ¢, =125

125+

_13. 5+550

2

_15.97
2

=06075

Vastaus: a) 350 kpl b) 6075 kpl

145. 2) Kolmella jaolliset, kolminumeroiset luonnolliset luvut: ensimmainen

tallainen luku on 102. (% = 34)

Luvut muodostavat aritmeettisen jonon, jossa 4 = 3. Viimeinen luku on

999. (% = 333)
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Lasketaan lukujen lukumaari # yleisen jasenen avulla.

Yleinen jasen:

a,=a,+(n-1)-d

=102+ (z—1)-3
=102+31n-3
=35+ 99

37499 =999 (viimeinen luku)

3n=900 |:3
=300
Siis @5, = 999
Summaksi saadaan
+
§y =300 25500
2
2
_ 300, 102+999
= 165150

b) Neljalla jaolliset, kolminumeroiset luonnoliset luvut: ensimmainen
tallainen luku on 100. (% = 25)

Luvut muodostavat aritmeettisen jonon, jossa d = 4. Viimeinen luku on

996. (? = 249)
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Lasketaan lukujen lukumaari 7 yleisen jasenen avulla

a,=a,+(n-1)-d

=100+ (z—1)-4
=100 +41n—4
=4n+96

31496 =996 (viimeinen luku)
47=900 |:3
n =225

Siis @5 = 996

Summaksi saadaan

100 +996

:225.1096
2

=123300

Vastaus: a) 165150 b) 123300
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146. 4, =50 m, 4 =100 m, aritmeettinen jono

Lasketaan aluksi, kuinka pitkan matkan henkil6 kavelee 30. paivana.

ay =a, +(30-1)-d
=50 +29-100 = 2950 (m)

ay+ay _ o 5042950 _ 0 3000

5., =30-
50 5 5

=30

= 45000 (m) = 45 (km)

Vastaus: 45 km

147. Hahmotellaan tilannekuva.

\ /32 m

80 cm
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a) Lyhin lauta on 80 cm, joten lasketaan monesko lauta se on.

Miairitetaan aluksi yleinen jasen.

a,=a,+(n-1)-d
=320+ (n—1)-(=5,0)
=320-51+5
= —5n+ 325 (cm)

a, =80 (cm)
— 51+ 325 =80
—5n=-245  |:(-5)
n =49

Laituriin tarvitaan siis 49 lautaa.

b)  a, =320 cm
a, =80 cm

n =49 (lautaa)

a, +ay, 80+ 320

8,5 =49- = 49.

= 9800 (cm) =98 (m)

Vastaus: a) 49 lautaa b) 98 m
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148. Hahmotellaan tilannekuva.

wo [ 11

2km o
50m 50m

d=50m

10 km

Lasketaan, montako pylvasta 10 km osuudelle mahtuu. Jos oletetaan, ettd
valaistavan osuuden molempiin pithin tulee pylvaat, tarvitaan niitd

10000 m

+1=1201 (kpl
0 m (kpD)

Lyhin kuljetus voidaan suorittaa siten, ettd ensin viedaan lahimmat kolme
pylvisti. Edestakainen matka on 2(2000 +100) m = 4200 m.

Seuraavien kolmen pylvaian kuljetusmatka on 2-150 m = 300m pidempi.

Matka pitenee niin aina seuraavien kolmen pylvaan mukaan 300 m.

201
Matkoja tehdaan T =067.

1. matka: 2, = 4200 m
2. matka: 2, =4200 m + 300 m = 4500 m
3. matka: 2, =4200 m +2-300 m =4800 m

67. matka:a,, =4200m +(67—1)- 300 m =24000m
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Kokonaismatka on siis

+ 4200 + 24000
§,=67- 0% —¢7. . m
= 944700 m
~ 945 km

Vastaus: 945 km

149. Ananastolkkien kappalemaarit noudattavat aritmeettista jonoa:

a, =1
a, =4
d=23

Yleinen jasen

a,=a, +(n—1)-d

=1+(»—-1)-3
=14+3n-3
=3n-2

n. kerroksessa siis tolkkeja 37 —2 kpl.
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a) Tolkkeja on 230 kpl, joten S, = 230.

S =230
a, ta,
7 =230
2
1+3n—2
p A2 sy 2
2
n(3n—1) = 460

3% —n—460=0

(D) (1) —4-3-(—460)
" 2-3

_1+4/5521

6
#n=1255... tai n=-12217..

n

n=-12,217... et kdy, koska » >0

Tolkeista ei siis saada 13. kerrosta tiyteen, joten kerroksia jaa 12.

b) Lasketaan, montako t6lkkid on 12. kerroksessa.

4, =3-12—2=34 (kpl)
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a, +ai, :12.1+34

oS5, =12 =210 (kpl)

Télkkeji oli 230 kpl, joten yli jad 230 —210 = 20 (kpl)

Vastaus: a) 12 kerrosta b) 34 tolkkia c) 20 tolkkid

150. Merkitddn » = 1. paivind syotyjen kalojen lkm /kissa

Piivda | Yksi kissa sy6 kaloja (kpl) 8 kissaa syo6 kaloja (kpl)
1. n 8n
2 n+1 8(n+1)
3. n+2 8(n+2)
4, n+3 8(77 + 3)
5. n+4 8(n+4)
yht. 160

Saadaan siis yhtilo:

81 +8(n+1)+8(12+2)+8(rn+3)+8(n+4) =160
8[n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+(n+4)] =160

Aritmeetthensumma
a,=n, d=1, a.=n+4
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dl+45
8:-|5-———= | =160
2

8.(5.%):160 18

S.Mzzo |.2
101+ 20 = 40
107 =20 |:10
n=2

Siis kukin kissa soi 2 kalaa 1. paivana eli yhteensa kissat soivat 82 =16

(kalaa).

Vastaus: 16 kalaa

151. Tutkitaan auditorion istuimien lukumaaria eri riveilla.

Rivi Paikat (lkm.)
1. 12

2. 12+ 4

3 12+2-4

. 12+(n=1)-4=12+4n—4=4n+8

Istuinpaikkojen lukumairit muodostavat aritmeettisen jono

0, =12,d=4.
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Paikkoja yhteensd 352 eli §, = 352.

§ =352
a, ta,
”- = 352
12+ 4n+8
p—PT7 350 |2

n(4n+20) =704
42 +20n=704=0  |:4
n° +51—176=0

52452 —4-1-(~176)

7=

21
—-5+27
ﬁ:
2
— 2 —-5-2
n= ot 7=11 tal #n= > 7=—16
2 2

n=-16 ei kay, koska 7 >0

Auditoriossa on siis 11 penkkirivia.

Vastaus: 11 penkkirivia
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152. a) a, =90
d=82-90=74-82=-8
n=9

a, =9

Aritmeettinen summa:

90 + 26
59:9’ =
2
b) a, =-15
d=-12—(-15)=-9—-(-12)=3
n="9
a, =9

Aritmeettinen summa:
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153. 2) 100 +95+ 90 +... +(=30), aritmeettinen summa, jossa

a, =100
a, =-30

n

d=95-100=90-95=-5

Lasketaan ensin, montako lukua (7) aritmeettisessa summassa on.

a,=a, +(n—1)-d=-30
100+ (2 —1)-(=5) = =30
100 — 57+ 5 = =30
—5n=-135  |:(-5)
n=27

100 + (—30)

S,, =27 5

=945

1 13 17 17 . . :
b) —+—+—+..+3—, aritmeettinen summa, jossa
4 36 36 36

1

dl:Z

a”=3;—z

So13 1 17 13 1

36 4 36 36 9
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Lasketaan ensin, montako lukua (#) aritmeettisessa summassa on.

a,=a,+(n-1)-d=-30

1 11

L (r-1)s =3

4 9 36

11 1 125
—_—t—yy—_—=—

479 9 36
11 |1
1,1 |1
0" 73 |9

7 =30

117 13
§,, =30.436 30%_55—

154. Aritmeettinen jono -5, -7, -9, ..., jossa

a, ==5

d=-7—(=5)=-9—-(-7)=-2
Miairitetaan yleinen jasen
a,=a, +(n—1)d
=—5+(n—1)-(-2)

=—5-2n+2
=—-2n—3
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Aritmeettinen summa §, < —600

Lasketaan ensin, montako lukua (#) tarvitaan, etta §, = 600.

.al-l—cz”

= —600

n

-Mz—GOO |.2

7
n(—2n—8)=—-1200
—2n° —8n+1200=0 :(-2)

2 +4n—600=0

447 —4-1-(~600)

7 =

2-1

— 4 +/2416
7=

2
#=22576... tai n=-26,576..

n=—20,576... et kiy, koska » >0

Jos n =22, niin

Szzzzz.m
222_—5+(—2-22—3)
2
=22.__52
2

=-572>-600
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Jos n =123, niin
5, =23 000

—5+(=2-23-3)
2

=23

_3. 704
2

=—621<-600

Summassa on siis oltava vihintdin 23 lukua, ettd summa alittaa -600.

Vastaus: vahintaan 23 lukua

155. Tutkitaan ladkkeen maaria eri paivina.

Piiva Annos (mg)
1. 125
2. 1255
3, 125-2-5
. 125—(2—1)-5=125-51+5
=130-"5x

Laakeen mairat noudattavat siis aritmeettista jonoa, jonka yleinen jasen

a, =130—5n.
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a) Annos viimeisena paivana on siis 5 mg eli

130-52=5
—5n=-125 :(=5)
n=25

Kuuri kestad siis 25 paivaa.

b) Lasketaan ladkemdirien summa eli aritmeettinen summa, jossa

a, =125 (mg)
n=25

d,s =5 (mg)
d =—5 (mg)

Aritmeettinen summa

125 + 1
12 5:25-%:1625 (mg)

8, =25

Vastaus: a) 25 paivai b) 1625 mg
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156. Hahmotellaan tilannekuva.

Tukkien lukumaarit eri kerroksissa muodostavat aritmeettisen jonon,

jossa
a, =1
d=1
kerroksia 7 kpl

Aritmeettinen summa, tukkeja yhteensa 171 eli

.a1+a”

S =un

) =171
2

Muodostetaan yleinen jasen «, .

a,=a, +(n-1)-d=1+(n-1)1=n

n
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Summaksi saadaan siis

PR R
n(1+n)=342
n> +n—342=0
— 14,12 —4-1-(=342)
ﬁ:
2-1
—1++/1369
n=——7"—"
2
—1+37
ﬂ:
2
—1+37 —1-
n= =18 tal #n= 1=37
2 2

n=-19 ei kiy, koska 7 >0

Kerroksia on siis 18 (kpl).

Vastaus: 18 kerrosta
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2.4 Geometrinen lukujono

157. a) 4, 20, 100

100 2
suhdeluku 19 = 20 =5=g¢
20 4
b) -9, 27, -81
81 2
subdelka ot =2l _ 5o,
27 =9

o) 550, -440, 352
350 —440 —4
5 = = = —038 = q

suhdeluku
— 440 550 5
3 3
d) 3, —, —
416
i 3\
16_3% 4_4_1
é 16 2 16 4 1
suhdeluku 4 rg=—=0,25
4
3
4_31_1
3 4 3 4
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158. 2) 0, =4-3"" =4, -¢""  ¢=3

a,=4-37"=4.3"=4

a, =4-3"" =4.37 =8748

b)ya,=-1-02""=4a,-¢"" ¢=02

a, =—-1-02"=-1.0,2" = -1

ag =—1-02°"=-1.0,2" =-128-10"

159. Geometrinen lukujono 5, 35, 245
a) Yleista jasenta varten tarvitaan ensimmainen jasen ja suhdeluku.

35 24
suhdeluku g = > _ 245 =7
5 35

ensimmainen jasen a4, =5

. .. -1 -1
Yleinen jisen on siis a,=a g =57

b) @, =5-7"" =5.7° = 588245
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160. a) 12, -306, 108

Jono on geometrinen, koska

_-36 108
T2 T 36
9. jasen ay=a,-q  =12-(=3)° =78732

1
b) -2, -1, —=
2

Jono on geometrinen, koska

1
-1 5 1
q:—:—:_
-2 -1 2

1 8
9. jisen ay=a,-q  =-2- (Ej =—0,0078125
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161. Geometrinen jono, jossa ¢ = 4 ja a, = —7168

Yleisen jasenen avulla saadaan

a 'gG_l =dg
a,-4> =-7168
10244, =-7168 : 1024
a, =—7

162. 2) Geometrinen lukujono, jossa ¢, =486, 9 = 3

Yleisen jasenen avulla saadaan

a,-3 =486
243a, = 486 |: 243

a, =2
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b) Geometrinen lukujono, jossa a4 =—-312500, o, = —4

Yleisen jasenen avulla saadaan

ap°qg T da
—4.4" =-312500 |: (—4)
g =78125
g=1/78125
g=>5

163. Geometrinen jono

a, =4

a,=a,-q"", sijoitetaan # = 5
o, =324

a,-q> =324
44" =324 |4
q4 =81
q=i4«/§
=13

10. _ . 10-1
. jasen on a,,=da, g
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Lukunjonot ja summat

a, =4-3" =78732 (kun g = 3) tai

a,, =4-(=3)" =-78732 (kun g = -3)

164. 2) 2, 4,8, ...

Jono on geometrinen, koska g =

Lasketaan yleisen jasenen a, = a, -q”_l avulla, onko a, = 64.

22" =64 |:2
2"7'=32  |ln
(7—1)In2=1n32 |:In2
1
,_1= 32
In2
In 32
n=——=+1
In2

n=>0

Koska 7 on posititvinen kokonaisluku, niin luku 64 on 6. jasen jonossa.

81



Lukunjonot ja summat

b) 32768, 16384, 8192, ...
8192 16384 1

16384 32768 2

Jono on geometrinen, koska g=

Lasketaan yleisen jasenen @, = a, -¢"~ avulla, onko @, = 64.

1 n—1
32768 - (—j
2

64 [:32768

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin luku 64 on 10. jasen jonossa.

Vastaus: a) 0. jasen b) 10. jasen
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Lukunjonot ja summat

165. Tutkitaan jonon yleisen jasenen avulla, onko a, =17496.

2) 3,36, 43

36 432
Jono on geometrinen, koska g =—=—=12.

3 36

L -1
Yleisen jasenen @, = a, -¢" avulla saadaan

a,-q"" =17496

3-12"71 =17496  |:3

12"=5832  |In
(n—1)In12=1n5832 |:In12

In 5832
n= +1
In12

n=4,485..

Koska 7 ei ole positiivinen kokonaisluku, ei luku 17496 ole jonossa.
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Lukunjonot ja summat

b) 8, 24, 72

24 72
Jono on geometrinen, koska g = —=-—=3

8 24

L -1
Yleisen jasenen a, = a, -¢" avulla saadaan

a,-q"" =17496
8-3" =17496 |8
31 =2187 |In
(n=1)In3=1n2187 |:In3
_1n2187

ﬂ_
In3
n=28

+1

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, luku 17496 on jonossa.

Vastaus: a) el b) kylla

166. Geometrinen lukujono @, =54, a,, = 39366

. 10—4
a) Yleisen jasenen avulla saadaan @, -¢ =~ =4,

54-¢° =39366 |:54
g° =729
qg= +2/729

=13
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Lukunjonot ja summat

b) Lasketaan ensin jonon ensimmainen jasen. Yleisen jasenen avulla

saadaan
a,=a,q’
Kun ¢ = 3, niin Kun ¢ = - 3, niin
54=q,-3 54 =a,-(-3)
27a, =54 |:27 —27a, =54 |:(-27)
a, =2 a;, =—2

Kun ¢, =2,niin a, =2-3=6.

Kun ¢, =-2,niin a, =-2-(=3)=06.

Vastaus: a) g =3 taig = -3 b) 2ja 6 tai-2ja 6

167. Geometrinen lukujono: 2, =16, a3 =—512.

L 83
Yleisen jasenen avulla saadaan a,-q° ~ =4y

—16-¢° ==512:(-16)
qS =32
g =332
g=2
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Lukunjonot ja summat

Miaritetdan ensimmainen jasen yleisen jasenen avulla

a4 _qz = dj
a,-2> =-16
4a, =-16 |:4
a, =—4

Kun ¢, =—4,niin a, =—4-2=-8.

Vastaus: -4 ja -8

168. Paperiarkkien pinta-alat muodostavat geometrisen jonon.

A0 Al A2 A3

' 1 1 ' 1
1m2—2>5m2—2>—m2—2>—m2

1
Koska lukujonon suhdeluku ¢ = > niin

N 1
Ala,, =1- (2) == 0,0625 (m*)=6,25 (dm”)

Vastaus: Ala on 6,25 dm?
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Lukunjonot ja summat

169. Hahmotellaan tilannekuva.

Parveke

8,0 m

\4 v
1. pomppu 2. pomppu

Tarkastellaan pallon korkeutta eri pomppujen jilkeen:

a;, =8,0 m a, = 8,0-% m (2 pompun jalkeen)

2
ay = 8,0-(%) m (3 pompun jilkeen)

Pallon korkeus noudattaa geometrista jonoa, jonka yleinen termi eli

n—1
korkeus #. pompun jilkeen on a, =8,0- (%) .

Korkeus 10. pompun jilkeen on
4
a;, =8,0- (Ej m =1,073... 1,1 (m)

Vastaus: 1,1 m
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Lukunjonot ja summat

170. 2) 3 kk = 12 viikkoa

Tarkastellaan Emilian merkkien maaraia. Merkitaan merkkien maaraa
alussa «,. Emilia kaksinkertaistaa merkkien maaran viikoittain.

1. viikko a,

2. vitkko a, -2

3. vitkko a,-2-2=a, -2’
12. viikko a, 2"

Koska merkkien maara kaksinkertaistuu vitkoittain, kyseessd on
geometrinen jono, jossa g = 2.

Tarkastellaan Eeron merkkien maaraa. Merkitaan merkkien maariaa alussa
a,. Eeron merkkien maira kasvaa 25 kpl viikoittain.

1. viikko a

2. vitkko a, +25

3. viikko a, +25+25=a,+2-25
12. viikko a, +(12-1)-25

Merkkimiari siis lisddntyy 25 kpl/viikko, joten kysessd on aritmeettinen
jono, jossa d = 25.
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Lukunjonot ja summat

171.

b) Kun merkkien maéari alussa on 2, =1, niin 12 viikon kuluttua:

Emilialla on

a, =a, 2" =1-2"=2048

Eerolla on

a, =a, +(12-1)-25=1+11-25 =276

Vastaus: a) Emilia, geometrinen; Eero, aritmeettinen

b) Emilia 2048 kpl, Eero 276 kpl

Tarkastellaan Nooran ja Juuson kolikkojen maaria pinoissa.
Nooran kolikkojen maara 2- kertaistuu. Merkitaan, etta Juuso lisaa aina 4
kpl seuraavaan pinoon.

Nooran pinot: Juuson pinot:
a, =5 a, =5
a,=2-5 a,=5+d
a,=2-2-5 ay=5+d+d

Nooran kolikkojen mairit noudattavat geometrista jonoa, joten 6.

pinossa on kolikoita 2, =2°-5.

Juuson kolikkojen maarit noudattavat aritmeettista jonoa, joten 0.
pinossa on kolikoita @, =5+ 54
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Lukunjonot ja summat

Kuudensissa pinoissa on sama maara kolikoita eli

5+54=2"-5
54 =155]:5
d =31

Vastaus: 31 kolikkoa

172. Oskari lihettaid ketjukirjeen. Tarkastellaan eri kierroksilla kirjeen

saaneiden maaria.

N

/
2 kierros 3-2 (hlo)

AW ARAYAWAN

3.kierros 3.2.2:3.22 (hlo)

1.kierros

Kirjeen saaneiden lukumairat noudattavat geometrista jonoa, jonka

. -1
yleinen jisen on @, =3-2""".
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Lukunjonot ja summat

a) 10. kierroksella kitjeen saa @,, =3-2’ =1536 (hlo).

b) Tutkitaan kokeilemalla eli taulukoidaan kirjeen saajien maaria eri
kierroksilla.

Lihetyskierros Henkilomaira
1 3
2 0
3 3-2°
15 3-21=49152
17 3-2°=196608
18 3-2""=393216 >200000

18. kierroksella kirjeen on saanut 393216 >200000. Taman on
ensimmaiinen kerta, kun 200000 raja ylittyy, koska 17. kierroksella kirjeen
saajia on alle 200000.

Vastaus: a) 1536 b) 18. kierroksella
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Lukunjonot ja summat

173. Geometrinen lukujono 3, 6, 12, ...
a) Miéiritetdan ensin suhdeluku

e

12
6

L -1 -1
Yleinen jisenon a, =a,-q" =3-2""".

b) 12. jisen on a,, =3-2"*7' =3.2"" =6144

c) Tutkitaan, onko @, = 98304

3-2"71'=98304 |3
2" =32768
lg 2" =1g 32768
(n—1)1g2=1232768 |:1g2
lg 32768
lg2
n=16

n= +1

Luku 98304 on siis 16.jasen jonossa.

Vastaus: a) @, =3-2"""  b) 6144 c) on
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Lukunjonot ja summat

174. ) 1, 2,4

=2
1 } ay=a, g =1-(=2) =-512
a, =1

b) 3, 15, 75

RN
[
(O}
H/_J
Q
=
I

a,-¢q"" =3-5" =5859375

175. Geometrinen jono, jossa ¢ = 0,8 ja @y =16384.

Yleisen jasenen avulla saadaan

s
dg =dy "4

a,-08" =16384 |:0,8’

b

16384
“T 08
a, =78125
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Lukunjonot ja summat

176. Geometrinen lukujono @, =500 ja @, =8000

Yleisen jasenen avulla saadaan

as-q  =dy
500-4* =8000 |: 500
q4 =16
q=i%
=42
Kun g = 2, niin Kun ¢ = -2, niin
a,=a,-q° =500 a,=a,-q° =500
a,-2° =500 |:4 a,-(—2)> =500 |:4
500 500
41272125 611:7:125

Lukujonon toinen jasenon a, =a, - q.

Kun g =2, niin a, =125-2 =250

Kun ¢ = -2, niin a, =125 (=2) = —250

Vastaus: ¢, =125, a, =250 tai a; =125, a, =—250
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Lukunjonot ja summat

177. Koska luistelulenkin pituus kasvaa viikoittain 20 %, niin pituus 1,20 —
kertaistuu. Lenkkien pituudet muodostavat geometrisen jonon, jossa
a; =5,0 km ja ¢ =1,20.

a) Lenkin pituus viiden viikon kuluttua

a;=a, ¢ =50-120* =10,368 ~ 10,4 (km)

b) Lenkin pituus 8 vitkon kuluttua

_ 81
ag = dy ¢
a,-1,20"=25  |:1,207
25
d =
b1,207

=6,977...~7,0 (km)

c) Koska lenkin pituus kasvaa yhtd monta kilometria viikoittain, lenkkien
pituudet muodostavat aritmeettisen jonon. Merkitaan kilometrimaarin
kasvua kirjaimella .

ag =25 km
ag=a, +(8—1)d ja a, =5,0 km
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Lukunjonot ja summat

5,0+7d =25
7d=20 |7

d = 2% = 2,857 ~ 2,9 (km)

Vastaus: a) 10,4 km b) 7,0 km ©) 2,9 km

2.5 Geometrinen summa

178. 2) g=4,n=8

b) g=3,7=8
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Lukunjonot ja summat

c)g=-05,n=0

o _5860(1-(-05)")

6 = 3845,625
1-(-0,5)
179. a) 3,06, 12 geometrinen jono
6 12
= — = — = 2
7 3 6
a, =3
n=8
3(1-2°
S, = ( )= 765
1-2
b) -5, -15,-45  geometrinen jono
—-15 —45
== = 3
T 5 =15
a, =—
n==8
—5(1-3°
Sy = (—) =—16400

97



Lukunjonot ja summat

180. 4, =2, a, =8

a) geometrinen lukujono, g = % =4,72=10

S = 21-4")_ 699050

b) aritmeettinen jono, 4 = 8-2= 6, » = 10
Summaa varten tarvitaan viimeinen jasen eli

4y =2+(10—1)-6=56

2+56

S, =10- =290
181. 2) 0,6+0,6> +0,6° +..+0,6"
a, =0,6
g=0,6
n=11
0,6(1-0,6")
Sy =
1-0,6
= 1,494558...

~ 1,49

98



Lukunjonot ja summat

b) 3+3-0,8+3-08° +3-08° +...+3-08"

a, =3
q=0,8
n=13
3(1-08")
P 1208
= 14,175...
~ 14,2

b

182. 1+6+36+...+46656, geometrinen summa

a;, =1
36 6
:—:—:6
1 6 1

Lasketaan yhteenlaskettavien lukumaari 7.

Yleisen jasenen avulla saadaan

a '4ﬂ_1 =4,
1-6"" = 46656
6" = 46656
(7 —1)1g6=1g46656 |16
_1g46656
lg6
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Lukunjonot ja summat

Summassa on siis 7 lukua, joten

1-6
1 :
183. 3+1+—+———+——, geometrinen summa
2187
a, =3
1
2 1
q:é:_
1 3

Lasketaan yhteenlaskettavien lukumaari 7.
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Lukunjonot ja summat

Yleisen jasenen avulla saadaan

P L

n

01
3-(—) =—— |3
3 2187

5 aa

3 6561
1 1 1
Nlg-=lg— | 1o
(v )g3 56561 | ©3

1g4;£7
=ty
1 _
53

Yhteenlaskettavia on siis 9 kpl, joten
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Lukunjonot ja summat

184. 4, = —3920000

~—980000  —245000
~3920000  —980000

9

1
4

TLasketaan summan jasenten maara yleisen jasenen avulla.

a,=a,-q
1 n—1
—3920000-&) =-3828125  |:(~3920000)
(1)”‘1  —3828125 |
4 ~3920000 | °
1 . 3828125 1
n—1)lg—=1g"22 | g =
( )g4 $3020000 | °4
3828125
Jg oo
. 392?000 1
1 _
54

1

— 3920000(1 — (
4

_—

4

)
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Lukunjonot ja summat

185. a) 2+4 +8+...+ 4096

Geometrinen summa, koska g =

a, =2

TLasketaan summan jasenten maara yleisen jasenen avulla.

a,=a;-q"
2:2"1=4096  |:2
2" =2048  |lg
(n—1)lg2=1g2048 |:lg2
o _lg2048
g2
n=12

Yhteenlaskettavia on siis 12 kpl, joten

Sy = 2i-27) 8190
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Lukunjonot ja summat

b) 2+4+6+..+24

Aritmeettinen summa, koska d =4—-2=6—-4 =2
a, =2

Lasketaan summan jasenten maira yleisen jasenen avulla.

a,=a,+(n-1)-d
2+(n-1)-2="24
(n—1)-2=22 |:2
n—1=11
n=12

Yhteenlaskettavia on siis 12 kpl, joten

_ 224 o 156

512
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186. Geometrinen jono 3, 9, 27, 81, ...

S5, =9999
3(1_3ﬂ>=9999 - (-2)
1-3
3(1-3")=-19998 |:3
1-3" = —6666
—3" =-6667  |:(-1)
3" = 6667 g
nlg3 =1g667 |:lg3
. lg 667
lg3
n=8,0145...

1— 38
Jos n =8, niin S =3( ) )=9840<9999

=29523> 9999

Jos n=9,niin §, =

Vastaus: Vihintaan 9 jasenta
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Lukunjonot ja summat

187. Geometrinen lukujono 0,4; 2,4; 14,4...

144 24

q = = = 6
24 04

a, =0,4

S =10000
9£gl:£f)::10000 |- (=5)
1-6
0,4(1-6")==50000 |:04
1-6" =-125000
—6" =-125001 |:(-1)

6" =125001 g
nlg6=1g125001 |:lg6
lg 125001
n=——"
lg 6
#n = 6,5500...
0,4(1-6°
Jos n=06,niin 5, = L)z 3732,4 < 10000
0,4(1-67)

Jos n="T,niin §, = = 22394,8 > 10000

Jotta summa ylittaisi 10000, niin tarvitaan vahintaian 7 jasenta.
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Lukunjonot ja summat

b)

§ =50000
0,4(1-¢")
1-6
0,4(1-6")=-250000 |:0,4
1-6" = —625000
~6

6

=50000 |- (=5)

"=—625001 |:(-1)

" = 625001 g
nlg6=1g625001 |:1g6
lg 625001
n=————
lg6
n="7448...
0,4{1-6"
]os7z='7,nﬁn‘§7::—i—g————)::2239438<:50000
0,4(1-6"
JOSﬂZSJMHSSZ—LL——):ﬂ34%%2>5mm0

Jotta summa olisi korkeintaan 50000, niin tarvitaan enintdan 7 jasenta.

Vastaus: a) vahintdan 7 b) enintian 7
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Lukunjonot ja summat

188. 2+10+50+...+4 < 200000

50 10

Epayhtalon vasen puoli on geometrinen summa, koska g = —=-—=

a, =2

Koska geometrisen summan laskemiseksi tarvitaan yhteenlaskettavien
lukumaiiri, lasketaan se ensin. TAman avulla saadaan selville summan
viilmeinen luku «.

Selvitetaan, milld yhteenlaskettavien maarilla summan arvo on tasan

200000.

2(1-5")

2(1-5")=-800000 |: 2

= 200000 |- (—4)

1—5" =—400000
— 5" =—400001 |: (-1)
5" = 400001
nlg5=1g400001 |:1g5
y = 18400001 _ 8,0147...
lg5

Koska yhteenlaskettavien lukumaari on kokonaisluku ja summan arvon
pitad olla pienempi tai yhtasuuri kuin 200000, niin 7z = 8.
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Lukunjonot ja summat

Kun 7 = 8, niin summan viimeinen luku on

a=a,-¢" ' =2-5 =156250
Vastaus: 156250

189. Tarkastellaan Kroisoksen tallettamia rahamaaria perakkaisina paivina:

a, =1€

a, =1-2€
a,=1-2-2€=1-2"€
a,=1-2-2.2€6=1-2€

a, =1.2""

Huomataan, ettd rahamaaridt muodostavat geometrisen jonon, koska
talletettava maara 2- kertaistuu paivittiin eli ¢ = 2

Kun aikaa on kulunut kaksi viikkoa eli 14 paivai (» = 14), tlilla on rahaa
yhteensa

11 -2"
SM_:—iq—ji—):163&363

Vastaus: 16383 €
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Lukunjonot ja summat

190. Merkitaan avajaisviikon myyntituloja «, = 3500 (€).

191.

Tulot pienenivat joka viikko 4,1 % eli tulot 0,959 — kertaistuivat
vitkoittain (100 % - 4,1 % = 95,9 %).

Myyntitulot muodostavat siis geometrisen jonon, jossa g = 0,959.
Kokonaismyyntitulot 9 viikon atkana (#z = 9) ovat

~3500(1-0,959° )
 1-0,959

S, = 26799,032... ~ 26799 (€)

Vastaus: 26799 €

Esiintymisten maara kasvaa 10 % kuukausittain, joten maard 1,10 —
kertaistuu kuukaudessa. Esiintymisten lukumaaridt muodostavat siis
geometrisen jonon, jossa ¢, =2 ja ¢ = 1,10.

Jonon yleinen jisen on siis 2, =2-1,10"".
a) Esiintymisid vuoden 2014 aikana eli 12 kk aitkana on

S, =2+110-2+..+110" -2

_21-1,10")

=42,768... ~ 43
1-1,10
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Lukunjonot ja summat

b) 500. esiintyminen on silloin, kun §, =500.

M =500 | -(=0,1)
1-1,10

2(1-1,10")==50 |:2
1-1,10" =25

~1,10" ==26  |:(-1)
1,10"=26  |lg
nlg110=1g26 |:1g1,10
lg 26
”215%36
n=34,18..

Lasketaan 35 kuukautta tammikuusta 2014:

tammil4  joulul4 joulul5 marras16

—— —— ——
12kk 12kk 11kk

Vastaus: a) 43 b) marraskuussa 2016
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Lukunjonot ja summat

192. Siastopossuun kertyy vuodessa: 2000,00 €. Tama summa talletetaan
vuosittain, aina vuoden lopussa, pankkitilille, jonka korko 1,8 %.

Tililli on rahaa (€)

1. vuoden jilkeen | 2000
2. vuoden jilkeen | 1,018-2000 + 2000
3. vuoden jilkeen | 1,018-(1,018-2000 + 2000) + 2000

=1,0187 - 2000 + 1,018 - 2000 + 2000
4. vuoden jilkeen | 1,018 - 2000+ 1,018% - 2000 + 1,018 - 2000 + 2000

6. vuoden jilkeen | 1,018’ -2000+...4+1,018- 2000

Koska Verna ja Santeri sadstavit vain viisi vuotta, niin kuudennen
vuoden jalkeen et tililld olevaan summaan enai lisata vuoden aikana
saastopossuun talletettua maaraa, koska sita ei ole.

0. vuoden jalkeen tililld oleva rahamiird muodostuu geometrisena
summana, jossa &, = 2000, ¢ =1,018 ja » =5.

~2000-1,018-(1-1,018°)
- 1-1,018
~10553,1362...
~10553,14 (€)

Ss
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b) Rahaa on talletettu viidden vuoden aikana pankkiin

5-2000 € =10000 €

Koska kuudennen vuoden lopussa rahaa on tililla 10553,14 €, niin
korkoa on tullut

10553,14 € - 10000 € = 553,14 €

Vastaus: a) 10553,14 €

b) 553,14 €

193. Soluviljelmin massa kasvoi tunnissa 35 % eli viljelma 1,35 — kertaistui
tunnissa. Alussa viljelman massa oli 2, = 2,5 mg.

Ryhma valmisti kuusi soluviljelmia (yhden viljelman tunnissa).
Tarkastellaan soluviljelmien massoja tutkimuksen loputtua. Tutkimus

loppuu, kun viimeisen viljelman valmistamisesta on kulunut 1 h eli sen
on chtinyt kasvaa 1,35 — kertaisekst.

aika(h | Viljelmi | Viljelmé | Viljelmé | Viljelma | Viljelma | Viljelmi
) I(mg) |2(mg) |3(mg) |4(mg) |5(mg) |6(mg

0 2.5

1 1,35-25 |25

2 1,35%-2,5 | 1,35-2,5 |25

3 1,357-2,5 | 1,35%-2,5 1,35-25 |25

4 1,35*-25(1,35°-2,5 [ 1,35%-2,5 | 1L35-2,5 |25

5 1,35°-2,5 [ 1,35*-2,5 | 1,35°-2,5 | 1,35%-2,5 | 1,L35-2,5 |25

6 1,35°-2,5 | 1,35°-2,5 | 1,35 2,5 | 1,35”-2,5 | 1,35%-2,5 | 1,35:2,5
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Lukunjonot ja summat

Lasketaan viljelmien massat yhteen taulukon viimeiselta riviltd eli
yhteismassa (mg) oli

1,35°-25 + 1,35 -25+ ... +1,35-2,5.

Massat muodostavat geometrisen summan, jossa &, = 1,35-2,5; ¢ = 1,35;

7= 0.

1,35-2,5(1-1,35°)
o 1-135

s, = 48,729... ~ 49 (mg)

b) Soluviljelmia oli kuusi eli niidden yhteismassa alussa on 6-2,5=15
(mg). Paivan aikana viljelmat siis kasvoivat yhteensa

48,729...—15=33,729... ~# 34 (mg)

Vastaus: a) 49 mg b) 34 mg
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Lukunjonot ja summat

194. Tutkitaan Pihlan saastamia rahamaaria viikoittain.

a, =3 €
a,=2-3€
ay,=2-2-3€
a,=2-2-2-3€
a,=2""-3€

Rahamairit muodostavat geometrisen jonon, jossa ¢, =3 ja g = 2.

Lasketaan, milloin viikottaisten sdastéjen summa on vihintaian 195 €.

Lasketaan siis geometrinen summa

S =195 (€
?)@T?:l% - (-1)
1-27)=-195  |:3

1-2" =—65
—2" =—66 (-1
2" =66 g
nlg2 =1g66 |:lg2
lg 66
n=06,0443...

115



Lukunjonot ja summat

1-2°
Jos n=06,niin § 23(—2)2126<195 €

Jos n="T7,niin §, = =381>195 (€

Vastaus: 7 vitkon kuluttua
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Lukunjonot ja summat

195. Kavijamaira vaheni patvittain 12 % eli 0,88 — kertaistut (100 % - 12 % =
88 %). Kavijamaarit muodostavat siis geometrisen jonon, jossa a, = 150

ja ¢ =0,88.

Lasketaan aluksi, million nayttelyssa on kaynyt yhteensa 400 henkiloa.

$, =400
150(1-088") _, o o1
1-0,88
150(1-0,88")=48  |:150
1-0,88" = >
25
17
—088" =—— |-(-1
: = "G
17

0,88" = — 1
’ 25 s

17
110088 =lo— |:100,88
g g5 |:lg

17
lg—
n=—2_3016..
150,88
150(1-0.88°
Jos n =3, niin 5, = ( : ):398,16<4OO
1-0,88
150(1-0.88*
Jos n=4,niin §, = ( : )= 500,3808 > 400

1-0,88

Vastaus: 4 piivin jalkeen
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Lukunjonot ja summat

196. Pekan lukemien sivujen maara kasvaa patvittiain 1,3 % eli 1,013 —
kertaistuu (100 % + 1,3 % = 101,3 %). Sivumairit siis muodostavat
geometrisen jonon, jossa &, =107 ja ¢ =1,013

Kirja on luettu, kun sivujen yhteismaara on 1650.

S =1650
107(1-1,013"
07( V13 >=1650 |- (—0,013)
1-1,013
107(1-1,013")= —21,45  |:107
21
1-1,013" = — AL
107
21,45
—-1,013" ====>"=—-1 |-(-1)
107
21,45
1,013" ==—=+1 |lg
107
21,45
nlg1,013=1g| =—=—+1] |:1g1,013
g g( e ] :lg
21,45
1 ~—+1
_ g( 107 j
lg1,013
n=14,1458...

107(1-1,013")

Jos n =14, niin §,, = =1631< 1650
1-1,013
1071 = 1.013%
Jos n =15, niin S, = ( d )=1759,61... > 1650
1-1,013

Vastaus: 15 paivan kuluttua
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Lukunjonot ja summat

197. Tarkastellaan asiakkaiden maaria eri vitkkoina.

Liisa

N\

1. viikko \ 2 (h1o)
2. viikko ‘/ \ © © 2-2=2*(hlo)
o Du
3. viikko A OO0 O 2°nmb

Viikottain saatujen uusien asiakkaiden maara muodostaa geometrisen
jonon, jossa @, =2 ja g = 2.

Viiden viikon jilkeen uusia asiakkaita on (Liisan lisdksi)

Yleisesti # vitkon jalkeen uusia asiakkaita on

N :2(1—2”):2—2”“ _
1-2 1

2ﬂ+1 _ 2

Lasketaan, milloin §, >10000. Selvitetaian ensin, milloin asiakkaita on

10000.

119



Lukunjonot ja summat

§ =10000

2" —2=10000

2" =10002

(n+1)1g2=1g10002 |:1g2
1210002

lg2
g10002

lg 2
n=12,288..

+1=

ﬁ:

Jos n =12, niin §,, =2""" —2=8190 < 10000

Jos n =13, niin S, =2"*" —2=16382 > 10000

Uusia asiakkaita olisi yli 10000 13 viitkon kuluttua.
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Lukunjonot ja summat

198. Tarkastellaan sirmien pituksia:

41:1
1
62225
11 (1)2 1
d:;) —_—— = | — = —
22 \2 4

Kuutioiden sarmien pituudet muodostavat geometrisen jonon, jossa

, 1
a; =1 (m) ja ng-

b) Lasketaan 10 ensimmisen kuution sirmien pituuden yhteen, jolloin
saadaan pinon korkus.

10]
=1,998... % 2 (m)

Tutkitaan summan arvoa, kun kuutioiden lukumaiira » kasvaa.
Muodostetaan taulukko, kun » =11,12,13,14
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Lukunjonot ja summat

n S,
11
1oL
2
n=11 s, = - =1,9990234...
1_i
2
12
11— (l)
2
n=12 = . =1,99951171
1_i
2
13
(-
(3
n=13 5, = = 19997558..
1_i
2
14
11— (1
2
n=14 S, = = 1999877..
1_i
2

Korkeus lahestyy lukua 2 (m).

1

Vastaus: a) kolme alinta: 1m, — m, —m, kuution znnen sirman pituus

) wem
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Lukunjonot ja summat

199. Tutkitaan puuston mairai aina vuoden alussa. Talld hetkelld puuston
miiri on 3100 m’. Vuoden kuluttua (seuraavan vuoden alussa) puuston
maard olkoon «,, kahden vuoden kuluttua «, jne.

Aika |Puuston miiti (m?)

Nyt 3100

o 1,042-3100-161

. 1,042(1,042-3100 - 161)—161

=1,042% -3100-1,042-161—-161

a5 1,042'°-3100-1,042" -161—...— 161
= 1,042" 3100 — (1,042 161 +... + 161)
g=1,042,1=16,2,=161

16 vuoden jilkeen puuston maird on geometrinen summa

161(1-1,042'°)
1-1,042

S, =1,042" 3100 —

= 2416,936...
~ 2400 (m”)

Vastaus: 2400 m’
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Lukujonot ja summat

200. 3,12, 48, ...
48 12
Geometrinen lukujono, jossa @, =3 ja g = > = EY =4.
3(1-

10
—4) =1048575
1-4

a) )=

b) Summan viimeinen jasen eli 10. jasen saadaan yleisen termin avulla

ay=a,-q" " =3-4" =786432

201. a) 5, 25,125, ... ,78125
125 25
Geometrinen lukujono, jossa @, =5 ja g = s = = =5

Tasketaan ensin jonon jasenten maara.

”n:”1'qﬂ_1
5-5"1=78125  |:5
571 =15625  |lg
(n—1)1g5=1g15625 |:lg5
lg 15625
lg5

+1

ﬂ:

X
Il
\]
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Lukujonot ja summat

Yhteenlaskettavia on siis 7 kpl, joten

57:5@—5ﬂ

= 97655

b) 2, 6,18, 54, ..., 118098

18 6
Geometrinen jono, jossa ¢, =2 jag=-—=—=3

Lasketaan ensin jonon jasenten maara.

_ Ll
a,=ayq

2:3"7=118098  |:2

3" =59049  |lg
(n—1)lg3=1g59049 |:1g3
1259049
7= & +1
lg3
n=11
Yhteenlaskettavia on siis 11 kpl, joten
2(1-3"
S, = —( )z 177146
Vastaus: a) 97655 b) 177146
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Lukujonot ja summat

202. 1,6; 12, 8; 102,4; ...

102,4 128
T > =8

Geometrinen lukujono, koska ¢ = =
128 1,6

Lisaksi @, =1,6.

a) S, =25000

Lasketaan ensin, milld arvolla » summa on tasan 25000.

1’—%1—__35—5{1—)::25000 - (=7)

1,6(1-8")=-175000 |:1,6
1-8" =-109375

—8" =-109376 |:(-1)
8" =109376  |lg

nlg8=1g109376 |:lg8
1109376

= s

n=5579...

n

16l1-8°
]osn::S,nﬁnLQS=—i§————)::7489ﬁ<<25000

1,6(1-8°)

Jos n=06,niin §, = =59918,4 > 25000

Jotta §, = 25000, niin jasenia tulee olla vihintdan 6 kpl.
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Lukujonot ja summat

b) S, <538000

Lasketaan ensin, milla arvolla » summa on tasan 538000.

_Lﬁliff)::538000 |-(=7)
1-8

1,6(1-8")==3766000 |:1,6
1-8" =-2353750
—8" =-2353751 |:(-1)
8" =2353751 |lg
nlg8 =1g2353751 |:1g8

lg 2353751
n=-"——
lg8
n ="7,0555...
1,6(1 -8’
Jos n="7,niin §, = L) = 4793488 < 538000
1,6(1-8°
Jos n =8, niin S = %8) = 3834792 > 538000

Jotta § < 538000, niin jasenia tulee olla enintdan 7 kpl.

Vastaus: a) vahintdan 6 b) enintdan 7
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Lukujonot ja summat

203. Saamaarat erailld vitkolla kasvoivat 4,7 % patvittain eli 1,047 —
kertaistuivat (100% + 4,7 % = 104,7 %). Sademairit muodostavat siis
geometrisen jonon, jossa ¢ = 1,047 ja 2, = 8,0 (mm)

Viikon eli 7 paivan aikana satot:

_8,0(1-1,047")

57
1-1,047

= 64,544... ~ 65 (mm)

Vastaus: 65 mm

204. Tarkastellaan tililld olevaa rahamaaria (€) aina vuoden alussa.

a, = 4000 alkutalletus
a, =1,02-4000 + 4000 tililla oleva rahamaara

1. vuoden lopussa

a5 = 1,02 (1,02 - 4000 + 4000) + 4000
=1,02% - 4000 +1,02 - 4000 + 4000 2. vuoden lopussa
a, =1,02° -4000+1,02° - 4000 +...+ 4000 3. vuoden lopussa

Rahamairi vuoden alussa muodostuu geometrisena summana, jossa

g =1,02 ja a, =4000 .
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Lukujonot ja summat

a) Rahaa tililld on viidennen vuoden lopussa (koron lisdyksen jalkeen eli
ennen seuraavaa 4000€ talletusta)

1,027 - 4000 + 1,02* - 4000 +1,02° - 4000 + 1,02 - 4000 + 1,02 - 4000

Summa on geometrinen, jossa 2, =1,02-4000, g =1,02, » =4

~1,02-4000(1—1,02°)
- 1-1,02

s, = 21232,483... ~ 21232,48 (€)

b) Viiden vuoden aikana tehdyt talletukset ovat 5-4000 = 20000 (€)

Talletukset ovat kasvaneet korkoa

2123248 € - 20000 € = 123248 €
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Lukujonot ja summat

c) Lasketaan, milloin §, 2 30000 (€).

Lasketaan ensin, milloin tililli on tasan 30000 €.

1,02-4000(1—1,02" )

=30000  |-(=0,02)

1-1,02
4080(1-1,02")=-600  |:4080
11,02 =~
34
5
S102" =12 [y
L
5
1,02/ =1 I
34 e
39
el 02=lg>—  |:1g1,02
gl02=lg  |:lg
39
lo —
_ S
Ig 1,02
n=6,9284...

1,02-4000(1 —1,02°)
1-1,02

Jos n=06,niin §, = = 25737,13... < 30000

1,02-4000(1-1,027)
1-1,02

=30331,87... > 30000

Jos n="T7,niin 5, =

Vastaus: 7 vuoden kuluttua
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Kertausosa

Kertausosa

1.

a) y=—-x+1
yA
N V=Xt 1
-
2 X
b)
—2y—-x+1=0
—2y=x-1 |:(-2)
—lx—l—l
77N
y A
1
-
1 X
y=r0,5x+0,5
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Kertausosa

a)

—2y=—4x-8 |:(-2)
y=2x+4
yA
y=12x+4
>
1 2 X
Piirretain suorat koordinaatistoon.
YA
y=—2x+9
\\*g\ P
\\\fé;z%://
S
/// 2 X
/
~yl= 3Kk -1

4x—2y+3=-5
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Kertausosa

b)
3x+3x =06

3y=-3x+6
y=—x+2

J+2x—=7=0
y==2x+7

:3

2x1+ 7

<V

Vastaus: a)(2, 5)
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Kertausosa

3. Merkitaan
x = merirosvorahat (kg)  hinta: 6,00 €/kg
y = suklaatryffelit (kg) hinta: 7,00 €/kg

2) 6,00x +7,00 y=5,00 (€)

b) y=200g=0,2kg

6x+7-0,2=5,0

O6x+1,4=50
6x=36 |6
x =0,6 (kg
Vastaus: a) 6,00x +7,00 y =5,00 (€) b) 600 g

4. x- akseli leikataan pisteessd, jossa y- koordinaatti on nolla eli y = 0.
y- akseli leikataan pisteessd, jossa x-koordinaatti on nolla eli x = 0.

a) y=—2x-1
Kun y = 0, niin
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Kertausosa

Siis x — akselin leikkauspiste on (— % ,Oj

Kun x = 0, niin

Siis y- akselin leikkauspiste on on (0, -1).

b) 3y+x—-2=0
Kun y = 0, niin
3-:0+x—=2=0
x=2
Siis x- akselin leikkauspiste on (2, 0).

Kun x =0, niin

3740-2=0
3y=2]3

2

75

bl

2
Siis y- akselin leikkauspiste on on (O j
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Kertausosa

x+5y=0
+

—x+4y=27
9y =27
Jy=3
Kun y = 3, niin
x+5-3=0
x ==15
-—x+2y=1
b){ g
y=x+1

Sijoitetaan y = x +1 yhtiloon —x+2y=1.

—x+2(x+1)=1
—x+2x+2=1

x =1

Kunx=-1,nin y=-1+1=0

Vastaus: a) x =—15, y =3 b) x=-1, y=0
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Kertausosa

dx—y=2 -2
2)
—6x+2y=-4

ox—2y=4
+|—6x+2y=—4

0=0

tosi

Yhtiloparilla ddreton maira ratkaisuja.

Kirjoitetaan yhtilot ratkaistussa muodossa.

3x—y=2 —Ox+2y=—4
— y=-3x+2 ja 2y=06x—4 |:2
y=3x-2 y=3x-2

Leikkauspisteitd on siis ddreton maara, mutta niiden on toteutettava
suoran y = 3x — 2 yhtalo.

° y=—x+4
J+x+5=0

Sijoitetaan y = —x +4 yhtaléon y+x+5=0.

—x+4+x+5=0
9=0

epatosi
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Kertausosa

Yhtaloparilla ei ole ratkaisua.

Vastaus: a) Kaikki suoran y = 3x — 2 pisteet.

3x+4y=-2 |-5
7. a
5x+3y=4 |- (-3)

15x +20 y = —10
+

—15x =9y =12
11y =-22
y=-2

Kun y=-2, niin

Bx+4-(—2)= -2

3x—8=-2
3x=6 |[:3
x=2
X 2x+4y=3  [(-2)

4x+3y=3
—4x—-8y=-6
+| 4x+3y=3
—5y=-3

_3
775
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Kertausosa

Kun y= g, niin

2x+4-§=3
5

12
2x+—=3
5

2x =

X
Il

5|w U] W

—03x+7y=5(x+2y+2)
c 3(2,1x+)/)=x+2

—0,3x+7y=5x+10y+10
0,3x+3y=x+2

—53x-3y=10
+| 53x+3y=2

0=12

epatost
ei ratkaisua

3 3
Vastaus:a) x =2, y=-2 b) x = 0’ )= B c) ei ratkaisua
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Kertausosa

8. Merkitaan x = 2 kpl pakkausten lkm.
'y = 6 kpl pakkausten lkm.

x+ y=70 MG@
2x+ 6y =260

—2x—2y=-140
+| 2x+6y =200

4 9=120
=230

Kun y = 30, niin

x+30="70
x =40

Vastaus: Kahden kappaleen pakkauksia 40 kpl, kuuden kappaleen
pakkauksia 30 kpl
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Kertausosa

9. Merkitaan x = yhdessa taksissa matkustavien lkm.
'y = yhdessa bussissa matkustavien lkm.
(keskimairin)

136x+ 68y =3196  |-(—106)
1245 +106 y = 4806  |-68

—14416x — 7208 y = —338776
+ 8432x + 7208 y = 326808

—5984x =-11968

x=2

Kun x = 2, niin

136-2+68 y = 3196
272+ 68 y = 3196
68 y =2924 |:068
=43

Vastaus: Bussissa saapui keskimaarin 43 matkustajaa. Taksissa saapui
keskimairin 2 matkustajaa.
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Kertausosa

10. Merkitaan x = 1,5-prosenttinen liuos (1)
9 = 20,0-prosenttinen liuos (I)

1,5-pros. | 20,0-pros.

Koko liuos (1)

Liuoksen miari (1) X y

1,5

Saippuan miira 0,015x 0,20 y

0,10-1,5

Saadaan yhtalot:
x+y=15
0,015x + 0,20 y = 0,10-1,5

x+ y=15 |- (—0,20)
0,015x + 0,20 y = 0,15

0,015x + 0,20 y = 0,15
—0,185x =—0,15
0,15
X =
0,185
x =0,8108...
x =~ 0,81

{— 0,20x — 0,20 y = —0,3
+

Kun x =0,8108..., niin

0,8108...+ y=1,5
3 =0,68918... ~ 0,69

Vastaus: 1,5-prosenttista liuosta 0,81 1, 20-prosenttista liuosta 0,69 1
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Kertausosa

11. a)
x>2y-=2

2y<x+2 12

1
<—x+1
755

yAy=0,5k+1

> ¥

b)
dx—y<2y+x+6

—3y<-3x+6  [:(-3)
y2x—2

YA

o)
£

1
1

Ny
NV

> ¥
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Kertanusosa

12. a)
x =20

<3
J/ZX+1

N

—

<V

b)
4x <2y+2

12y 23x -1
x>0

2)/3—4.%4‘2
<2J/23X_1
x>0

r‘)/S—2.96'|'1

x>0
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Kertausosa

\

2y<x+6 ‘Q
3y >-x+3 |:3

-

9y <-=5x+9

1
<—x+3
) 2

\

1
>——x+1
7 3

122

yA
/
5 /
y=1,5x-0,
|
JANEE: X
y=—-2x+
J<-=bx+9
1—x+2y<06
B3y+x—3>0
r)/<—-5x+9



Kertausosa

YA\y=-5x+9
— 1 vd | Q
y 2 AT I _ \
i A
y=r3Xx+] \\‘_\
- 1 x
13. Merkitain x = ruisvoileipien lkm.

_y = vehnavoileipien lkm.

Ruis x | Vehnd y | Yhteensd max

Kinkkuviipaleet 3 2 62

Juustoviipaleet 1 2 50

Saadaan epiyhtalot:

(3x+2yﬁ62 ‘:2
Jx+2y<50 |:2
x20
(20

[y <—15x+31
9 <=0,5x+25
x 20
20
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Kertausosa

Epayhtaloryhman ratkaisuna on tasoalue, joka kuvaa niita pisteita,
millaisia maaria voileipid voidaan valmistaa.

YA

25
20
15
10

5

1,5x + 31

v

\

\ y=1+0,5x+ 25

\

\

>
10 20 30 40 50 60 Xx

14. 2) Suurin tai pienin arvo loytyy tarkasteltavan monikulmion karkipisteissa.

1. kirkipiste (0, 0), origo

2. kidrkipiste  suoran y = —x +4 y-akselin leikkauspiste, (0,4 )

3. kidrkipiste suorien y =-—-x+4 ja y = —5x+06 leikkauspiste:

—x+4=-5x+6

Kun y=-0,5+4=

4 =2 4
1
x=—=0,5
2
35

Saadaan piste (0,5; 3,5).
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Kertausosa

4. kdrkipiste  suoran y =—5x+06 nollakohta

—5x+6=0
—5x=—=6 |:(=5)
x=9=l,2
5

Saadaan piste (1,2; 0).

Kirkipiste Lausekkeen 2:x + y arvo
(0, 0) 2:0+0=0 pienin
0, 4) 2-0+4=4

(0,5; 3,5) 2-0,5+3,5=4.,5 suurin
(1,2; 0) 2:-1,2+0=2,4

b) Suurin ja pienin arvo etsitdan tutkimalla suorien 2x + y = ¢ joukkoa.

Kaikki tallaiset suorat ovat yhdensuuntaisia origon kautta kulkevan suoran
2x+ y =0 kanssa ( y = —2x).
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Kertausosa

})\A

T —
/
=<y

Pienin vakiotermin ¢ arvo nayttaisi olevan suoralla, joka sivuaa tasoaluetta
pisteessd A4, suorien y = x +2 ja y = 6x —5 leikkauspisteessi:

x+2=06x—5
—5x==7  |:«(-5)
7
x=—=14
5

Kun x = 1,4, niin y=1,4+2=34.
Siis A = (1,4;3,4)

Lauseke 2x + y saa talloin arvon 2-1,4 + 3,4 = 6,2. Kaikki taman suoran

ylapuolella olevat kulkevat tasoalueen poikki. Vakiotermi voi siis
suurentua rajatta eli suurinta arvoa ei ole.
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Kertausosa

Vastaus: a) Suurin arvo 4,5 , pienin arvo 0
b) Suurinta arvoa et ole, pienin arvo 6,2

15.
(— 5x + 923

1V <2x+3
k.>c21

[y >5x-3
17 <2x+3

x 21

Piirretaan tasoalueen kuva.

YA
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Kertausosa

Lasketaan muodostuneen monikulmion karkipisteet.

A:

x=1

{y=5x—3

Sijoitetaan x =1 yhtdlo6n y = 5x —3.
y=5-1-3=2
Siis A = (1, 2).

{y=2x+3

x=1

Sijoitetaan x =1 yhtiloon y =2x +3.
y=2-14+3=5
Siis B= (1, 5).

C:
y=2x+3
{y=5x—3
2x+3=5x-3
—3x =6 :(-3)
x =2

y=2-2+3=7
Siis C = (2, 7).

Kirkipiste ‘ Lausekkeen —3x — 2,3 y arvo

1, 2) —3-1-23-2=-7,6 suurin
(1, 3) -3-1-2,3-3=-99
2,7) —-3-2-23-7=-22]1 pienin
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Kertausosa

16. Merkitian x = rehu A4
y=rehu B

Taulukosta (tehtavananto) saadaan optimoitava lauseke ja rajoitusehdot.

a) Optimoitava lauseke: kustannukset = 0,10x + 0,40 y (€)

b) Rajoittavat ehdot:

(x>0

320

160x +100 y = 2200
(2x+10y 2150

(5 >0
=20
y2-=1,06x+22
y2-0,2x+15

Ratkaistaan epayhtiloryhma. Piirretadn suorat koordinaatistoon.
Lasketaan piirtamistd varten nollakohdat:

~1,6x+22=0
—1,6x=-22 |:(-106)
x =13,75
~0,2x+15=0

—0,2x =-15 [:(=0,2)
x =75
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Kertausosa

Koska suotuisa alue ei ole rajoitettu, optimiarvo etsitadan tutkimalla
suorien 0,10x + 0,50 y = ¢ joukkoa. Kaikki tillaiset suorat ovat
yvhdensuuntaisia origon kautta kulkevan suoran 0,10x + 0,40 y = 0 kanssa.

Piirretdan siis suora y = —0,25x.

Lasketaan suorien y = —0,2x +15 ja y = —1,6x + 22 leikkauspiste .4:

—0,2x+15=—-1,6x+22
1,4x =7 1,4

x=5

Kun x =5, niin y=-0,2-5+15=14. Siis .4 = (5, 14).

Vastaus: 5 yksikkoa rehua A, 14 yksikkoad rehua B
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Kertausosa

17. Kootaan tehtivissa annetut tiedot taulukkoon ja muodostetaan
rajoittavat ehdot (epayhtalot) sekd optimoitava lauseke.

Iso kori x Pieni kori y Yhteensi max
Kuulat 40 20 10-100
Pullot 3 1 70
Voitto 3,10 x 1,50 y

Optimoitava lauseke: Voitto = 3,10x + 1,50 y (€)

Rajoittavat ehdot (taulukosta):

x 20

20

40x + 20 y <1000
3x+ y <70

x 20
20
< —2x+50
< —3x+70

Ratkaistaan epayhtaloryhma. Piirretdan suorat koordinaatistoon.
Lasketaan piirtamistd varten nollakohdat:

—2x+50=0
—2x=-50 |:2
x =25
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Kertausosa

~3x+70=0
—3x=-70 [:(-3)

1
x =23—
3

N
(@)

y=-3x+70

oo D

—
(@n)

Lasketaan suotuisan tasoalueen kirkipisteet, silld optimiarvo saadaan
jossakin karkipisteessa.

A= (0, 0), origo
B = (0, 50) Suoran y = —2x + 50 y-akselin leikkauskohta.
C: Suorien y =-2x+50 ja y =—-3x+70 leikkauspiste.

—2x+50 =-3x+70
x =20

132



Kertausosa

Kun x =20, niin_y =—2-20+50 = 10. Siis C = (20, 10).

1
D= (235,Oj: Suoran y =—3x +70 nollakohta.

Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvo kirkipisteissa.

Kirkipiste

Voitto 3,10x + 1,50 y (€)

©,0)

310-0+1,50-0=0

(0, 50)

3,10-0+1,50-50 =75

20, 10)

3,10-20+1,50-10 = 77 suurin

1
(23—,0)
3

3,10-231+1,50-O = 721
3 3

Suurin voitto saadaan

sits, kun x =20 ja y =10.

Vastaus: Isoja koreja 20 kpl ja pienia koreja 10 kpl.

18. Merkitaian x = salkku (lIkm.)
y = iltalaukku (Ikm.)

Kootaan tehtivanannon tiedot taulukkoon, josta saadaan optimoitava
lauseke ja rajoitusehdot.

Raaka-aine Tyoaika Hinta
(kg) (h) ©
Salkku x 4,0 3 160
Laukku y 0,5 1 50
Yhteensd max 200 250
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Kertausosa

Optimoitava lauseke: myyntitulo = 160x + 50 y
Rajoitusehdot:

(x>0

20
4,0x + 0,5y <200
3x+ y <250

(520
20
7 < =8x+400
|y < —3x+ 250

Ratkaistaan epayhtaloryhma. Ratkaistaan nollakohdat suorien piirtamista
varten.

—8x+400=0
—8x=—400 |:(-8)
x =50
—3x+250=0
—3x=-250 |:(-3)

1
x =83—
3
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Kertausosa

N

/
yd
/

[en]
v

NV =—3x+250

O

>
S
N
S
)
o
S
<V

\y = —8x + 400

Lasketaan suotuisan alueen kirkipisteet, silld optimiarvo saadaan jossakin
karkipisteessa.

A= (0, 0), origo
B = (0, 250): Suoran y=-3x+250 y-akselin leikkauskohta.

C: Suorien y =—-3x+250 ja y = —8x +400 leikkauspiste.
—3x + 250 = —8x + 400

5x =150 :5
x =30

Kun x =30, niin 5 =—3-30 + 250 = 160.
Siis C = (30, 160).
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Kertausosa

D = (50, 0): Suoran y = —8x +400 nollakohta.

Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvo karkipisteissa.

Kirkipiste Myyntitulo 160x + 50 y (€)

(0, 0) 160-0+50-0=0

(0, 250) 160-0+50-250 = 12500

(30, 160) 160-30+50-160=12800 suurin
(50, 0) 160-50+50-0 = 8000

Suurin myyntitulo, kun x =30 ja y =160.

Vastaus: Salkkuja 30 kpl ja iltalaukkuja 160 kpl.
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Kertausosa

19. a) a, =n" — 15
4, =18> —15-18 = 54

b) a, =
3n—15

20. 2) a, =n"+2n—7

n> +2n—7=8

n +2n—-15=0

24422 —4-1-(-15)

7 =

2-1
—2++464 —-2%8
ﬂ: pr—
2 2
—2+8 -2-8
n= =3 tal #n= =-5
2 2

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin 7 = 3.

Siis a5 =8 eli 3. jasen on 8.

137



Kertausosa

21.

b) a,=3n" +4n+2

3n° +4n+2=8
3t +4n—6=0

C—4E\47—4-3-(-0)

7 =
2.3
—4+/88
n=-——-—-—

6
#=0896... tai #=-2230...

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, niin luku 8 et kuulu jonoon.

Vastaus: a) on b) el ole

a) Joni luku aluksi 20 sivua eli a, =20

Toisena paivana Joni luki a, =20+4=24
Kolmantena paivana Joni luki a,=20+2-4=28

a, =20+3-4=32

Luettujen sivujen maarit muodostavat aritmeettisen jonon, jossa d = 4.

b) Yleinen jasen on siis:

a,=20+(n—1)-d
=20+4n—4
=4n+16
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Kertausosa

c) 2 vitkkoa = 14 paivaa

a, =4-14+16=72 (sivua)

Vastaus: a) 20, 24, 28, 32, ... b) a, =4n+16 c) 72 sivua

22. a) Ensimmiiselld portaalla (» =1) oli kynttil6ita

a, =41—4-1=37 (kpl)

b) Viimeiselld portaalla oli 1 kynttila. Lasketaan siis, milloin «, =1.

a, =1
41—-4n=1
—4n==—40| (—4)
n=10

Portaita oli siis 10.

Vastaus: a) 37 b) 10 portaalla
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Kertausosa

23. 1,-3,-7,-11, ...
a) Aritmeettinen jono: ¢, =1, d =-3-1=-7—(-3)=—4
Yleinen jasen on siis
a,=a,+(n-1)-d
=1+(n-1)-(—4)

=1-4n+4
=—4n+5

b) @, =—4-2145=-79

24. Aritmeettinen jono 67, 62, 57, 52, ...

a, =067
d=062—-067=57-62=-5

a) Tutkitaan, onko @, = —467.

a, =—467

a, +(n—1)-d =—467

67 +(n—1)-(=5) = —467

67 —5n+5=—467
—5n==539 |:(=5)

n=1078
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Kertausosa

Koska 7 ei ole positiivinen kokonaisluku, niin —467 ei ole jonossa.

b) Tutkitaan, onko a, = —673.

a, =—073
67 +(n—1)-(=5)=—673
67 —5n+5=—673
—5n==745  |:(-5)
n =149

Koska 7 on posititvinen kokonaisluku, niin —673 on jonossa.

Vastaus: a) el ole b) on

25. Aritmeettinen lukujono, jossa d = 7ja a,, = —43.

Kysytidan, milloin 2, <—100. Mairitetaan ensin yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d

a,, =—43

a, +(43-1)-7=—43
a, +42-7=-43

a, +294 = —43

a, = =337
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Kertausosa

Yleinen jasen on siis

a,=-337+(n—-1)-7

=-337+7n—-17
=7n—344
a, <—100
7n—344 < =100
Tn <244 |7
n<34,857...

Koska # on positiivinen kokonaisluku, niin 34 jasentd on pienempia kuin

-100.

Vastaus: 34 jasenta
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26. a) Tarkastellaan syvyyttad rannasta lahtien siirtyen aina 1m merelle pain.

a, =2,90m (etdisyys rantaan 0 m)
a, =(2,90+0,4) m =3,30 m

2, =2,90+2-04=370 m

2y =290+3-0,4=410 m

a, =290+#-0,4 (m) etadisyys rantaan » metria
Syvyydet muodostavat siis aritmeettisen jonon, jossa 4 = 0,4 (m)

b) syvyys 120 m paissa rannasta eli etsitdan 120. jasenta jonossa

a1 =2,90+120-0,4 =509 (m)

Vastaus: a) a, = 2,90+ 0,4% b) 50,9 m
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Kertausosa

27. 2) 92+124+156+..+ 572

Aritmeettinen summa, jossa @, =92 ja d =124 - 92 =156 —-124 = 32

Lasketaan, montako lukua summassa on, kun tiedetdin, ettd viimeinen
jasen on 572.

a, =572
a, +(n—1)-d =572
92 +(n—1)-32 =572
92+ 321 —32 =572
327 =512 |:32
n=16

Summassa on siis 16 jasenta.

92+ 572 664
516 :167216725312

b) 101+ 95 +89 +... + (=61) + (=67)

Aritmeettinen summa, jossa ¢, =101 ja d =95-101=89-95=-6

Lasketaan, montako lukua summassa on, kun tiedetdin, ettd viimeinen
jasen on -67.
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Kertausosa

a, =—07

a, +(n=1)-d =-67

101+ (n—1)- (—=6) = =67

101— 61+ 6 =—67
—6n=-174 |:(-6)

n =729

Vastaus: a) 5312 b) 493

28. Aritmeettinen jono 3,5,7,9, ...,jossa @, =3ja d=5-3=7-5=2

Lasketaan 60. jasen yleisen jasenen avulla.
a,=a,=a, +(n—1)d
=3+(n—1)-2
=34+2n—2

=2n+1

00. jasen on siis a,, =2-60+1=121

3+121

8y =60 = 3720

Vastaus: 3720
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Kertausosa

29. Tarkastellaan katsojien maaria viikoittain. Maarat muodostavat
aritmeettisen jonon, jossa @, = 5550 , 4 = —450.

a) Yleinen jasen

a,=a,+(n-1)-d
= 5550 + (1 — 1)+ (—450)
= 5550 — 4507 + 450
= —4507 + 6000

b) Lasketaan ensin, kuinka moni niki elokuvan 12. viikolla.

a,, = —450-12 + 6000 = 600

0+ 600
512 - 12555# == 36900

Vastaus: a) 2, = —4507 + 6000 b) 36900 katsojaa

30. Tarkastellaan kilpa-auton kulkemaa matkaa:

a; =2 (m)
4, =2+4=6 (m)

a, =2+(n—1)-4=2+4n—4=4n—-2 (m)

n

Matkat muodostavat aritmeettisen jono, jossa & = 4.
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Kertausosa

a) 15. sekunnin atkana kulkema matka:

s =4-15—2="58 (m)

Kokonaismatka ensimmaisen 15 sekunnin aikana eli hetkilla 1 — 15 (s)

2+ 58

S5 =15 = 450 (m)

b) Viimeisen sekunnin aikana v, :

58
v, =25 =220 = 58.3,60 k= 208,8 km/ ~ 209 km/

s 1s

Tutkittavan 15 sekunnin aikana » .

_ 515 _450m_ k . k
=== = =30:3,60 %—108 %

Vastaus: a) 450 m b) », =209 k% c) v, =108 k%
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Kertausosa

31.

32.

Geometrinen jono 3, =15, 75, =375, ... ,jossa
—-15 75
a., = 3 R = = —
1 T T s

a) Yleinen jisen 2, = a, -¢"~ =3+(=5)""

b) Yleisen jasenen avulla saadaan a, = 3-(=5)"" = 3-(=5)" = —234375

Vastaus: a) a, = 3-(=5)"" b) —234375

Geometrinen jono, jossa ¢ =0,5 ja a, =—0.

. . —1
Ensimmainen jasen lasketaan vleisen jasenen ¢ =a, -g”~ avulla.
y 7 1

a, =—06
a,-05" =-6
a,-05°=-6 |:0,5°
-6
a, = =384

Vastaus: -384
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Kertausosa

33. Geometrinen jono 2000, 600, 180, ..., jossa

600 180 3
4, =2000, g= ——=——=—"—
2000 600 10

3 n—1
Yﬁdncnjﬁaﬁlaﬂ::a1-q”4::2000.(E6j

Tutkitaan, milloin 2, = 1,458.

n—1
2000-({%) =1,458 |:2000

(3Y”_1A%
10 2000

(ﬂ——lﬁg]%;=]g6129-10_4)

1o(7.29-107*
1:g(’ 3 )
17
glO
n=6+1=7

ﬂ_

. =1,458

Vastaus: 7. jasen
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34. Bakteeriviljelmi 2 —kertaistuu kahdessakymmenessdminuutissa eli
bakteerien lukumaarit muodostavat geometrisen jonon.

a, =06

a,=06-2 20 min kuluttua
a,=6-2° 220 min kuluttua

a, =62 320 min kuluttua
a,=6-2"" (#—1)- 20 min kuluttua

Lasketaan, milloin @, = 6291456 (bakteeria)

6-2"" =6291456  |:6
2" =1048576
(n—1)1g2=1g1048576 |:lg2

_ 121048576
T lg2
n—1=20

n=21

Talloin atkaa on kulunut

(7—1)-20 min=20-20 min =400 min (6 h 40 min)

Vastaus: 400 min kuluttua (6 h 40 min)
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Kertausosa

35. Geometrinen jono, koska vihenemista 3,4 %. Matkustajia on siis aina
jaljelld 100 % - 3,4 % = 96,6 % edellisvuoteen verratuna eli maird 0,966 —

kertaistuu.

a, =10900
1 v. kuluttua: a, =10900-0,966
2 v. kuluttua: a, =10900-0,966°
n. vuoden kuluttua a, =10900-0,966"

a) 10 vuoden kuluttua

a,, =10900-0,966'" = 7712,545... = 7700

b) @ <6500

Lasketaan ensin, milloin @, = 6500.

10900 0,966" = 6500 :10900

0,966" = 0
109
65
#1200,966 = lo— |:150,966
g 8 '8
65
1 -
. 109
10,966

n=14,944...
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36.

Jos 7 =14, niin a,, =10900-0,966"* = 6715,9... > 6500

Jos #n =15, niin a,; =10900-0,966" = 6487,58... < 6500

Siis 15 vuoden kuluttua maara on alle 6500.

Vastaus: a) 7700 matkustajaa b) 15 vuoden kuluttua

a) 5+25+125+...+ 9765625

25 125

Geometrinen summa: ¢, =5, ¢g=—=—=5

Lasketaan ensin yleisen jasenen avulla, montako lukua summassa on.

S -1 1
Yleinen jasen: a, =a,-g" =5-5"

a, =9765625
5-5"71=9765625  |:5
5" =1953125
(n—1)lg5=1g1953125 |:lg5

_1g1953125
T g5
n=9
n=10

Summassa on siis 10 lukua.
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Kertausosa

=12207030 = 12210000

b) 3+3-0,6+3-0,6° +...+3-0,6"

Geometrinen summa: #» =11, ¢ =0,6, a2, =3

1-0,6"
1-0,6

11 =

=7.4727...~ 7 A73
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Kertausosa

37.

2;2,6; 3,38; 4,394, ...

Geometrinen jono, jossa ¢, =2 ja g =

Kysytaan, milloin §, > 1000

Lasketaan ensin, milloin §, =1000.

2-1_1’3 =1000
1-1,3

1-1,3"

b

= 2000

1-1,3" =-150
-1,3" =-151
1,3" =151
nlgl3 =1g151

lg 151

2

|:2

|-(=0,3)

(D)

#=191233...

Jos =19, niin

1-1,3"
1-13

b

Spp =2¢
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Kertausosa

Jos n =20, niin

1-1,3%
1-13

S,y =2 =1260,330... > 1000

Vastaus: vahintiaan 20 jasenta

38. Marjojen maari pieneni 5 % eli maara 0,95 — kertaistuu (100 % - 5 % =
95 %). Tarkastellaan marjojen maaria perakkaisina paivina.

a, =251
a,=095-251
a, =095 251

a,=095"".251

Muodostuu siis geometrinen jono, jossa 2, =251 ja ¢ =0,95.

Kahden viikon, #» =14 (piivad), aikana Sanni poimi yhteensa

1-0,95"

S, =25
1 1-095

1 =256,162... 1= 2561
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Kertausosa

39. Tarkastellaan Viljon tililld olevaa rahamaaraid vuosittain syntymapaivana:

1v. 120,00 (€)

2v. 1,021-120,00 + 120,00 (€)

3. 1,021% -120,00 + 1,021- 120,00 + 120,00
18 v. 1,021" -120,00 + ... +1,021- 120,00

Rahaa on tililld 18 v paiviana (1lman viimeista talletusta):
geometrinen summa, jossa # =18, 4, =120,00, ¢ = 1,021

1-1,021"
1-1,021
= 2472,352... (€)

S, =1,021-120,00-

Vastaus: 247235 €

40. Taimista kuihtuu 20 % viikossa eli taimien maara 0,80 — kertaistuu

vitkossa ( 100% - 20% = 80% ).

Tarkastellaan taimien maaraa:

Alussa taimia 600

1 viikon kuluttua 0,80 - 600 + 80

2 viikon kuluttua 0,802 - 600 + 0,80 - 80 + 80

20 viikon kuluttua 0,80 -600 +0,80" -80 +... + 80
20kpl (=n)
4,=80, ¢=0,80
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Kertausosa

Taimia on 20 vitkon kuluttua geometrinen summa

1-0,80%
$, =0,80%"-600 + 80 120807
1-0,80
= 402,305...
~ 400

Vastaus: 400 tainta
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Harjoituskofkeet

1. Harjoituskoe

1.

a) Muodostetaan ensin suorien yhtaloiden ratkaistut muodot.

8y=4x+12 |8

L3
2 2
—5x+6y=-5
6y=5x-5 |6
5 5
e

Leikkauspiste lasketaan ratkaisemalla yhtéilopari.
(Yhtaloparin olisi voinut muodostaa my6s suoraan tehtivanannon
normaalimuodoista.)

1 +3

= —X —

J 2 2

5 +5

= —X —

J 6
1

— Xt —-=—X*+—

2
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Harjoituskofkeet

1
_.7+é:Z+é=_:5.
2 2 2 2 2

Kun x=7,niin y=

Siis leikkauspiste (7, 5)

b) Muodostetaan yhtal6pari:

—4x+20y=-5 |5
—5x+15y=-10 |-(-4)

—20x +100 y = =25
+

20x —60 y =40

40 y =15

_3

J 8

Kunyzg,niin

4+ 20 > 5
— 4y o

8

60
—4x+—=-5

8

1
—4x=-12~ |:(—4
, |:(—4)

x =3—

1
Vastaus: a) (7, 5) b) x = 3§ , ) —g
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Harjoituskofkeet

Aritmeettinen jono 20, 17, 14, 11, 8,..., jossa a; =20, d = -3

Yleinen jasen
a,=a,+(n-1)-d
=20+ (z—1)-(-3)
=20-37+3

=3+ 23

Lasketaan, milloin «, > —50.

— 31 +23> 50
—3n>-T73 | (-3)
n<24333..

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin lukuja on siis 24 kpl.

Vastaus: @, = —3n+ 23, 24 lukua on suurempia kuin -50
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Harjoituskofkeet

3.

a) Aritmeettinen jono 1,4, 7, ..., jossa

a, =1

d=4-1=7-4=3
Maaritetdan aluksi yleinen jasen

a,=a, +(n—1)-d

=1+(n-1)-3
=14+37-3
=3n—-2

Lasketaan, milloin &, = 250.

3n—2=250
3n =252 |:3
n =284

Siis g, = 250
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Harjoituskofkeet

1 3
b) Geometrinen jono 3, 45, 6—, ...,]0ssa
a, =3
3
g=—2-_4_41.5
1
3 40 2 2
2

3 6—1 3 5
6. termi: a, = 3- (5) =3. (Ej = 2278125~ 22,8

15. ensimmaisen termin summa:

15
-2
N2 0621363 ~ 26214

Vastaus: a) 84. jasen b) a, 22,8 ja §,; = 2621,4

112



Harjoituskofkeet

Kunto-ohjelman kesto kasvaa parvittdin 8 % eli 1,08 — kertaistuu (100% +
8% = 108%).

1. paiva a;, =45 (min)

2. piivi 2, =1,08-45 (min)
3. péivi 2, =1,08% - 45 (min)
5. piivi a,=1,08""-45 (min)

a) Jonon 15. jasen

a; =1,08”7" - 45min
=1,08"" - 45min
=132,173...min

~ 132 min

b) Kuntoiluun kaytetaidn aikaa 30 paivin aikana

1-1,08"
1-1,08
=5097,74...
~ 5100 min (85h)

S, =45

Vastaus: a) 132 min b) 85 h
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Muodostetaan ensin ratkaistut muodot ja piirretain suorat
koordinaatistoon.

3x+ y<5 —x+9y+220 x—=1>0
< -=3x+5 y2x—2 o>1

No

—

~
NV

\y:——3x+5

Lasketaan muodostuneen monikulmion kirkipisteet, silla optimiarvot
loytyvit karkipisteista.

A: Suvorien x =1 ja y = x —2 leikkauspiste. y =1-2=-1
Siis A = (1, —1)

B: Suorien x =1 ja y = —3x +5 leikkauspiste. y =-3-1+5=2
Siis B= (1, 2)
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C:Suorien y =-3x+5ja y=x —2 leikkauspiste.

—3x+5=x—-2
—dx=-7 |[:(—4)

X = Z =1,75
4
-
=——-2=-——=-0,25
7 4
Siis C = (1,75; —0,25)
Kirkipiste Lausekkeen 11x —5 y arvo
(1, -1) 11-1-5-(-1)=16
(1,2 11-1-5-2=1 pienin
7 1
(1,75; —0,25) | 11- 1 5- (— Zj = 20,5 suurin

Vastaus: Suurin arvo 20,5 pisteessa (1,75; —0,25),
plenin arvo 1 pisteessa (1, 2)
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6.

Merkitaan x = lanka A (m)

J

= lanka B (m)

Kootaan tehtavanannon tiedot taulukkoon:

Lanka A Lanka B yht. min (g)
x (m) ¥ (m) '
Villa 20 10 14
Keinokuitu 20 60 30
Hinta (€) 30 20

Optimoitava lauseke: kulut = 30x + 20 y

Rajoittavat ehdot:

-

.

-

S

x 20
320

<
20x +10 y > 14

20x + 60 5 > 30

x 20
320
y2=—2x+14

S 1 +l
2——x+—
J 3 2
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Piirretadn suotuisa alue. Lasketaan piirtaimista varten suorien nollakohdat:

—2x+14=0
—2x =14 [:(-2)
x =0,7
1 1
——x+—-=0
32
> 155)
IR Y
3 2 3
><=é=ll
2 2

/ e /////
K
ol /

//
T
.
/

/

(8
)

1,4
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Optimoitavan lausekkeen pienin arvo etsitdan tutkimalla suorien
3x + 2 y = ¢ joukkoa. Kaikki tillaiset suorat ovat yhdensuuntaisia suoran

3
30x+20y =0 kanssaeli y= —Ex.

Pienin arvo saadaan kuvan mukaan pisteessa A:

1 1
Suorien y = —gx + 5 ja y=—2x+14 leikkauspiste.

—lx+—=—2x+1,4
3
2
1-=x=0)9 1—
3
x = 0,54

Kun x = 0,54, niin

y=-2-0,54+1,4=0,32.

Siis A = (0,54; 0,32)

Kulut ovat tillsin 300,54 + 200,32 = 22,6 (€)

Vastaus: Lanka A4: 0,54 m ja lanka B: 0,32 m
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2. Harjoituskoe

1. a) 4 -1, 7n=12,..

a,=4-1"-1=3
a,=4-2-1=4-4-1=15
a,=4-3"-1=4.9-1=35
a,=4-4>-1=4-16-1=063
a;=4-5"-1=4-25-1=99

b) Aritmeettinen jono, @, =—7 ja d =1

a, =—1
a,=—7—1=-8
a,=—7—-2-1=-9
a, =—7-3-1=-10
a; =—7—4-1=-11
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2.

c) Geometrinen jono, a, = 5 jag=-—

1
as =———*
> 54
a)
2a+3h=-8
2a—b=4 |(-1)
{zg+3b=—8
|\ 2a+b=—4
4p=-12]:4

b=-3

120
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Kun b = -3, niin

2a—(-3)=4
2a=1 |2
1
a=—
2
b)
y2x+2
<3
x 24
x=-4 4_[
'A 3
y=3 -
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Epayhtilon ratkaisuna on kolmion muotoinen tasoalue ABC, jossa reuna
9 = 3 et kuulu mukaan.

Vastaus:a) a =—, b=-3 b) kuvan tasoalue

1
2 b
3.  Merkitain x = Pekan tuntipalkka (€)

9 = Jarin tuntipalkka (€)

10x+14y=110 |9
In+17y=121 |- (-10)

90 +126 5 = 990
+]=90x—170 y = 1210

—44 y = =220
J=5
Kun y =5, niin
Ox +17-5=121
9x +85 =121
9x =36 :9
x =4

Vastaus: Pekan tuntipalkka 4 €/h, Jarin tuntipalkka 5 €/h
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2,4, 0, 8,... on aritmeettinen jono, jossa @, = 2 j

d=8-6=6—4=4-2=2
999 ensimmaisen termin summas:

Lasketaan ensin 999. jasen eli agyg = a; +(999—1)-4d
=2+998-2

=1998

999 ensimmiisen jasenen summa on siis

2+1
490 =999 % = 999000

888 ensimmaisen termin summa:

Lasketaan ensin 888. jasen eli aggq = a; + (888 —1)-d
=2+887-2

=1776

888 ensimmaisen jasenen summa on siis

2+1776
Sups =888+ == = 789432

9000 _ | 2654... cli 26,54...% = 26,5 % suurempi
789432
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5. Hahmotellaan apukuvio

Liisa 1 hlo

/" N\
X X
/ N\ /N

X X X X 4hlo 2.soittokierros

2 hlo 1. soittokierros

Huomataan, ettd kuulijoiden maéari kaksinkertaistuu aina seuraavalla
soittokerralla, joten muodostuu geometrinen jono, jossa a, =2, g = 2.

Yleinen jisen on a, =a, -q"" =2-2"" =2"

a) 10. kierroksella 7 =10

= 2046
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b) § > 5020

Lasketaan ensin, milloin $, =5020,

2. 172 _ 5000
1-2
1_ n
2 =5020 |-(-1)

2(1-2")=-5020 |:2

1-2" =-2510
—2" =-2511 |-(-1)
2" =2511
nlg2=1g2511 |:lg2
lg 2511
n = &
lg2
n=11,294...
Jos n =11, niin
1_211
S,y =2 = 4095 < 5020
Jos n =12, niin
1_212

= 8190 > 5020

Sp=2-
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Tarvitaan siis 12 soittokierrosta.

Vastaus: a) 2046 henkil6a b) vahintdan 12 soittokierrosta

Laina 72000 (€), vuotuinen korko 3,3 %,

3,3
% vuoden korko: é % =1,65%

Tarkastellaan lainan maaraa ja maksettuja korkoja.

% vuoden kuluttua:
lainaa 72000 — 4500 (€) = 67500 (€)
korkoa  0,0165-72000 = 1188 (€)

1 vuoden kuluttua:

lainaa 72000 —2- 4500 (€) = 63000 (€)
korkoa  0,0165-67500 (€) =1113,75 (€)

1 vuodessa lainaa lyhennetdin 2-4500 € = 9000 €, joten
... 72000

lainan takaisinmaksu siis kestaa

=8 (vuotta).
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Korkojen maksua on 2-8 =16 kertaa. Korot muodostavat jonon:

1. 0,0165-72000 =4,
2. 0,0165- (72000 — 4500)

=0,0165-72000 —0,0165 - 4500
3. 0,0165-(72000 — 2-4500)

=0,0165-72000 —0,0165-2-4500

16. 0,0165-4500 =74,25 = a,

Korot muodostavat aritmeettisen, jossa «; = 0,0165-72000 = 1188 ja
d =—0,0165-4500 = —74,25.

Korkoa maksetaan yhteensi:

1188 +74,25 € = 10098 €

S, =16

Vastaus: 10098 €, takaisinmaksu kestdd 8 v.
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3. Harjoituskoe

1.

a)a,=6n—1, n=12,..

6n—1=276
6n =277 |:6
n =406,160...

Koska 7 et ole positiivinen kokonaisluku, niin 276 ei kuulu jonoon.

b) a, =—6+6(n—1), n=1,2,..

—6+6(n—1)=276

—6+6n—6=276
6n =288 |:6
n =48

Koska 7 on positiivinen kokonaisluku, niin 276 kuuluu jonoon.
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)a,=-2-3",n=12

) PR

—2-3"=276 |:(-2)

3" =-138

Ei ratkaisua, silli 3" on aina positiivinen. Luku 276 ei siis kuulu jonoon.

Vastaus: a) ei kuulu

b) kuuluu

c) ei kuulu

Tarkastellaan kaupunkien .4 ja B asukasmaaria. Kaupungin A4
asukasmaira vihenee vuosittain 107:114 eli asukasmairit muodostavat
aritmeettisen jonon. Kaupungin B asukasmaara lisaantyy 1,5 % vuosittain
eli 1,015 — kertaistuu, joten asukasmaarit muodostavat geometrisen

jonon.

Kaupunki A
a, = 47000
d=-107

Aritmeettinen jono

Yleinen termi

a,=a, +(n-1)-d

= 47000+ (2 —1)- (~107)
=47000—1072+107
=—1072+47107

Kaupunki B
a, = 47000
g =1,015

Geometrinen jono

Yleinen termi

=47000-1,015""
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a) 15 vuoden kuluttua » =16.

Kaupunki A Kaupunki B
a4 =—107-16+47107 | @15 = 47000-1,015'"
=45395 = 47000 -1,015"
~ 45400 = 58760,907...
~ 58800

y 28700907 = 47000 1 10— 25 02,94 ~ 25%
47000

Vastaus: a) .4: 45400, B: 58800 b) 25 %

50 penkkirivia, @, =19, d = 2 eli penkkien mairit eri riveilla
muodostavat aritmeettisen jonon.

a) Lasketaan ensin viimeiselld rivilla olevat penkit

agy =a, +(50—1)-d =19+49-2 =117 (penkkii)

19+117

$ =50 = 3400 (penkkiz)
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b) Lasketaan, milloin §, =1056.

Muodostetaan ensin yleinen jasen

a,=a,+(n-1)-d

=19+ (n—1)-2
=19+21-2
=2n+17

Lasketaan, mille riville  mennessa on kertynyt 1056 paikkaa

5 =1056

194+ 2n+1
.Mzmw |.2

n
#(2n+36)=2112
2n° +36n—2112=0 22

n® +1872—1056 =0

 —18+,18% —4-1-(~1056)

7 =
2-1
_ —18£ /4548

2
n=24719... tai n=—-42719...

Koska # on positiivinen kokonaisluku, niin 7» = —42,719... et kay.

Paikkanumero 1056 sijaitsee siis 25. rivilla. Lasketaan ensin, montako
paikkaa on 24 ensimmiaisella rivilla.
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4.

S, =24

19+a,,

19+2-24+17

=24 = 1008

Yli jad sits 1056 — 1008 = 48 (paikkaa)

Siis patkkanumero 1056 on 25. rivilla, 48. paikka vasemmalta lukien.

Vastaus: a) 3400 penkkiid

Epayhtaloryhma

1
<—x+3
J 2

Y <—3x+3

132
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Piirretdan suorat koordinaatistoon. Lasketaan suorien nollakohdat ja y —
akselin leikkauskohdat piirtamistd varten.

—3x+3=0
—3x==3](-3)
x=1
—x+3=0
1
—x*=—3:(lj
2 2
x=-0

y — akselin leikkauskohtana molemmilla eo. suorillaon y =3

Koska epayhtil6issa on yhtasuuruudet, itse suorat kuuluvat myos
tasoalueeseen. Muodostuu nelikulmio.
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Pinta-alan laskemista varten lasketaan ensin karkipisteet.

1
Piste A: suorien y = EX +3 ja y =—x leikkauspiste.

1
—x+3=—x
2
3
—x=-3 :é
2 2
x=-2

Kun x = -2, niin y = - (-2)=2. Piste A = (-2, 2).
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1
Piste B: suorien y=-3x+3ja y= EX + 3 leikkauspiste

Kun x=0,niin y=-3-0+3=3. Piste B = (0, 3).
Piste C: suoran y = —3x + 3 nollakohta. Piste C=(1, 0)

Piste D= (0, 0), origo

Nelikulmio voidaan jakaa kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi lavistdjan
BD avulla. Lasketaan syntyneiden kolmioiden ABD ja BCD pinta-alat
yhteen.

1.3.2+l.1.3:3+é:41
2 2 2 2

1
Vastaus: 4 —
2
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5.
Huom! Kirjan 1. painoksessa on virhe tehtidvinannossa. Valmistukseen

kiytettiva kokonaisaika on 176 h.
(ei 160 h).

Merkitaan

x = tuolit (kpl)
= poydit (kpl)

Valmistus | Maalaus Hinta
(h) (h) ©
Poyta y 9,6 6 150
Tuoli x 8 3 100
Yhteensi max 176 90

Optimoitava lauseke tulot = 100x + 150 y

Rajoittavat ehdot:

x=0
20

x>0
20

8x+9,6 y<176
3x+6y <90

5 1

<——x+18—
J 6 3

1
<——x+15
J 2
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Piirretddn suorat ja etsitddn suotuisa alue. Lasketaan suorien nollakohdat
plirtaimista varten:

—§x+181=0
6 3
_2 =18t :(—ﬁj
3 6
x =22
—lx+15=0
2
1
s H__j
2
x =30

yA
\\ =—2x+ 18=
- \y_ 6
B C
5 ™ y:—1x+"|5
\\ 7 _
Al 5 20}\ X
AN

Lasketaan muodostuneen monikulmion karkipisteet .4, B, Cja D, silld
optimiarvo loytyy karkipisteista.
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A= (0,0)
B: Suoran 5= —%X+15 y-akselin leikkauskohta eli B = (0, 15)

5 1 1
C: Suorien y = —gx + 185 ja y= —Ex + 15 leikkauspiste.

—Ex 18— = —lx+15
6
R
3 3 3
x =10

Kun x =10, niin

1
=——10+15=10
D
Siis C = (10, 10).

1
D: Suoran y = —gx + 183 nollakohta. Siis D = (22, 0).
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Lasketaan tulojen 100x + 150 y arvot karkipisteissa.

Kirkipisteet 150x +150 y ( €)
0, 0) 100-0+150-0=0
0, 15) 100-0+150-15 = 2250
(10, 10) 100-10+150-10 = 2500 suurin
(22, 0) 100-22+150-0 = 2200

Suurimmat tulot saadaan pisteessi (10, 10) eli poytia valmistetaan 10 kpl
ja tuoleja 10 kpl.

Vastaus: 10 kpl poytia, 10 kpl tuoleja

Talletussumma 100 €, korko 2.5 % eli summa 1,025 — kertaistuu vuodessa

Tarkastellaan tililld olevaa rahamairaa:

1. vuotispiivi 100 (€)
2. vuotispaivi 1,025-100 +100 (€)
3. vuotispiivi 1,025% -100+1,025- 100+ 100 ( €)

18. vuotispiivi 1,025" -100 +...+1,025-100 ( €)
(viimeista talletusta ei tehd4)
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Rahamairi 18 — vuotispaivana muodostuu geometrisenda summana

n=17, a, =1,025-100, g = 1,025

1-1,025"
1-1,025

= 2138,634...

~ 2138,63 (€)

§5 =1,025-100-

Vastaus: 2138, 63 €
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Ekstrat

1. 2
y=-3x-1
y=—x2 —2x+1
—x? = 2x+1==3x—-1

—x’+x+2=0

L1 1P 4 (-1)2 —143
a 2-(~1) -2

x=—1 tat x=2

Kun x=-1, niin y=-3-(-1)-1=3-1=2

b)
Jy=—2x+3
— y+x"+4=0

2x—3+x"+4=0
X2+ 2x+1=0

24422 —41-1 —2%40 -2

2-1 2 2

X

=1

Kun x = -1, niin y=-2-(-1)+3=2+3=5

Vastaus:a) x = -2, y=2taix =2,y = -7 b)yx=-1,y=5



2. Muodostetaan yhtilopari.

y=2x+5
a) )
Jy=x"+2x—4

Sijoitetaan y = 2x +5 yhtdloon y=x’ +2x —4:

2x+5=x>+2x—4

x2=9=0
x2=9
x =313

Kun x =3, niin y=2-3+5=11.
Kun x = -3, niin y=2-(=3)+5=—1.

b J)=—4x+3
J=—x"—x+3

Sijoitetaan y = —4x + 3 yhtdloon y = —x? —x +3:

—4x+3=-x"—x+3
x?=3x=0
x(x=3)=0

x=0 tat x—3=0
x=3



Kun x=0,niin y=—4-0+3=3
Kun x=3,niin y=-—4-3+3=-9

Vastaus: a) (3, 11) tai (-3, -1) b) (0, 3) tai (3, -9)
a)

J+x”=5x—2

J=2x—0

Sijoitetaan y = 2x — 6 yhtdloon y+ x? =5x—2

2x—64 x> =5x—2

x?=3x—4=0

T 41

2-1

3++/25

X =
2

3£5
X =—

2
x=4 tat x=-1

Kun x =4 niin y=2-4-6=2
Kun x =-1,niin y=2-(-1)—-6=-8



J+8x+4=0
b) )
J—2x" =3x+1

y=—8x—4
y=2x"+3x+1

Sijoitetaan y = —8x —4 yhtiloon y = 2x° +3x +1

—8x—4=2x"+3x+1

25x? +11lx+5=0

C—11E 117 425

X =
22
—11+4/81
X =—
4
-11£9
X:
4
1
x=—— tal x=-5
2
Kun x =——, niin
-8 (—l)—4—4—4—0
J 2

Kun x =-=5, niin

y=—8-(=5)—4=40—4=36

1
Vastaus: a) x=4, y= 2 taix =-1,)=-8 b) x = —EJ:Q tai x= -5, y=36



J—2x+4=0
y=x2—3x+2

Sijoitetaan y = x” —3x + 2 yhtdloon y—2x+4 =0:

X2 =3x+2-2x+4=0

x2=5x+6=0

(5 E£(=5)* —4-1-6
a 21
_5+425-24

-1
2

X=——=—=3 tal x=

Kun x =3, niin y=3"-3-3+2=2
Kun x =2, niin y=2°-3-2+2=0

Vastaus: (3, 2) ja (2, 0)



S54a+b+3c=1
da+2b+c=2
—4a—-5b+2c=1

Muodostetaan kaksi yhtiloparia ja eliminoidaan molemmista a.
O

4a+2b+c=2
+

—4a—-5b+2c=1
—3b+3=3

2)
{5g+b+35:1 |- (—4)

4a+2b+c=2 |5

20a+10b+5c =10
6b—T¢c=06

— 200 —4b—12¢ = —4
+

Saadaan uusi yhtilopart:

—3b+3=3 |2
6b—Tc=06

—6b+06c=06

—i—{ 6b—Tc=06

—c=12
c=-12




Jos ¢ =—12, niin

~3h+3-(-12)=3
~3hp—36=73
—3b=39 |:(-3)
b=-13

Sijoitetaan yhtaloon 4a+2b+¢=2 ¢=-12 ja b=-13:

4a+2-(-13)+(-12)=2

40-26-12=2
4a=40 |:4

a=10

b)
a+b+c=-5
9a —3b+ 5¢c = —49
4a—2b+¢=-20

Muodostetaan kaksi yhtdloparia ja eliminoidaan niista c.

1)
a+b+c==5 |-(-1)
4a—2b+c=-20

—a—b—c=5
+|4a—2b+ ¢ =—20
3q—3b=—15




(2)
atb+c=-5 |- (=5)
9a — 3b + 5¢ = —49

9q — 3b+ 5¢ = —49
4a—8b=—24

—5a—5b—5¢c=25
+

Saadaan uusi yhtilopart:

3a-3b=-15  |-(-4)
4a—8p=-24 |3

—12a+12b =60
_|_

12a —24b =-72
—126 =-12
b=1

Jos b=1, niin

3¢—3-1=-15
3¢ =-12 |3
a=—4

Sijoitetaan yhtaloon a+b+¢c=-5 a=-4 ja b=1.



Vastaus: a) a =10, b=-13, ¢ =-12 b) a=-4, b=1, c=-2

a)
—x+3y+43=2

x+2y+z=1
—2x+ y+4z =1

Muodostetaan kaksi yhtdloparia ja eliminoidaan niista x.

O
—x+3y+43=2
+ x+2y+z=1

5y+53=3

2)
x+2y+z=1 -2
—2x+ y+4z=1

2x+4 y+2z=2
+|—2x+ y+4z =1

5y+63=3



Saadaan uusi yhtalopari:

5y+57=3 - (-D)
5y+63=3

—5y—52=-3
+| 5y+063=3

=0

Jos =0, niin

59+5-0=3
5y=3

y===06

Ut W

Kun =0 ja y=0,6,niin

x+2-0,6+0=1
x+12=1
x=1-12=-02



b)
2x+ y+2z =1
d3x+ y+23=4
—x+6y+4z=1

Muodostetaan kaksi yhtdloparia ja eliminoidaan z.

1)
2x+ y+2z=1 |-(-1)
dx+ y+2z2=4

—2x—y—2z=-1
+| 3x+ y+2z=4

x=23

(2)
B+ y+2y =4 |-(-2)
—x+6y+4z=1

—6x—2y—4z=-8
+| —x+6y+4z=1

—Tx+4y=-7

Saadaan uusi yhtilopart:

x=3
—Tx+4y=-7



Sijoitetaan x = 3 yhtdloon —x +4 y =7

—7-3+4y=-7
—21+4y=-7
4y=14 |:4
14
=—=35
7 4

Kun x=3ja y=3,5, nin

2-3+35+2z=1

6+3,5+3z=1
23 =-8,5 |:2
z=-4,25

Vastaus: a) x =—0,2; y=0,6; =0 b) x=3, y=35;3=-425

7. Muodostetaan yhtiléryhma:

2x—=2y+4z=2
3x+ y+3z=1
—2x+3y+4z=1



Muodostetaan kaksi yhtiloparia ja eliminoidaan niista j.

D
2x—=2y+4z=2
3x+ y+3z=1 -2

2x—=2y+4z=2
+|6x+2y+63=2
8x+10z =4

(2)
3x+ y+3g=1 |-(-3)
—2x+3y+4z =1

—9x—=3y-92=-3
+|—2x+3y+4z=1

—1lx—5z=-2
Saadaan uust yhtilopari:

8x+10z =4
—1lx -5z =-2 -2

8x+10z =4
+|—22x—105 = —4

—14x=0

x=0




Jos x =0, niin
8-0+10z =4
10z =4 :10
=04

Kun x =0 ja g =0,4, niin

304 y+3-04=1
y=1-12=-0,2

Vastaus: x =0, y=-0,2,32=04

Paraabelin yhtilé on muotoa y = ax” + bx +¢.

a)
(—5,-81): —8l=a-(=5)>+b-(=5)+¢
(1,-3):  B=a-1>+b-1+¢
(2,—4):  —4=a-2"+b-2+¢
Muodostuu yhtal6ryhma:

254 —5b+ ¢ = —81
atb+c=-3
4a+2b+c=-4



Muodostetaan kaksi yhtiloparia ja eliminoidaan niista c.

D
{254——5b4—c::—81 (-1

at+b+c=-3

—25a+5b—¢=81
+

atb+c=-3
—24a+6b =178
(2)
a+b+c=-3 (1)
4a+2b+c=—4

—a—b—¢c=3
+|4a+2b+c=—4
3a+b=-1

Muodostetaan uusi yhtalopari:

—24a+6b =178
3a+b=—1|-(-6)

—24a+06b=78
+{—18¢—6b=6
—42a =84

a=-2




Jos a=-2, niin

3.(=2)+b=—1
—6+b=—1
b=5

Kun 2 =-2ja /=5, niin

—2+4+5+¢c=-3
3+¢=-3
c=-06

b)
(=2,-1): —1=a-(=2)°+b-(-2)+¢
(1,2): 2=a-1"+b-1+¢
2,-1): —1=a-2"+b-2+¢
Saadaan yhtiloryhma:
4a—2b+c=-1
at+b+c=2
4a+2b+c=-1

Muodostetaan kaksi yhtiloparia ja eliminoidaan niista c.



(1)
{4a—2b+c:—1 - (1)

at+b+c=2

—4a+2b—c=1
+ a+b+c=2

—3a+3b=3

2
{44—2b+5:—1 - (1)

4a+2b+c=-1

—4a+2b—c=1
+{ 4a+2b+c=-1
45 =0

b=0

Jos 6 =0, niin

Kun ¢=-1ja /=0, niin

—1404+¢=2
c=3



Vastaus: 2) y = —2x" +5x—6 b) y=—x+3

9. Kootaan tehtavanannon tiedot taulukkoon:

Markus Timo Pekka
Nyt X y g
2 v. sitten x—2 =2 -2

Saadaan yhtalot:

x+ y+z=99
2(z—2)=x-2
y+7=x

Sijoitetaan y+7 = x kahteen muuhun yhtil66n.

J+7+ y+2=99
22 —4=9y+7-2

2y+z2=92
- y+2z2=9 -2

2y+z=92
+|—2y+43 =18

53 =110
=22



Jos =22, niin
—y+2:22=9
—y=-35 |:(-1)

=235

Kun y=35jag=22,niin x =35+7 =42

Vastaus: Markus 42 v, Timo 35 v, Pekka 22 v.

10. Merkitdan x = aikuiset (Ikm.) 10 €/hlo
'y = lapset (Ikm.) 5€/hl6
z = elakeldiset (lkm.) 7 €/hlo

Aikuiset Lapset Elikeldiset Tulot (€)

X y 2 515

X 2y z+5 625
1 1

20 — —3 295

3 2



Saadaan yhtiloryhma

e

10x+5y+ 73 =515
10x+5-2 y+7(3 +5) = 625

N

1 1

e

10x+5y+ 73 =515
10x +10 y + 73 + 35 =625

N

5 7
20042 y+lr=205 |6
SR |

10x+5y+72=515 1
10x+10 y +72 =590 1I
1200+10 y + 21 =1770 111

J\

Eliminoidaan x yhtaloista I ja II .

10x+5y+75 =515 |- (1)
10x +10 y + 7z =590

10x +10 y + 7z =590
5y=75
y=15

—10x -5y -7 =-515
+




Sijoitetaan y =15 yhtdl6on I11:

1200+10-15+ 21 =1770
1200 +150 + 21 =1770

213 =420 |:21
=20

Kun y=15ja =20, niin

10x+5-15+7-20 =515

10x +75+140 =515
10x =300 |:10

x =30

Vastaus: Aikuisia 30, lapsia 15, eldkelaisia 20

11. Merkitaan x = mansikat (kg)
'y = porkkanat (kg)
g = herneet (kg)

Saadaan yhtalot:

x+ y+3=250
1,30+ 0,5y +3 =2,46
0,60x + y+1,20z = 2,12



Muodostetaan kaksi yhtiloparia, joista eliminoidaan z.

1)
x+ y+3=250 |[-(-1)
1,30 +0,5 y +3 = 2,46

—x—y—g=-2,50
+ (1,30x + 0,5y +3 = 2,46

0,30x —0,5 y = —0,04

(2)
x+ y+3=250 |- (=1,20)
0,60x + y+1,203 = 2,12

—1,20x —1,20 y — 1,203 = -3
+ 0,60x + y+1,205 = 2,12
—0,60x — 0,20 y = —0,38

Saadaan uust yhtalopari:

0,30x — 0,5y =—0,04 |-2
—0,60x — 0,20 y = —0,88

0,60x — y =—0,08
+{— 0,60x — 0,20 y = —0,88
—1,20 y = -0,96

=08




Jos y=0,8, niin

0,30x —0,5-0,8 = -0,04
0,30x — 0,4 =—-0,04
0,30x = 0,36 :0,30
x=1,2

Jos y=0,8 ja x =1,2, niin

1,2+0,8+z=2,50
2,0+z =250
z=0,50

Vastaus: Mansikoita 1,2 kg, porkkanoita 0,8 kg, herneitd 0,5 kg

12. Merkitaan x = appelsiinititviste (1)
y = omenatiiviste (I)

z = vesi (I)

Saadaan yhtalot:

x+ y+z=272

1 1
I=x+-9+5-0,9=09
PR

Lox+4y+23=48



Muodostetaan kaksi yhtiloparia ja eliminoidaan niisté z.

(1)
x+y+z=22  |-(-1)
1 1
—x+—-—y+z=18
SNt IR
—x—y—3=-22

1 1

2
1 2
——x-=y=-04 -6
2" 37
—3x—4y=-24
(2)
x+y+zx=22  |(-2)
Lox+4y+23=48

—2x—2y—2y=—44
+|1,5x+4 y+22 =48

—0,5x+2y=04

Saadaan uusi yhtilopart:

—3x—4y=-24
—05x+2y=04 -2



—3x—-4y=-24
+| —x+49y=0,8

—4x=-16
x =04

Jos x =0,4, niin
-0,5-0,4+2y=0,4
-0,2+2y=04

2y=0,6 [:2
=03

Jos x=0,4 ja y=0,3, niin

0,44+03+7=22
0,7+z=2,2
=15

Vastaus: Appelsiinitiivistettd 0,4 1, omenatiivistettd 0,3 1, vettd 1,51



13. 2) 4, =10

a,=—a;,+1=-10+1=-9
a, =—a,+1=9+1=10
a, =—a,+1=-10+1=-9

b) a, =4

a, =124, —20=12-4—-20 =28
4y =12-4,—20=12-28—20 = 316
a, =12-a, =20 =12-316—20 = 3772

14. 2) 4, =6

a, =2a,+4=2-6+4=16
a, =2a,+4 =306
a, =2a,+4=76
a; =2a, +4 =156
a, =2a: +4 =316

b) a, =1
a, =2
ay=-5a,—a, +13=-5-2-1+13=2
a, ==bay—a, +13=-5-2-2+13=1
as ==b5a, —a; +13=-5-1-2+13=6
a, =—ba; —a, +13=-5-6—-1+13=-18

Vastaus: a) a, = 316 b) a, =18



15. 2) ¢, =10, a,=15 a,=a, +a,,,n=34,..

a; =10+15 =25
a, =15+25= 40
a; = 40+25 =65

b) a,=-2, a,=2
a,=2+(-2)=0

a, =0+2=2
a: =2+0=2

16. Kolme ensimmaistd jasentd: 2, =1, a, =5, ay; =12

NS
N—"

a, 22(4”_1+¢z_ ,a, =1, a,=5, n=3,4,..
a,=2(ay+a,)=2-(12+5)=34
a;=2(a, +ay)=2-(34+12)=92

)

a, =2(as +a,)=2-(92+34)=252

17. Susien maira alussa on 2, = 50. Maira lisadantyy 20 % vuodessa eli 1,20
— kertaistuu. Lisaksi kahdeksan sutta kaadetaan vuosittain.

Rekursiosaanto, joka kuvaa susien maaraa:

2, =50, a,=120-a,_, —8, n=2,3,4,..



18.

Taulukoidaan susien maarat 10 seuraavan vuoden aikana eli vuosina 1 —

10.

a; =50

a, =1,20-50—-8 =52

ay, =1,20-52—-8 =544

a, =1,20-54,4 -8 = 57,28

as =1,20-57,28 =8 = 60,736

a, =1,20-60,736 — 8 = 64,8832

a, =1,20- 64,8832 -8 = (69,85984

aq =1,20-69,85984 —8 =75,831808

ay =1,20-75,831808 — 8 = 82,9981696

a,, =1,20-82,9981696 — 8 = 91,59780352 ~ 92

a) a, =4n+2

4, =4-142=6
4, =4-24+2=10
4, =4-3+2=14
0, =4-4+2=18
4. =4-5+2=22



b)a,=2-3""

a,=2-3"=2
a,=2-3"=6
a,=2-3"=18
a,=2-3 =54
a; =23 =162
c)a,=3—bn
a,=3-51=-2
a,=3-5-2=-7
a,=3-5-3=-12
a,=3-54=-7
a,=3-5-5=-22
a) Kaupunki A: 4 =200
2004 alku 35000 = 4,
2005 alku a, = 35000 + 200

20006 alku a, = 35000 + 2 -200

Jonon yleinen jasen «, = 3500 + 7 - 200



Kaupunki B: 4 =1,05

2004 alku 28000 = 4,
2005 alku a, =1,05-28000

2006 alku a, =1,05% - 28000

Jonon yleinen jasen «, =1,05" - 28000

b) Kaupunki A a, = 35000

2005 a, = 35000 + 200 = 35200

2006 4, = 35000 + 400 = 35400

2007 a, = 35000 + 600 = 35600

2008 a, = 35000 +800 = 35800

2009 a. = 35000 +1000 = 36000

2010 a, = 35000 + 1200 = 36200
Kaupunki B a, = 28000

2005 a, =1,05-28000 = 29400

2006 a, =1,05-29400 = 30870

2007 a, =1,05-30870 = 32413,5

2008 a, =1,05-32415,5 = 34034,175

2009 a; =1,05-34034,175 = 3573588...

2010 a, =1,05-3573588...= 375226..



20.

Johtopaitos: Kaupungin B asukasluku ylittad kaupungin 4 asukasluvun
vuonna 2010.

Vaihtoehto A: 2, =50 (€) , d =50 (€)
Vaihtoehto B: 2, =10 (€), g =2

A
1 kk a, =50
2 kk a, =50 +50 =100
3 kk a, =50+2-50 =150
n kk a, =50+ (n—1)-50
B
1 kk a, =10
2 kk a,=2-10=20
3 kk a, =210 =40
7 kk a,=10-2""

a) 1000 € tayttyy 20 kk kuluttua vaihtoehdolla .4 ja 8 kk kuluttua
vathtoehdolla B.

b) Vaihtoehdon B hy6ty on summan saavuttaminen nopeammin.
Vaihtoehdon .4 hy6ty on, ettei talletettavaa summaa tarvitse kasvattaa,
vaan saa tallettaa aina saman vakiomairin 50 €. Viiden ensimmaisen
vuoden aikana vaihtoehdon .4 mukaan tililli on enemman rahaa kuin
vathtoehdolla B. Taman jilkeen vaihtoehdon B mukaan summa kasvaa
nopeammin.
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