Tilastotieteen peruskdsitteitd

1.1 Tilastotieteen peruskisitteita

1. Muodostetaan taulukon perusteella suhteellinen frekvenssijakauma.

Lehti Levikki £ %
Helsingin 365 994 £§§¥EEL=:OJ3579"J=13ﬁ96
Sanomat 2695202
143321
Tlta-Sanomat | 143 321 2 —0,05317...~5,3%
2695202
130081
Aamulehd | 130081 22 =0,04826... ~ 4,8 %
2695202
10331
Turun 103 314 103314 ) 0383, ~ 3.8%
Sanomat 2695202
102124
Ttalehd 102 124 =27 20,03789... ~ 3.8%
2695202
Maaseudun | g5 59 —§§%¥l—=(L03089n.z11196
tulevaisuus 2695202

a) Suhteellisen frekvenssin mukaan Helsingin sanomien prosenttiosuus koko
levikistd on 13,6 %.

b) Kolmen suurimman lehden kappalemaiiriinen levikki on
365994 + 143 321 + 130 081 = 639 396 lehtea.

c) Lasketaan ensin neljin suurimman lehden kappalemairainen levikki. Tama
saadaan lisiamalla b-kohdan levikkiin Turun Sanomien levikki 103 314.
Neljan suurimman levikki on 639 396 + 103 314 = 742 710 lehtea.

Tama prosentteina on

742710 _ 0,27556...~ 27,6%
2695202
Vastaus: a) 13,6 % b) 639 396 kappaletta  ¢) 27,6 %
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2. Muodostetaan taulukon perusteella frekvenssijakaumat.

Oppilaitostyyppi f %

595727

peruskoulut 595727 | 22221 —0511...~51%
1165436
128642

Jukiot 128 642 | 2272 —0.1103... ~ 11%
1165436

il 16011

ammatillinen 160 115 —fgl_fi::0J373“.z149@

koulutus 1165436

ammattikotkea- 118013 | 89 (10126, ~10%

koulutus 1165436
162

yliopistokoulutus 162 939 —51232*=OJ398”J=1496
1165436

yhteensi 1165 436

a) Peruskoulussa tai lukiossa opiskelee 51,1...% + 11,03...% = 62 % opiskelijoista.
b) Yliopistoissa opiskelee

162939

———=0,1398... # 14 % opiskelijoista.
1165436

Muualla kuin yliopistossa opiskelee tall6in

100 % —13,98... % = 86,019...= 86 % opiskelijoista.

Vastaus: a) 62 % b) 86 %
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3. a) Muodostetaan frekvenssijakaumat.

Arvosana f %
10 2 % =0,125=125%
3
9 3 —=0,1875=18,75%
16
3
8 3 —=0,1875=18,75%
16
5
7 5 —=0,3125=31,25%
16
3
6 3 R =0,1875=18,75%
Yhteensi 16

Moodi on muuttujan arvo, jolla on suurin frekvenssi. Eniten on arvosanoja 7, joten
Mo =17.

b)

Sektoridiagrammi

6 10
18,75 % 12,50 %
@10
9 o
18,75 % 08
o7
7 m6
31,25 % 8
18,75 %
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4.  a) Muodostetaan taulukon perusteella frekvenssijakaumat.

Sijoitus f %
1 2 3 =0,03389... = 3,4%
59
6
2 6 —=0,10169...#10,2%
59
3
3 3 —=0,05084...~5,1%
59
11
4 11 — =0,18644...~18,6%
59
16
5 16 —=0,27118... = 27,1%
59
8
6 8 —=0,135593...13,6%
59
11
7 11 —=0,18644... ~18,6%
59
9 1 i =0,01669%4...=1,7%
59
13 1 i =0,016694...=1,7%
59
Yhteensa 59

b) Kuvataan frekvenssijakaumaa pylvisdiagrammilla. Pylvasdiagrammissa pylvaat
ovat erilliset, koska kuvattava muuttuja on diskreetti.

Frekvenssin kuvaaja:

§ 18
16
14 4
12
10 +

8

o N MO
L |

Sijoitus
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Suhteellisen frekvenssin kuvaaja:

f% 30 %

25 % -

20 % -

15 % -

10 %

5% -

0% -

Sijoitus

5. a) Sektoridiagrammin perusteella asunnon osuus kotitalouksien varallisuudesta
on 67 %. Tall6in asunnon arvo on

0,67 -248 000€ =166 160 €

b) Talletusten osuus varallisuudesta on 9 %. Till6in perheen talletusten maira on

0,09 -248 000€ =22 320€

c) Arvopaperisijoitusten osuus varallisuudesta on 6 %. Arvopaperisijoitusten madara
on

0,06 -248000€=14880€

Vastaus: a) 166160€ b) 22 320 € c) 14 880€
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6. a) Muodostetaan frekvenssijakauma ja suhteellinen frekvenssijakauma.

Piiviat/viikko f %

0 2 2 =0,1=10%
20
3

1 3 —020,15:15%

2 6 30 %

3 4 20 %

4 1 5%

5 3 15 %

6 1 5%

Yhteensi 20

b) Moodi on se muuttujan arvo, jolla on suurin frekvenssi. Kuusi tyontekijaa
harrasti liikuntaa kahtena paivina viikossa, joten Mo = 2.

c) Sektoridiagrammilla havainnollistetaan aineiston suhteellista frekvenssia.

oo
|
o2
(= 1)
|4
o5

@6
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7. a) Miiritetddn ensin todelliset luokkarajat.

Paino |Todellinen|Todellinen
(kg) alaraja yldraja
(kg) (kg)
50—54 495 54,5
55-59 54,5 59,5
60—64 59,5 64,5

Lasketaan todellisten luokkarajojen avulla luokkakeskus ja luokkavilin pituus.

Paino Luokkakeskus Luokkavilin
(kg) pituus
50-54 &254’5 =52 545-495 =5
_|_
55-59 w =57 59,5-545=5
+
60—064 &264’5 =062 64,5-595=5

b) Miiritetddn ensin todelliset luokkarajat.

5 km Todellinen | Todellinen
juoksuaika| alaraja yliraja
(min) (min) (min)
24-29 23,5 29,5
30-35 29,5 35,5
36-41 35,5 41,5




Lasketaan todellisten luokkarajojen avulla luokkakeskus ja luokkavilin pituus.
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5 km Luokka-keskus Luokkavilin
juoksuaika pituus
(min)
24-29 M =206,5 295-235=6
2
30-35 M =325 355-295=6
36—41 M =38,5 41,5-355=06

8.
luokkar

Esimerkiksi:

a) Luokitellaan aineisto kuuteen luokkaan ja mairitetdan luokkien todelliset

ajat.
Kotkeusero| f Todellinen Todellinen
(m) alaraja yliraja

(m) (m)

50—99 2 49.5 99,5
100—149 4 99.5 1495
150—199 6 149.5 199.5
200—249 2 1995 249.5
250—299 1 2495 2995
300—349 1 299.5 349.5
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b) Lasketaan luokkien luokkakeskukset.

Korkeusero Luokkakeskus
(m) (m)
495+995
50-99 f =745
995+1495
100—149 %=124,5
150-199 MZUQS
200—-249 % =2245
250-299 29542995 er 2995 _ o745
2 +
300-349 M =3245

c) Lasketaan luokkavilin pituus.

Korkeusero Luokkavilin pituus
(m) (m)

50-99 99,5 —49,5= 50
100-149 149,5-99,5 =50
150-199 199,5 —149,5 = 50
200-249 2495 -199,5 = 50
250-299 199,5 —249,5 = 50
300-349 349,5 - 299,5 = 50

Luokkavilit ovat tasaiset. Luokkavilin pituus on siis 50 m.
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9. Luokitellaan aineisto kuuteen luokkaan.

Esimerkiksi:

Luokka
(km/h)

61-70

71-80

81-90

91-100

101-110

111-120

NN —

Luokkakeskuksien laskemista varten madritetdan luokkien todelliset luokkarajat.

Todelh.nen Todlehonen Luokkakeskus
Luokka alaraja ylédraja (km/h)
(km/h) (km/h)

61-70 60,5 70,5 0,5+70,5 =05,5

71-80 70,5 80,5 P02*800 955

81-90 80,5 90,5 805490, _ 85,5
91-100 90,5 100,5 20,5+100.5 =95,5
101-110 100,5 110,5 100,5+110,5 =105,5
111-120 110,5 120,5 M:HS,S

10
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10. Muodostetaan taulukon perusteella frekvenssijakauma ja lasketaan
luokkakeskukset. Luokitellaan aineisto neljidn luokkaan.

Esimerkiksi:
Sijoitus f Luokkakeskus
2
4

4-6 6 4+0_5
2
+

7-9 3 79 8
2

10-12
10-12 2 S - 11

Sijoitukset ovat aina kokonaislukuja ja tarkkoja arvoja. Tdstd syystd taulukossa
ilmoitetut luokkarajat ovat todellisia luokkarajoja eikd pyéristettyjd likiarvoja.

Sijoitus | Todellinen | Todellinen
alaraja yliraja
1-3 1 3
4-6 4 6
7-9 7 9
1012 10 12

11
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11.  Luokitellaan aineisto tasavilisesti siten, ettd alimpana luokkana on 65—67
(vuotta). Muodostetaan frekvenssijakaumat ja mairitetdian luokkakeskukset.

Elinika f £ % Luokkakeskus
(Vuotta) (vuotta)
- 2 2 6451675
65-67 £ 010526... ~10,5% 02 F0M2 _ 66
19 2
6870 2 105 % T5+705 _
2
- 5 5 705+ 73.5
=73 >~ 0.2631...% 26 3% DT 2 _ g9
19 2
7476 6 31.6 % 75
77—79 4 21,1 % 78

Havainnollistetaan aineiston suhteellista frekvenssid. Kuvataan titd histogrammilla,
koska ikd on jatkuva muuttuja. Piirretddn pylvait keskendan yhta leveiksi ja
merkitddn pylvidn keskikohdalle luokkakeskus.

3h%
30,0
25,0
20,0 |
15,0
10,0

5,0 |

0.0

66 69 72 75 78 . .
ika

12
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12. Aineiston inflaatioprosentit luokitellaan siten, ettd ensimmadiseni luokkana on
0,1-1,0 (%). Muodostetaan frekvenssijakauma ja lasketaan luokkakeskukset.

Inflaatioprosentti f Luokkakeskus
(%) (%)
0,05+1,05

0,1-1,0 3 ———2==0,55

2

1,1-2,0 1 M =1,55
2,1-3,0 13 2,55
3,1-4,0 10 3,55
4,1-5,0 1 4,55
5,1-6,0 2 5,55

Moodi on sen luokan luokkakeskus, jolla on suurin frekvenssi. Eniten Euroopan
valtioita (13 kpl) kuuluu inflaatioprosenttiluokkaan 2,1-3,0 (%). Siis Mo = 2,55.

13. Luokitellaan aineisto annetun taulukon mukaisesti siten, etta esimerkiksi
luokkaan 56—60 (%0) kuuluu ne kunnat, joissa ddanestysprosentti oli vihintian
55,5 % ja alle 60,5 %. Kun huomioidaan jokaisessa luokassa todelliset ala- ja
yldrajat niin, niin saadaan taulukko:

Ainestysprosentti| £ % Luokkakeskus (%)
(o)
56-60 6 | S —015=15% 2554605 _ oo
40 o)
61-65 0 | Lo0205=0250| 90O +OS5_
40 2
66-70 16 40,0 % 68
71-75 7 17,5 % 73
76-80 2 5.0 % 78
Yhteensa 40

13
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14. Arpoja on kaikkiaan 20 000 kpl.
a) Niistda 12 000 kpl eivit tuo voittoa, joten niiden suhteellinen frekvenssi on

12 000
20 000

-100 % =60 %

Siis P(ei voittoa) = 0,6.

b) Piivoitto on 5000 €, ja tillaisia arpoja on 100 kpl, joten niiden suhteellinen
frekvenssi on

100 -100% =0,5%.
20 000
Siis P(paavoitto) = _100_ =0,005.
20 000
Vastaus: a) 0,6 b) 0,005

15. Laboratoriossa tutkittiin 255 + 87 + 102 + 62 = 506 (kpl) hiiria.

a) Monivirisid hiirid oli 62 kpl, joten niiden suhteellinen frekvenssi on

02 100% =12,252...%.
506

Siis P(hiiri on monivarinen) =0,12252... = 0,123.

14
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b) Yksivarisid hiiria oli 506 — 62 = 444 (kpl), joten niiden suhteellinen frekvenssi on

444 100 % =87,747...%.
506

Siis P(hiiti on yksivirinen) = 0,87747...~ 0,877.

Vastaus: a) 0,123 b) 0,877

16.  Heindkuussa on piivia 31 kpl, joten viiden vuoden aikana heinakuun paivid
on 5-31=155 (kpl). Viiden vuoden aikana oli heinikuisia sadepdivid
9+7+7+10+ 8 =41 (kp)).

Lasketaan sadepiivien suhteellinen frekvenssi

A 00 9% =26,451...%.
155

Sits P(sataa) = 0,26451... = 0,265.

Vastaus: 0,265

15
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17. a) Muodostetaan frekvenssijakaumat ja midritetddn moodi.

Ly6nnit f %
(Ikm)
4 1 L =0,0625 =6,25%
16
5
5 5 E =0,3125=31,25%
6 2 12,5 %
7 4 25 %
8 2 12,5 %
9 2 12,5 %
Yhteensi| 16

Moodi on se muuttujan arvo, jolla on suurin frekvenssi. Tyypillisimmin reika
pelataan viidelld lyonnilld eli Mo = 5.

b) Suhteellisia frekvensseji havainnollistetaan sektoridiagrammilla.

16
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18. Luokitellaan aineisto esimerkiksi neljadn luokkaan ja laaditaan
frekvenssijakaumat.

Esimerkiksi:

Lauman
leijonat f %
(Ikm)

7
5-8 7 | —=0,31818..~ 32%
22

9-12 7 I 0,31818.. = 32%
22

13-16 5 % =0,22727.. =~ 23%

17-20 3 S =0,13636..~14%
22

Yhteensi| 22

Taulukon luokkarajat ovat todelliset luokkarajat, koska leijjonien lukumdiri on aina
kokonaisluku (pyo6ristyksia ja mittaustarkkuutta ei tarvitse ottaa huomioon).

Tyypillisimmin (seitsemassa laumassa) leijonia oli 5—8 tai 9—12 kpl. Niitd kutsutaan
moodiluokiksi. Nain ollen

Mo=ST+8:6,5 tai Mo=9+12

=10,5

17
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19. Laaditaan tehtivistd 8 saadun pistemairin frekvenssijakaumat.

Pistemiiri f %
0 2025 % =0,21774... = 22%
9300
12
1 1245 ﬁ =0,13387...213%
9300
2 2186 24 %
3 792 8,5 %
4 673 7,2 %
5 908 9,8 %
6 1471 16 %
Yhteensi 9300
'@o]
B
o2
10 %
o3
m4
7% 183% |,
m6
24% 2

18
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20. a) Luokitellaan aineisto viiteen luokkaan, laaditaan frekvenssijakaumat ja
lasketaan samaan taulukkoon luokkakeskukset.

Massa Luokkakeskus
f %
(kg) ’ (kg)
26-30 | 4 A 0.2666...~ 27% 24305,
15 2
3,05+ 3,55
3,1-3.5 4 27 % % =33
3,6—4.,0 4 27 % 3,8
2
4.1-4.5 2 E =0,1333...~13% 4.3
46-50 | 1 7 % 4,8
Yhteensi| 15

b) Massa on jatkuva muuttuja, joten havainnollistetaan esimerkiksi frekvensseja
histogrammilla. Pylvdin keskikohdalle merkitidn luokkakeskus.

massa (kg)

28 3.3 3.8 43 4.8

19
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21. Veripalvelun tilaston mukaan suomalaisia on
2,01 +0,81 + 1,52+ 0,38 + 0,27 + 0,11 + 0,27 + 0,05 = 5,42 (milj.)

a) Lasketaan veriryhmin AB suhteellinen frekvenssi.

0384005 1100, 79335 0,

bl

Siis P(AB) = 0,079335... ~ 0,079

b) Lasketaan Rhesus + ominaisuuden suhteellinen frekvenssi.

2,01+0,81+1,52+0,38
5,42

-100% = 87,084...%

Siis P(Rhesus+) = 0,87084... ~ 0,87.

Vastaus: a) 0,079 b) 0,87

20
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1.2 Summafrekvenssit

22. Muodostetaan taulukon perusteella kaikki frekvenssijakaumat.

Myohéstymis-| . £% sf £ %
kerrat
7 7
0 71220269 x27%| 7 |-=0,269..~27%
26 26
8 15
1 8 | 2 =0307..231%| 15 |-2=0,576..~58%
26 26
6 21
2 6| ==0230..~23%| 21 |-<==0807..~81%
26 26
2 2
3 2 | 2 200769 8% | 23 |2 =0884..~88%
26 26
2 2
4 2| 2 20076..%8% | 25 |22=0961...~96%
26 26
1 2
5 1| —=0038..~4% | 26 25 1 —100%
26 26

a) Suhteellinen frekvenssi O myohistymiskerralle on 27 %.

b) Summafrekvenssi 1 myohistymiskerran kohdalla on 15. Tama tarkoittaa, ettd 15
opiskelijaa myohastyi kerran tai ei ollenkaan. Koska opiskelijoita oli yhteensa 26
kappaletta, vahintdan kahtena aamuna my6hastyi

26 — 15 = 11 opiskelijaa.
c) Suhteellinen summafrekvenssi 3 myohistymiskerran kohdalla on 88 %.

Opiskelijoista myohastyi enintddn kolmena aamuna (0, 1, 2 tai 3 aamuna) 88 %.

Vastaus: a) 27% b) 11 c) 88%

21
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23. a) Lasketaan summafrekvenssit ja suhteelliset summafrekvenssit.

Tietokone o
P £ sf sf %
0 8 8 B 0.009291... ~ 1%
861
199
1 191 | 84191 =199 |~ =0,23111... 23%
= 1
2 462 | 199 T 402 SO 0 7677.. % 77%
661 861
3 136 797 93 %
4 58 855 99 %
5 5 861 100 %

b) Suhteellinen summafrekvenssi kohdassa tietokoneita 3 kpl on 93 % eli
korkeintaan kolme tietokonetta (0, 1, 2 tai 3 kpl) omistaa 93 % kotitalouksista.

c) Vihintdin neljd konetta on, jos kotitaloudessa on 4 tai 5 kpl tietokoneita.
Lasketaan prosenttiosuus suhteellisen summafrekvenssin avulla

100 % — 93 % =7 %.

Vastaus: b) 93 % c) 7%

22
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24. Muodostetaan aanimaarien summafrekvenssit seka suhteelliset

summafrekvenssit.
Adnimddrd | f sf st %
0 1 1 i =0,01694...~1,7%
59
2 4 1+4=5 i =0,0847...~ 8,5%
59
12
3 7 5+7=12 5 =0,2033... = 20%
4 15 12 + 15 =27 46 %
5 18 27 +18 = 45 76 %
6 12 57 97 %
7 2 59 100 %

a) Opiskelijoista sai enintain 4 adnti (0, 2, 3 tai 4 adntd) 27, joka on prosentteina

46 Y.
b) Alle nelja danta (0, 2 tai 3 4dntd) sai 12 opiskelijaa, joka on prosentteina 20 %o.
c) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan ainakin kaksi aanta (2, 3, 4, 5, 6 tai 7

aantad) sai

100 % — 1,694... % = 98,30...% = 98 %.

Vastaus: a) 46 % b) 20 % c) 98 %

23
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25. Muodostetaan aineiston avulla frekvenssijakaumat.

Luokka f % st st %
(cm)
6 6
160-164 6 ﬁ =0,333... = 33% 6 E =0,333...~33%

11
165-169 5 %ZO,ZW...%ZS% 6+5=11 E:O,611...z61%

3 14
170174 | 3 | 2= 0,166...~17% | 11 +3 =14 5o 0,777... = 78%
175-179 | 3 17 % 17 94 %
180-184 | 1 6 % 18 100 %

a) Summafrekvenssin mukaan alle 170 cm pituisia on 11 oppilasta.

b) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan pituudeltaan 180 cm tai enemmain on

100 % — 94 % = 6 %.

c) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan pituudeltaan 165 cm tai enemman on
100 % — 33 % = 67 %.

d) Summafrekvenssin mukaan alle 170 cm pituisia on 14 opiskelijaa.

e) Frekvenssin mukaan vihintdan 170 cm, mutta alle 180 cm pituisia opiskelijoita
on3+3=0.

f) Suhteellisen frekvenssin mukaan vihintain 165 cm, mutta alle 180 cm pituisia on
28 % + 17 % + 17 % = 62 %.

g) Kaikki oppilaat ovat vihintdan 160 cm pitkid eli 100 % oppilaista on yli 160 cm.

Vastaus:a) 11 B)6% ) 67% d)14 &6  £62% o) 18 (100 %)

24
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26. Muodostetaan summafrekvenssi- ja suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Aika (min) f sf st %o
2
0-59 2 2 — =0,0263...# 3%
76
5
60-119 3 2+3=5 P 0,0657...~ 7%
12
120-179 7 5+7=12 . 0,1578... 2 16%
180-239 28 40 53 %
240-299 25 65 86 %
300-360 11 76 100 %

a) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan alle kaksi tuntia (120 min) viipyi 7 %
opiskelijoista.

b) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan yli viisi tuntia (300 min) viipyi

100 % — 86 % = 14 % opiskelijoista.

Vastaus.a) 7%  b) 14 %

25
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27. Tiydennetiin taulukko rivi kerrallaan.
1. rivi

Tiedetdin, ettd frekvenssi fon 2, joten ensimmaisen rivin kohdalla my6s
summafrekvenssi sfon 2. My6s suhteellinen frekvenssi / % ja suhteellinen
summafrekvenssi s/ % ovat ensimmiiselld rivilld yhtd suuret.

f % sf sf %
2 10 % 2 10 %

Ensimmiisen rivin tietojen avulla voidaan laskea havaintoyksikéiden
kokonaismairi. Merkitddn titd havaintoyksik6iden midrda kirjaimella x.

Koska frekvenssin arvo 2 on havaintoyksikéiden kokonaismairasta x 10 %, saadaan
yhtalo

2

—=0,1

x

2 1 -
—=—|kerrotaan ristiin
x 10

x =20

Havaintoyksikéiden kokonaismaira on siis 20.

26
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2. rivi

Tiedetdin, ettd summafrekvenssi on 6. Talloin rivin frekvenssi on 6 — 2 = 4.

% sf
2 10 % 2

st %
10 %

4 i20,2:200/0 6 i20,3:300/0
20 20

3. rivi

Tiedetddn, ettd suhteellinen summafrekvenssi on 80 %. Merkitddn rivin
summafrekvenssia kirjaimella y.

Y _08
0

|-20

=16

Rivin summafrekvenssi on siis 16.

f % sf sf %
2 10 % 2 10 %
4 20 % 6 30 %
10
16-6=10| —=0,5=50% 16 80 %
20
4. rivi

Viimeisella rivilld summafrekvenssi on sama kuin havaintoyksikoiden maira eli 20.

Suhteellinen summafrekvenssi on tilldin 100 %.

27




Summafrekvenssit

28.  Muodostetaan frekvenssijakaumien kuvaajien perusteella
summafrekvenssijakaumat. Paatelladn summafrekvenssijakaumien perusteella

oikea kuvaaja.

A
Viikkoraha| f sf
€
3-5 5 5
6-8 10 15
9-11 15 30
12-14 5 35

Titd vastaava summafrekvenssijakauman kuvaaja on E.

B
Viikkoraha | £ st
€
3-5 15 15
6-8 10 25
9-11 6 31
12-14 4 35

Tata vastaava summafrekvenssijakauman kuvaaja on F.

C
Viikkoraha | f sf
)
3-5 4 4
6-8 6 10
9-11 10 20

12-14 15 35

Titd vastaava summafrekvenssijakauman kuvaaja on D.

Vastaus: AjaE,BjaF,CjaD
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29. a) Kun tarkasteltava muuttuja on diskreetti, kuten esimerkiksi lomamatkojen
lukumaira, summafrekvensseji kuvataan porrasdiagrammilla.
Summafrekvenssit merkitain kuvaajaan pisteill, ja kertyma pysyy aina
samana seuraavaan muuttujan arvoon saakka. Vaakaviivat yhdistetdan

katkoviivalla.
if Summafrekvenssijakauma
180
160 l.
R —
140 Iv
120 +
100
80 :
-—
60 t
a0 :
1
20 T
) b T T T T T T 1
o 1 matkojen luRumair# s 6 7

b) Kun tarkasteltava muuttuja on jatkuva, kuten esimerkiksi pituus,
summafrekvensseja kuvataan summakayran avulla. Kuvaaja alkaa nollatasolta.
Summafrekvenssit merkitddn kuvaajaan pisteilld todellisten ylirajojen kohdalle ja
pisteet yhdistetadn murtoviivalla.

Ensimmaisen luokan alarajalla summafrekvenssi on siis 0, mutta luokan ylarajaan
(299,5 cm) mennessi on kertynyt jo 25 havaintoyksikkoa jne.

a Summafrekvenssijakauma
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30. Muodostetaan frekvenssi- ja summafrekvenssijakaumat.

st

2
2+6=38
8+3=11

11+11=22

38

46
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a) Koska kuvattava muuttuja on diskreetti, frekvenssijakaumaa voidaan kuvata
pylvasdiagrammilla.

f Frekvenssijakauma
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b) Koska kuvattava muuttuja on diskreetti, summafrekvenssijakaumaa kuvataan
porrasdiagrammilla. Summafrekvenssit merkitian kuvaajaan pisteilld, ja kertyma
pysyy samana aina seuraavaan muuttujan arvoon (sijoitukseen) saakka.

Summafrekvenssijakauma

sf60 -
55
50
45 -
40
35
30
25 |
20

15 :
10 - —

o 1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Sijoitus
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31. Muodostetaan taulukon perusteella sekd summafrekvenssijakauma ettd
suhteellinen summafrekvenssijakauma.
Ika Luokka- f st st %
keskus
28
2105|202 H 255 _ o5l og 28 2 0,062...~ 6%
2 454
63
2630 28 35 28 + 35 =63 —=0,139... 14 %
454
114
31-35 33 51 |63+51=114| —=0,251...225%
454
223
36—40 38 109 223 —=0,491... 2 49%
454 ’
303
41-45 43 80 303 —=0,667...267%
454
393
46-50 48 90 393 — =10,866...= 87 %
454
436
51-55 53 43 436 —=0,960... 296 %
454
453
56—60 58 17 453 —=0,998... 100 %
454 ’
61-65 63 1 454 @ =100%
454
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a) Ikd on jatkuva muuttuja, joten piirretdan frekvenssijakaumasta histogrammi.
Histogrammin voi piirtda myos suhteellisten frekvenssien avulla. Pylvaiden
keskikohdalle merkitddn luokkakeskukset.

[km
120

100
80 —
60
40 ]

20
oLLLLLL

23 28 33 38 43 48 53 58 63
ika

b) Piirretddn summakéyrd summafrekvenssijakaumasta. Summakayrin voi
piirtad myos suhteellisesta summafrekvenssijakaumasta. Jakauman muoto on
talloin sama. Merkitdan summafrekvenssipisteet luokkien todellisten ylarajojen
kohdalle.
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32. Moodi on se muuttujan arvo, jolla on suurin frekvenssi. Koska arvosanoja 9
on eniten (3 kpl), niin Mo = 9.

Mediaani on suuruusjitjestykseen laitetun aineiston keskimmainen arvo.
Laitetaan kurssiarvosanat suuruusjirjestykseen
788999.

Koska keskimmiisid arvosanoja on kaksi, mediaani on niiden keskiarvo

849 g5

b

Siis Md = 8,5.

Vastaus: Mo = 9, Md = 8,5
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33. a) Moodi on se kuukausi, jolloin oli eniten yopymisia eli 13 % kaikista
yopymisistd. Mo = 7 (heindkuu).

b) Mediaani on se kuukausi, jonka aikana on tayttynyt puolet (50 %) koko vuoden
yopymisistd. Lasketaan kuvaajan pohjalta suhteellinen summafrekvenssijakauma ja
katsotaan mediaani siita.

Kuukausi sf %
1 12 %
2 12 % + 8 % = 20 %
3 20% + 8% =28 %
4 28 % + 6% =34 %
5 40 %
6 49 %
7 62 %
8 74 %
9 80 %
10 85 %
11 91 %
12 100 %

Puolet vuotuisista yopymisista ylittyy heindkuun aikana eli Md = 7 (heindkuu).

c¢) Joulukuussa kertyi 10 % kaikista yopymisista eli

0,10-4703827 = 470383

Vastaus: a) Mo =7 b) Md =7 c) 470 383
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34. a) Tyypillisimmin hiuksia pestddn kaksi kertaa viikossa, koska niin tekee 32
havaintoyksikkéa. Siis Mo = 2.

Mediaani on se pesujen maira viikossa, jolloin aineiston suhteellinen
summafrekvenssi ylittad ensimmaisen kerran 50 %. Niin tapahtuu, kun hiusten
pesukertoja on 3 viikossa. Siis Md = 3.

b) Havaintoaineiston tyypillisin kuukausipalkka kuuluu joko luokkaan 2000—2499
(€) tai 3000-3499 (€). Niihin palkkaluokkiin kuuluu molempiin 42
havaintoyksikkéa. Koska palkka on luokiteltu muuttujan arvo, niin moodit ovat
niiden luokkien luokkakeskukset.

_1999,5+2499,5 2999,5 + 3499,5

=2249,5(€) tait Mo = 5 =3249,5(€)

Mo

1
Puolet (50 %) koko aineiston havaintoyksikoistd on % =94 . Katsotaan

aineistosta, mihin luokkaan mennessid summafrekvenssi ylittda ensimmaisen kerran
94. Tima tapahtuu palkkaluokan 2500-2999 (€) kohdalla. Luokitellun aineiston
mediaani on luokan luokkakeskus.

Md = 2499,5+2999,5

=2749,5 (€)

Vastaus: 2) Mo =2, Md = 3
b) Mo = 2249,50 € tai Mo = 3249,50 €, Md = 2749,50 €

36



Summafrekvenssit

35. TFrekvenssijakauman avulla voidaan maarittia aineiston moodi. Suhteellisen
summafrekvenssijakauman avulla voidaan mairittid aineiston mediaani.

Mokkien | . sf st%
lukumairi

- 12 12 2
0-99 12 0067, % 7%
177

- 16 [12+16=2
100-199 6 6 =28 %:0,1581...z16%

200—299 23 51 29 %
300—399 25 76 43 9%
400—499 23 99 56 %
500=599 17 116 66 %
600—699 6 122 69 %
700—799 25 147 83 %
800—899 13 160 90 %
900—999 17 177 100 %

Moodi on se muuttujan arvo, jolla on suurin frekvenssi. Moodi on tissa aineistossa
se yleisin kunnissa oleva mokkien lukumiari.

Kahdessakymmenessi viidessd kunnassa mékkeja on 300-399 (kpl) tai 700—799
(kpl). Luokitellun aineiston moodit ovat luokkien luokkakeskukset. Taulukon
luokkarajat ovat todelliset, koska mékkien méird on aina kokonaisluku. Moodina
on siis

~ 300+ 399 700 + 799

0 =349,5 (mokkid) @i Mo=——"——=7495 (mokkid).
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Mediaani on se luokka, jonka suhteellinen summafrekvenssi on ensimmaisena
vahintdan 50 %. Tama ylittyy luokassa 400—499 (mokkia). Puolet kunnista on siis
sellaisia, jossa mokkien lukumairi on korkeintaan 400—499 (mokkid). Tami on
mediaaniluokka ja mediaanina kaytetain luokan luokkakeskusta

400+ 499

Md = 4495 (mokkid).

Vastaus: Mo = 749,5 mokkia tai Mo = 349,5 mokkia, tyypillisin mokkien maara
kunnassa. Md = 449,5 mokkid, puolessa kunnista on korkeintaan timin
verran mokkeja.

36. a)
. " massan (kg) .
Opiskelijan suhteellinen
summafrekvenssijakauma
Y
sf .
100 % »
90 % Pl
80% /?—4(————
70%
60% //
50%
40%
30% //
20%
10% —‘7/
0% A J e — T I 2 LA R m— L T 1 k
445 495 545 595 645 695 745 795 845 895 massa/ g

Suuntaa antava likiarvo mediaanille luetaan kuvaajasta todellisten ylirajojen
59,5 (kg) ja 64,5 (kg) puolivilista eli

4
59,5+6 ’5:62(kg)
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b)

100 %

Kauppamatkan pituuden (km) suhteellinen
summfrekvenssijakauma

90%

/F

80%

70%

60%

50%
10%

30%

20%
10% /
0% - T T T T T T T T T T T T

matka/km

Suuntaa antava likiarvo mediaanille luetaan kuvaajasta todellisten ylirajojen
2,45 (km) ja 2,95 (km) puolivilistd eli

2,45+2,95
2

Vastaus: a) Md = 62 kg

=2,7 (km)

b) Md = 2,7 km
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37. Muodostetaan taulukon perusteella summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Kurssimairi f st st %
87
75-77 87 87 —=0,564...~ 56 %
154 ’
121
78—80 34| 87 +34=121 —=0,785... = 79 %
154
138
81-83 17 | 121 + 17 = 138 E =0,896... = 90 %
84—-86 9 147 0,954... = 95 %
87—89 5 152 0,987... = 99 %
90-92 2 154 100 %

a) Suhteellisen summafrekvenssijakauman perusteella mediaaniluokka on 75-77
kurssia. Mediaaniluokan luokkakeskus on 76 kursia. (Luokkarajat ovat todellisia
rajoja, koska padsiaantoisesti kurssimadrat ovat kokonaislukuja.)

T4dssa aineistossa tama tarkoittaa, ettd puolet opiskelijoista suorittaa alle 76 kurssia
ja puolet yli 76 kurssia.

b) Frekvenssijakauman perustella moodiluokka on 75—77 kurssia.

T4dssa aineistossa tima tarkoittaa, ettd suurin osa opiskelijoista suorittaa 75—77
kurssia.

Vastaus: a) 75—77 kurssia b) 75—77 kurssia
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38. Lasketaan luokkien todelliset ylirajat ja piirretadn summafrekvenssijakauman
kuvaaja.

Puhelinlaskun | Todellinen st %
suuruus (€) yliraja (€)

0-9,9 9,95 5%
10,0-19,9 19,95 15 %
20,0-29.9 29,95 35 %
30,0-39.9 39,95 40 %
40,0—49.9 49,95 75 %
50,0-59,9 59,95 85 %
60,0—-69,9 69,95 100 %

Suhteelliset summafrekvenssipisteet merkitaan luokkien todellisten ylarajojen
kohdalle ja pisteet yhdistetdidn murtoviivalla. Jakauman kuvaaja alkaa nollatasolta.

Suhteellinen summafrekvenssijakauma
sf% 100 % -

90 % —
80 % =
70 % 7
60 %
50 % >
40 %
30 % A~
20 %

0% L 1 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T

0 995 19,95 29,95 39,95 49,95 59,95 69,95
Laskun suuruus (€)
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Kuvaajasta voidaan saada mediaanille suuntaa antava likiarvo.

Todellisten ylirajojen puolivili on

39,95+ 49,95 _ 44,95~ 45 (€)

Mediaani niyttiisi olevan noin

39,95+44,95 42,45 ~ 42 (€)

Vastaus: Md = 42 €

39. Muodostetaan suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Tietokoneen f sf sf %
kiyttoaika
vuorokaudessa

(min)
42

0-29 42 42 —=0,1019... = 10%
412
166

30-59 124 42 + 124 = 166 —

5 =0,4029... = 40%

292
60-89 126 | 166 + 126 = 292 12 =0,7087...~ 71%
90-119 41 333 81 %
120-149 60 393 95 %
150-179 12 405 98 %
180-209 7 412 100 %
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Luokan 60—89 (min) kohdalla suhteellinen summafrekvenssi ylittid ensimmaisen
kerran 50 %. Mediaani on luokan luokkakeskus. Kdyttoaika on jatkuva muuttuja, ja
luokkakeskus saadaan todellisten luokkarajojen keskiarvona. Siis

59,5+89,5

Md =74,5 (min)

b) Suhteelliset summafrekvenssipisteet merkitdin luokkien todellisten yldrajojen
kohdalle ja pisteet yhdistetdidn murtoviivalla. Jakauman kuvaaja alkaa nollatasolta.

Suhteellinen summafrekvenssijakauma

sf% 100 % o
90 % | //
80 %

70 % 1 //

60 %

50 % >

40 % /‘/

30 %

20 % -

10 % -

0% +—&—F———+—¥—+——+—+——+———
0 295 595 895 1195 1495 179,5 209,5

Kayttoaika vuorokaudessa (min)

Kuvaajasta voidaan saada mediaanille suuntaa antava likiarvo. Todellisten ylarajojen
puolivili on

5954895 ., (ni)
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Mediaani nayttiisi olevan hieman titd pienempi, mutta suurempi kuin

59,5+ 74,5

Vastaus: a) Md = 74,5 min

40.

= 67 (min). Esimerkiksi Md = 72 min.

b) Md = 72 min

Muodostetaan frekvenssijakaumat.
Lyé6nnit/ f sf % sf %
peli (Ikm)
40 19 19 19
—=0,279...= 28% 2 =0,279...~ 28%
68 68
41 2 19+ 2= 2 21
2 —=0,0294...2,9% | —=0,308...~31%
68 68
42 14 |21 +14=| 14 35
35 —=0,2058...21% | —=0,5147...=51%
68 68
43 5 40 7 % 59 %
44 9 49 13 % 72 %
45 13 62 19 % 91 %
46 6 68 9 % 100 %

a) Summafrekvenssin mukaan amatoo6ri pelasi alle 45 lyonnin peleja 49 kpl.

b) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan korkeintaan 42 lyonnilld (40, 41 tai 42
lyontid) selvittiin 51 % peleista.

c) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan yli 43 ly6nnin peleji oli

100 % — 59 % = 41 %.

Vastaus: a) 49 pelid

b) 51 %
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41. Muodostetaan ensin summafrekvenssijakauma.

2) Kuukaudessa f sf
luettujen kirjojen
lukumaira
0 65 65
1 30 65+ 30 =95
2 26 95 +26 =121
3 19 140
4 39 179
5 16 195

Koska tarkasteltava muuttuja (kirjojen lukumairi) on diskreetti, summafrekvensseja
kuvataan porrasdiagrammilla. Summafrekvenssit merkitian kuvaan pisteilld, ja
kertyma pysyy samana seuraavaan muuttujan arvoon saakka.

Summafrekvenssijakauma
sf2s50
200
1h—
150
!

100 A f
50
0

0 1 2 3 4 5 6
Kirjojen lukum aara
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b) Muodostetaan ensin summafrekvenssijakauma. Lasketaan kuvaajan piirtimista

varten luokkien todelliset yldrajat samaan taulukkoon.

100 m juoksuun f sf Todellinen

kuluva aika (s) yliraja (s)
9-11 2 2 11,5
12—-14 9 2+9=11 14,5
15-17 27 | 11 +27 =138 17,5
18-20 42 80 20,5
21-23 56 136 23,5

Koska muuttuja on jatkuva (aika), summafrekvenssejia kuvataan summakayralla.
Summafrekvenssipisteet merkitddn kuvaajissa todellisten ylirajojen kohdalle ja

pisteet yhdistetadn murtoviivalla. Jakauman kuvaaja alkaa nollatasolta.

140

120

100

80

60

40

20

Summafrekvenssi

/

/

P

p

|

¥

11,5

14,5

175

20,5 235

aika (s)
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42. Muodostetaan frekvenssijakaumat. Suhteellisesta summafrekvenssijakaumasta
nihddin, mihin kellonaikaan mennessd puolen piivin asiakkaista oli kdynyt

kaupassa.
Aukioloaika f sf sf%
(h)
2
1 (klo 10) 2 2 i 0,0238... = 2,4%
13
2 (klo 11) 11 2+11=13 §=O,1547...z15%
19
3 (klo 12) 6 13+6=19 ” =0,2261... # 23%
4 (klo 13) 14 33 39 %
5 (klo 14) 15 48 57 %
6 (klo 15) 8 56 67 %
7 (klo 16) 7 63 75 %
8 (klo 17) 17 80 95 %
9 (klo 18) + 84 100 %

Puolet pdivin asiakkaista oli siis kaynyt kaupassa klo 14 mennessi. Siis mediaani on
klo 14.

Vastaus: Mediaani klo 14; puolet piivan asiakkaista oli kiynyt kaupassa
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43. a) Muodostetaan suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Yo6unien f sf sf%
pituus (min)
2
360-389 2 2 —=0,0571...2 6%
35
390-419 4 2+4=6 %=0,1714...z17%
16
420—-449 10 6+10=16 P =0,4571... 46 %
450—-479 38 24 69 %
480—-509 7 31 89 %o
510-539 3 34 97 %
540-569 1 35 100 %

Suhteellisen summafrekvenssin arvo ylittyy ensimmadisen kerran luokassa

450—479 (min). Luokitellun aineiston mediaani on luokan 450—479 (min)
luokkakeskus.

4495+ 4795

Md =464,5 (min)
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b) Koska muuttuja on jatkuva (aika), Suhteellisia summafrekvensseja kuvataan
summakayrilld. Suhteelliset summafrekvenssipisteet merkitian kuvaajissa
todellisten ylirajojen kohdalle ja pisteet yhdistetidn murtoviivalla. Jakauman kuvaaja
alkaa nollatasolta.

Suhteellinen summafrekvenssijakauma

sf %100 o, S —
90 % //./
80 % -

70 %
60 % -
50 % -
40 %
30 % A
20 % /

10 %
0 % 7_./.\/\ L \" L
359,5 389,5 419,5 449,5 479,5 509,5 539,5 569,5

Younien pituus (min)

Kuvaajasta voidaan saada mediaanille suuntaa antava likiarvo. Todellisten ylarajojen
puolivili on

449 5+ 47
49,5+479,5 _ 464.,5 (min)

Mediaani niyttiisi olevan noin

4495 +464,5 _ (i

Siis Md = 457 min.

Vastaus: a) Md = 464,5 min  b) Md = 457 min
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1.3 Keskiarvo

44. a) Lasketaan ruotsalaisten turistien maarin keskiarvo.

_ 570640 + 581477 + ...+ 598851
5

3022441
5
= 604488,2

~ 604488

b) Lasketaan saksalaisten turistien maarin keskiarvo.

5

>

;: i=1

5
458 235+483507+...+ 513703

5

2422435

5
= 484487

Vastaus: a) 604 488 b) 484 487
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45. a) Viisivuotiskauden keskimairdinen ty6ttomyysaste on

 89481+98+116+11,3 497

- =9,94 (%)

(Keskiarvon voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

b) Ty6ttomyysaste olisi 2012 ennusteen mukaan 10 % pienempi kuin vuoden 2011
tyottomyysaste (11,3 %). Tyottomyysaste 2012 olisi siis

0,9-11,3=10,17 (%)

Keskimiariinen tyottomyysaste 2007—-2012 olisi siis

89+81+9,8+11,6+11,3+10,17
6

=9,978... 10,0 (%)

(Keskiarvon voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Vastaus: a) 9,94 % b) 10,0 %
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46. Muodostetaan heittojen tulosten frekvenssijakauma ja lasketaan sen avulla

keskiarvo.
Heiton tulos f
3 1
4 1
5 2
6 3
7 1
8 3
9 5
10 2
Heittojen keskiarvo on
8
DI
N = i=1
18
_1-3+1-4+2-5+3-6+1-7+3-8+5-9+2-10
6
=7,27..273

Koska 7,3 < 8,1, niin Anssi ei voita Akua.

(Keskiarvon voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Vastaus: Anssi el voita Akua.
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47. Muodostetaan frekvenssijakauman perusteella summafrekvenssijakauma ja
suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Poissaolo-

tunteja f sf sf %
X
0 8 8 i =0,25=25%

32
! S| 8Fe=D 2=0,406...z41%
32

| 6 |13+6=19 0,593... = 59 %
3 2 21 0,656... = 66 %
4 5 26 0,812... = 81 %
5 2 28 0,875 = 88 %
6 2 30 0,937... = 94 %
7 0 30 94 %
8 1 31 0,968... =97 %
9 1 32 100 %

a) Frekvenssijakauman perusteella moodi on 0 tuntia, koska 0 poissaolotunnin
frekvenssi on suurin.

Suhteellisen summafrekvenssijakauman perusteella 50 % ylittyy ensimmaisen kerran

poissaolotuntien 2 kohdalla, joten 2 tuntia on mediaani.

b) Poissaolotuntien keskiarvo oli

10
Z.fixi
=1

x=-
32

. A+6-2+..+1- 2
_8-045-14+6-2+..+ 9:8—=2,5625z2,6 (n)
32 32

(Keskiarvon voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Vastaus: a) Mo =0h,Md =2h b) 2,6 h
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48. Lasketaan keskimairdinen kasvuprosentti luokitellun aineiston keskiarvona.
Titd varten tarvitaan luokkien luokkakeskukset. Lasketaan samalla taulukkoon
frekvenssin ja luokkakeskuksen tulo.

Keskiarvon voi laskea laskimen tilastotoiminnoilla tai taulukoimalla.

Seuraavassa on esitetty taulukointiratkaisu.

Kasvu- £, | Luokka-keskus £x;
prosentti (%) X;

- 2 | 0,05+1,05 2-0,55=1,1
0,1-1,0 ; 05 _ 055

- 5 1,05+ 2,05 5-1,55=7,75
1,1-2,0 , 05 _ 155
2,1-3,0 25 2,55 63,75
3,1-4,0 18 3,55 63,9
4,1-5,0 1 4,55 4,55
5,1-6,0 1 5,55 5,55

Tilastossa on valtioita yhteensda 2+ 5+ 25+ 18 +1 + 1 = 52.

Kasvuprosentin keskiarvo on

6

P

i=1
52
C1,147,75+63,75+...+5,55  146,6

52

X =

=2,819..~2,8 (%)

Vastaus: 2,8 %
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49. Muodostetaan taulukon perusteella summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Tia 7 of Sf %
4| 291275 291 275
04 22T5 ) 056... %6 %
5181115
514 | 645058 |291 275 + 645 058 = 936 333
220229 (1 180... 218 ¥
936 333 5181115 ’
1564 | 3467 584 |936 333 + 3 467 584 = 85 %
4403 917
65—74 | 436 789 4 840 706 93 %
7584 | 262014 5102 720 98 %
85-104| 78 395 5181 115 100 %

Frekvenssijakauman perusteella moodiluokka on 15-64.

Suhteellisen summafrekvenssijakauman perusteella mediaaniluokka on 15-64.

Keskiarvon laskemiseksi tarvitaan luokkien luokkakeskukset. Lasketaan samalla
taulukkoon frekvenssin ja luokkakeskuksen tulo. (Keskiarvon voi laskea my6s
laskimen tilastotoiminnolla.)

Ika £ Luokka-keskus fx;
XI.
04 | 201275 | LEH2 505 |201275-2,25=655368,75
514 | 645058 | 222 g5 | 645058.9,5=6128051
2
15—04 | 3467 584 395 136 969 568
65—74 | 436789 695 30 356 836
75_84 | 262014 795 20830 113
85-104 | 78395 945 7408 3275
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Keski-ikd on

6
Z Jix;
i=1

5181115

 655368,75+ 6128 051+ ...+ 7 408 327,5
- 5181115

202348 264,3

5181115

=39,054...

~ 39,1 (vuotta)

X =

Vastaus: keski-ika 39,1 (vuotta), mediaaniluokka 15—64, moodiluokka 15-64

50. Tarkastellaan veroastetta mediaanin, moodin ja keskiarvon avulla. Luokitellaan
aineisto ja muodostetaan tarvittavat frekvenssijakaumat.

Aineisto voidaan luokitella esimerkiksi:

Osuus o
(0/0) f st st %
1
26—-30 1 1 —=0,0555...2 6%
18
5

31-35 4 | 1+4=5 13 =0,277...~ 28%

36—40 31 5+3=8 %: 0,444...~ 44 %
41-45 6 14 0,777... = 78 %
46—50 3 17 0,944... = 94 %
51-55 1 18 100 %

Frekvenssijakauman perusteella moodiluokka on luokka 41—45.

56



Keskiarvo

40,5+ 45,5

Moodina on luokan luokkakeskus =43 (%). Suurimmassa 0sassa

verojen osuus bruttokansantuotteesta on siis 43 %o.

Suhteellisen summafrekvenssijakauman perusteella mediaaniluokka on luokka 41—
45 (%). Niin ollen mediaani on 43 %. Puolessa OECD maista verojen osuus on siis
alle 43 % ja puolessa yli 43 Y.

Keskiarvon laskua varten mairitetadn luokkien luokkakeskukset ja lasketaan
frekvenssin ja luokkakeskuksen tulot taulukkoon. (Keskiarvon voi laskea my6s
laskimen tilastotoiminnolla.)

Osuus| £ Luokka-keskus £x;
(%) x,

26-30 | 1 25,5+30,5 _ g 1-28=28
2

31-35| 4 30,5+ 35,5 _ 133 4-33=132
2

3640 | 3 38 3-38=114

41-45| 6 43 258

46-50| 3 48 144

51-55| 1 53 53

Verojen osuuden (%) keskiarvo on

2/,

i=1
18
_28+132+114+258+144+53 729

18 18

X =

= 40,5 (%)

OECD-maissa maksetaan siis veroja keskimaarin 40,5 % bruttokansantuotteesta.

Vastaus: Md = 43 %, Mo = 43 %, x = 40,5 %

57



Keskiarvo

51. Kukkarossa on aluksi seuraavat kolikot:

massa:8,50 g massa: 7,50 g | massa: 7,80 g

a) Kukkaroon lisitddn 10 sentin kolikko. Merkitddn lisityn kolikon massaa
kirjaimella x (g). Koska kukkarossa olevien kolikoiden keskiarvo x =6,975 g, niin

saadaan

8,50+ 7,50+ 7,80 + x

y =6,975 |4
238+ x =279
x=27,9-238
x =410

Lisityn kolikon massa on siis 4,10 g.

b) Merkitddn yhden lisityn kolikon massaa kirjaimella x (g), jolloin kahden lisityn
(samanarvoisen) kolikon massa on siis 2x (g). Koska kukkarossa olevien kolikoiden
keskiarvo X =7,76 g, niin saadaan

8,50+ 7,50 +7,80 + 2x

=7,76 |5
5
23,8+2x =388
2x=15 |2
x =7,50
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Yhden lisatyn kolikon massa on siis 7,50 g, joten kyseessd on 1 €:n kolikko.

Koska kukkaroon lisattiin kaksi samanarvoista kolikkoa, niin yhteensa lisittiin 2 €.
Kukkarossa on tilloin rahaa

2€+1€+0,50€+21€=550€

Vastaus: a) 4,10 g b) 5,50 €

52. a) Merkitdin viimeisen kurssin arvosanaa kirjaimella x.

Jotta kurssien keskiarvo pyoristyisi 8:aan, on keskiarvon oltava vihintdan 7,5.
Lasketaan milld kurssiarvosanalla keskiarvo on 7,5.

B+6+T+8+G6+x

75 |6
6
35+ x =45
x=10

Jotta loppuarvosana pyoristyisi 8:aan, on viimeisen kurssin arvosanan oltava 10.

b) Jotta loppuarvosana on 7, on kurssien keskiarvon oltava vahintain 6,5.
Merkitaan viimeisen kurssin arvosanaa kirjaimella x.

8+6+7+8+6+x

0,5 |6
6
35+ x =39
x=4

Jotta loppuarvosanaksi tulisi 7, on viimeisestd kurssista saatava vihintdin 4.

Vastaus: a) 10 b) 4
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53. Merkitiin kysyttyi lukua kitjaimella x. Luvun neli6 on tilléin x7.

Koska luvun ja sen nelién keskiarvo on 0,72, saadaan yhtilo

2
X+ Xx

=0,72 |2

x+x’ =144

xP+x—1,44=0

Ratkaistaan yhtilo toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla.

11 41 (- 1,44)

X_
2.1
—1+./6,76
X:—
2
—1+26
X=—
2
—1+256 _ —1-26
X =" ta1 X =
2 2
x=L6=Q8 x=_i6=4ﬁ
2 2

Vastaus: Luvut ovat —1,8 ja 0,8

60



Keskiarvo

54. Vuosien 1986 ja 1987 liikevoitot olivat yhta suuret. Merkitdan niitd
kirjaimella x.

Koska keskimairainen litkevoitto vuosina 1985-2000 oli —29 miljoonaa euroa,
saadaan yhtilo

24+ x+x+T74+..+152+219

-29
16
2x=524 o 1416
16
Do — 524 = —464
2 =60 |:2
x =30

Vastaus: Kummankin vuoden liikevoitto on 30 miljoonaa euroa.

55. Eri osasuorituksia painotettiin sen mukaan, mika oli tehtdvin suhteellinen
osuus prosentteina.

Elsa sai englannin kurssin loppuarvosanaksi

20-85+20-8+15-9+15-7,5+30-9,5 862,5

=8,625~ 8,6
20+20+15+15+30 100

Vastaus: 8,6
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56. Polttoaineen keskikulutus laskettiin painottamalla eri olosuhteita sen mukaan,
mika oli kunkin olosuhteen kesto.

Auton keskikulutukseksi (dm’/100 km) saatiin

580+5-690+3-8,10+2-7,2
4:580+5:690+5-8,10+2-7, 0:96’4=6,885...z6,89 (dm®/100 km)
445+3+2 4

Vastaus: 6,89 dm’/100 km

57. Painotettu keskiarvo lasketaan kertomalla suhteellinen atomimassa sen
prosenttiosuudella.

0,9-73,922475+9,0-75919212+7,6-76,919912 N
100
23,5-77,917304 +49,6-79,916520 + 9,4 - 81,916698
100

=78,9932746
~78,993275

Vastaus: 78,993275
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58. Muodostetaan taulukon perusteella summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma. Midritetddn sen jialkeen moodi ja mediaani.

Teralehtii o
(lkm), x, £ sf sf %
26
4 26 26 —=0,2407...= 24 %
108
58
5 32 | 26+ 32=58 —=0,537...254 %
108
6 33 58 +33 =91 0,842... = 84 %
7 11 102 0,944... = 94 %
8 6 108 100 %

a) Suurin frekvenssi on terilehtien méarilld 6, joten Mo = 6.

Suhteellinen summafrekvenssi ylittda 50 % teralehtien mairan 5 kohdalla, joten
Md = 5.

b) Lasketaan terilehtien mairin keskiarvo. (Keskiarvon voi laskea myos laskimen
tilastotoiminnolla.)

5
Zﬁxz
i=1

x=-

108
26-4+32-5+33-6+11-7+6-6 587
= == =5435..~54 (kpl)
108 108
Vastaus: a) Mo = 6 (kpl) , Md = 5 (kpl) b) 5,4 (kpl)
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59. Koska kokeeseen osallistuneiden opiskelijoiden mairii ei tunneta, merkitiin
sitd kirjaimella 2. Muodostetaan timin perusteella lausekkeet eri arvosanojen
opiskelijamaarille.

Arvosana | Prosentti- | Opiskelijoiden
X; osuus maird
£
4 1,3 % 0,0134
5 9,8 % 0,0984
6 15,8 % 0,1584
7 20,3 % 0,2034
8 23,3 % 0,2334
9 23,4 % 0,2344
10 0,1 % 0,0614

Lasketaan arvosanojen keskiarvo luokitellun aineiston keskiarvon kaavalla. Kaikkien
havaintojen maari on sama kuin opiskelijoiden miiri eli a.

a
_0,0132-4+0,0984-5+...+ 0,061z -10
B a
7,491
¢
=7,491
~7,5

Vastaus: keskiarvo on 7,5.
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60. Luokitellaan aineisto ja muodostetaan tarvittavat frekvenssijakaumat.
Pisteet voidaan luokitella esimerkiksi:

Pisteet | £ st sf %
1
0-9 18 18 —8 =0,6=60 %
30
23
10-19 | 5 | 18+5=23 £=O,766:77 %
20-29 | 2 25 0,83... =83 %
30-39 | 4 29 0,966... =97 %
40-49 1 30 100 %

Jakauman mukaan moodiluokka on 09 pistettd, koska sen frekvenssi on suurin.
Suurin osa pelaajista on siis tehnyt korkeintaan yhdeksan pistetta.

Mediaaniluokka on suhteellisen summafrekvenssijakauman perusteella my6s luokka
0-9 pistetta.

+9,5

b

Mediaaniluokan luokkakeskus on =475 pistettd, joten voidaan ajatella, ettd

puolet pelaajista on tehnyt alle 4,75 pistettd ja puolet yli 4,75 pistetta.

Lasketaan keskiarvoa varten luokkien luokkakeskukset. Lasketaan taulukkoon
lisaksi frekvenssien ja luokkakeskusten tulot. (Keskiarvon voi laskea myos laskimen
tilastotoiminnolla.)

£ Luokka-keskus £x,
XI.

09 |18 |2 +29’5 — 475 18-4,75=855
10-19 | 5 %:14,5 5-14,5=72,5
2029 | 2 245 49
30-39 | 4 345 138
40-49 1 445 445
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Pelaajien pistekeskiarvo on

5

2 S,

i=1
30
 855+725+49+138+44,5 3895

30

X =

=12,983..~13

Pelaajat tekivit siis keskimaarin 13 pistettd. keskiarvo ei kuitenkaan tdssé aineistossa
ole paras mahdollinen tunnusluku, koska jakauma on selvisti vino. Mediaani kuvaa
aineistoa paremmin.

61. Kymmenen balettitanssijan yhteismassa on noin 10 -52 kg=520 kg .

Koska viisi jalkapalloilijaa painaa yhteensd 425 kg, kaikkien viidentoista
urheilijan yhteismassa on

520 kg + 425 kg = 945 kg

Keskimairdinen paino on talloin

Vastaus: 63 kg

62. -
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1.4 Keskihajonta

63. Keskihajonnan laskemista varten lasketaan ensin keskiarvo. Melun keskiarvo
on

62+44+41+53+72 272
5

= 54,4 (dB)

X =

Keskihajonnan laskemista varten muodostetaan taulukko.

Viikonpdivi | Melu (dB) (x,— x)?
X;
ma 62 (62—54,4) =7,6°
ti 44 (44 —54.4) =(~10,4)°
ke 41 (41-54,4)" =(-13,4)
to 53 (53 —54,4)" =(=1,4)
pe 72 (72—54,4)* =17,6°

Keskihajonta on

~ \/7,62 +(=10,4)> +(~13,4) + (—1,4)* +17,6°
5-1

7,2
= ,/654’ =12,817...~13 (dB)

Vastaus: 13 dB
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64. a) Lasketaan uutuuselokuvien mairin keskiarvo. (Keskiarvon voi laskea my6s
laskimen tilastotoiminnolla.)

179+150+169+...+176 1648

. =164,8~165 (elokuvaa)

X =

b) Lasketaan uutuuselokuvien mairin keskihajonta taulukoimalla. (Keskihajonnan
vol laskea my0s laskimen tilastotoiminnolla.)

Elokuvien lkm. X, =X (x, — 9_()2

X

179 179 —164,8 = 142 | (14,2 = 201,64

150 150 — 164,8 = 14,8 | (—14,8)* = 219,04

169 42 17,64

163 18 3,24

147 -17,8 316,84

166 1,2 1,44

154 -10,8 116,64

152 -12.8 163,84

192 27,2 739,84

176 11,2 125,44
Keskihajonta

10

D (x, = %)’
/=1
n—1

B \/201,64 +219,04 +...+ 125,44

10-1
~ [1905,6
9

=14,551...
~15 (elokuvaa)

Vastaus: a) 165 elokuvaa b) 15 elokuvaa
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65. a) Lasketaan kummankin hyppaijin hyppyjen keskipituus.

Matti
oy 82E85HTELI0+..£T9 981 (m)
12 12
Toni
o _T9+81481482+..+78 :957:79’75 (m)

12 12

Koska 81,75 m > 79,75 m, Matti hyppaa keskimairin pidempia hyppyja kuin Toni.

b) Lasketaan kummakin hyppaijin hyppyjen keskihajonta.

Matti
2—81,75)" +(85—81,75)" +...+ (79— 81,75)° 2
;M=\/ (82-81,75) +(B5=8L75) +..+(T9=8L75) _ 446,25 (5o ()
12-1 1
Toni
— 2 (81— 24+ (78 - ’ 2
. \/(89 79,75)* + (8 12’751) (78=79,75)° _ /5(1,15: 2.157... (m)

Koska Tonin hyppyjen keskihajonta on pienempi kuin Matin hyppyjen
keskihajonta, Toni hyppaa tasaisempia hyppyja.

(Keskiarvot ja -hajonnat voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Vastaus: a) Matti b) Toni
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66. Lasketaan 5 vuoden obligaation keskikorko.

_ + + +..+
— _T.93+6,03 ‘;,86 4,54 _ 3_77 = 5,285... ~ 5,20 (%)

Lasketaan keskihajonta taulukoimalla.

X X, = X (Xz' _ )_6)2
793 |7,93—5285...= 2,644... 2,644..2 = 6,992...
6,03 | 6,03—5285...=0,744... | 0,744..>=10,553...
4,80 —0,425... 0,181...

4,3 —0,985... 0,971...
4,07 —-1,215... 1,477...
5,27 —0,0157... 0,00024 ..
4,54 —0,745... 0,556. ..

5 vuoden obligaatioiden keskihajonta on siis

L \/6,992...+0,553...+...+O,556... _
= -

\/ 10733 _ 1337 ~134 %)
7-1 6

Lasketaan 10 vuoden obligaation keskikorko

= _87947,08+595+..+504 _ 4187
10 = =
7

=5,981... ~5,98 (%)
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Lasketaan keskihajonta taulukoimalla.

X; x; =X (5, —X)°
8,79 8,79 —5981... = 2,808... 2,808...2 = 7,888...
7,08 | 7,08 —5,981... =1,0985... | 1,0985...2 =1,206...
5,95 —0,0314-... 0,000987...
478 ~1,201... 1,443. .
474 —1,241... 1,541...
5,49 —0,491... 0,241...
5,04 —0,941... 0,886...

10 vuoden obligaatioiden keskihajonta on siis

. \/7,888...+1,206...+...+0,886...: \/13,208...: 483~ 148 (%)
7-1 6

(Keskiarvot ja —hajonnat olisi voinut laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

10 vuoden obligaation koron keskihajonta on hieman suurempi kuin 5 vuoden
obligaation koron keskihajonta. 10 vuoden obligaation korot poikkeavat siis
enemman keskiarvostaan kuin 5 vuoden korot.

Hajontalukujen perusteella 10 vuoden obligaation korot vaihtelevat enemman kuin

5 vuoden obligaation korot. Toisaalta 10 vuoden obligaation korolla on parempi
keskiarvo kuin 5 vuoden obligaation korolla.
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67. Keskikorkeuden laskemiseksi maaritetdan luokkien luokkakeskukset.

Korkeus f Luokkakeskus
(m) (m)
0-999 6 049995 _ 49975
9995 +1999.5
1000—-1999 12 > >~ =1499.5
2000-2999 9 24995
3000—-3999 17 3499.5
4000—4999 7 44995
5000—-5999 6 54995
6000—6999 2 6499.5

Taulukkoon on tilastoitu tulivuoria yhteensa
n=06+12+9+17+7+ 6+ 2 =159 (kpl).

Korkeuden keskiarvo on niin ollen

2.1

i=1

x =
n
~6-499,75+12-1499,5+ ...+ 2-6499,5

59

180472

59
=3058,84...

~3059 (m)
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Lasketaan keskihajonta taulukoimalla.

x; =X (Xz‘ — )_C')Z
499,75 — 3058,84... = —2559,09... | (=2559,09...)> = 6 548 979,79...
1499,5 — 3058,84... = —=1559.34... (-1 559,34...)2 =2431564,49...
—559,34. .. 312 869,57...
440,65... 194 174,66. ..
1440,65... 2075 479,74...
2440,65... 5956 784,83...
3440,65... 11 838 089.91...
Keskihajonta on
7
D Sl =)
5 =A/4=
n—1
_ \/6 -6548979,79...+12-2431564,49...+ ...+ 2-11838089,91...
59-1
_ \/148534695,25...
58
=1600,29
~1600  (m)

(Keskiarvon ja -hajonnan olisi voinut laskea my6s laskimen tilastotoiminnoilla.)

Vastaus: Keskikorkeus 3059 m ja korkeuden keskihajonta 1600 m.
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68. Piirretddn pylvisdiagrammi aineistosta.

Arvosana f 45
1 0 40
35
5 8 30
6 10 25
20
7 30 15
8 36 10 -
9 39 o]
10 29 4 5 6 7 8 9 10
Yhteensi 152 arvosana

Arvosanojen keskiarvo on

152
_0-4+8-5+10-6+..+29-10 1239

152 152

=8,1513...# 8,15

(Keskiarvon voisi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)
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Lasketaan keskihajonta taulukoimalla.
(Keskihajonnan voisi laskea myos laskimen tilastotoiminnolla.)

X, =X (Xi —7()2
4 -8,151...= —4,151... (—4,151...)> = 17,233...
5-8,151...= =3,151... (—3,151...)> = 9,930...
-2.151... 4,628...
-1,151... 1,325...
—-0,151... 0,0228...
0,848... 0,720...
1,848... 3417...

Keskihajonta on

PIVACEEN

s=
152 -1
~ \/0 17,233...+8-9,930... ...+ 29-3,417...
- 151
N 151
=1,394...
~ 1,39

Vastaus: Keskiarvo on 8,15 ja keskihajonta 1,39.
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69. Lasketaan aluksi limpotilojen keskiarvot molemmilla paikkakunnilla.

Helsinki

 17+415+19,2+416,4 +18,7+17+ 20,2+ 19,1
P —

H 3
142,6

5

8
=17,825

~17,8 (°C)

Sodankyla

14,1+12,9+15,9+15,5+14,7+15,5+ 14,9 +15,6
8

X
19,1
8
=14,8875
~14,9 (°C)

(Keskiarvon voisi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Keskiarvon perusteella heindkuun keskilampaétila on korkeampi Helsingissa kuin
Sodankylissi (17,8 °C > 14,9 °C).

Miairitetdan lisaksi laimpotilojen mediaanit suuruusjirjestykseen asetetusta
aineistosta.

Helsinki

15;16,4; 17, 17:18,7; 19,1; 19,2; 20,2
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Mediaani

_17+18,7

Md =17,85 (°C)

Sodankyla

12,9; 14,1; 14,7; 14,9; 15,5; 15,5; 15,6; 15,9

Mediaani

149+155

Md =152 (°C)

Mediaanit ovat kummassakin tapauksessa hyvin lahelld keskiarvoja. My6s
mediaanien perusteella heindkuun keskilimpétila on korkeampi Helsingissé
(17,85 °C > 15,2 °C).

Lasketaan vield kummankin paikkakunnan limpdétilojen keskihajonnat.

Helsinki

X X; X (X;' — 9_6)2
17 117 -17,825 = —0,825 (—0,825)* = 0,680625
15 15—-17,825 = —2,825 (—2,825)> = 7,98062

19,2 1,375 1,890625
16,4 —1,425 2,030625
18,7 0,875 0,765625

17 —-0,825 0,680625
20,2 2,375 5,640625
19,1 1,275 1,625625
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Keskihajonta

_ \/0,680625 +7,98062 +...+1.625625

S
" 8—1
~ [21,295
7

=1,744...
~1,74 (°C)

Sodankyla

X; X; —x (Xz _;)2
14,1 14,1 — 14,8875 = —0,7875 (—0,7875)2 = 0,6201...
12,9 12,9 — 14,8875 = —1,9875 (—1,9875)2 =3,9501...
15,9 1,0125 1,0251...
15,5 0,6125 0,3751...
147 -0,1875 0,0351...
15,5 0,6125 0,3751...
14,9 0,0125 0,000156. ..
15,6 0,7125 0,5076...
Keskihajonta

\/0,6201... +3,9501...+...+0,5076
J‘§ =

8—1
_ [6,8887..
7

=0,9920...
~0,992 (° C)

Heindkuun limpétilan keskihajonta on pienempi Sodankyldssa
(0,992 °C < 1,74 °C).
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Keskibajonta

Sijaintilukujen perusteella voidaan sanoa, ettd Helsingissia on heindkuussa
keskimairin limpimdmpad kuin Sodankylissa.

Hajontalukujen perusteella voidaan sanoa, ettdi Sodankylan keskilimpdétilat
heindkuussa poikkeavat toisistaan vahemmain toisistaan kuin Helsingin lampétilat.

70. ILaaditaan aluksi frekvenssijakauma ja lasketaan sen jalkeen keskihajonta ja
keskiarvo laskimen tilastotoiminnolla.

Aika (s)
120
125
128
129
130
131
132
133
135
138
142
145
148
150
151
152
155

Yhteensi

e L R R e e IR S e e e e e D ST I N

[\
—_

a) SyGtetdan ajat ja frekvenssit laskimeen. Tilastotoiminnolla saadaan
keskihajonnaksi

5=9,84692361... s =985
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Keskibajonta

b) Tilastotoiminnolla saadaan vastaavasti keskiarvoksi

x =137,47619... s = 137 s.

Nopein aika on 120 s. Jos aika on vihintddn kahden keskihajonnan padssi
keskiarvosta, niin poikkeama on merkittava.

x —2s=137,476...5-2-9,846... s=117,782... s<120s.

Nopein aika ei siis poikkea merkittavisti keskiarvosta.

Hitain aika on 155 s. Jos aika on vihintidn kahden keskihajonnan paassa
keskiarvosta, niin poikkeama on merkittava.

X +25=137,476...s+2-9,846... s=157,17... s>1555s

Hitainkaan aika ei siis poikkea merkittavasti keskiarvosta.

Vastaus: a) 9,85 s b) Eivit poikkea.

71. Piirretddn jakaumasta pylvasdiagrammi.

140

120

100

80

60 +

40 -

20
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Keskibajonta

Lasketaan keskiarvo. (Keskiarvo voidaan laskea myos laskimen tilastotoiminnolla.)

87+53+90+...+127 1138
12 12

X =

=99 (poikasta)

Lasketaan hajonta taulukoimalla. (Keskihajonta voidaan laskea my6s laskimen
tilastotoiminnolla.)

X X, =X (Xz' - >_<’)2
87 87 —99 = —12 (—12)> = 144
53 53 -99 = —46 (—46)> = 2116
90 -9 81
72 —27 729
89 —10 100
92 —7 49
123 24 576
104 5 25
119 20 400
114 15 225
118 19 361
127 28 784
Keskihajonta

_\/144+2116+81+...+784
' 12-1
15590

INETH

= /508,18...

=2254....
~ 22,5 (poikasta)
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Keskibajonta

Jos arvo on vihintdin kahden keskihajonnan paissa keskiarvosta, niin arvon
poikkeama on merkittivd. Aineiston keskihajonta on s = 22,54... ja keskiarvo
x=99.

Vuoden 1991 arvo on 53.
x—25=99-2. 22,54...=5392... > 53

Arvo 53 (poikasta) poikkeaa siis enemman kuin kaksi keskihajontaa, joten
poikkeama on merkittivi.

Vuoden 2001 arvo on 127.
x+25=9942-2254. =144 08... > 127

Arvo 127 (poikasta) on siis alle kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta. Talloin
vuoden 2001 arvo ei poikkea merkittivisti keskiarvosta.

HUOM! Keskihajonnan voi laskea populaation keskihajontana.
Talloin keskihajonta

§= 1}% =21,583...# 21,6 (poikasta).

Vastaus: Jakauman keskiarvo on 99 poikasta ja keskihajonta 22,5 poikasta. Vuoden
1991 arvo poikkeaa merkittavasti keskiarvosta. Vuoden 2001 arvo ei
poikkea merkittavasti keskiarvosta.
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Keskibajonta

72. a) Luokitellaan aineisto siten, ettd pienin luokka on 200-249 (g), ja laaditaan
frekvenssijakauma.

Massa (g) f Luokkakeskus (g)
199,5+249,5
200-249 2 ————>—=2245
249,5+299,5
250-299 4 ———=2745
300—-349 3 3245
350-399 5 374,5
400—449 2 424.5
Yhteensi 16

b) Keskiarvo

2:224,5+4-274,5+3-324,5+5-374,5+2-4245
16

N =

5242

16
=327,625

~328 (g)

(Keskiarvo voidaan laskea my6s laskimen tilastotoiminnoilla.)

Keskihajonnaksi saadaan laskimen tilastotoiminnolla

5 =64,46898... ~ 64,5 ()
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Keskibajonta

c) Jos arvo on vihintdan kahden keskihajonnan paissa keskiarvosta, niin arvon
poikkeama on merkittivd. Aineiston keskihajonta on s = 64,46898... g ja keskiarvo
x=327,625¢.

X+ 25 = 327,625 g + 2 64,46898... g = 457,4665... ¢ < 520 g

Siis 520 g painava kurkku poikkeaa enemmain kuin kaksi hajontaa keskiarvosta eli
poikkeama on merkittava.

Vastaus: b) x #328 g, s = 64,5 ¢ ¢) Poikkeama on merkittiva.

73. Keskihajonnan laskemiseksi tarvitaan keskiarvoa. Tuulen voimakkuuden
keskiarvo on

344121472+ +11+19

X =

21
799
21
— 3.80476... (Ej
S
Keskihajonta

- \/ (3,4 —13,80476...) +(12,1—3,80476...) +---(1,9 - 3,80476...)
21-1
=3,68815...

e
S

Keskihajonta voidaan laskea laskimen tilastotoiminnolla.

m
Vastaus: 3,7 —
S
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Keskibajonta

74. a) Lasketaan pistekeskiarvot molemmille tytoille.
Johanna

” 58+5,7+55+5,8+5,6+5,7
[ =
‘ 6

341
6
=5,6833...

Elina

—  54+459+56+59+59+5,6
XE —
6
343
6
=5,7166...

Koska Elinan keskiarvo on suurempi kuin Johannan keskiarvo, Elinan loppusijoitus
on parempi.

b) Lasketaan kummakin tyton pisteiden keskihajonta taulukoimalla.

Johanna

X X, =X (X _ >_c)2

58 | 5,8—5,68333...=0,11666... |(0,1166...)>=0,013611...
5,7 5,7 —-5,6833... = 0,01666... 0,0002777...

5,5 |5,5-5,68333... = —-0,18333... 0,0336111...

5,8 | 5,8—-5,68333... = 0,1160660... 0,0136111...

5,6 |5,6—-5,68333... =—-0,08333... 0,0069444. ..

5,7 | 5,7-5,68333... = 0,0160660... 0,0002777...
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Keskibajonta

Keskihajonta
6
D (x, = &)
T - n—1
B \/0,0136111... +0,0002777...4 ...+ 0,0002777...
6—1
B /0,068333...
5
=0,11609...
Elina
X X; =X (Xz' — 9_6)2
54 |54 —571666...= —0,31666... (—0,3166...)2 =0,100277...
59 | 59 —-571666... = 0,18333... 0,0336111...
5,6 |5,6—5,71666... = —0,11666... 0,0136111...
59 | 5,9—-5,71666... = 0,18333... 0,0336111...
59 | 59 —-571666... = 0,18333... 0,0336111...
5,6 |5,6—5,71666... = —0,11666... 0,0136111...
Keskihajonta

~ \/0,1002777... +0,0336111...+...+0,0136111...

6-1
_ /0,228333...
5

=0,2136...

Koska 0,2136... > 0,1169..., Elinan pisteiden keskihajonta on suurempi.
Keskiarvot ja -hajonnat voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnoilla.

Vastaus: a) Elinan b) Elinan
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Keskibajonta

75. Koska kokeeseen osallistuneiden opiskelijoiden mairia ei tunneta, merkitdin
sitd kirjaimella 2. Muodostetaan timin perusteella lausekkeet eri arvosanojen
opiskelijamaarille.

Arvosana | Prosentti- | Opiskelijoiden
X; osuus maara
£
0 5,80 % 0,05804
1 10,99 % 0,10994
2 17,54 % 0,1754a
3 24,78 % 0,2478a
4 19,95 % 0,19954
5 15,48 % 0,15484
6 5,46 %o 0,05464

Lasketaan arvosanojen keskiarvo luokitellun aineiston keskiarvon kaavalla. Kaikkien
havaintojen maari on sama kuin opiskelijoiden mairi eli a.

©0,05802-0+0,10992 - 1+...+ 0,05464 - 6

_3,10374

¢
=3,1037
~ 3,10

a
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Keskibajonta

Keskihajonta (koko perusjoukko)

PIFACE)

B \/ 0,05804(0 — 3,1037)* +0,10994(1 — 3,1037)* +...+ 0,05464(6 — 3,1037)°

a
_ /2,436346...¢
¢

=1,56087...
~1,56

Vastaus: x ~ 3,10, s = 1,56

76. Keskiarvon ja -hajonnan laskemista varten méiritetdian ensin luokkakeskukset.

Luokkakeskus
Ala (mz) f (m2)
+
o | 6 |2
80-119 6 99,5
120-159 9 139,5
160-199 10 179,5
200-239 8 219,5
Yhteensa 39
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Keskibajonta

a) Keskiarvo

6-59,5+6-99,5+9-139,5+10-179,5+8-219,5
39

x =

_5760,5
39
=147,7051...

~ 148 (m?)

(Keskiarvon voi laskea my6s laskimen tilastotoiminnolla.)

Keskihajonnaksi saadaan laskimen tilastotoiminnolla

5 =54,42869... m* = 54,4 m®

b) Jos arvo on vihintidin kahden keskihajonnan paissa keskiarvosta, niin arvon
poikkeama on merkittava. Aineiston keskihajonta on s = 54,42869... m? ja

keskiarvo X =147,7051...m>, jolloin

e+ 25 =147,7051...m> +2-54.42869..m2 = 256,5625...m> > 225 m >

Siis 225 m? ei poikkea vield merkittivisti talojen keskikoosta.

Vastaus: a) x~148 m? s~ 544 m’ b) Ei poikkea merkittivisti.
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Keskibajonta

77. Koska lukujen keskiarvo on 16,25, saadaan yhtilo

s+ (x+4)+(3x—2)+4x
4

=16,25 |4

9x+2 =065
9x =063 |:9

x =17
Luvut ovat siis
7,7+4=11,3-7-2=19ja 4-7=28.

Lasketaan lukujen keskihajonta taulukoimalla.

X X; = X (X4 _ 9_6)2

7 7-16,25=-925 (-9,25)? = 85,5625

11 11 —16,52=—525 27,5625

19 19— 16,25 = 2,75 7,5625

28 28 —16,25=11,75 138,0625
Keskihajonta

L \/ 85,5625 + 27,5625 + 7,5625 + 138,0625
4-1

(Lukujen keskihajonnan olisi voinut laskea myos laskimen tilastotoiminnolla.)

HUOM! Tissi keskihajonnan voi laskea my6s koko perusjoukkoa vastaavalla
keskihajonnalla eli kdyttimalla jakajana lukua #. Téll6in keskihajonta on
8,0428... = 8,04.
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Normaalijakanma

1.5 Normaalijakauma

78. Lasketaan kummankin lemmikin painon normitettu arvo.

Maikin kissa
48-43 05
=) ="-=(,7142...
WM T o
Vilman koira

12,8-10,2 26
0,9 0,9

bl >

2 =2,888... (> 0,7142...)

Vilman koiran normitettu arvo on suurempi kuin Maikin kissan normitettu arvo,
joten koira on suhteessa painavampi.

Vastaus: Vilman koira on suhteessa painavampi.
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Normaalijakanma

79. Lasketaan papukaijan ikdd 140 vuotta vastaava normitettu arvo.

v = 140792 _ 48 _ 5 50,
95 95

Jotta ihminen olisi suhteessa yhtd vanha, on idn normitettu arvo oltava sama kuin
papukaijalla. Merkitain ihmisen ikaa kirjaimella x. Saadaan yhtilo

x—82 48
45 95
9,5(x —82)=4,5-48
9,5x—779 =216
9,5x =995 |:9,5
x=104,73...

x~105 (vuotta)

Vastaus: Thmisen on oltava 105-vuotias.

80. Lasketaan historian koenumeroa (8+ = 8,25) vastaava normitettu arvo.

825-72 1,05
0,8 0,8

=1,3125

Ruotsin kokeen arvosana (7+ = 7,25) on suhteessa yhtd hyvi kuin historian
arvosana. Sen normitettu arvo on siis myos 1,3125.
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Normaalijakanma

Merkitaan ruotsin kokeen keskiarvoa kirjaimella x. Saadaan yhtilo

7,25 — x

=1,3125 |[-0,8
7,25 —x=1,05
—x=-62 |(-1)
x=0,2

Vastaus: Ruotsin kokeen keskiarvo on 6,2.

81. Muuttujan arvo x = 35.

35-35 0
4 4

a) N(35,4), = 0

35-39 _—4_
4

b) N(39, 4), 2 =

35-31 4

c) N(31,4), = 1 1

82. x ~ N(0,1) ,jakauma on normitettu normaalijakauma, joten taulukosta

voidaan lukea todennikéisyydet.
a) P(x <0,25)=0,5987 ~ 0,60

b) P(x < 1,37) = 0,9147 ~ 0,91

c) P(x >1,37)=1—P(x <1,37) =1-0,9147 = 0,0853 ~ 0,085
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Normaalijakanma

83. x~ N(56,18)
Lasketaan, kuinka monen prosentin todennikéisyydelld kokeen pistemaira on alle
60. Normitetaan aluksi arvo 60 (pistetta).

60—56 4
_ =" —0020.
W0TTeT T g

Kysytddn siis todennakoisyytta P(g < 0,22). Luetaan taulukosta normitettua arvoa
vastaava prosenttiluku eli kertymafunktion arvo

®(0,22) =0,5871=58,71% =~ 59%

Vastaus: 59 %

84. x~ N(20,4)

25-20 5 !
a) 325 = 4 :Z:LZS _/:—\[\

P(x < 25)= P(z <1,25) = 0,8944 ~ 0,89

b) P(x>25)=P(z>1,25)=1-d(1,25) =1—0,8944 = 0,1056 ~ 0,11
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Normaalijakanma

85. x ~ N(3217)
a) Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo.

Normitetaan massan arvo 34 kg.

34-32 2
_ =2 117647 ~1,18
<34 17 17

bl

Kysytty todennakoisyys on siis P(z < 1,18) eli

d(1,18) = 0,8810 ~ 0,88

b) Kysytty todenniakéisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo.

Kysytty todennakéisyys on siis P(g =1,18) eli

1-d(1,18)=1-0,8810=0,119 0,12

Vastaus: a) 0,88 b) 0,12

86. x ~ IN(29;1,967)
a) Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo.

Normitetaan pistemaara 33.

33-29
1,967

b

%s3 = =2,0335~ 2,03
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Normaalijakanma

Kysytty todennakoisyys on siis P(g > 2,03) eli

0 z=2,03

1-®(2,03)=1-0,9788 = 0,0212 = 0,021
b) Kokeeseen osallistui 233 oppilasta, joten yli 33 pistettd sai

0,0212-233 =4,93... # 5 (oppilasta)
Vastaus: a) 0,021 b) 5 oppilasta
87. x~N(454)
a) Kysytty todenniakéisyys on kuvioon merkityn !
pinta-alan arvo. E

5 50
Normitetaan arvo 50. =
50 —45

50 = 1 =125

Kysytty todennikéisyys on siis P(g <1,25) eli 5
0 z=1725

d(1,25) = 0,8944 = 0,89
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Normaalijakanma

b) Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo.

Normitetaan arvo 52.

52—-45 7
52 = :Z:1>75

Kysytty todennakoisyys on siis P(z >1,75) eli

1-d(1,75) = 10,9599 = 0,0401 = 0,040

Vastaus: a) 0,89 b) 0,040

88. u=150m o=35m
a) Normitetaan pituus 16,7 m.

16,7150 1,7
35 35

bl bl

6,7 = =0,485...~ 0,49

Normitetaan pituus 20,5 m.

205-150 55
35 3,5

'ZZO,S == = 1,571... ~ 1,57
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Normaalijakanma

b) Kysytty todennikoéisyys on kuvioon merkityn pinta-alan arvo.

Kysytty todennakoisyys on siis P(z >1,57) eli

0 z=1,57

1-®(1,57) =1-0,9418 = 0,0582 ~ 0,058

c) Kysytty todennakoisyys on kuvioon
merkityn pinta-alan arvo.

Of ¥~ ,=1,57
2=0,49

Kysytty todennikéisyys on siis P(0,49 <z <1,57) eli

D(1,57) — D(0,49) = 0,9418 — 0,6879 = 0,2539 ~ 0,25

Vastaus: ) 3157 = 0,49, 2505 = 1,57 b) 0,058  ¢) 0,25

89. x~ N(35,7)
Kysytty todennikoéisyys on kuvioon merkityn pinta-
alan arvo.

Normitetaan arvot 30 (min) ja 40 (min). 30 35 40

230 = 20=35 ; 5 _ ~0,7142...~ 0,71

40 = g =0,7142...= 0,71

Kysytty todennikdéisyys on siis P(—0,71<z <0,71) eli ®(0,71) — O(-0,71).
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Normaalijakanma

Koska jakauma on symmetrinen, arvon —0,71 :
vasemmalle puolelle jdava pinta-ala on yhta suuri i
kuin arvon 0,71 oikealle puolelle jadvi pinta-ala. '

70,71 0 z=0,71

Arvon —0,71 vasemmalle puolelle jaava pinta-ala
on siis

O(—0,71) =1—D(0,71) =1—0,7611 = 0,2389

Todennikoisyys, ettd Luukaksen koulumatka kestda 30—40 min on

D(0,71) — D(=0,71) = 0,7611—0,2389 = 0,5222 ~ 0,52

Vastaus: 0,52

90. x ~ N(100,15)

a) Normitetaan arvo 120.

100 120

120 -1
120 = % =1,333...~ 1,33

Kysytty prosenttiosuus saadaan kertymafunktion arvona eli

D(1,33) = 0,9082 = 90,82% =~ 90,8%
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Normaalijakanma

b) Arvon 120 normitettu arvo on g = 1,33
a-kohdan mukaan.

0 z=1,33
Kysytty prosenttiosuus on siis
1-®(1,33) =1-0,9082 = 0,0918% = 9,18% = 9,2%
c) Arvon 120 normitettu arvo on g = 1,33 :
a-kohdan mukaan. i
90 100120

Normitetaan arvo 90.

~1
%00 = w = —0,666... x —0,67

Kysytty prosenttiosuus on siis

70,67 0 2=133
@(1,33) - D(~0,67)

Lasketaan ensin prosenttiosuus kohtaan g = —0,67.

D(-0,67) = 1— D(0,67) = 1 —0,7486 = 0,2514

dD(1,33) — D(-0,67) = 0,9082 - 0,2514 = 0,6568 = 65,7%
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Normaalijakanma

d) Arvon 90 normitettu arvo on g = —0,67
c-kohdan mukaan.

90 100
Prosenttiosuus sille, etta dlykkyysosamaira on alle 90 on
O(-0,67)=1-D(0,67) =1-0,7486 = 25,14% ~ 25,1%

Vastaus: 2) 90,8 %  b) 9,2%  ¢) 65,7 % d) 25,1 %

91. x~N(85g,4¢9) :
Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn :
pinta-alan arvo. |

83 85

Normitetaan massan arvo 83 g.

83 -85 2 :
S :
<83 4 4 %\

z=-0,5 0

Kysytty todennikdéisyys on siis P(z <—0,5) eli ®(-0,5).

Koska jakauma on symmetrinen, kertyméfunktion !
arvo kohtaan g = —0,5 on yhti suuri kuin arvon |
z = 0,5 oikealle puolelle jadvi pinta-ala. '

z=-0,5 0 Z:095

D(=0,5)=1—D(0,5)=1-0,6915 = 0,3085 ~ 0,31

Vastaus: 0,31
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Normaalijakanma

92. x~N(99¢.8¢g)
a) Kysytty todennikéisyys on kuvioon
merkityn pinta-alan arvo.

90 99

Normitetaan massan arvo 90 g.

0=9__9_ —1,125~-1,13
8 8

90 =

Kysytty todennikdisyys on normitetun arvon

>

2z = —1,13 oikealle jadva pinta-ala.

z=-1,13 0

Jakauman symmetrisyydesta johtuen timé on yhti :
suuri kuin normitetun arvon g = 1,13 vasemmalle !
jadva pinta-ala. !

0 == 1,13
Kysytty todennikéisyys on siis P(g > —1,13) = P(z < 1,13)

(1,13) = 0,8708 ~ 0,87

b) Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn '
pinta-alan arvo. |

Arvon 90 normitettu arvo on a-kohdan mukaan z=-1,13 0
z=-1,13.

Kysytty todennikéisyys on P(z <—1,13)eli

D(-1,13)=1-D(1,13) =1-0,8708 = 0,1292 ~ 0,13

Vastaus: a) 0,87 b) 0,13
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Normaalijakanma

93. x~ N(5000h,8h)
a) Kysytty todennikéisyys on kuvioon merkityn

pinta-alan arvo. 5500
5000

Normitetaan kestoaika 5500 h.

5500 —5000 _ 500 5
300 300

%5500 = =1,660...~ 1,67

Kertymifunktion arvo @(1,67)=0,9525= 95,25 % kuvaa normitettuun arvoon
z = 1,67 mennessa kertynyttd osuutta.

Koska koko pinta-ala on 100 %, saadaan kysytyksi todennakoisyydeksi

100 % — 95,25 % = 4,75 % = 0,048

b) Edellisen kohdan mukaan zs5,, = 1,660... # 1,67 . Normitetaan kestoaika 5200 h.

52005000 200 2
_ = =22 0,666..~ 0,67
<5200 300 300 3

Kysytty todennikoisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo.

Of ¥~ ,=1,67
2z=0,67

D(1,67)— D(0,67) = 95,25 % — 74,86 % = 20,39 % ~ 0,20

Vastaus: a) 0,048 b) 0,20
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Normaalijakanma

94. N(17,5; 2,5)
Normitetaan pituudet 15 cm ja 20 cm.

15-17,5
- - =~ 20 =

T 25

Kysytty todennakoisyys on kuvioon merkityn
pinta-alan arvo. Tdma saadaan kertymafunktion
arvojen erotuksena

D(1) — D(-1)

20—1
0-175 _,

=-1 0 z=1

Symmetriasta johtuen arvoon g = —1 kertynyt pinta-ala on yhta suuri kuin arvon

z = 1 oikealle puolelle jadvi osuus eli

D(—1) = 100% — D(1) = 100% — 84,13% = 15,87%

Todennikdisyys, ettd hinnin pituus on [15 cm, 20 cm] on

(1) — D(—1) = 84,13% — 15,87% = 68,26% = 0,68

Vastaus: 0,68
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95. Lakritsinauhojen pituuden keskihajonta on o =4,0 cm
a) Olkoon 0,9 m = 90 cm pituisia nauhoja 50 % kaikista nauhoista.

Taulukosta nahdaan, etta @(0)=0,50 =50%.
Talloin siis 90 cm pituutta vastaa normitettu arvo gy, = 0.

290 =0
W=l 0140
90— =0

1 =90 (cm)

b) Olkoon 0,9 m = 90 cm pituisia nauhoja 85 % kaikista nauhoista.

Taulukosta nahddin, ettd @(1,04) =0,8508 = 85%.
Talloin siis 90 cm pituutta vastaa normitettu arvo gy, = 1,04.

290 = 1,04
WK 104140
90 — 41 = 4,16

— = 416-90

1 = 85,84 ~ 86 (cm)

Vastaus: 2) 0,9 m b) 86 cm
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Normaalijakanma

96. Mintyjd, joiden ldpimitta yli 26 cm, oli 20 %.
Tilloin mintyjé, joiden ldpimitta oli alle 26 cm oli 100 % — 20 % = 80 %

Normitettu arvo, joka vastaa titd kertymaad, on g = 0,84, koska

®(0,84) = 0,7995 ~ 80%

Tiedetadn, ettd lapimitan keskihajonta on o =2,65cm . Lasketaan, mikd on

keskiarvo i, jos z,, =0,84.

2 _
6= K _ 841265
2,65
26— =226
— o =-23774

1 =23774~238 (cm)

Vastaus: 23,8 cm

97. Hammasladkarikayntiin kuluvan ajan keskiarvo on g =20min.
Kestoaika on normaalisti jakautunut N(20, o).

Koska kdynti ei 98 % varmuudella saa ylittdd 35 .

]
min, etsitddn kertymaid 98 % vastaava normitettu :
arvo taulukosta. :

20 35

®(2,05)=0,9798 ~ 98 %
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Normaalijakanma

Talloin siis normitettuun arvoon g = 2,05 on kertynyt 98 %, ja titd normitettua
arvoa vastaa siis 35 min.

35-20
o
2,050 =15[-2,05

o= 1—55 =7,317...~ 7,3 (min)

b

=205

Vastaus: 7,3 min

98. Akselien lipimitan keskiarvo on g =150,00 mm .
Lapimitta on normaalisti jakautunut N(150,00; o)

Lipimitan 150,20 mm normitettuun arvoon mennessi | 0,5 %

on kertynyt 150,(:)0 150,20
100 % — 0,5 % = 99,5 % = 0,995

Akselin lipimitta on siis pienempi tai yhta suuri kuin 150,20 mm
todennakoisyydelld 0,995.

Tata kertymai vastaava normitettu arvo on taulukon mukaan
z = 2,5758, koska @(2,5758) = 0,995.

150,20 — 150,00

— 25758
o
2,57580 =0,20[:2,5758
2
o= 0,20 _ 0,07764...(mm)
2,5758

Vastaus: Hajonta enintaian 0,07 mm
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Normaalijakanma

99. Pistemairad on normaalisti jakautunut N(30, 10).

Laudatur - arvosanan saa enintddn 5 % osallistujista. On 16ydettivi sellainen
pistemadra x, ettd tatd vastaavaan normitettuun arvoon g mennessa on kertynyt
vahintdan 95 % osallistujista eli () = 0,95. Taulukkokirjasta saadaan

D(1,6449)= 0,95

Kysyttya pistemaarda x vastaa siis normitettu arvo g = 1,6449.

¥ =0 _ 1 644910
x =30 =16,49
x = 46,449

Jotta laudatur- arvosanojen osuus olisi enintddn 5 %, niin x pyoristetdan ylospdin eli
x = 47 (pistettd).

Vastaus: 47 pistetta

100. Lasketaan havupuun (; =18m, s =1,4m) pituutta 20,2 m vastaava

normitettu arvo.

- 202-18 22
R20,2 14 1.4

bl

=1,571...
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Normaalijakanma

Jotta heind (x =13cm, s = 2,3cm) olisi suhteessa yhta pitkd, on sen pituuden
normitettu arvo oltava yhti suuri. Merkitddn heindn pituutta kirjaimella x.

x—13 22
23 14
1,4(x—-13)=23-22
14x —18,2=5,06
1,4x =2326 |:1,4
x=16,614~17 (cm)

Vastaus: Heinin tulisi olla 17 cm pitka.

101. x~ N(0,1)
a) P(x <0,45) = ®(0,45) =0,6736 = 0,67

b) P(x < —2) on symmetriasyistd yhta suuri kuin normitetun arvon g = 2 jalkeinen
kertymin osuus. Lasketaan ensin kertyma kohtaan = 2 eli ®(2) =0,9772. Till6in

saadaan
O(-2)=1-D(2)
=1-0,9772
=0,0228 = 0,023

c) P(-1<x<0,98)=D(1) - D(-1)
Kertymin osuus kohtaan g = —1 on symmetriasyista yhtd suuri kuin normitetun
arvon g = 1 jilkeinen kertyman osuus eli

O(-1)=1-D(1) =1-0,8413=0,1587
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Normaalijakanma

Taulukoitujen arvojen mukaan saadaan my6s @(0,98) = 0,8365.

Till6in saadaan P(—1< x <0,98)=(0,98) — ®(-1)
=0,8365—0,1587
=0,6778 = 0,68

Vastaus: a) 0,67 b) 0,023

102. x ~ N(45,12)
a) Lasketaan ensin arvoa 50 vastaava normitettu arvo.

50—-45

%50 = = 0,4166... = 0,42

Siis P(x > 50) = P(z > 0,42) .

0) 0,68

Taulukosta saadaan kertyman arvo arvoon g = 0,42 mennessa eli

(0,42) = 0,6628

Taman avulla saadaan

P(z > 0,42) = 1—®(0,42) = 1 - 0,6628 = 0,3372 = 0,34

b) Lasketaan ensin arvoa 40 vastaava normitettu arvo.

40 — 45

250 = = —0,4166... ~ —0,42

Siis P(x >40) = P(z > —0,42). Tama tarkoittaa

normitetun arvon g = —0,42 jilkeistd osuutta, joka on
symmetrian nojalla yhtd suuri kuin arvoon g = 0,42
mennessa kertynyt osuus.
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Normaalijakanma

Taulukon avulla saadaan

P(z > —0,42) = D(0,42) = 0,6628 ~ 0,66

c) P(x < 40) = P(5 < —0,42) = O(~0,42)

Jakauman symmetrisyydestd johtuen timi on yhté
suuri kuin normitetun arvon g = 0,42 jilkeinen
osuus.

Siis d(—0,42) = 1—D(0,42)
=1-0,6628
=0,3372 = 0,34

Vastaus: a) 0,34 b) 0,66

0
z=-0,42
0: 2z=0,42
c) 0,34

103. Pistemaira x on normaalisti jakautunut x ~IN(25; 3,5), joten 1 =25 ja

o =35.
a) Normitetaan pistemaira 30.

30-25 5
_ =2 =14285..~1,43
W73 "33

b bl

0 7143

Todennakdisyys, ettd saadaan yli 30 pistettd on yhtd suuri kuin kertymin osuus

normitetun arvon g = 1,43 jilkeen.

P(yli 30 pistettd) = 1 — D(1,43)
=1-0,9236
=0,0764 ~ 0,076
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Normaalijakanma

b) Normitetaan pistemaara 20.

20725 75 4285~ 143
35

b b

20 =

Todennakdisyys, ettd saadaan alle 20 pistettd on yhti
suuri kuin kertymén osuus normitettuun arvoon
z = —1,43 mennessa.

Jakauman symmetrisyydesti johtuen timi tarkoittaa
samaa kuin kertymai arvon g = 1,43 jilkeen.

P(alle 20 pistetti) = D(—1,43)
=1—d(1,43)
=1-0,9236
=0,0764 = 0,076

c) Kysytty todennikoéisyys on P(—1,43 < z <1,43). Edellisten kohtien perusteella

saadaan

P(20 — 30 pistetti) = D(1,43) — D(—1,43)
=0,9236—0,0764
=0,8472~0,85

Vastaus: a) 0,076 b) 0,076

112

0) 0,85



Normaalijakanma

104. Purkin massa x noudattaa normaalijakaumaa x ~N(405 g, o).

Jos purkin massa on yli 410 g 15 % todennakéisyydella,
niin silloin massa on alle 410 g todennikéisyydella
100 % — 15 % = 85 % = 0,85. RS ¢ |15

405 410

Etsitdan taulukkokirjasta 85 % = 0,85 kertymaa vastaava normitettu arvo,
®(1,04) = 0,8508 ~ 0,85 . Till6in saadaan

410 — 405
Re10=— = 1304
(o)

i 1,04
O
1,040 =5[:1,04

5
o=——=480769.. ~ 4,8
1,04 @

bl

Vastaus: 4,8 g

105. Pistemaird noudattaa normaalijakaumaa, x ~ N(27,36; 12,23).

a) Merkitddan alimman pistemairin (jolla saadaan laudatur) normitettua arvoa z.

Jos laudatur- arvosanojen osuudeksi halutaan

enintdan 5 % katkista kokelaista, niin kertyman arvo 5 59/,
laudaturin alarajalle on ®(z)=>0,95. 9550/ 0

U z
Etsitddn taulukkokirjasta normitettu arvo, jota
vastaava kertymafunktion arvo on suurempi kuin 0,95.

D(1,65) = 0,9505
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Normaalijakanma

Naiin ollen g = 1,65, jolloin vastaavaksi pistemaariksi saadaan

x—27,36
12,23
x —27,36=20,1795
x =47,5395 = 48 (pistetti)

=1,65]12,23

b) Normitetaan pistemaara 12.

12— 27,36
=220 1255, ~—1,26
2T 03

Hyviksyttyjen kokelaiden osuutta kuvaa kertymai
kohdan z;, = —1,26 jilkeen.

Jakauman symmetrisyydesti johtuen timi tarkoittaa
samaa kuin kertymi arvoon g = 1,26

D(1,26)=0,8962 =89,62 % = 89,6 %

Vastaus: a) 48 pistettd b) 89,6 %
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Malleja todennikiisyyden mddrittamiseksi

2.1 Malleja todennikéisyyden maarittimiseksi

106. Lukiolaisia on yhteensa 28 kpl.
Sekid taidemuseossa ettd eldintarhassa haluaa kdyda 5.
Pelkistadn taidemuseossa haluaa kidydd 12 — 5 =7.
Pelkastain eldintarhassa haluaa kayda 13 — 5 = 8.
Lukiolaisia, jotka kayvit muualla kuin taidemuseossa tai eldintarhassa on
28—7-5-8=8.

Laaditaan Venn-diagrammi:

2
8
7+8 15
a) P(kiy vain toisessa nahtavyydessa) = Y = o3 ~ 0,54

8
b) P(ei kdy kummassakaan nihtivyydessd) = o3 ~ 0,29

Vastaus: a) 0,54 b) 0,29

107. Myymilissd on 5500 tuotetta.
Luomuvihanneksia on 15 kpl.
Pelkastaian vihanneksia (et luomu) on 50 — 15 = 35 (kpl).
Kaikkiaan luomutuotteita on 120 (kpl).
Luomutuotteita, jotka eivit ole vihanneksia on 120 — 15 = 105 (kpl).
Tuotteita, jotka eivat ole vihanneksia eivitkd luomutuotteita on
5500 — 105 — 15 — 35 = 5345 (kpl).
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

Laaditaan Venn-diagrammi:

5500

5345

(2

105

a) P(on luomutuote, muttei vihannes) = ——=~ 0,019
5500

b) P(et luomutuote, mutta vihannes) = —— ~ 0,0064
¢) P(ei luomutuote, eikd vihannes) = 2345 ~ 0,97
Vastaus: a) 0,019 b) 0,0064 c) 0,97

108. Naisjasenistid toissd kiy 17 (kpl).
Naisjisenid, joilla on lapsia on 19 (kpl).
Naisia, joilla on lapsia ja jotka kdyvit toissa, on 14 (kpl).
e naiset, joilla on lapsia, mutteivit kdy toissd: 19 — 14 =5
e naiset, jotka kdyvit toissa, mutta joilla ei ole lapsia: 17 — 14 = 3

Naisia, joilla ei ole lapsia eivatka kay toissa, on 6 (kpl).

Laaditaan Venn-diagrammi:
6+3+14+5=28

(2

Kaikkiaan yhdistyksen naisjasenid on siis 28 (kpl).

6
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

6+3 9

a) P(et perheeniiti) = ——=—~0,32
) Pleip ) 8 28
+ 11
b) P(ei toissd) = Q =—=0,39
28 28
Vastaus: a) 0,32 b) 0,39

109. Ryhmissi on kaikkiaan 30 henkil6a.
e tennistd pelaa 17
e jaipalloa pelaa 10

e molempia pelaa 6
Henkil6ita, jotka eivat harrasta kumpaakaan lajia on: 30 — 10 -6 - 17 = 9.

Laaditaan Venn-diagrammi:

30
9
a) P(ei harrasta kumpaakaan) )0
u = =
P 30 10
b) P(harrastaa vain toista lajia) = 1+4 = 15 = 1
30 30 2

Vastaus: a) > b)
10

N | —
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

110. Alkeistapaukset (10 kpl) ovat:

ankka, hanhi hanhi, porsas
ankka, porsas porsas, nauta
ankka, nauta nauta, janis
ankka, janis hanhi, nauta
hanhi, jinis porsas, janis

a) P(tarjotaan janistd) = % =0,4
. . 7
b) P(tarjotaan lintua) = 0 =0,7

c) P(ei tarjota porsasta) = % =0,6

Vastaus: a) 0,4 b) 0,7 c) 0,6

111. Alkeistapaukset ovat: (kr = kruuna, kl = klaava)

kr, kr, kr kl, kl, kr
k1, k1, k1 kI, kr, kl
kr, kr, ki kr, ki, ki
kr, kl, kr kl, kr, kr

Alkeistapauksia on siis 8 kpl.

a) P(kolme klaavaa) = é

b) P(ainakin kaksi klaavaa) =%

1
2

Vastaus: a) 1 b) L
8 2
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

112. Viisi opiskelijaa: T, H, L, X, Y

T, H, L H,I,X
T,X,Y HI,Y
H,X,Y T,1,X
LX,Y T,1,Y
T, H, X T,H,Y

Alkeistapauksia on 10 kpl.
1
P(kaikki loppukilpailussa, THL) = 0 =0,1

Vastaus: 0,1

113. Taulukoidaan kaikki mahdolliset tulokset kahden nopan heitossa.

1,61 2,6 13,6 ]| 46156 | 6,6
15]25]35 | 45|55 6,5
142434 445464
1323133 ]43]53]63
1222324252162
112131415161

Kaikkia alkeistapauksia on siis 36 kpl.
I 6 1

a) P(sama silmiluku)=—=-~0,17
36 6

b) P(summa vihintdin 9) = 36 =—~0,28

2
¢) P(ainakin toinen vihintdin 5) = 3—2 = g ~ 0,56

Vastaus: a) 0,17 b) 0,28 c) 0,56
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

114. Alkeistapauksia on 36 kpl. Pistesummat ovat taulukossa.

6 | 7 8 9 |10 | 11 | 12
5|6 7 8 9 |10 | 11
4 | 5 6 7 8 9 | 10
31 4 5 6 7 8 9
213 4 5 6 7 8
1] 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6

Silmiélukujen summa saa arvot 2 ... 12. Taulukon mukaan silmalukujen summa 7

esiintyy useimmin, joten se on todennikoisin.

Vastaus: 7

115.

20 min

20 min

5 min A 5 min A

Lossi saapuu

rantaan A.

Lossi saapuu

takaisin rantaan A.

5
P(suoraan lossiin rannasta A) = = =0,1

Vastaus: 0,1
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

116. Tikkataulun renkaiden (9 kpl) leveys on 2 cm. Kymppi-ympyrin side on 1 cm.
Tikkataulun side ron siis 9-2+1=19 (cm).

12
a) P(saa 10)= Z 57

~0,0028

2
b) P(saa vihintddn 8) = uak

57 = 0,009
72'.

0
7=0

c) P(lukujen 4 ja 5 viliselle kehille) =
7-19

Vastaus: a) 0,0028 b) 0,069 00

117. Kattilan pohjan side » = 7,5 cm. Puurosta sy6ddidn 8 cm:n korkuinen kerros,
jonka tilavuus on

I/ =7-75%-8=14137...(cm”) =1,4137...(dm)
Kattilaan jadneen puuron tilavuus on I =4,51-1,4137...1=3,086...1

.l
P(manteli kattilassa) = % =0,6858...~ 0,69

bl

Vastaus: 0,69
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

118. Merkitidn ympyrin sidettd kirjaimella 7.
Kivi osuus lahemmiksi keskipistettd, jos se osuus

samankeskisen 5 -sdteisen ympyran sisdan.

Todennakoisyys siis on

7"2 7'2

”.E 4 rr 1
—2_—2_7'—2_ 20,25
w-r r

S
|-

Vastaus: 0,25

119. Kuvassa on tilanne ylhaalta piin katsottuna (puun kaaduttua).

Koska henkilon etiisyys on pienempi kuin puun korkeus, puu osuus henkil66n, jos
hin seisoo kaatuneen puun muodostamassa sektorissa.

Za

3,2 m

Merkitaan sektorin keskuskulman puolikasta kirjaimella o
tana = 2 =0,168...
19
a=9)56.°
Keskuskulma on 2 = 19,120...° = 19,1°.

19,1°

OO

Todennikdoisyys, ettd henkilo seisoo sektorissa on ~(0,053.

Vastaus: 0,053
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

120. a)
Otto
klo 19.00
60 min <
\ Eeli
Klo 1800 5() imin klo 19.00

Koko nelién pinta-ala on A = 60> = 3600.
Suotuisan alueen pinta-ala on .4 =20-30 = 600.

1
P(Eeli ennen 18.20, Otto 18.30 jalkeen) = 600 _1 ~ 0,17
3600 6

b)
Otto
klo 19.00

60 min <

Eeli
klo 18.00 30 min  klo 19.00

30° 900 1

3600 3600 4

b

P(molemmat ennen 18.30) =
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

) Otto
klo 19.00
20 min < 50 min
klo 18.00 Eeli
10 min 30 klo 19.00
! 50-50
9 1250
P(Otto odottaa yli 10 min) =2 = ~0,35
3600 3600
Vastaus: a) 0,17 b) 0,25 c) 0,35

121. Suotuisat alkeistapaukset kuuluvat tummennetun nelién
alueelle.

Tummennetun nelién pinta-ala on
A=2*=4
Kaikkia alkeistapauksia kuvaavan ison nelién ala on

A=10>=100

4
P(arvotut luvut suurempia kuin 8) = 100 =0,04

Vastaus: 0,04

124
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

122. a)
©,2) 2,0)
(%)
©,0) 1 (2,0)
1.2 2 1
P(x-koordinaatti pienempi kuin 1)=——=—=—=0,5
2 4 2
b)
©,2) (2,0)
1,75
(%)
©,0) 2,0)
25-2 0,5 1
P( y-koordinaatti suurempi kuin 1,75) = 0, I ; = 3 =0,125
<)
1,8
0,2 2,0)
1,8
(%)
0, 0) (2, 0)
22 0,04
P(x- ja y-koordinaatit suurempia kuin 1,8) = 0’4 = ’4 =0,01
Vastaus: a) 0,5 b) 0,125 c) 0,01
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

2
45—i—8:2_53z0’51
500 500

123. a) P(alle 200 h) =

235+12 247

b) P(kestdd vield 100 h) =
500—-8 492

~ 0,50

Vastaus: a) 0,51 b) 0,50

124. Maatilalla on 240 lintua.
e 200 valkoista lintua
kanoja 150
valkoisia kanoja 120
e kanoja, jotka eivit ole valkoisia 150 — 120 = 30
e valkoisia lintuja, jotka eivit ole kanoja 200 — 120 = 80

[ ]
[ ]
e lintuja, jotka eivit ole valkoisia eivitka ole kanoja

240 — 80 — 120 — 30 = 10

Laaditaan Venn-diagrammi:

240
10
1
a) P(valkoinen lintu, ei kana) = ﬂ =_
240 3
. . ) 1
b) P(kana,ei valkoinen lintu) = — = —
240 8
) . . . 10 1
c) P(ei kana,ei valkoinen lintu) = —=—
240 24
1 1 1
Vastaus: a) — b) — Q) —
3 8 24
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittamiseksi

125. Taideniyttelyssd on maalauksia 112 (kpl).

Merkitdan ei-impressionististen, ranskalaisten maalausten lukumaaraa x.
Impressionistisid on talléin myos x (kpl).

® naista ranskalaisia on —x

Ei-impressionistisia ja ei-ranskalaisia 80 (kpl)

Koska tauluja on yhteensi 112, niin

x+x+80=112
2x=32}2
x=16
1 1
a) P(impressionistinen) = —— =10 — L0 14
112 112 7
X+ ! X > X
4" 4 20 5
b) P(ranskalainen)=—% =4 == -2 018
112 112 112 28
1
4541
c) P(ranskalainen ja impressionist.) = 4 -2 - s 0,04
112 112 28
1 5 1
Vastaus: 2) —~ 0,14 b) —=0,18 c) — ~ 0,04
7 28 28
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Malleja todenndikiisyyden mdidrittaniseksi

126. Havainnollistetaan alkeistapauksia koordinaatistossa.

127. Merkitain SDP:n kansanedustajia S, S,
Kokoomuksen kansanedustajia K, K,, K

Taulukoidaan kaikki mahdolliset arvonnan tulokset:

S, S, S, K, S, K, S, K,
S,, K, S,, K, S,, K,
K, K, K, K, K,K,

Erilaisia yhdistelmié on siis 10 kpl.

a) Tapahtumia, joissa kaksi Kokoomuksen kansanedustajaa paasee hissiin, on 3.

3
P(kaksi Kokoomuksen edustajaa) = B

b) Tapahtumia, joissa kaksi SDP:n edustajaa pdisee hissiin, on 1.

1
P(kaksi SDP:n edustajaa) = E

Vastaus: a) El b) —
10
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128. Tutkitaan alkeistapauksia geometrisesti.

a)

20
19 1

18 1
17 1T

16

I
LT 1T T 1

15 16 17 18 19 20

Kaikkia alkeistapauksia kuvaa neli6, jonka ala on A4 =5-5=25
Suotuisia tapauksia kuvaa kuvioon muodostuvan, viarillisen nelion ala A =2-2=4

P(molemmat tayttineen 18 v) = —

b)

20
19 7

18
17 1

16 7|

|
LT 1T T 1

15 16 17 18 19 20

Kaikkia alkeistapauksia kuvaa neli6, jonka ala on .4 =5-5=25

Suotuisia tapauksia kuvaa kuvioon muodostuvan, virillisen alueen ala

A=2(2-3)=12
. : ~ 12
P(toinen 18 v, toinen ei) = —
12
Vastaus: a) 4 b) —
25 25
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2.2 Komplementti ja kertolaskusidinto

129. P(ukkostaa la) = 0,4
P(ukkostaa su) = 0,3

Kertolaskusainnon mukaan saadaan P(ukkostaa la ja su) = 0,4 - 0,3 = 0,12
Vastaus: 0,12

130. Laatikossa 1 on: 1 keltainen, 3 sinistd ja 2 punaista palloa. Yhteensa 6 palloa.
Laatikossa 2 on: 4 keltainen, 1 sininen, 3 punaista palloa. Yhteensi 8 palloa.

2 1
P(1. laatikosta punainen pallo) = g = 5

P(2. laatikosta punainen pallo) = g

P(molemmista laatikoista punainen pallo) = =0,125

3
8

O | —

1

3
1

Vastaus: g =0,125

131. P(Ilari saa hiransilmin) = 0,25
P(Matti saa hiransilman) = 0,18

a) P(Matti ja Ilari saavat harinsilman) = 0,18 - 0,25 = 0,045

b) P(Matti ei osu) = 1 — 0,18 = 0,82
P(Matti ei osu kertaakaan) = 0,82° ~ 0,55

Vastaus: a) 0,045 b) 0,55
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132. a) P(kuutonen)= %

1 4
P(nelja kertaa kuutonen) = (gj ~ 0,00077

2
b) P(viisi tai kuusi) = g

P(kaikilla kerroilla vahintdan 5) = P(kaikilla kerroilla 5 tai 6)

4
= (3) ~0,012
6

Vastaus: a) 0,00077 b) 0,012

133. Verkkopankkiin kirjautuminen: 1) kayttajatunnus (6 numeroa)
2) salasana (4 numeroa)
3) kertakayttotunnus (4 numeroa)

Numeroita on kaytettavissa 0—9 eli 10 kpl jokaiselle numeropaikalle.

a) Mahdollisia kéyttdjatunnuksia on 1 000 000 kpl. Olemassa olevia tunnuksia
(asiakkaita) on 600 000.

600000
1000000

P(osuu olemassa olevaan kayttdjatunnukseen) =

b) Yhdelld yritykselld paisee kirjautumaan verkkopankkiin, jos
arvaa oikein jonkin 600 000:sta kdyttdjaitunnuksesta ja

sen jilkeen arvaa oikein salasanan ja
arvaa oikein kertakdytt6tunnuksen.
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4
P(arvaa oikein salasanan ) = (%)

4
1
P(arvaa oikein kertakayttétunnuksen ) = (E)

Todennikoisyys, ettd yhdelld yritykselld paasee kirjautumaan on

4 4
P(yhdella yritykselld verkkopankkiin) = 0,6 - (%) (%) =6-10""

Vastaus: a) 0,6 b) 6-107
134. Tunnusluvussa on nelja numeroa. Jokaiselle numeropaikalle on 10 vaihtoehtoa
(0-9).

a) P(arvaa oikein yhden numeron ) = —

10

4
1
P(nippiilee oikein koko tunnusluvun ) = (E) =0,0001

b) P(ei arvaa numeroa oikein ) = E

P(nippiilee ainakin yhden numeron oikein) = 1— P(ei yhtdin oikein)

Vastaus: a) 0,0001 b) 0,34
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135. P(asuu pk-seudulla) = 0,20
P(asuu muualla) = 1 — 0,20 = 0,80

P(ainakin yksi kuudesta pk-seudulta) =1— P(ei yksikddn pk-seudulta)
=1-0,80°
=0,7378...
~0,74

Vastaus: 0,74

136. P(paikka vapaana)= % =0,1
P(paikka varattu) =1 -0,1 = 0,9
Parkkipaikkoja 10 kappaletta.

a) P(ei yhtiin paikkaa vapaana) = 0,9'" = 0,3486... ~ 0,35
b) Jos autoilija 16ytad vapaan paikan, niin ainakin yhden paikan on oltava vapaana.
Sen komplementti on el yhtddn paikkaa vapaana” eli kohdan a todennikéisyys.
P(ainakin yksi paikka vapaa) = 1 — P(ei yhtdan paikkaa vapaana)
=1-0,3486...

=0,6513...
~ 0,65

Vastaus: a) 0,35 b) 0,65
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137. Kukkasipulipakkauksessa on 6 sipulia.
P(sipuli itdd) = 0,8
P(sipuli eiidd) =1 - 0,8 = 0,2

a) P(kaikki 6 sipulia itid) = 0,8° ~ 0,26

b)
P(ainakin yksi itdd) = 1 — P(ei yksikdin idd)
=1-0,2°
=0,999936...
~ 0,99994
Vastaus: a) 0,26 b) 0,99994

138. P(bitti virheellinen) = 0,00015
P(bitti oikein) = 1 — 0,00015 = 0,99985

a) Jonossa on 16 bittia.

P(ainakin yksi virheellinen) = 1 — P(kaikki oikein)
=1-10,99985'
~ 0,0024

b) Lihetetain 32 kpl bittijonoja, joissa jokaisessa on 16 bittia.

P(yksi bittijono oikein) = 0,99985'° = 0,9976...
P(ainakin yksi virheellinen jono) = 1 — P(kaikki jonot oikein)

=1-10,9976...%
~ 0,074

Vastaus: a) 0,0024 b) 0,074
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139. Pituus x ~ N(165 cm, 6 cm)

|

Todennikoisyys, ettd tytto on korkeintaan 175 cm
pitka, on kuvioon merkityn pinta-alan arvo.

175

Normitetaan pituus 175 cm.

2175 = @ = % =1,666... ~ 1,67

Todennikoisyys, etta tytto on alle 175 cm, saadaan kertymafunktion arvona eli

®(1,67) = 0,9525 ~ 0,95
P(kaikki kolme alle 175 cm) = 0,9525° = 0,8641... ~ 0,86

P(ainakin yksi yli 175cm) =1 — P(kaikki alle 175 cm)
=1-0,9525"
=0,13583...
~ 0,14

140. Korissa on 8 vihreda ja 17 punaista omenaa eli yhteensi 25 omenaa.
Korista otetaan nelja omenaa.

a)
17 16 15 1 2
P(kaikki punaisia) = 17,16 15 14 = 258 ~ 0,19
25 24 23 22 1265
b)
P(ainakin yksi vihred) = 1 — P(kaikki punaisia)
_, 238
1265
=0,8118...
~ 0,81
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<)
P(ainakin yksi punainen) = 1 — P(kaikki vihreitd)

_1_(i.l.£.i)
25 24 23 22

=0,99446...
~0,994

Vastaus: a) 0,19 b) 0,81 0)0,994

141. Kokoelmassa 12 levyi, joista 5 sinfoniaa, 4 jazzia ja 3 oopperaa.

43 1
P(kaksi jazz - levyd) = — - —=—~ 0,091
(kaksi = T 1

Vastaus: 0,091

142. Pelissa pyritain saamaan kolmella kortilla yhteispistemaaraksi 21.

P(saadaan 7) = hd
52

. 3

P(saadaan toinen 7) = —

P(saadaan kolmas 7) = —
50

Todennakdisyys, ettd saadaan pistemédrd 21 kolmella seiskalla

2
P(saadaan7ja7ja7) = —-—-— ~ 0,00018
52 51 50

Vastaus: 0,00018
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143. a) Pakassa on 12 kuvakorttia, muita 40. Koska kortteja ei palauteta pakkaan,
joka nostolla pakassa on yksi kortti vihemmain. Nostetaan viisi korttia.

P(ainakin yksi on kuvakortti)

=1- P(ei yhtddn kuvakorttia)

52 51 50 49 48
=0,7468...

~ 0,75

b) Pakassa on 13 ristid, joten muita maita on yhteensa 39.

P(ainakin yksi on risti)

=1— P(ei yhtain ristia)

52 51 50 49 48
=0,7784...

~0,78

Vastaus: a) 0,75 b) 0,78

144. Myynnissa 50 arpaa, joista 30 voittoarpoja. Rasmus ostaa 4 arpaa.

30 29 28 27

a) P(kaikki arvat voittoarpoja) = —-——-—=10,1189...x 0,12
50 49 48 47
20 19 18 1
b) P(mikdin el voittoarpa) = 20D 1817 =0,0210...~ 0,012
50 49 48 47

c) P(ainakin yksi voittoarpa) =1 — P(mikain ei voittoarpa)
=1-0,0210...
=0,978...
~ 0,98
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d) P(ainakin yksi sellainen, jolla ei voita) = 1 — P(kaikki voittoarpoja)
=1-0,1189...
=0,8811...
~ 0,88

Vastaus: 2) 0,12 b) 0,021 ¢) 098  d) 0,88

145. Merkitadn pilaantuneita kirsikoita kirjaimella x.

X
P(I pilaantunut) = —
(Ip ) "

. x—1

P(II pilaantunut) = ——

3
P(molemmat pilaantuneita) = s

x x-—1 3

50 49 175

2
Kox_ 3
2450 175
175x% =175x—=7350=0  |:175
x?—x—42=0
14/1-4-1-(-42)
X =
2
14169 1£13
2 2
x=—=7 tal X:_—12=—6
2

Ratkaisuksi kelpaa vain positiivinen luku, joten x = 7.

Vastaus: 7 (kirsikkaa)
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146. Merkitadn P(arpa voittaa) = x
Molemmat arvat voittavat todennikoisyydelld 0,34 eli
P(I'ja Il voittaa) = x - x = 0,34

Na

x> =0,34

x =+4/0,34
x ~ 10,58

Vastauksista vain positiivinen kelpaa todennikoisyydeksi.

Vastaus: 0,58

147. Merkitidn hivinneiden korttien lukumairaa kirjaimella x.

13— x

52 —x

13—x—1 _12—x
52—x—1 51—x
1B3—x 12-x 3
52—x 51—x 94

P(I kortti on pata) =

P(II kortti on pata) =

P(saadaan kaksi pataa) =

(13— x)(12 = x)94 = (52 — x) (51— x)3
(156 —13x —12x + x%)94 = (2652 — 52x — 51x + x°)3
14664 — 2350x + 94x° = 7956 — 309x + 3x°
91x” —2041x + 6708 =0
_ 2041++/4165681—4-91-6708

X
2-91
_ 2041++/1723969
182
_2041+1313
182
x=@=18,428... tal X:E=4
182 182
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Vain kokonaislukuratkaisu kelpaa vastaukseksi, joten x = 4.

Vastaus: Patoja on havinnyt 4 kpl.

148. P(vasenkitiset) = 10 = S
100 10

1
P(oikeakitiset) =1 ——=—
10 10

Merkitdan henkil6iden lukumairaa x.
e 9\
P(kaikki oikeakitiset) = (B)
P(ainakin yksi vasenkatinen) =1 — P(kaikki oikeakatiset)
. (ij
10
Ryhmaissa on ainakin yksi vasenkitinen on todennakoisyydelld
1- (ij =0,8
10
Kokeilemalla kokonaislukuja ratkaisuiksi, saadaan henkilémaaraksi

9 \15
x=15 1—(5) =0,79410..< 0,8

9 \16
x=16 1—(—) =0,8146..> 0,8
10

Vastaus: 16 henkiloa
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149. P(I valot vihreit) = %

P(II valot vihreit) = »
60

2
P(I11 valot vihreidt) = £

P(Ijallja III valot vihreit) = :—0 20,28 ~ 0,18

Vastaus: 0,18

150. Jokerittomassa pakassa on 4-13 =52 korttia (neljd maata).
Pienia kortteja on pakassa 4 -6 =24 (kpl).
Suuria kortteja on pakassa 4 -6 =24 (kpl).
Pelaaja hiviaa, jos hin nostaa numeron 7, joita on pakassa 4 kpl.

a) Pelaaja ly6 vetoa aina suuren kortin puolesta ja ”tuplaa” viisi kertaa.

2
P(suuri kortti) = 24
52

5
2
P(suuri kortti viidessé tuplauksessa) = (5—;j =0,0209...~ 0,021

b)
4
P(nostetaan 7) = —
52
4
P(nostetaan 7 viisi kertaa) = [5—2) =0,00000269... = 0,0000027
Vastaus: a) 0,021 b) 0,0000027
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151. P(sdavahinko) = %

2 1
P(hirvivahinko) = — = —
6 3
P(ainakin jompikumpi tuhoista) = 1— P(ei kumpikaan tuhoista)
42
53
_7
15
=0,46066...~ 0,47

Vastaus: 0,47

152. P(siemen itad) = 0,60

P(siemen ei idd) =1- 0,60 = 0,40

a) Siemenia istutetaan 3 kpl.

P(mikiin siemen ei idd) = 0,40° = 0,064

P(ainakin yksi itad) = 1 — P(mikadin siemen ei id4)
=1-0,004
=0,936

? P(jokaisessa viidessa ruukussa ainakin yksi siemen itda)
= P(1.ruukussa ainakin yksi itad ja...ja 5. ruukussa ainakin yksi itda)
=0,936’
=0,7184...
~ 0,718
Vastaus: a) 0,064; 0,936 b) 0,718
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153. Pakassa on 52 korttia, joista 4 on dssia.

P(assa) = 54—2 = %

4
a) P(nelja assaa) = (%) ~ 0,000035

Vastaus: a) 0,000035 b) 3,710

154. Merkitaian oppilaiden mairaa kirjaimella x. Tytt6ja on 15 kpl.

P(kaksi tyttod) =

15 14
x ox—1
210
X2—X
x? —x=1260
x?—x—=1260=0
C14J1-4-1-(~1260)
- 2
1245041 1£71

2 2
72 -0

x=—=236 tal x=
2

AN | |~ |-

X

=-35

Ratkaisuksi kelpaa vain positiivinen luku eli x = 30.
Koska tytt6ja on 15 kpl, niin poikia on 36 — 15 = 21 kpl.

Vastaus: 21 poikaa
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2.3 Yhteenlaskusianto

155. Erillisia tapahtumia: a, b, ¢, e

156. Korttipakan 52 kortista herttoja on 13, patoja 13 ja dssid 4.

a)

P(saadaan hertta tai pata)

= P(saadaan hertta) + P(saadaan pata)
13 13

= — 4 —
52 52

=l=0,50
2

b)
P(saadaan hertta tai dssi)
= P(saadaan hertta) + P(saadaan 4ssa) — P(saadaan herttadssa)
13 4 1
=—+

52 52 52
_1o
52

4 0,31
13

Vastaus: a) 0,50 b) 0,31

144



Tuloperiaate ja kombinaatiot

157. P(veriryhma O)=0,33
P(Rh-tekijd) = 0,13
P(veriryhmi O ja Rh-tekija) = 0,05

P(tyhmi O ja Rh-tekiji) = P(ryhmi O) + P(Rh-tekiji) — P(ryhmi O ja Rh-tekiji)
=0,33+0,13—-0,05

=0,41
Vastaus: 0,41
158. P(lyhytkarvainen) = 0,70 P(pitkdkarvainen) = 0,30
P(lyhytkarvainen ja musta) P(pitkakarvainen ja kaapio)
=0,25-0,70 =0,60-0,30
=0,175 =0,18

P(lyhytkarvainen ja kdapio)
=0,50-0,70
=0,35

a) Kaikki mustat ovat lyhytkarvaisia, joten

P(musta tai pitkakarvainen)

= P(musta) + P(pitkikarvainen)
=0,175+0,30

=0,475

b)
P(kiaapiokoira)

= P(lyhytkarv.kdapio) + P(pitkdkarv. kdapio)
=0,35+0,18
=0,53

145



Tuloperiaate ja kombinaatiot

<)
P(pitkdkarv. tai kadpiokoira)
= P(pitkakarv.) + P(kdidpio) - P(pitkikarv. kdapio)
=0,30+0,53-0,18
=0,65
Vastaus: a) 0,475 b) 0,53 c) 0,65

159. Ominaisuudet periytyvit toisistaan riippumatta.

P(ominaisuus A) = 0,15 P(ei ominaisuus A)=1-0,15=0,85
P(ominaisuus B) = 0,65 P(ei ominaisuus B) =1-0,65=0,35
a)
P(ominaisuus A, mutta ei B) =0,15-0,35 = 0,0525
b)
P(ominaisuus A, mutta ei B tai ominaisuus B, mutta ei A)
=0,15-0,35+0,65-0,85 = 0,605
Vastaus: a) 0,0525 b) 0,605

160. P (punavihersokea, S) = 0,08
P (ei-punavihersokea, T) = 0,92

Koska kolmen joukossa oltava ainakin kaksi sairasta (S), ovat seuraavat vaihtoehdot
mahdollisia:

SST, STS, TSS, SSS

Niistd kolmen ensimmadisen tapahtuman todennikdéisyydet ovat samat.

P(ainakin kaksi punavihersokeaa) = P(SST) + P(STS) + P(TSS) + P(SSS)
=3.0,08%-0,92 40,08
=0,018176 ~ 0,018

Vastaus: 0,018
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161. Merkitain klaavaa numerolla 1 ja kruunaa numerolla 0. Tall6in tapahtuma
”saadaan kolmella kolikolla yksi klaava” koostuu kolmesta eri
mahdollisuudesta.

P(saadaan yksi klaava)
= P(1,0,0)+ P(0,1,0) + P(0,0,1)
111 111 111

222 222 222

:éz0,38
8

Vastaus: 0,38

162. Hissid odottaa yhteensd 2 + 5 = 7 henkil6a. Niiden joukosta arvotaan kaksi
hissiin menijaa.

a)
P(molemmat tytot paasevat) = P(1. on tytto ja 2. on tyttd)
_2.1
76
1
=—=0,048
21
b)
P(vain toinen on tytto)
= P(1. on tyttd, 2. on poika) + P(1. on poika, 2. on tyttd)
_22,3.2
76 76
1
_105 ~ 0,48
21
Vastaus: a) 0,048 b) 0,48
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163. P(valmistusvika) = 0,12 P(ei vikaa) = 1 - 0,12 = 0,88

P(valmistusvika ja kuljetusvaurio) = 0,12 - 0,50
P(valmistusvika ja ei kuljetusvauriota) = 0,12 - 0,50

P(ei-viallinen maljakko ja kuljetusvaurio) = 0,88 - 0,10
P(ei-viallinen maljakko ja ei kuljetusvaurio) = 0,88 - 0,90

P(maljakossa ainakin toinen vika)

= P(kuljetusvaurio, ei valmistusvikaa) + P(valmistusvika, ei kuljetusvauriota)
+P(molemmat)

=0,10-0,88+0,12-0,50+0,12-0,50

=0,208

~ 0,21

b)

P(ei kumpaakaan vikaa) = P(ei valmistusvikaa eikéd kuljetusvauriota)
=0,88-0,90
=0,792
~0,79

Vastaus: a) 0,21 b) 0,79

164. Oletetaan, ettd valojen toiminta on riippumatonta muista valoista.

Valot Vihred Muu
1. 0,80 1-0,80 = 0,20
2. 0,70 1-0,70 = 0,30
3. 0,90 1-0,90 = 0,10
a)

P(ei pysihdy kertaakaan) = P(kaikki ovat vihreitd)
=0,80-0,70-0,90
=0,504
~ 0,50
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b)
P(pysahtyy vain kerran)
= P(pysihtyy 1. valoissa, ei muissa) + P(pysahtyy 2. valoissa, ei muissa) +
P(pysahtyy 3. valoissa, ei muissa)
=0,20-0,70-0,90 + 0,80-0,30-0,90 + 0,80 -0,70- 0,10
=0,398
~ 0,40
Vastaus: a) 0,50 b) 0,40
165. P(toimii uusi)= 0,98 P(ei toimi uusi) =1-0,98 = 0,02
P(toimii vanha) = 0,85 P(ei toimi vanha) =1-0,85=0,15
a)
P(molemmat toimivat) = 0,98 - 0,85 = 0,833
b)
P(vain toinen toimii) = P(uusi toimii, vanha ei) + P(uusi ei, vanha toimii)
=0,98-0,15+0,02-0,85
=0,164
<)
P(ei kumpikaan toimi) = 0,02 - 0,15 = 0,003
Vastaus: a) 0,833 b) 0,164 c) 0,003
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166. Pussissa on yhteensa 7 + 6 + 8 = 21 karkkia, joista nostetaan umpimahkéin
kaksi.

a)

P(molemmat liitulakuja) = P(1. on liitulaku ja 2. on liitulaku)
7 6

T 21 20
_1
10

b)
P(ainakin toinen on merirosvoraha)
= P(1. on merirosvoraha, 2. joku muu) + P(1. joku muu, 2. on
merirosvoraha) + P(molemmat ovat merirosvorahoja)
6 15 15 6 6 5
= = .
21 20 21 20 21 20

1
Vastaus: a) — b)
10

N | =

167. Tilannetta voi havainnollistaa puumallilla:

Myo6histyy maanantaina

/ \
Myohastyy tiistaina Ajoissa tiistaina
0,30 0,70
| |
Ajoissa keskiviikkona Ajoissa keskiviikkona
A 4 A 4
0,70 0,90
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Kaavion molemmat haarat johtavat sithen, ettd oppilas on ajoissa keskiviikkona.
Todennikdoisyys on niin ollen

P(my6hastyy keskiviikkona)
=0,30-0,70+0,70-0,90

=0,84

Vastaus: 0,84

168. Tilannetta voi havainnollistaa puumallilla.

Vanhemmalla on omin.

0,25 /

\_ 0,25 = 0,

75

Lapsella on Lapsella ei ole
0,25 / %75 0,12 / N_ 0,12 =088
Lapsenlapsella Lapsenlapsella Lapsenlapsella Lapsenlapsella
on ei ole on ei ole

P(lapsenlapsella on ominaisuus) = 0,25-0,25+0,75-0,12
=0,1525
~ 0,15

Vastaus: 0,15
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169. Pakan korteista ei-herttoja on 39. Koska korttia ei noston jialkeen palauteta
pakkaan, toisella nostolla pakassa on vain 51 korttia.

P(ainoastaan toinen on hertta)
= P(1. on hertta, toinen joku muu) + P(1. on joku muu, toinen on hertta)

_133% P13
52 51 52 51
_B3

34

~ 0,38

Vastaus: 0,38

170. P(vastaus oikein) =

P(vastaus vaarin) =

Opiskelija arvaa kolme ensimmaistd kohtaa.

2
() <2 s

a) P(oikein, vdirin, vaarin) = —- =
4 \ 4 64

2
1) 22 s0047
4

b) P(oikein, oikein, vaarin) = (—
4 04

c) P(oikein, viirin, oikein) + P(oikein, oikein, vairin) + P(viirin, oikien, oikein)

Vastaus: a) 0,14 b) 0,047 ) 0,14
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171. Mustia noppia on 3 kpl, valkoisia 5 kpl ja punaisia 4 kpl.
Yhteensi noppia on 12 kpl.

P(mustalla kuutonen tai valkoisella ykkonen)
= P( musta noppa ja 6) + P( valkoinen noppa ja 1)

31 51
= 4 — .
12 6 12 6
_1

9
~ 0,11

Vastaus: 0,11

172. Tilannetta voi havainnollistaa puumallilla.

Hyppy
A
yli
1-0,15=085 0.15
onnistuu yli
1-0,10=0,90 / \0,10 0,85 / 0.15
onnistuu yli onnistuu yli

a) P(kaksi hyppyd yli) = 0,15% = 0,0225 ~ 0,02

b) P(kolmas hyppy yli) = 0,15% +0,85-0,10 = 0,1075 ~ 0,11

Vastaus: a) 0,02 b) 0,11
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2.4 Tuloperiaate ja kombinaatiot

173. Housuja 4, paitoja 5, kenkii 3 (kpl)
Tuloperiaatteen mukaan erilaisia asukokonaisuuksia on

4-5-3=060

Vastaus: 60

174. Kirjaimia on 29 kpl ja numeroita 10 kpl.
Jokainen kirjain voidaan valita 29 tavalla ja vastaavasti jokainen numero 10 tavalla.

Rekisterikilvessa on alkuosassa 3 kirjainta ja loppuosassa 3 numeroa.
Niin ollen tuloperiaatteen mukaan erilaisia yhdistelmid on

29-29-29-10-10-10 =24 389 000 (kpl)

Vastaus: 24 389 000

175. Henkil6tunnuksen loppuosassa on kolmen numeron sarja ja sen perdssa
tarkistusmerkintd (kirjain). Koska kirjaimia on kdytéssa vain 21, mutta
numeroita 10, erilaisia tunnuksia on

10-10-10-21=21000 (kpl)

Vastaus: 21 000
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176. a) Koska kokeen jokaiseen kohtaan on nelja erilaista vastausvaihtoehtoa,
erilaisia mahdollisia rivejd on tuloperiaatteen mukaan

4" =1048 576

b) Oikeita riveja on vain yksi, joten

1
P(arvaa kaikki 10 oikein) = ————=9,5367...- 107 #9,5-107
1048 576

Vastaus: a) 1 048 576 b) 9,5-107"

177. Kutakin merkkid kohden on kaytettavissia 6 paikkaa, joihin voidaan asettaa 1-6
pistettd. Koska paikka voi olla tiytetty pisteelld tai ei, niin jokaiselle paikalle on
kaksi tayttovaihtoehtoa. Yhteensi erilaisia tayttovaihtoehtoja on

20 = 64

Koska jirjestelmissd merkkiin kuuluu vahintddn yksi piste, niin tayttovaihtoehdoista
pitada vahentia se, jossa kaikki paikat ovat tyhjia.

Merkkeja on siis 64 — 1 = 63.

Vastaus: 63
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178. Punaisia palloja 5 kpl, mustia palloja 10 kpl. Yhteensa palloja on 15 kpl.
Poimitaan umpimihkiin 5 palloa palauttamatta niitd takaisin.

P(ainakin yksi on punainen) =1— P(kaikki mustia)

e _,_ 1009 8 7 6
Tapa 2: 15 14 13 12 11
(WJ 131
Y, 143
15 = 0,91608...
(5 j ~0,9161

N

P(kaikki samanvarisia) = P(kaikki punaisia) + P(kaikki mustia)

5 5
=4 —=

15 15

5 5
=0,084249...
~ 0,0842

Vastaus: a) 0,9161 b) 0,0842

179. Ensimmainen kilpailija voidaan valita 30 tavalla, toinen 29 tavalla, kolmas 28
tavalla ja niin edelleen. Erilaisia hyppyjarjestyksia on siis

30! = 2,6525...- 10 =~ 2,7 10*

Vastaus: 2,7 10°
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180. Seitsemin lasta voi asettua jonoon 7! = 5040 eri tavalla.
Suotuisia jarjestyksid on 2 kpl, joten kysytty todennikéisyys on

2 =0,0003968...~3,97-10"
5040

Vastaus: 3,97 - 107*

181. Kolme tytt6a voi asettua jonoon 3! erilaisella tavalla.

Vastaavasti pojat voivat asettua omaan jonoonsa 3! eri tavalla.
Jos pojat sijoitetaan tyttéjen jialkeen, on tuloperiaatteen mukaan erilaisia jonoja

31:31=36 (kpl)
Vastaus: 36
182. Naisia on 2 kpl ja miehid 4 kpl. Erilaisia jonoja on yhteensa 6! kappaletta.

Naiset A ja B ovat perikkiin. Kiinnitetddn naisten mahdolliset paikat tapaus
kerrallaan, jolloin erilaisia jarjestyksid saadaan vain miesten X paikkoja vaihtamalla:

ABXXXX BAXXXX
XABXXX XBAXXX
XXABXX XXBAXX
XXXABX XXXBAX
XXXXAB XXXXBA

Jokainen esitetty mahdollisuus siséltad 4! verran erilaisia jonoja (miehet voivat
asettua jonoon 4! erilaisella tavalla). Niinpa jonoja, joissa naiset ovat perakkiin, on

10 - 4! = 240 kappaletta

-4]
P(naiset perakkiin) = 10-41_240_1 ~ 0,33
0! 720 3

Vastaus: 0,33
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183. Viisi maata voidaan umpimahkidin asettaa 5! erilaiseen jirjestykseen. Olkoot
kaksi pienintd maata 1 ja 2, muita merkitdan kirjaimilla A, B ja C. Oletetaan,
ettd oikea jarjestys olisi 12 A B C.

Jarjestyksia, joissa ainakin kaksi kolmesta viimeistd maasta on vaardssa
jarjestyksessi, on

12ACB
12BAC
12BCA
12CAB
12CBA

eli 5 kappaletta.

P(lopuista ainakin kaksi vdarissa paikoissa) = g =0,041666...~ 0,042

Vastaus: 0,042

7 7!
184. a) ; :ﬁ:%

13 !
AWE-E
6 ) o7
Vastaus: a) 35 b) 1716

185. Tuomariston 5 jasentd voidaan valita 27 kandidaatin joukosta

27
[ i j =80 730 eri tavalla.
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186. Koska henkil6itd on yhteensd 15, erilaisia 3 hengen péytiseurueita voidaan
muodostaa

15
( }455
3

187. Pakassa on 52 korttia. Pelaajalle jactaan 5 korttia.

a) Viiden kortin késid on

52
[5 J = 2598960

b) Punaisia maita on 2 - 13 = 26 (kpl). Niistd viiden kortin kisid on

26
[ J:65 780
5

c) Neljd dssid ja yksi kortti voidaan valita muiden (52 — 4 = 48) joukosta eli kisia

on
448
=48
Vastaus: a) 2 598 960 b) 65 780 c) 48

188. Kuuden henkil6n joukosta voidaan arpoa kolme

6
( jz 20 tavalla
3

Arvontatuloksia, joissa Sara, Mimmi ja Harri ovat mukana, on vain yksi.
. . : 1
P(Sara,Mimmi ja Harri palkitaan) = 20 =0,05

Vastaus: 0,05
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189. Koska aviopareja on 10, henkil6ita on yhteensa 20. Jos kaikki, my6s avioparit,
kittelisivit toisiaan, kutsuilla tehtaisiin

20
( ) j =190 Kkattelya.

Tista jad pois kuitenkin avioparien kittelyt, joita on 10 kappaletta. Kattelyitd
tehdain siis 180.

Vastaus: 180

190. Y1i 180 cm poikia 10 kpl ja alle 180 cm poikia 8 kpl.

Luokan 18 pojan joukosta voidaan valita nelja
18
( 4 j = 30060 tavalla.

Yli 180 cm poikien joukosta voidaan valita kaksi

10
( j =45 tavalla.
2

Vastaavasti alle 180 cm poikien joukosta voidaan valita kaksi

8
( j = 28 tavalla.
2

Talloin kokonaisuuksia, joissa on kaksi yli ja kaksi alle 180 cm pitkda poikaa, on
tuloperiaatteen mukaan 45 - 28 = 1260.

P(kaksi yli ja kaksi alle 180 cm)

(10} (SJ

2 2 .
= 4528 =0,4117...~ 0,41
18 3060
4

Vastaus: 0,41
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191. Numeroita on 39, joista arvotaan 7.
L o 39
Erilaisia lottorivejd on . =15380937.
Nelja oikein voidaan valita seitsemin oikean joukosta

7
(4) =35 eri tavalla.

Loput kolme voidaan valita jiljelle jidneen 32 numeron joukosta
32
5 = 4960 eri tavalla.

Tuloperiaatteen mukaan erilaisia 4-oikein riveja on siis olemassa

7) (32
| 77 1=35-4960 =173 600

eli lehtiartikkelin luku oli oikea.

Vastaavalla tavalla voidaan laskea 5-oikein ja 6-oikein —ruudukoiden méarit:

7\ (32

5-oikein: . =21-496=10416
5 2
7Y\ (32

6-oikein: ‘ . . =7-32=224

Vastaus: 4 oikein: 173 600, 5-oikein: 10 416, 6-oikein: 224
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192. Sienia opetettiin 78, kurssilainen oppi 49, kokeessa kysyttiin 6.

78
Kokeen kuusi sientd voidaan valita ( ‘ j tavalla.

Jotta kurssilainen tuntisi ne kaikki, ne tulisi valita 49 opitun sienen joukosta.

49
Tillaisia rivejd on yhteensa ( 6 J erilaista.

(49}

L 6

P(tuntee kaikki sienet kokeessa) = e 0,054443...~ 0,054
Vastaus: 0,054

193. Laatikossa on 10 sinisté ja 7 punaista palloa. Yhteensd 17 palloa.
Laatikosta nostetaan umpimahkéin 6 palloa.

a)
107
. - 1)\5
P(yksi pallo sininen) = T 0,01696...~ 0,017
b)
o))
. 303
P(kolme punaista) = NZEE =0,3393...~ 0,34
Vastaus: a) 0,017 b) 0,34
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194. Housuja 6 kpl ja paitoja 8 kpl. Matkalle otetaan mukaan housuja 3 ja paitoja 3.

a) Matkalla voidaan muodostaa vaatekokonaisuuksia 3 -+ 3 = 9 erilaista.
68
b) Vaatekokonaisuuksia on 3 3 =1120

Vastaus: a) 9 b) 1120

195. Ryhmissid 3 blondia, 2 brunettea ja 2 tummaverikk6a.

a) Seitsemin henkil6a voi asettua jonoon 7! = 5040 eri tavalla.

b) Jos blondit ovat jonon alussa, niin erilaisia jonoja on

3-2-1-41=144

c) Jos brunetet ovat jonossa ensimmadisend ja viimeisend, niin erilaisia jonoja on

2-50-1=240

d) Merkitain blondia kirjaimella B ja muuta henkil6a kirjaimella M. Kolme blondia
voi olla perikkiin seitsemin henkilon jonossa seuraavasti:

BBBMMMM MBBBMMM MMBBBMM
MMMBBBM MMMMBBB
Tallaisia jonoja on

B4l +4-3-3+4-33-2-1+4-3-2-3-1+41-31=720

Vastaus: 2) 5040 b) 144 ¢)240  d) 720
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196. Luokassa on 28 oppilasta.

a) Niistd voidaan valita 3 henkil6d
28
( 5 j = 3276 eri tavalla.
b) Oppilaista voidaan valita 5 henkil6a

28
( p j =98 280 eri tavalla.

Vastaus: a) 3276 b) 98 280

197. Jokainen yhdeksistd ruudusta voidaan virittad kahdella tavalla eli

2 =512 eri tavalla.

a) Kuvion 2 shakkilautakuvio on yksi viritystapa eli
. 1
P(saadaan kuvio 2) = e =0,001953...~ 0,002

b) Kukin vaakarivi eli kolme ruutua voidaan virittid 2° = 8 eri tavalla.

Koska vaakarivi ei voi olla yksivarinen (sininen tai ruskea), niin yksi vaakarivi
voidaan tilléin virittdad

8 — 2 = 6 eri tavalla.

Koska vaakariveja on kolme, niin koko kuvio voidaan virittda

6°> = 216 eri tavalla.

21
P(mikaan vaakarivi ei yksivarinen) = 0 =0,42187...~ 0,422
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198. Tuoreet tomaatit 17
Pilaantuneet 5
Yhteensi 22

22
a) Viisi tomaattia voidaan nostaa laatikosta ( 5 tavalla.

17
Tuoreet tomaatit voidaan valita [ 5 ) tavalla. Niin ollen

(17}
5
= 0188 ) 23408~ 0,23

[ZZJ__26334
5

17
b) Yksi tuore voidaan valita ( | j tavalla.

P(kaikki 5 ovat tuoreita) =

Loput neljd valitaan pilaantuneiden joukosta, ja ne voidaan valita (4} tavalla.

17\ (5
1) \4 85
= =0,003227... ~ 0,0032

[ZZJ 26334
5

Vastaus: a) 0,23 b) 0,0032

P(vain yksi on tuore) =

165



Binomitodenndikiisyys

2.5 Binomitodennikdisyys

7 3 4 3 4
199. a) 5 -0,257-0,75" =35-0,257-0,75" =0,173... 0,17
9 2 5 2 5
b) (E) (E) _ 36.(3) (EJ = 0,546... ~ 0,55
2)\7 7 7 7
Vastaus: a) 0,17 b) 0,55

200. Esimerkiksi: Heitto onnistuu todennikéisyydelld 0,90. Laske todennikoisyys,
ettd 12 heitosta tismalleen 5 onnistuu.

201. P(Oona osuu) = 0,70 P(Oona ei osu)=1-0,70 = 0,30

24
P(24 lyénnisti 15 lyénnilld osuu palloon) = (15} -0,70" 0,30

=0,12218...
~ 0,12

Vastaus: 0,12
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202. P(valkoruskea) = 0,35
P(mustavalkoiset) = 0,65

a) Seitsemin pennun joukosta voidaan valita kaksi mustavalkoista pentua

7
( j = 21 tavalla.
2

7
P(2 mustavalkoista, 5 valkoruskeaa) = (2} -0,65°-0,35° =0,04660... = 0,047

b)
. 7 4 3
P(4 valkoruskeaa, 3 mustavalkoista) = 4 -0,35":0,65" =0,14423...~ 0,14
Vastaus: a) 0,047 b) 0,14
203. P(itad) = 0,88 Pleiidd) = 1-0,88 = 0,12

a) 50 siemenen joukosta voidaan valita 45 itdvai siementd

50
=2118760 tavalla.
45

50 _
P(tismilleen 45 siemenisti itid) = (45j .0,88%-0,12° = 0,16738...~ 0,17

b) Tapahtumaan “kaikki siemenet itdvat” ei tarvita binomitodennakdisyyttd, vaan se
saadaan laskettua suoraan kertolaskusiinnon avulla:

P(kaikki itavit) = 0,88 =0,001675... ~ 0,0017

Vastaus: a) 0,17 b) 0,0017
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204. Vastaajista 50 on oltava tytt6ja. Nama tytot voidaan valita 100 oppilaan
' 100
joukosta tavalla.
50

100 : -
P(puolet tytt6ja, puolet poikia) :( 50 j-O,S30 -0,5” =0,07958...~ 0,080

Vastaus: 0,080

205. P(vasenkitinen) = 0,05 P(oikeakitinen) = 1 — 0,05 = 0,95

32
Luokan 32 oppilaasta 4 vasenkitistd voidaan valita ( 4 J eri tavalla.
. 32 4 28
P(luokassa 4 vasenkatistd) = 4 -0,05":0,95" =0,05345...~ 0,053

Vastaus: 0,053

206. P(valmistettu Suomessa) = 0,32
P(et valmistettu Suomessa) = 1 — 0,32 = 0,68
Asiakas sovittaa yhdeksai vaatetta.

a)

P(0, 1 tai 2 vaatetta valm. Suomessa)
9 9 8 9 2 7
=0,68" + . -0,32-0,68" + 5 -0,327-0,68

=0,41058...
~0,41
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b)

P(vihintidan 2 vaatetta valm. Suomessa)

=1-P(0 tai 1 valm. Suomessa)

9
=1 —{0,689 + (1 jo,32 : 0,688}

=0,8372...
~ (0,84

Vastaus: a) 0,41 b) 0,84

207. P(veriryhma A) = 0,37+ 0,05 = 0,42
P(muu veriryhma ) =1-0,42 = 0,58

a) Kymmenesti henkil6sta 4 kuuluu veriryhmaidn A todennikoéisyydelld

10 4 6
4 0427 -0,58¢ =0,2487... 20,25

b)
P(vihintdan kaksi kuuluu A) =1— P(0 tai 1 kuuluu A)

10
=1- {0,5810 + (1 j0,42 : 0,589}

=0,9644...
~0,96
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<)
P(korkeintaan kaksi kuuluu A) = P(0 tai 1 tai 2 kuuluu A)
10 10
=0,58!" + (1 j0,42 -0,58” + (2 j0,422 -0,58%
=0,1371...
~0,14
Vastaus: a) 0,25 b) 0,96 c) 0,14

208. P(viallinen) = 0,03
P(virheetdn) = 1 — 0,03 = 0,97

a) Kymmenen levyn joukosta voidaan yksi viallinen levy valita

10
( ) j =10 tavalla.

10
P(10 joukossa yksi viallinen) =[ ) J -0,03-0,97° =0,2280...~ 0,23

b) Tapahtuman “ainakin kolme viallista kymmenen joukossa” komplementti
“korkeintaan kaksi viallista” on paljon helpompi laskea.

P(10 joukossa ainakin kolme viallista)
= 1 — P(korkeintaan kaksi viallista)
=1 — [P(0 viallista) + P(1 viallinen) + P(2 viallista)]
10 o (10
=1-[0,97" +( : j-0,03 .0,97° J{ , J -0,03%-0,97°]

= 0,002764...
~0,0028

Vastaus: a) 0,23 b) 0,0028
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209. P (saa thottuman) = 0,167
P (et saa thottumaa) = 1 — 0,167 = 0,833

a) Tallin 14 ponin joukosta 5 ithottuman saavaa ponia voidaan valita

14
( 5 ) = 2002 tavalla.

14 .
P(tasan 5 saa ithottuman) =[ p j-O,1675 -0,833” =0,05021...~ 0,050

b) Tapahtuman “ainakin kolme saa thottuman” komplementti, “korkeintaan kaksi
saa ithottuman”, on helpompi laskea. Se muodostuu kolmesta tapauksesta: ei
yksikddn saa thottumaa, tasan yksi saa tai tasan kaksi saa ihottumaa.

P(ainakin 3 saa thottuman)
= 1 — P(korkeintaan 2 saa ihottuman)

=1 — [P(ei yksikddn saa thottumaa”) + P(1 saa thottuman) +
P(2 saa ithottuman)]

14 14 13 14 2 12
=1-[0,833" +| " |-0,167-0,833" +| " |-0,167"-0,833"]

=0,42188...
~ 0,42

Vastaus: 0,42
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210. P(virheelliset) = 0,04
P(virheettomit) = 1 — 0,04 = 0,96

21
a) 21 levyn joukosta voidaan kaksi virheellistd levya valita ( ) j tavalla.

21
P(joukossa 2 virheellistd levyi) = ( ) j-O,O42 -0,96" =0,1547...~ 0,15

b) Tapahtuman “ainakin kaksi virheellista levyd” komplementti “korkeintaan yksi
virheellinen” on helpompi laskea. Se sisiltad vain tapahtumat “ei yhtaian
virheellistd” ja tasan yksi virheellinen”.

P(joukossa ainakin 2 virheellistd levya)
=1 — [P(ei yhtdin virheellista levyd) + P(yksi virheellinen levy)]

21
=1-[0,96* +( 1 J-O,O4-O,9620]

=1-0,79560...
=0,2043...
~0,20

Vastaus: a) 0,15 b) 0,20
211. Noppaa heitetddn 5 kertaa.

1
P(saadaan 6) = 7

P(saadaan muu kuin 6) = >

5) (1) (5
a) P(kaksi kuutosta)=| _|-| = | -| 2| =0,1607...~0,16
2 6
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b)
P(vihintaan kaksi kuutosta) =1 — P(0 tai 1 kuutonen)
5 1 4
5
=1- (Ej + (l) (E) =0,1962...~ 0,20
6 1) \6 6
Vastaus: a) 0,16 b) 0,20

212. P(saadaan kuutonen)=

P(ei saada kuutosta) =

6
Kaksi kuutosta voidaan valita kuuden heiton joukosta (ZJ =15 tavalla.

1 5

6 2 4
P(saadaan kaksi kuutosta) = (2) . (g) (g) =0,200938...~ 0,20

Vastaus: 0,20
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213. P(osuu kymppiin)= 0,08
P(ei osu kymppiin) = 1 —0,08 = 0,92

a) P(osuu 1. mutta ei muilla) =0,08-0,92* =0,05731... ~ 0,057

b) Tapahtuman “osuu ainakin yhdelld tikalla” komplementti on ”ei osu yhdellikdan
tikalla kymppiin”.

P(osuu ainakin yhdella tikalla kymppiin) = 1 — P(ei osu yhdellakain)
=1-0,92°

= 0,3408...

~ 0,34

5
c) Yksi kymppiin osuva tikka voidaan valita viiden tikan joukosta (J tavalla.
. . 5 4
P(osuu yhdelld tikalla kymppiin) = . -0,08-0,92" =0,286557...~ 0,29
Vastaus: a) 0,057 b) 0,34 c) 0,29

214. P(tallentaja tekee virheen) = 0,049
P(ei tee virhettd) = 1 — 0,049 = 0,951

a) Virhe voi olla mika tahansa kuudesta numerosta eli erilaisia virhemahdollisuuksia

(0]

6
P(tekee tasan yhden virheen) = [1] -0,049-0,951° =0,2286...~ 0,23
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b) Tapahtuma “enintddn yksi virhe” muodostuu kahdesta mahdollisuudesta:
’tallentaja el tee yhtddn virhettd” ja ’tekee tasan yhden virheen”.

P(tekee enintaidn yhden virheen)

= P(ei tee yhtdan virhettd) + P(tekee yhden virheen)

0 .
=0,951° + (J -0,049-0,951° =0,9684...~ 0,97
Vastaus: a) 0,23 b) 0,97

215. P(vaaleasilmiinen) = 0,89
P(muu)=1-0,89 = 0,11

Ryhmasti valitaan satunnaisesti 8 opiskelijaa.

a)
P(6, 7 tai 8 opiskelijaa vaaleasilmaisia)
8 6 . (8 7 1 8
= 10,89"-0,11°+| _ 10,89 -0,11 +0,89
6 7
=0,95127...
~ 0,95
b)
P(0, 1 tai 2 opiskelijaa vaaleasilmaisia)

s 8 1 - (8 2 6
=0,11" + ) 0,89°-0,11 + 5 0,897-0,11
=0,00004070...
~ 0,000041

Vastaus: a) 0,95 b) 0,000041
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Kertausosa

1.

a) Muodostetaan taulukon perusteella frekvenssijakaumat.

Adnimasri f %

L 00169~ 17 %

0 1 59

4
== 0,0677...% 6,8 %

2 4 59
T 0,1186..% 11, %

3 7 59
1 02542 % 254 %

4 15 59
L8 0,3050... 30,5 %

5 18 59
1 02033, % 203 %

6 12 59

2
£ =0,0338... = 3,4 %

7 2 59

b) Moodi on se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin. Mo = 5.

c)

3,4% 17 %68%

11,9 %

25,4 %
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2. a) Muodostetaan absoluuttinen frekvenssijakauma ja suhteellinen
frekvenssijakauma.

Aika (min) f % Luokkakeskus

(min)
0-59 2 3%

0 O+59,5:29’75
60-119 3 4% 89,5
120-179 7 9 % 149,5
180-239 28 37 % 209,5
240-299 25 33 % 269,5
300-360 11 14 % 329,5

b) Moodi on sen luokan luokkakeskus, jonka frekvenssi on suurin.

179,54+ 2395

o =209,5 (min)

c) Havainnollistetaan frekvenssijakaumaa histogrammilla.

30

25

20

0 | ika (min)

89,5 149,5 209,5 269,5 329,5
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3. Luokitellaan opiskelijoiden pituudet ja muodostetaan frekvenssijakauma ja
summafrekvenssijakauma esimerkiksi seuraavasti:

Pituus (cm) f % Luokkakeskus

(cm)

155-159 1 1,3 %
() 154,5+159,5:157

160-164 0 0,0 % 162
165-169 9 11,8 % 167
170-174 5 6,6 % 172
175-179 2 2,6 % 177
180—184 4 5,3 % 182

4.  Annettuja arvosanoja on yhteensa 30 kpl.
Lasketaan arvosanan 8 suhteellinen frekvenssi.

°. 100% = 20%
30

P(saadaan 8)=0,2

Arvosanan pitdd olla vahintdan 7 eli 7, 8, 9 tai 10.
Lasketaan niiden arvosanojen suhteelliset frekvenssit yhteen.

8+6+4+3
30

-100% =70%

P(saadaan7,8,9 tai 10) = 0,7

Arvosanan pitdd olla enintddn 6 eli 4, 5 tai 6.
Lasketaan niiden arvosanojen suhteelliset frekvenssit yhteen.

234 1 00% = 30%

P(saadaan 4,5 tai 6) = 0,3

Vastaus: a) 0,2 b) 0,7 c) 0,3
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5. a) Muodostetaan summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Arvosana f sf sf%

ﬂ -100% =4,5 %

1 437 437 9719
1266

A 829 437 + 829 = 1266 —-100% =13,0 %
9719

B 1863 | 1266 + 1863 = 3129 32,2 %

C 2388 5517 56,8 %

M 2021 7538 77,6 %

E 1653 9191 94,6 %

L 528 9719 100,0 %

b) Suhteellinen summafrekvenssi arvosanan C kohdalla on 56,8 %, joten niin suuri
osuus kokelaista sai arvosanakseen korkeintaan C.

c) Suhteellisen summafrekvenssin mukaan vihintaan arvosanan M sai kokelaista

100 % - 56,8 Y% = 43,2 %.

Vastaus: b) 56,8 % ) 43,2 %

6. Muodostetaan suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Tki f sf sf%
64 257
- 2 2 100 % = 24,3 %
20-24 | 64257 64 257 i b b
64 257 + 56 935 = )

25-29 | 56935 121 192 45,8 %
30-34 | 48506 169 698 64,1 %
35-39 | 43998 213 696 80,8 %
40-44 | 50926 264 622 100,0 %6

Mediaaniluokka on se luokka, jossa suhteellinen summafrekvenssi ensimmaisen
kerran ylittdd 50 %. Mediaaniluokka on 30-34 (vuotta).
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7. Muodostetaan suhteellinen summafrekvenssijakauma.

Tilav131us , Luokkak3eskus of Y%
(cm’) (cm’)
190-194 | 240 189,5+194,5 =192 240 240 -100% = 9%
2660

195-199 | 760 197 240 + 720 = 1000 38 %
200-204 | 780 202 1780 67 %
205-209 | 320 207 2100 79 %
210-214 | 250 212 2350 88 %
215-219 | 170 217 2520 95 %
220-224 | 140 222 2660 100 %

Suhteellinen summafrekvenssi
sf %
120 -
100
/4/
80 o
/"
yal
60
40 //
20 //
0 / ‘ ‘ JV ‘
189,5 194,5 199,5 204,5 209,5 214,5 2195 2245
Tilavuus

Likiarvo voidaan lukea suhteellisensummafrekvenssin kuvaajalta.

Md ~ 199,5 —; 204,5

=202 (cm’)

Vastaus: 202 ¢cm®
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8. Keskimiairiinen poikueen koko on

1-3+2-44+3-15+4-12+5-33+6-27+7-8+8-2

X =

104
503
104
=4,8306...
~ 4,8
Vastaus: 4,8 poikasta
9. Frekvenssijakauma on
Ika f Luokkakeskus
2024 82 660 22
25-29 98 111 27
3034 63 251 32
35—39 27 451 37
Yhteensi 271 473

Keski-ikda on

22-82660+27-98111+32-63 251+ 37-27 451
271473

x =
=27,653...
~ 27,7

Vastaus: 27,7 vuotta
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10. Osakkeen hinta saadaan painotettuna keskiarvona.

14,15+13,00 +12,80+12,61+2-11,81+3-12,12
9

N =
112,54

9
=12,504...

~12,5 (€)

Vastaus: 12,5 €

11. Koska lukujen keskiarvo on 8, saadaan yhtil6

(2x+1)+x+(><’—3)+(—x+5):8

4
4

2x+1+x+x—-3—x+5=32
3x+3=32

3x=29 |:3
29
x=—
3

Luvut ovat tilldin:

29 58 3 ol 1

2x+1=2-"41="—"+"=—=20—
3 3 3 3 3
2
x:—9:9g
3 3
g2 5 29 9 20 2
3 3 3 3 3
—x+5=—2—9+5=—2—9+2:—&=—4%
3 3 3 3
2 2 2 1

Vastaus: —4—, 6—, 9—, 20—
33 3 3
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12. Lasketaan mittareiden virheet ja niiden keskiarvot.

Mittari A
T T, T,-T
+10,0 +11,2 +1,2
+6,0 +7,1 +1,1
+2.0 +0,7 -1,3
-2,0 -1,2 +0,8
-6,0 -6,9 -0,9
-10,0 -10,7 -0,7

Virheiden keskiarvo on

—  12+11-13+0,8-0,9-07

XA
6
0,2
6
=0,0333...
~ 0,03
Mittari B
T T, T,-T
+10,0 +10,6 +0,6
+6,0 +6,5 +0,5
+2.0 +2.4 +0,4
-2,0 -1,6 +0,4
-6,0 -5,7 +0,3
-10,0 -9.8 +0,2

X'B

Virheiden keskiarvo on

—  0,6+05+0,4+0,4+03+0,2
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Mittarin A virheiden keskiarvo on pienempi kuin mittarin B virheiden keskiarvo.
Mittari B on kuitenkin tarkempi. Se ndyttad aina hieman liikaa.

Mittarin A virheiden keskiarvo on pienempi, koska virheet ovat erimerkkisia.
Yhteenlaskettuna virheet tillin kumoavat toisiaan.

Parempi tunnusluku saadaan, jos otetaan huomioon virheiden itseisarvot.

Mittarin .4 virheiden keskiarvo on talloin

—  12+11+13+08+0,9+07 6

X A4 1
6 6

13. Frekvenssijakauma:

Arvosana f
4 3
5 6
6 7
7 11
8 10
9 5
10 2

Yhteensi 44

Keskiarvo

3~4+6-5+...+2-10:306:6,954...z7,0
44 4

X =

Keskihajonta

y=\/3-(4 6,954..)" +..+2(10 - 6,954... =1,5693... ~ 1,6

44 —1

Vastaus: x ~ 7,0 jas= 1,6
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14.  Metsapinta-alat (ha):

13,4 23,6 |453 |21,1 | 346
702 |89.4 |1103 | 469 |987
854 |125 |549 |G673 |875

a) Luokitellaan aineisto samankokoisiin luokkiin.

Ala (ha) f Luokkakeskus (ha)
10-29 4 IO+ 295 195
3049 3 29,5
50—69 2 59,5
70—89 4 79,5
90-109 1 99,5

110-129 1 119,5

Yhteensi 15

b) Keskiarvo

 4-19,543-29,5+..+1-119,5

=54,83...~ 54,8 (ha)
15

2|

Keskihajonta

L \/ 4(19,5-54,83...) +3(29,5—54,83...)" +...+(119,5 — 54,83...)°
15—1
= 33,352...
~ 33,4(ha)

) x+2s=5483...+2-33352..=121,53... > 89
Arvo, joka poikkeaa keskiarvosta kaksi hajontaa on 121,53...(ha). Tama on siis
suurempi kuin 89 (ha), joten poikkeama ei ole merkittava.

Vastaus: b) xR 54,8 ha, s = 33,4 ha ¢) Ei poikkea merkittavisti.
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15. Kuukausipalkkojen frekvenssijakauma:

Kuukausipalkka (€)
2500
3000
3340
3560
4010
4560
4930
Yhteensi

(O8] —_
S| S]onro|~

Lasketaan keskiarvo ja keskihajonta.

o 2-2500+6- 330500 +...+4930 =3561,428... ~ 3561 (€)

S =

\/ 2(2500 — 3561,428...)" + ...+ (4930 — 3561,428...)°
35-1

=557,2893...

~ 557 (€)

Yhden keskihajonnan paissi keskiarvosta olevat palkat ovat vahintiidn
3561,428... - 557,2893...= 3004,14... = 3004 (€)
ja enintaan

3561,428... + 557,2893... = 4118,72... = 4119 (€)
b) x + 25 =3561,428... + 2 - 557,2893... = 4676,007...(€) > 4560 (€)

Arvo, joka poikkeaa keskiarvosta kaksi hajontaa on 4676,007...(ha). Tami on siis
suurempi kuin 4560 (ha), joten poikkeama ei ole merkittava

Vastaus: a) 3004 € - 4119 € b) Ei poikkea merkittavasti.
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70-75
5

16. a) Normitetaan muuttujan arvo, g,, = -1

Kysytty todennikoisyys on

P(x <70) = D(-1)
=1-d(1)
=1-0,8413
=0,1587~ 0,16

6875 85—-75

== _1,4 ja zgs == 5 2.

b) Normitetaan muuttujan arvot, g.g =

Kertyma normitettuun arvoon g = -1,4 mennessa on

O(-1,4) =1- D(1,4)
=1-09192
=0,0808

Kysytty todennikoisyys on

P(68 < x < 85)

= D(2)— D(-1,4)
=0,9772 - 0,0808
= 0,8964

~ 0,9

Vastaus: a) 0,16 b) 0,9
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17. Kokeen keskiarvo oli 72 pistettd. Pistemadrit noudattavat normaalijakaumaa,
joten odotusarvo g = 72.

Alina sai 82 pistettd kokeesta, jonka pisteiden keskihajonta o7y =9,2.
Bertta sai 80 pistettd kokeesta, jonka pisteiden keskihajonta o =06,8.

Normitetaan pistemaarat:

82-72 10
_ =Y 1.0869..~1,09
W5 T

80—72 8
80 = =

= =1,1764.. ~1,18
6,8 8

bl b

Koska 1,18 > 1,09, Bertta pirjisi paremmin.

Lukio B:

P(pisteet yli 72, mutta alle 80)
=®d(1,18) - D(0)
=0,8810-0,5

=0,381

~ 0,38 =38 %
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P(pisteet yli 82)
=1-®(1,09)
=1-0,8621
=0,1379

~ 0,14 =14%

Vastaus: Bertta parjasi paremmin. P(pisteet yli 82) =14 %,
P(pisteet yli 72, mutta alle 80) =38 %

18.  IN(25000, 2000)
Tulpan toimintavarmuus on alle 95 %
Etsitdian kohta, johon mennessa toimintavarmuus on vahintian 95 %.

D(1,6449) = 0,95, joten D(—1,6449) =1—-0,95 = 0,05 =5%

5% 5 %

7=-1,650 z=1,65

Merkitaian ajokilometreja kirjaimella x.

x —25000

2000
x —25000=-3289,8

x=21710,2 ~ 21700 (km)

=—1,6449

Vastaus: 21 700 km
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19. N(25, o)
Haastattelu ei saa 95 % varmuudella ylittdd 30 min.
Etsitddn normitettu arvo, johon mennessa kertyma on 95 %.

d(1,6449) = 0,95 = 95%

>

0 2= 1,6449

Talloin siis 30 min normitettu arvo on 1,6449.

-2
o)
i 1,6449
(o2
5
O =
1,6449

=3,030... ~ 3,0 (min)

Vastaus: Hajonta korkeintaan 3,0 min

11
20. P(vihintiin 47 tikkua) = —=0,11=11% :
100 | 11 %

100 % - 11 % = 89 % 0

Etsitddn normitettu arvo, johon mennessa on kertynyt 89 % (eli rasiassa enintaian
47 tikkua).

89 %/
®(1,23) = 0,8907 = 0,89 ;
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Merkitaan keskimaaraista tikkujen maaraa kirjaimella fz.

47—
vo= o103 |4
47— =492
—=—42,08

L1 =42,08 ~ 42

Vastaus: 42 tikkua

21. Laaditaan Venn-diagrammi.

Tyttoja on 52, joista 12 harrastaa sihlya.

Sahlya harrastaa yhteensd 40 oppilasta, joten poikia néistd on 40 — 12 = 28.
Poikia, jotka harrastavat muuta kuin sihlya on 105 —28 — 12 - 40 = 25

105
25
.. 40
a) P(#ytto, et sihly) = ——=0,380...~ 0,38
105
i . 28
b) P(poika, sahly) = ——=0,266...~ 0,27
105
. - 25
c) P(poika, ei sahly) = ——=0,2380...~ 0,24
105
Vastaus: a) 0,38 b) 0,27 c) 0,24
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22. Alkuruokavaihtoehtoja on 2 kpl.
Piiruokavaihtoehtoja on 2 kpl.
Jalkiruokavaihtoehtoja on 2 kpl.

Eri menu-vaihtoehtoja on siis 2 - 2+ 2 = 8 (kpl).

1
P(keitto, uunikala, sorbetti) = g =0,125

Vastaus: —
8

23. Loppukilpailuun voi Nean (N) ja Leevin (L) lisiksi paistd henkilo A, B tai C.
Muodostetaan kaikki mahdolliset parit:

NL NA
NB NC
LA LB

LC AB
AC BC

Erilaisia pareja on yhteensa 10.

a) Jos valittu pari on NL, NA, NB tai NC, Nea piisee loppukilpailuun eli

4
P(Nea paasee)=—=

2
10 5

b) Parit, joissa Leevi pddsee, mutta Nea ei, ovat LA, LB ja LC. Niin ollen

- N
P(Leevi paasee, Nea e1) = m

2
Vastaus: a) E b) —
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24. a) Viikonpiivid on 7 kpl.
, 1
P(syntynyt maanantaina) = —

b) Kuukausia vuodessa on 12.

1
P(syntynyt tammikuussa) = >

c¢) Suotuisia ovat mainitut 4 tuntia vuorokauden 24 tunnista, joten

4
P(syntynyt klo 12-16) = oa =

|-

1 1
Vastaus: 2) — b) — c) —
) 7 ) 12 )

25. Lamppuja on yhteensa 300.

a)Lamppuja, jotka ovat palaneet jo 300 tuntia, on 300 — 12 = 288.
Niista vield korkeintaan 300 tuntia palaa 145, joten

P(palaa vield 300 tuntia) = % =0,5034...~ 0,50

b) 600 tuntia palaneita lamppuja on 300 — 12 — 145 = 143.
Niistd yli 900 tuntia toimii vain 300 — 12 — 145 — 120 = 23, joten

2
P(toimii yli 900 tuntia) = é =0,1608...~ 0,16

Vastaus: a) 0,50 b) 0,16
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26. Suotuisia tapauksia kuvaa Suomen pinta-ala. Alkeistapauksia kuvataan koko
maapallon alalla, joka on

A(pallo) = 477’
=4-7-(6370 km)
=509 904 363,8..km”

337000 km”
509 904 363,8...km”

P(meteoriitti putoaa Suomeen) = =0,0006609... = 0,00066

Vastaus: 0,00066

27. Kahden nopan heitossa alkeistapauksia on 6 - 6 = 36. Niista on lihavoitu ne,
joissa jalkimmidiselld heitolla saadaan suurempi silmaluku.

Ly 2D | G | &1) | (1) | (6,1)
4,2) | 22) | 32 | 32 | 52 | (6,2
1,31 23) | G | &3 | B | (63
)| CH | GH | @34 | 64 | 64
4,5 | 25 | G5 | (45) | (55 | (6,5
(1,6) | (2,0) | (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

1
Timain tapahtuman todennikdisyys on siis 3—2 _>

12

Jos ensimmaiisen nopanheiton tulos oli 3, kaksi seuraavaa tulosta voivat olla
vain(4,5), (4,0) ja (5,0), jotta annettu ehto toteutuisi. Niin ollen tapahtuman
“ensimmaiselld saadaan kolme, toisella tita suurempi ja kolmannella taas edellista

C o ot 3 1
suurempi silmaluku” todennakoisyys on — = —

12

Vastaus:

5
P(jilkimmaiinen suurempi)zl—z, P(jalkimmainen suurempi, jos I oli 3):1—2
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28. P(malaria) = 0,30, P(ei sairastu) =1-0,30=0,70

a) P(kukaan ei sairastu) = 0,7° = 0,058
b) P(ainakin yksi sairastaa) =1—0,7° ~ 0,94

Vastaus: a) 0,058 b) 0,94

29. P(arpa voittaa) = i , P(arpa el voita) = 3
3 6
a) P(ainakin yksi voittaa ) =1— (Zj ~ 0,82

b) P(voittaa korkeintaan viidelld) =1 — P(voittaa kuudella)
1 6
=1- (—j ~ 0,9998
4
Vastaus: a) 0,82 b) 0,9998

30. Noppaa heitetdan 5 kertaa.

1 5
a) P(saadaan 5 kuutosta) = (gj =0,0001286...~ 0,00013

b) Silmilukuja, jotka ovat korkeintaan neljd, on neljd kuudesta.
4\
P(saadaan joka heitolla kork. nelonen) = (g) =0,1316...~ 0,13

Vastaus: a) 0,00013 b) 0,13
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31. P(sairastaa)= %, P(ei sairasta) = %

P(ainakin yksi sairastaa) = 1— P(ei kukaan sairasta)
8
=1- (E) ~ 0,96
3

Vastaus: 0,96
32. P(laskimissa on virhe) = 0,02
P(et ole virhettd) = 1 — 0,02 = 0,98

P(yksikdidn 26 laskimesta ei ole viallinen)
=0,98”

=0,5913...

~ 0,59

Vastaus: 0,59

33. Koska kortteja ei palauteta pakkaan, joka nostolla pakassa on yksi kortti
vahemmin.

a) Punaisia maita on pakassa 20, jolloin

26 25 24 23
P(saadaan vain punaisia maita) = —+—+——-— =0,05522...~ 0,055
52 51 50 49
b) Pakassa on 12 kuvakorttia, joten
12 11 10 9

P(saadaan vain kuvakortteja) = —-— - —-— =0,001828...~0,0018

52 51 50 49
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c) Ensimmiiselld kerralla kelpaa mika tahansa kortti. Toisella nostolla suljetaan pois
13 korttia suotuisten joukosta, koska yksi maa on jo kiytetty. Ndin toimitaan my6s
kahdella seuraavalla nostolla.

P(saadaan joka kortilla eri maa) = 52,39 26 1 =0,1054...~ 0,11
52 51 50 49
Vastaus: a) 0,055 b) 0,0018 c) 0,11

34. Olkoon suomalaisia kolikoita x kappaletta. Niin ollen todennakéisyys, ettd
nostetaan molemmilla kerroilla suomalainen kolikko, on

2
x x—-1 x"—-x

12 11 132

Timin tapahtuman todennikéisyyden tuli tehtivinannon mukaan olla TR Saadaan

siis yhtalo

2
x"—x 5

=— |132
132 33
x2—x=20
X =—x—=20=0
()ED —4-1-(-20)
X:
2.1
1+/81
X =
2
149
X =—
2

x=5 tal x=—4

Koska kolikoiden mairi ei voi olla negatiivinen luku, vain x = 5 kelpaa ratkaisuksi.
Saksalaisia kolikoita on siis 12 — 5 = 7 kappaletta.

Vastaus: 7 kpl
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35. Olkoon todennikdisyys saada ykkonen x.
Till6in muiden silmalukujen todennikoisyydet ovat 2x, 3x, 4x, 5x'ja Ox.

Koska silmalukujen todennikoisyyksien summa on yksi, saadaan yhtalo

x+2x+3x+4x+5x+6x=1
21x=1]21

X =—

21
Silmalukujen 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 todennikoisyydet ovat siis

1 2 3 4 5.6
————— ja—.

21°21°21°21°21°7 21

Tapahtuman “kahdella heitolla saadaan kaksi kuutosta” todennikoisyys on nain
ollen

0.8 _0816..~ 0,082
21 21

36. Kultakoruja 4
Hopeakoruja 5
Pronssikoruja 3
Yhteensia 12

Nostetaan kaksi korua.

a) P(molemmat hopeaa) > 0,15
ole a =— - —=—=0,

P 211 33
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b) P(molemmat samaa metallia)
= P(molemmat kultaa) + P(molemmat hopeaa) + P(molemmat pronssia)
4 3 5 4 3 2

T2 11 12 11

12 11
1
_D ~ 0,29
06
Vastaus: a) 0,15 b) 0,29
37. Tytot suomenkieliset 195
ruotsinkieliset 85
Pojat suomenkieliset 26
ruotsinkieliset 52

a) Valitaan umpimahkain yksi opiskelija.

P(suomenkielinen tai poika)
= P(suomenkielinen”) + P(poika) - P(suomenkielinen poika)

221 78 26
358 358 358

273

© 358

=0,7625... % 0,76

b) Valitaan kaksi opiskelijaa.

P(ainakin toinen ruotsinkielinen)

= P(1. ruotsinkielinen, 2. ei) + P(1. ei ole ruotsinkielinen, 2. on) +
P(molemmat ruotsinkielisia)

137 221 N 221 137 N 137 136

358 357 358 357 358 357
=0,61957...

~ 0,62

Vastaus: a) 0,76 b) 0,62

199



Kertausosa

38. 10 pisteen kortteja pakassa 16 kpl, mukana kuvat ja kympit
11 pisteen kortteja pakassa 4 kpl.

a) P(saadaan 2:lla kortilla summaksi 21)
= P(1. kortti dssd, 2. kuva tai kymppi) + P(1. kortti kuva tai kymppi, 2. on

assa)
_4+ 16,16 4
52 51 52 51
=0,04826...
~ 0,048

b) Kahden ensimmiisen kortin pistesumma on 10 + 3 = 13. Jos pelaaja nostaa
kolmannella kortilla 9, 10 tai kuvan, peli menee metsdin. Pakassa on jiljelld niita
kortteja seuraavasti:

9 4 kpl
10 4 kpl
kuvat 11 kpl

1
P(pistesummaksi yli 21) = % =0,38

Vastaus: a) 0,048 b) 0,38

39. a) Tytto voidaan valita 6:lla tavalla ja poika samoin eli vaihtoehtoja on

66 =36 (kpl).

b) Poika-tytto-jonoja, joissa jonon ensimmiinen on poika, on
6:6-5-5-4-4-3-3-2-2-1-1=518400 (kpl)

Vastaus: a) 36 b) 518 400
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12
40. a) Kahdestatoista voidaan valita neljd henkil6d ( 4 j =495 eri tavalla.

b) Jos Tupu, Hupu ja Lupu ovat mukana, niin viimeinen pelaaja voidaan valita
12 — 3 = 9 henkil6n joukosta.

On siis yhdeksin suotuisaa tapausta.

9
P(samassa poydissi) = — =~ 0,018
( poydassi) 105

Vastaus: a) 495 b) 0,018

41. a) P(Ikirjain vokaali) = % =05

b) Kolmesta kirjaimesta vain yksi on vokaali.

(SJ(SJ
1)A2 -1
P(wvain yksi kirjain vokaali) = _210_5 0,42

10 120 12
3
2\ 2
)
¢) P(1,Lja O jossain jirjestyksessi) = ~—2><—=

Vastaus: a) 0,5 b) 0,42 c) 0,030
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42. Arvotaan 6 oitkeaa numeroa ja 2 lisinumeroa (48 numerosta).

Y

a) P(nelja oikein) =

b) P(viisi ja lisi oikein) =

Vastaus: a) 0,0011 b) 9,8:10”

43. P(poika)=0,513
P(tytt6) =1-0,513=0,487

50 _
P(puolet tytt6ijd, puolet poikia) = [25) -0,513%-0,487 ~ 0,11

Vastaus: 0,11
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44. P(saadaan kuutonen) =

P(ei saada kuutosta) =

P(saadaan kuutonen ainakin kahdesti)

=1- P(0 tai 1 kertaa kuutonen)

jl{(if{f]%@ﬂ

Koska todennikoisyys on alle 0,5, niin ei kannata lyoda vetoa.

Vastaus: Fi kannata.

45. P(pun.vihr.sokea) = 0,08
P(ei pun.vihr. sokea) =1-0,08 = 0,92

8
a) P(3 kpl sokeita) = (3) .0,08°-0,92° ~ 0,019

b) P(korkeintaan 2 kpl sokeita)

8 8
=0,92° +(J-O,08~0,927 +(2]-O,082 -0,92° = 0,98

c) P(vihintaian 7 kpl sokeita)

8 , ) .
= - -0,08"-0,92+0,08" ~1,6-10

Vastaus: a) 0,019 b) 0,98 o) 1,6-1077
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Harjoituskokeiden ratkaisut

Harjoituskoe 1

1. Heittotulosten frekvenssijakauma:

Silmaluku sf

1

9+7=16
21
25
33
39

OO0 | \O | N

| O] A~ G Do

a) Koska jokainen opiskelija on heittanyt kerran noppaa, niin heittojen lukumairin
summa on yhti suuri kuin opiskelijoiden lukumiiri.

9+7+5+4+8+6=39

b) Moodi on se silmaluku, jonka frekvenssi (heittojen lukumairi) on suurin.
Mo =1

Mediaani on se silmaluku, jonka kohdalla summafrekvenssi ensimmaisena ylittaa

rajan 20, koska 3—29 =19,5.
Md =3

Keskiarvo on

;:9-1+7~i;---+6'6:3,333...z3,33
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c) Keskihajonta on

L \/9(1 ~333. ) +7(2-333..)" +..+6(6 - 3,33...)°

39-1
=1,8400...
~ 1,84
Vastaus: a) 39 b) Mo = 1, Md = 3, xR~ 3,33 c)s= 1,84

2. a) Kuusitahkoisessa nopassa kaikkien mahdollisten alkeistapausten mairi on 0.

Ensimmiinen tytté voi heittdd minka tahansa silmaluvun. Suotuisia alkeistapauksia
on siis 6 kappaletta.

Toisen ja kolmannen tytén on saatava juuri tuo sama silmiluku. Kummallakin on
siis suotuisia alkeistapauksia 1 kappale.

P(ensimmainen tytt6 heittdd minka tahansa silmiluvun JA toinen heittia
saman JA kolmas heittdd saman)

S 0077, 2 0,03
666 36

b) Jokaisen pojan todennakdisyys saada heitollaan vahintadn silmaluku 6 on sama.
Poikien heittimassd nopassa kaikkien alkeistapausten miird on 12. Niistd suotuisia
tapauksia ovat silmdluvut 6, 7, 8, 9, 10, 11 ja 12. Suotuisia alkeistapauksia on siis 7
kappaletta.

P(ensimmaiinen poika saa vihintddn 6 JA toinen poika saa vihintdin 6 JA
kolmas poika saa vihintian 06)

LT T 38 1984 % 0,20
12 12 12 1728

Vastaus: a) 0,03 b) 0,20
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3. Kyseessi on toistokoe. Todenndkdisyys saada kolikonheitossa kruuna on 0,5.
P(kymmenelld heitolla saadaan kuusi kruunaa)

[ -0,5°-0,5"°
6 b bl

=210-0,5°-0,5"
=0,2050...
~0,21

Vastaus: 0,21

2
4. Jokaiseen pinoon tulee 2_ 13 korttia.

a) Kun jokaisesta neljastd pinosta otetaan yksi kortti, erilaisia neljan kortin ryhmia
saadaan

13-13-13-13=28 561 kappaletta.

b) Kun nostettua korttia ei palauteta takaisin pakkaan, korttien mairi vaihenee
jokaisella kierroksella yhdella.

Tapauksen “vahintain yksi dssi” komplementti on “ei yhtdin dssda”. Koska
korttipakassa on 4 dssdd, on ensimmiiselld nostokerralla komplementin suotuisia

tapauksia

52 — 4 = 48 kappaletta.

Toisella nostokerralla suotuisia tapauksia on 47, kolmannella 46 jne.
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P(kahdeksalla kortilla ei yhtddn dssdd)
= P( ensimmiiselld kortilla joku muu kuin dssi JA toisella kortilla joku muu
kuin dssd JA...JA kahdeksannella kortilla joku muu kuin 4ssi)

48 47 46 4% 44 43 42 41

52 51 50 49 48 47 46 45
 44-43-42.41

©52-51-50-49

3528024

6497 400

=0,50143...
Kysytty todennakoisyys on siis

P(kahdeksalla kortilla vahintddn yksi dssa)
= 1 — P(kahdeksalla kortilla ei yhtddn dssda)

_ . 3528024
6497400
=1-0,50143...
=0,4985...
~ 0,50
Vastaus: a) 28 561 b) 0,50
5.  a) Muodostetaan frekvenssijakaumat.
Pinta- f % sf sf %
ala (m?)
20-39 133823 | 133823 3, 133823 53 %
~ 0
250466
40-59 61 571 25% 133823 + 61571 | 195394 89
=195394 | 250466
60-79 27 967 11 % 223 3061 89 %
8099 27 105 11 % 250 466 100 %
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b) Alle 60 m* on suhteellisen summafrekvenssin mukaan 78 % mokeisti.

c) Mediaani luokka on se luokka, jossa suhteellinen summafrekvenssi ensimmaisena
ylittdd 50 %. Mediaaniluokka on siis 20-39 (m?).

d) Koska pinta-ala on jatkuva muuttuja, suhteellisen frekvenssin kuvaaja on
histogrammi.

60

%

50

40

30 +

20 4

10

29,5 49,5 69,5 89,5
Pinta-ala (m?)

6. wu=115g, 0=53¢
118 =115 3

a =———=—=0,566...# 0,57
) X118 53 53

0 2z=0,57

P(yli 118 g) = 1—D(0,57)
=1-0,7157
=0,2843~ 0,28
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110-115 -5
b) 110 = T = ; = —0,943 ~ —0,94
120 -11
oy =201 % =0,943... ~ 0,94

5,3

b >

»~=-094 0 2z=0,94

P(yli 110 g, mutta alle 120 g)
=0(0,94) - O(—-0,94)
=0,8264 —[1—-0,8264]
=0,8264 —0,1736
=0,6528 ~ 0,65

Vastaus: a) 0,28 b) 0,65
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Harjoituskoe 2

1. Mairitetadn ensin aineiston frekvenssijakaumat.

X f % sf%
2 4 4 5,4 %
—=5,4%
74
3 3 4.1 % 54% + 4,1 % =9,5%
4 7 9,5 % 18,9 %
5 17 23,0 % 41,9 %
6 10 13,5 % 55,4 %
7 9 12,2 % 67,6 %
8 17 23,0 % 90,5 %
9 5 6,8 % 97,3 %
10 2 2,7 % 100,0 %
Yhteensi| 74

a) Koska suhteellisen summafrekvenssin mukaan enintdin 6 pistettd sai 55,4 %,
vahintdan 7 pistettd sai loput eli

100 % - 55,4 % = 44,6 % = 45 %.
b) Mediaani saadaan suhteellisesta summafrekvenssin avulla. Mediaani sijaitsee
kohdassa, jossa 50 % tayttyy. Tamin aineiston mediaani on siis 6.
Moodi on muuttujan arvoista yleisin eli Mo = 5 tai Mo = 8.
Aineiston keskiatvo x

2:4+3-3+4-7+..+10-2
74

X =

=0,135...
~ 0,1 (pistettd)
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c) Keskihajonta voidaan laskea laskimen tilastotoimintojen avulla. Aineisto
syOtetddn laskimeen, jolloin (otos)keskihajonnaksi saadaan

5§ =1,98848... # 1,99 (pistetta)

d) x+25=6135..+2-1,98848..=10,111...> 10

Pistemiird 10 ei siis ole vahintdan kahden keskihajonnan péissa keskiarvosta, joten
poikkeama ei ole merkittiva.

Vastaus: a) 45 %  b) Mo = 8 tai Mo = 5, Md = 6, x 6,1 c) s~ 1,99
d) Ei poikkea

2.  Muodostetaan frekvenssijakaumat.

Limpétila (°C) f sf % sf%

0
10-13 6 0 —=20% 20 %

30

10

14-17 4 16+4=10 13 % 5z33%
18-21 5 15 17 % 50 %
22-25 10 25 33 % 83 %
26-29 5 30 17 % 100 %

Lampotila on jatkuva muuttuja, joten suhteellista summafrekvenssid
havainnollistetaan summakayralla.

Summafrekvenssijakauma

100 »
%90 | /
80
70
60
50 /
40 | /
30
20 - /
10
0 /

9,5 11,5 15,5 195 235 27,5

Lampétila
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3. Itimistodennikoisyydet siemenille R ja S:

Ttasd Eiida
R 0,0 0,1
S 0,8 0,2

Nostetaan pussista kaksi siementa.

a) Kaksi itivdd siementd voidaan nostaa seuraavilla tavoilla (viereen on laskettu
kyseisen tapahtuman todennakoisyys):

RR 0,4%-0,9% = 0,1296
RS 0,4-0,9-0,6-0,8 =0,1728
SR 0,6-0,8-0,4-0,9=0,1728
N 0,67 -0,8% = 0,2304

Kysytty todennikéisyys on em. todennikoéisyyksien summa.

P(molemmat itavat)
=0,1296+2-0,1728 + 0,2304
=0,7056

~ 0,71

b) Tapahtuman “ainakin toinen itda” komplementti “kumpikaan ei idd” on
helpompi laskea. Tama sisiltad seuraavat tapahtumat

RR 0,4%-0,1 =0,0016
RS 0,4-0,1-0,6-0,2 = 0,0048
SR 0,6-0,2-0,4-0,1=0,0048
SS 0,6%-0,2% =0,0144

P(ainakin toinen itda)

=1— P(kumpikaan ei idd)
=1-(0,0016+0,0048-2+0,0144)
=0,9744

~ 0,97

Vastaus: a) 0,71 b) 0,97
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4.  P(peruuttaa) =0,07
P(pitdd paikkansa) =1-0,07 =0,93
Pekka saa paikan, jos nelja tai enemman peruuttaa paikkansa.

Vastatapahtuma on: “ei yhtdin tai korkeintaan kolme peruuttaa”.
Lasketaan vastatapahtuman todennikéisyys.

120 120 120
( 0 j-0,07°-0,9312°+( : J-0,07-0,93“9+( ) j-o,mz-o,%“8

120
+[ X j-o,o# .0,93""

=(,0281...
P(Pekka saa paikan) =1-0,0281...=0,9718...~ 0,97

Vastaus: 0,97

5.  Pituus on normaalisti jakautunut, ¢ = 160 ja o= 20
a) Pituutta 145 cm vastaa normitettu arvo

145-160
=—=-0,75
145 20

Koska normaalijakauman kertymifunktion arvot on :
taulukoitu vain posititvisille normitetuille arvoille, I
kaytetadn hyviksi jakauman symmetriaa: arvoa 0,75 =050 2= 0,15

vastaa prosenttiluku 77,34 %. Niin ollen arvoa
—0,75 vastaa

(100 —77,34) % =~ 23 %
Oppilaista 23 % on siis lyhyempié kuin 145 cm.

b) Miaritetdan ensin pituuksia 170 cm ja 180 cm vastaavat normitetut arvot:
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170 —-160
<170 :2—020750

180 —-160
=————=1,00
180 20

Arvoa 0,50 vastaa prosenttiluku 69,15 %.
Arvoa 1,00 vastaa prosenttiluku 84,13 %.

Of ¥~ 2=1,00
Niiden pituuksien viliin jai siis 2=0,50

(84,13 — 69,15) % = 15 % opiskelijjoista.

Vastaus: a) 23 % b) 15 %

6. a) Koska Arthur istuu kiintealld paikalla, muut asettuvat ”’jonoon’ kuninkaan
p ) J
paikasta alkaen. Erilaisia jonoja voidaan muodostaa

5! = 120 erilaista

b) Viiden ritarin joukosta voidaan muodostaa erilaisia pareja

5
(2) =10 kappaletta

c) Kandidaatteja ovat Lancelot (L) ja ritarit A, B, C ja D. Lancelot pidsee mukaan
seuraavissa kokoonpanoissa:

LA, LB, LC ja LD

Koska erilaisia pareja oli 10, niin
P(Lancelot paisee turnajaisiin) = 0 =0,4

Vastaus: a) 120 b) 10 c) 0,4
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Harjoituskoe 3

1. Miaritetdan ensin luokkien luokkakeskukset.

Pituus Luokkakeskus x; £
(cm) (cm)
155-1
55-159 | 154,5+159,5 157 7
160-164 | 159,5+164,5 — 162 6
165-169 167 6
170-174 172 8
175-179 177 1
180-184 182 2

Keskiarvo

1 162 +...+2-182
7.157+6 630+ +2-18 :49(9)0:166,333...z166 (cm)

X =

Moodi on sen luokan luokkakeskus, jonka frekvenssi on suurin. Suurin frekvenssi
(8) on luokassa 170—174 cm, joten moodi

_169,5+174,5

Mo =172 (cm)
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Mediaanin maarittimiseksi muodostetaan summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Pituus f sf sf%
(cm)

155-159 / / l=0,233...z23%
30

too=ted ¢ . B 0433..~43%
30

165-169 6 19 0,633...~ 63 %

170-174 8 27 0,9 = 90 %

175-179 1 28 0,933...~ 93 %

180-184 2 30 1 =100 %

Mediaani on sen luokan luokkakeskus, jonka suhteellinen summafrekvenssi on
ensimmaisend vahintdan 50 %. Tallainen luokka on 165-169 cm, joten

_164,5+169,5

Md =167 (cm)

Keskihajonta voidaan laskea laskimen tilastotoiminnolla

S =

\/ 7(157-166,33...)° + ..+ 2(182 = 166,33...)°
301

=7,39...

~ 7,40 (cm)
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Piirretaian frekvenssijakauman kuvaaja, histogrammi. Koska muuttuja (pituus) on
jatkuva, pylvait piirretain yhteen.

lkm
10

8_

S N A O

155- 160~ 165~ 170~ 175~ 180-
159 164 169 174 179 184

pituus

Vastaus: x =~ 166 cm, s = 7,40 cm, Md = 167 cm, Mo = 172 cm

2. Havainnollistetaan tilannetta Venn-diagrammilla.

Sahkopostia luetaan

e puhelimella 33

e puhelimella ja iPadilla 15

e muulla laitteella 7

o pelkistain iPadilla 50 — 7 — 33 = 10

(2

50

a) P(pelkistain iPad) = % =0,2

b) P(puhelin tai iPad) = :_3 =0,86
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c) P(pelkistidin puhelin) = ;—2 =0,36

Vastaus: a) 0,2 b) 0,86 c) 0,36
. . 1
3. a) P(tarttuu oikeaan kirjaan) = = =0,2

26
1 _
b) Kurssilla on 26 oppilasta. P(kaikki tarttuvat oikeaan kirjaan) = (E) ~6,7-107"

4+1 5
c) P(issi tai hertta kymppi) = ——=—= 0,096
) P( ymppi) 2 5

Vastaus: a) % b) 6,7-107" Q) —
4.  P(kayttaa laseja) = 0,6

P(ei kiyta laseja) = 0,4
Valitaan satunnaisesti 8 henkiloa.

8 :
a) P(joukosta 5 kayttaa laseja, 3 ei kiytd) = -0,6”-0,4° =0,2786...~ 0,28
5

b) P(ainakin kaksi kdyttda laseja)
= 1 - P(korkeintaan yksi kayttad laseja)
=1 — [P(0 kayttdaa) + P(1 kayttaa)]

8
:1—|:O,48 +(1j0>60947}

=0,9914... 0,99
Vastaus: a) 0,28 b) 0,99
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5. Nopeuden jakauma on normaali, ¢ = 77km/h, o =7,0km/h.

Normitetaan nopeudet SOkTm ja 95k—m.

80—-77 3
= =—=0,4285...~ 0,43
g80 7 7
— 1
Qo5 = 9> - i = 78 =2,5714...= 2,57

P(nopeus vililla 80 km/h - 95 km/h)
= ®(2,57) - ©(0,43)

=0,9949 - 0,6664

=0,3285

~ 33%

Vastaus: 33 %

6. Tilavuus on normaalisti jakautunut, keskiarvo u =200 ja keskihajonta o =4.
Jos annoksen ylivalumisen todennikéisyys on alle 10 %, kahvimukin on oltava niin

suuri, ettd 90 % annoksista on pienempia kuin tima tilavuus. Olkoon tama tilavuus
x (cm). Sitd vastaa normitettu arvo

4 :

O .ZX

Toisaalta tiedetddn, ettd titd normitettua arvoa vastaava prosenttiluku on 90 %.
Taulukosta ndhddin, ettd @(1,28) =0,8997 (89,97 %). Siis

2o ~128 m

0 z=1,28
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Saadaan siis yhtalo

—2
X220 108 |4
x—200=5,12
x = 205,12
x = 205

Mukin on oltava 205 cm®.

Vastaus: 205 cm®
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Ekstrat

1. a) Otos on valittava mahdollisimman kattavasti. Yksi tapa otoksen
kerddmiseen on se, ettd valitaan satunnaisesti muutama koulu koko Suomesta,
joista aineisto keratain satunnaisotannalla.

b) Niyte ei edusta koko Suomen lukiolaisia. T4llainen aineisto saadaan esimerkiksi,
kun kysytdin tietoja vain oman koulun opiskelijoilta.

c) Kysytdin kaikilta lukiolaisilta.

2. a) Matkapuhelintehtaan laadunvalvonta on otantatutkimus, koska kaikkia
matkapuhelimia on yleensid mahdotonta testata.

b) Ravintolan tekema asiakastyytyviisyyskysely voi olla joko otanta- tai
kokonaistutkimus. Kokonaistutkimus on kyseessa silloin, kun kaikilta ravintolan
asiakkailta voidaan saada jollain tavalla vastaus. Tall6in tutkimuksen kohteena
olevan joukon taytyy olla suhteellisen pieni (esimerkiksi tiettynd pdivana
lounasaikaan kayvit asiakkaat). Yleensa asiakastyytyviisyys-tutkimukset ovat
kuitenkin otantatutkimuksia, koska kaikilta asiakkailta on aika vaikeaa saada tietoja.

c) Kansanedustajien mielipidekysely voidaan toteuttaa kokonaistutkimuksena.
Talloin kaikilta kansanedustajilta on saatava vastaukset tutkittaviin asioihin.
Varsinkin tietokantoja hyviksikayttien on helppo tehdi kansanedustajista
kokonaistutkimuksia. MyOs otantatutkimus on kansanedustajien mielipidekyselyissa
mahdollinen.

d) Eduskuntavaalien ddnestystuloksen ennustus on aina otantatutkimus.
Ennustuksen tekemiseen ei koskaan kaytetd kaikkien ddnestijien tietoja. Kun
ddnestyksen tulos on tiedossa, kyseessi ei ole endd ennustus.
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3. a) Kyseessa on kokonaistutkimus, mikali kaikilta aamulennon asiakkailta
saadaan vastaus kerdttyd. Muuten kyseessa on otantatutkimus.

b) Kyseessa on otantatutkimus, koska kaikilta lomamatkalaisilta ei mitenkaan
saada haluttuja tietoja.

c) Kyseessa on otantatutkimus, koska kaikilta lentokentille saapuvilta
matkustajilta ei pystytd haluttua tietoa kerddmain.

4. Tehtivissi on useita oikeita vastauksia. olennaista on, ettd perustelut tietyn
kerdamistavan valintaan ovat jirkevid ja tilanteeseen sopivia.

a) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetdin otokseen valituille lukiolaisille
haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja lukiolaisia

tietokanta: kiytetddn valmiiksi kerittyja tietoja lukiolaisista. Taméd mahdollista vain,
jos tutkijalla on paisy tarvittavaan tietokantaan.

b) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetddn otokseen valituille lukiolaisille
haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja lukiolaisia

havainnointi: havainnoidaan esimerkiksi juoma-automaatin ldheisyydessd. Taman
keinon kayttaminen riippuu siitd, mikd on tutkimuksen kohteena oleva joukko.
Koko Suomen lukiolaisia tutkittaessa havainnointi ei ole hyva tapa tiedon
keradmiseen.

systemaattiset koejirjestelyt: annetaan mahdollisuus maistamalla valita tietyista

juomista. Tama tapa ei my6skadan ole hyva kaikkien tutkimusten kohdalla.

c) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetddn/annetaan otokseen valituille
lukiolaisille

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja lukiolaisia
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d) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetidn/annetaan otokseen valituille.
Tamin tavan ongelmana on vastaajien rehellisyys: kaikki eivit vilttimatta vastaa
kyselylomakkeella rehellisesti.

haastattelu: kysytain itse otokseen valituista. Tdman tavan ongelmana on
vastaajien rehellisyys: kaikki eivit vilttimatta vastaa kysymyksiin rehellisesti.
Haastattelussa on ehki kuitenkin hankalampi valehdella kuin kyselylomakkeessa.
havainnointi: tarkkaillaan itse ruokalan jonoja ja etuilijoita. Tama tapa antaa

oikeimman mahdollisen kuvan, jos tutkittava populaatio on sopivan pieni tai
otokseen kuuluvat tutkimuksen kohteet helposti havainnoitavissa.

5. Tehtivissi on useita oikeita vastauksia. olennaista on, ettd perustelut tietyn
kerdamistavan valintaan ovat jirkevid ja tilanteeseen sopivia.

a) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetdin/annetaan otokseen valituille
asiakkaille.

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja asiakkaita

b) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetddn/annetaan otokseen valituille
tyontekijoille

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja tyontekijoita

tietokanta: etsitidn halutut tiedot valmiista tietokannasta. Tama tapa on nopein ja
luotettavin, jos vain on paisy tarvittavaan tietokantaan.

c) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetidin/annetaan otokseen valituille
haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja

systemaattiset koejarjestelyt: pyydetiin otokseen valittuja maistamaan ja

kertomaan saman tien valintansa. TAma on paras tapa tiedon kerddmiseen, jos
maistelukokeen jirjestiminen vain on mahdollista.
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d) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetidn/annetaan otokseen valituille
asiakkaille

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja asiakkaita

havainnointi: havainnoidaan itse asiakkaiden kassavalintoja

6. Tehtivissi on useita oikeita vastauksia. olennaista on, ettd perustelut tietyn
kerdamistavan valintaan ovat jarkevid ja tilanteeseen sopivia.

a) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetdin/annetaan otokseen valituille
opiskeljjoille.

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja opiskelijoita

havainnointi: havainnoidaan itse esimerkiksi luokkien ulkopuolella

tietokanta: kiytetdan hyvaksi koulun tietokantaa (kurssipéivakirjoja) opiskelijoiden
myohastymisisté

b) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetddn/annetaan otokseen valituille
opiskelijoille ja opettajille.

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja opiskelijoita ja opettajia

c) kysely: tehddin kyselylomake, joka lihetetddn/annetaan otokseen valituille
opiskeljjoille. Téllaisen kyselylomakkeen laatiminen ja sithen vastaaminen voi

kuitenkin olla aika vaikeaa.

haastattelu: haastatellaan itse otokseen valittuja opiskelijoita. Kysymysten
laatiminen ja niihin vastaaminen voi kuitenkin olla vaikeaa.

havainnointi: tarkkaillaan itse, miten opiskelija valitsee paikkansa tyhjassi luokassa.
Tamin ongelma on kuitenkin se, ettei luokka ole kovinkaan usein tyhja, kun
yksittidinen opiskelija sinne menee.

systemaattiset koejirjestelyt: jirjestetiin olosuhteet, joissa opiskelija paidsee aina

tyhjadn luokkaan valitsemaan haluamansa paikan. Jos koejirjestelyt pystytaan
jarjestimain, tima tapa on luotettavin tiedon kerdamisessa.
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7. a) Jatkuva muuttuja, koska huippunopeus voi saada positiivisia
reaalilukuarvoja.

b) Diskreetti muuttuja, koska vaihteiden mairi on positiivinen kokonaisluku.

c) Jatkuva muuttuja, koska bensiinin kulutus voi saada positiivisia reaalilukuarvoja.

d) Diskreetti muuttuja, koska mittarissa nakyva suurin nopeus on positiivinen
kokonaisluku.

8. a) kvantitatiivisia: pinta-ala, vikiluku, verojen osuus BKT:sta
kvalitatiivisia: valtiomuoto

b) jatkuvia: pinta-ala, verojen osuus BKT:sta
diskreetteji: vikiluku, valtiomuoto

c) laatueroasteikko: valtiomuoto
suhdelukuasteikko: pinta-ala, vikiluku, verojen osuus BKT:sta

9. a) Muuttuja on mitattu suhdelukuasteikolla, silli muuttujalla on
absoluuttinen nollakohta. Suhteen laskeminen on myo6s jarkeva laskutoimitus.

b) Muuttuja on mitattu jarjestysasteikolla, koska arvot 1-4 voidaan laittaa
paremmuusjirjestykseen, mutta laskutoimitukset eivit ole mielekkaita. Ei
esimerkiksi voida sanoa, ettd muuttujan arvo 4 on kaksi kertaa parempi kuin arvo 2.

¢) Muuttuja on mitattu laatueroasteikolla, koska muuttujan arvot voidaan
luokitella, mutta esimerkiksi arvojen paremmuusjirjestykseen laittaminen on
mahdotonta.
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d) Muuttuja on mitattu suhdelukuasteikolla, koska muuttujalla on absoluuttinen
nollakohta ja arvojen vilisten suhteiden laskeminen on jirkevia.

10. Auton merkki ja viri ovat laatueroasteikollisia muuttujia, koska niiden avulla
voidaan vain luokitella.

Kuntoarvio on jirjestysasteikollinen muuttuja, koska sen avulla arvot voidaan laittaa
jarjestykseen, mutta laskutoimitukset eivat ole mielekkaita.

Rekister6intivuosi on vilimatka-asteikollinen muuttuja, koska vuosiluvun
absoluuttinen nollakohta voidaan sopia ajanlaskutavasta riippuen. Monissa
yhteyksissd vuosilukua kuitenkin kisitellddn suhdelukuasteikollisena muuttujana, jos
sekaantumisen vaaraa eri ajanlaskutapojen vililld ei ole.

Ajetut kilometrit, bensatankin tilavuus ja hinta-arvio ovat suhdelukuasteikollisia
muuttujia. Kaikilla ndilld on absoluuttinen nollakohta.

11.  Aikasarjan kuvaaja: pylvisdiagrammi. Pylviit ovat aikajirjestyksessa. Pylvdian
pituus médrdytyy muuttujan arvon mukaan.

Bensiinin litrahinta

€/l
1,8

1,6 - |

1,2+ -

0,8 -
06 -
0,4 -

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012

12. -
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13. Piirretadan trendikayrat. Muuttujan arvot merkitian pisteina aikajarjestyksessa.
Pisteet yhdistetddn viivalla.

Kahvin kilohinta

3
25| —o—@e—4—

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012

Kahvin kilohinta

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
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14.

a) Kun tilanne esitetddin alemman koron tarjonneen pankin nakoékulmasta,
halutaan alemman koron niyttivin paljon edullisemmalta vaihtoehdolta kuin
korkeamman koron. Korkojen eroa halutaan siis suurentaa.

korkoprosentti (%)
2,70
2,60
2,50
2,40
2,30
2,201
2,101
2,00-

pankki A pankki B

b) Kalliimman koron tarjonneen pankin kannalta korkojen vilisen eron tulist
ndyttdia mahdollisimman pienelta.

15.

korkoprosentti (%)
3,00
2,50
2,00+
1,507
1,00+
0,50+
0,00-

pankki A pankki B

Tilastoilla valehteluun on useita eri tapoja tilanteesta riippuen. Kirjassa olevien
tapojen lisiksi tilastoilla voi valehdella esimerkiksi

valitsemalla otos (ndyte) sopivasti niin, ettd saadaan haluttuja tuloksia.

jattamalld asteikoista numeroinnin kokonaan pois, jolloin muutosten todellisen
suuruuden tulkitseminen on mahdotonta.

kayttamalld pylvaissd sopivia virejd. Eri virien kiyttd esimerkiksi pylviissa
saattaa auttaa halutun mielikuvan syntymiseen.

taustakuvia kiyttdmilld. Esimerkiksi pylvdsdiagrammien taakse lisityt
taustakuvat haittaavat diagrammin luettavuutta.
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e jittamalla taustaviivat kokonaan pois. Kun lukemista helpottavat taustaviivat
poistetaan, tilaston lukeminen vaikeutuu ja eroja on hankalampi hahmottaa.

e lisiamalld kuvioon ylimaariisia kuvia. Ylimaaraisilla kuvilla voidaan kiinnittaa
huomio epiolennaisiin asioihin.

e lisidmalla tarpeettomia selityksid. Valmiilla kuviin lisédtyilld selityksilld voidaan
lukija saada nikemain tilastoista juuri se, mita lukijan halutaankin nikevin.

16. Muodostetaan taulukon perusteella summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Poissaolo- f sf sf%
paivit
0 8 8 8
—=0,142...14%
56
1 6 14 0,25 =25%
2 5 19 0,339...~ 34 %
3 7 26 0,464... = 46 %
4 6 32 0,571... = 57 %
5 10 42 0,75 =75 %
6 6 48 0,857... = 86 %
7 4 52 0,928... = 93 %
9 3 55 0,982... = 98 %
11 1 56 1,00 = 100 %

a) Alakvartiilin kohdalla suhteellinen summafrekvenssi on vahintaan 25 %.
Alakvartiili on siis 1.

b) Mediaanin kohdalla suhteellinen summafrekvenssi on vihintdan 50 %. Mediaani
on siis 4.

c) Ylikvartiilin kohdalla suhteellinen summafrekvenssi on vahintidan 75 %.
Yldkvartiili on siis 5.
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17. Muodostetaan taulukon perusteella summafrekvenssijakauma ja suhteellinen
summafrekvenssijakauma.

Kunnallisvero- f st sf%
prosentti
17,0-17,4 3 3 10 %
17,5-17,9 6 9 30 %
18,0-18,4 5 14 47 %
18,5-18,9 8 22 73 %
19,0-19,4 8 30 100 %

Piirretain suhteellisen summafrekvenssijakauman kuvaaja.

100 % »

90 % <
80 % +

70 % <
60 % /
50 %

40 % 4

30 % -

20 %

0%

I

10 % !
: |
7,

16,95 17,45 17,95 18,45 18,95 19,45

kunnallisveroprosentti

a) Alakvartiili kuvan perusteella on noin 17,8 ja ylakvartiili noin 19,0.
b) Edellisen kohdan likiarvojen perusteella kvartiilivali on [17,8; 19,0]. Kvartiilivilin
pituus on

19,0-17,8 =12
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c) Vaihteluvili on[17,0; 19,4], joten vaihteluvalin pituus on
19,4 -17,0=24
Kvartiilivali on vaihteluvilista prosentteina

L2 550
4

bl

18. Muodostetaan kuvaajan perusteella tarvittavat frekvenssijakaumat.

Arvosana f sf sf%
4 2 2 6 %
5 5 7 19 %
6 3 10 28 %
7 8 18 50 %
8 12 30 83 %
9 4 34 94 %
10 2 36 100 %

Alakvartiilin kohdalla suhteellinen summafrekvenssi on vahintain 25 %, joten
alakvartiili on 6.

Ylakvartiilin kohdalla suhteellinen summafrekvenssi on vahintaian 75 %, joten
yldkvartiili on 8.

T4dssa aineistossa tima tarkoittaa, ettd noin neljannes (25 %) opiskelijoista saa
arvosanan, joka on korkeintaan 6 (eli 4, 5 tai 6) ja noin neljannes saa arvosanan joka

on vahintaan 8 (eli 8, 9 tai 10).

Puolet opiskelijoiden arvosanoista on ala- ja ylakvartiilin vilissé eli noin puolet
opiskelijoista saa tdssd tapauksessa arvosanakseen 7.
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19. Piirretdan yhteisjakauman kuvaaja. Koska tarkastellaan kurssiarvosanan
riippuvuutta oppilasmaarista, kurssiarvosana on pystyakselilla ja oppilasmaara
vaaka-akselilla.

10 L 4
< 9 4 *
§ 8 2 2 2
g 6 .
= .

4

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

oppilasméiri

Oppilasmiirin ja kurssiarvosanan vililld on riippuvuutta. Koska pistejoukkoa
kuvaa parhaiten suora, riippuvuus on lineaarista.

20. Piirretddn yhteisjakauman kuvaaja.

1005 -
1000140 7Y .

995 - ¢
990 2

985 4

980 4

975

tiheys(mg/cm3)
L 4

970 4

965 Y —

960 T T T
0 20 40 60 80 100

lampétila (C)

Tilannetta kuvaa parhaiten polynominen malli.
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21. Piirretain yhteisjakauman kuvaaja.

1,4
13 L 4 <

1,2

1,1 - 2 *

0,9

ulosotto (mrd €)

0,7

0,6 ‘ ‘
0 5 10 15 20

tyottomyysaste

Pisteet hajaantuvat, eikd pisteparveen voi sovittaa mitdan kayrda. Tyottomyysasteen
ja ulosottoon ldhetettyjen verorastien mairan vililli ei ole riippuvuutta.
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22. Piirretain yhteisjakauman kuvaaja ja sovitetaan sithen regressiokayra.

600

500 \\\

3%
400

¢
300 4 ‘

energia (kJ)

200 4

100
N

0 100 200 300 400

pituus (pm)

a) Kun sidoksen pituus on 300 pm, sen energia on noin 80 kJ.

b) Kun sidoksen pituus on 50 pm, sen energia on noin 500 k]J.
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23. Piirretaian yhteisjakauman kuvaaja.

9,84

9,83 *

9,82 o

9,81

9,8 1
9,79 1

9784 @

putoamiskiihtyvyys (m/s2)

9,77 1

9,76 v v
0 20 40 60 80 100

leveyspiiri

Piivintasaajalle leveyspiirin asteluku on 0°. Kuvaajan perusteella
putoamiskiihtyvyys piivintasaajalla on 9,770 m/s.

24. a) Koska tarkoitus on tutkia bruttokansantuotteen vaikutusta,
bruttokansantuotetta kuvataan x-akselilla ja imeviiskuolleisuutta y-akselilla.

Syotetain pisteet (x, ) laskimeen tai taulukkolaskentaohjelmaan.
Laskin antaa regressiosuoran yhtilon

9 =A+ Bx kertoimet
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Taulukkolaskentaohjelmassa pistejoukon kuvaajaan voidaan sijoittaa regressiokayra,
jolloin suoranyhtil6 saadaan nakyviin.

7
65 N J=—0,0002x—7,9104
2 N o
g 64— @
2 \
‘S 55 *
= \
o
R
% 0\
W 45
>
B . AN
= S
35
3 L L]
5000 10000 15000 20000 25000 30000
BKT (€/asukas)

Regressiosuoran yhtilo on:

y=-0,0002x + 7,9104
b) Korrelaatiokerroin (joko laskimen tilastotoiminnoilla tai
taulukkolaskentaohjelmalla) on

r= 0,88
c) Lasketaan regressiosuoran yhtilon avulla imeviiskuolleisuus (y), kun BKT (x) on
26 8063 € asukasta kohti.

3 =-0,0002- 26863 +7,9104
=2,5378
~ 25

Imeviiskuolleisuus on tall6in noin 2,5 lasta 1000 syntynytta lasta kohti.
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25. a) Riippuvuutta on havaittavissa kaikissa muissa kuvissa paitsi kuvassa B. Siina
pisteet hajaantuvat eivitkd noudata mitddn kdyraa.

b) Kuvassa A4 ja D riippuvuus on lineaarista. Niissa korrelaatiokertoimen itseisarvo
on suurin. Koska kuvan A pistejoukkoa kuvaa parhaiten laskeva suora, sen
korrelaatiokerroin on negatiivinen.

Kuva A: r= —-0,87

Kuvassa B pistejoukko hajaantuu. Korrelaatiokerroin on téilloin hyvin pieni. Koska
kuvassa C lineaarinen riippuvuus on vield pienempii kuin tissd kuvassa, timin
korrelaatiokerroin on annetuista vaihtoehdoista — 0,15.

Kuva B: r= —0,15

Kuvassa C lineaarinen riippuvuus ei ole kovinkaan voimakasta. Pistejoukkoon sopii
parhaiten toisen asteen kayri. Koska korrelaatiokertoimella mitataan lineaarisen
riippuvuuden voimakkuutta, korrelaatiokerroin on tassa tapauksessa hyvin lahella
nollaa.

Kuva C:r=0

Kuvassa D lineaarinen riippuvuus on hyvin voimakasta. Koska pistejoukkoa kuvaa
parhaiten nouseva suora, korrelaatiokerroin on positiivinen.

Kuva D: r= 0,97
c) Kuva A: laskeva suora
Kuva B: ei mikdin

Kuva C: toisen asteen kayra
Kuva D: nouseva suora
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26. a) Korrelaatiokerroin on positiivinen silloin, kun pistejoukkoa kuvaa nouseva
suora. Kuvan B pistejoukkoa kuvaa nouseva suora.

b) Korrelaatiokerroin on negatiivinen, kun pistejoukkoa kuvaa laskeva suora.
Kuvan A pistejoukkoa kuvaa laskeva suora.

c) Regressiokayra on kuvassa B nouseva suora.

d) Regressiokayra on kuvassa A laskeva suora.

e) Korrelaatio on negatiivinen kuvassa 4.

f) Korrelaatiokerroin on noin 0,93 kuvassa B.

Vastaus: Kuva 4: b, d, e
Kuva B: a, c, f

27. a) Pistejoukkoa kuvaa nouseva suora. Korrelaatiokerroin on titen positiivinen.
Koska pisteet asettuvat hyvin lahelle suoraa, korrelaatiokertoimen arvo on
suuri, joten se kuuluu luokkaan

0,5<r<1

b) Voimakas positiivinen korrelaatio tarkoittaa, ettd mitd suurempi on ilman
limpotila, sitd enemmin jadtel6d myydain.
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28. Havainnollistetaan palkansaajien ja yrittdjien méarien kehitystd samassa

diagrammissa.
2500
2000 y = 23,930x - 4583
'R
%
@ 1500
: <
=
S 1000
S
S
— My = -1241x + 25013
500 4
0 . . . .
1950 1960 1970 1980 1990 2000
® palkansaajat M yrittéjit

Lasketaan regressiosuoran yhtilon kertoimet joko taulukkokirjan kaavoilla,
laskimen tilastotoiminnoilla tai taulukkolaskentaohjelmalla.

Regressiosuorat ovat
palkansaajat: y = 23,936x — 45 530

yrittdjit: y = —12,410x + 25 013
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Lasketaan regressiosuorien yhtiloiden avulla ennusteet vuoden 1994 palkansaajien
ja yrittdjien maarille.

Palkansaajat:

9 =23,936-1994 — 45530
= 2198,384
~ 2198 (tuhatta henkil63)

Palkansaajia vuonna 1994 on 2 198 000.
Yrittajat:
9 =-12,410-1994 + 25013

= 267,46
~ 2067 (tuhatta henkil6d)

Yrittdjia vuonna 1994 on 267 000.

29. Lasketaan kilpailijoiden 100 metrin juoksun ja kuulantyonnén pistemaarat

yhteen.
pistesumma | kokonaispisteet
d Y
1729 8641
1681 8606
1786 8595
1669 8567
1683 8425
1727 8385
1641 8351
1625 8277
1605 8206
1685 8178
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Merkitaan pisteet (x, y) koordinaatistoon. Niin saatu kuvio on
korrelaatiodiagrammi.

8700 1y——"1;9794x—+-5091;5

R* = 0,3835 4
. 8600 T e ‘o
¢ /
:g 8500 4 /
U
2
% 8400 4 / ‘
c
g
% 8300 /‘
~
.
8200 ‘
8100

1550 1600 1650 1700 1750 1800

pistesumma

Lasketaan regressiosuoran kertoimet ja korrelaatiokerroin taulukkokirjan kaavoilla,
laskimen tilastotoiminnoilla tai taulukkolaskentaohjelmalla.

Regressiosuora y = A + Bx kertoimet ovat .4 = 5091,5 ja B = 1,9794.
Korrelaatiokerroin » = 0,6193.

Himalaisen pistesumma on 858 + 732 = 1590.

Kokonaispistemaari on tilloin

y=5091,5 + 1,9794 - 1590
= 8238,746
~ 8239 (pistetta)
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