3.1 Yhtalopari ja leikkauspisteet

161.

a) Molemmat yhtalot toteutuvat suorien leikkauspisteessd. Etsitddn kuvasta
leikkauspisteen koordinaatit.

x=2

Koska leikkauspiste on (2, 1), yhtdloparin ratkaisu on { |
y =

b) Molemmat yhtélot toteutuvat paraabelien leikkauspisteissi. Etsitdén
kuvasta leikkauspisteiden koordinaatit.

Koska leikkauspisteet ovat (-2, 2) ja (0, —2), yhtdloparin ratkaisut ovat

x=-2 _ |[x=0
tai .
y=2 y=-2



162.

a) Sijoitetaan annetut muuttujien arvot yhtéldihin ja tutkitaan toteuttaako
ne yhtdlot.

6x—-2y=4 x=2
{ysz—6 y=4
6-2-2-4=4

{4=5~2—6

4=4

{4:4

. x R B . M
Yhtélot toteutuvat, joten { 4 on yhtéldparin ratkaisu.

b) Sijoitetaan annetut muuttujien arvot yhtiloihin ja tutkitaan toteuttaako
ne yhtalot.

y=3x-2 x=2
{—2x+y:1 y=4
y=3-2-2
{—2-2+4:1

4=4
0=1

X
Toinen yhtélo ei toteudu, joten { 4 ei ole yhtédloparin ratkaisu.



163.

Piste (-3,5) = { - Sijoitetaan pisteen koordinaatit yhtdloihin ja

tutkitaan toteuttaako ne yhtalot.

y=-3x-4 x=-3
{y:x+8 y=35
5=-3-(-3)-4

{5:—3+8

5=5
5=5

Yhtilot toteutuvat, joten piste (-3, 5) on suorien leikkauspiste.



164.

a) Yhtéloparin ensimmaéinen yhtilo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa,
joten ratkaistaan yhtlo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan ensimmadisestd y:n lauseke jalkimmaiseen yhtdloon y:n paikalle.

y=2x+1
2x+y+3=0

2x+(2x+1)+3=0

Saadaan yhtdlo 2x+(2x+1)+3 =0, joka siséltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtélosta x.

2x+(2x+1)+3=0
2x+2x+1+3=0
dx =-4 4

x=-1

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =—1) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x =—1 ensimmaéiseen yhtdloon y =2x+1.

y=2-(-1)+1=-1

Joten yhtiloparin ratkaisu on {



b) Yhtéloparin ensimmaéinen yhtilo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa,
joten ratkaistaan yhtalo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan ensimmadisestd x:n lauseke jalkimmaiseen yhtdloon x:n paikalle.

x=3y+2
-x+5y=28

~(3y+2)+5y=8

Saadaan yhtdlo —(3y+2)+5y =8, joka sisdltdd vain tuntemattoman y.

Ratkaistaan saadusta yhtéalosta y.

~(By+2)+5y=8

—3y-2+5y=8
2y =10 2
y=3

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (y =5) jompaankumpaan alkuperiiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan y =5 ensimmdiseen yhtdloon x =3y +2.

x=3-5+2=17

x=17

Joten yhtdldparin ratkaisu on { s
y =



165.

a) Yhtéloparin toinen yhtilo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa, joten
ratkaistaan yhtdlo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan ensimmadisestd y:n lauseke jalkimmaiseen yhtdloon y:n paikalle.

2x+3y+23=0
y=3x—-4

2x+3-3x—-4)+23=0

Saadaan yhtdlo 2x+3-(3x—4)+23 =0, joka sisdltdd vain tuntemattoman
x. Ratkaistaan saadusta yhtélosta x.

2x+3-3x—4)+23=0
2x+9x—-12+23=0
Ilx=-11 11

x=-1

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =—1) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtiloon.

Sijoitetaan x =—1 toiseen yhtdloon y=3x—-4.

y=3:(-1)-4=-7

X
Joten yhtdloparin ratkaisu on {



b) Yhtéloparin toinen yhtdlo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa, joten
ratkaistaan yhtdlo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan ensimmadisestd y:n lauseke jalkimmaiseen yhtdloon y:n paikalle.

3x-6y=0
y=x+1
3x-6-(x+1)=0

Saadaan yhtdlo 3x—6-(x+1) =0, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtéalosta x.

3x-6-(x+1)=0

3x-6x-6=0
3x=-6 :3

x=-2

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =-2) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x = -2 toiseen yhtdloon y=x+1.

y=-2+1=-1

Joten yhtdloparin ratkaisu on {



166.

Muodostetaan suorien yhtéldistd yhtélopari ja ratkaistaan leikkauspiste
sijoitusmenetelmalla.

y=3x+1
y=—x+1

3x+1=—x+1
Saadaan yhtdld 3x+1=—x+1, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtalosta x.

3x+1=—x+1
4x=0
x=0

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =0) jompaankumpaan alkuperdiseen

yhtil66n.

Sijoitetaan x =0 toiseen yhtdloon y =—-x+1.

y==0+1=1

=0
Joten yhtéiloparin ratkaisu on {x { ja leikkauspiste on (0,1).

y



167.

Muodostetaan suorien yhtéldistd yhtédlopari ja ratkaistaan leikkauspiste
sijoitusmenetelmalld.

y=5x-4
y=x+4
5x-4=x+4

Saadaan yhtdlo 5x—4 = x+4, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtélosté x.

S5x-4=x+4
4x=8 k4
x=2

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =2) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x =2 toiseen yhtdloon y=x+4.

y=2+4=6

x=2
Joten yhtéloparin ratkaisu on { 6 ja leikkauspiste on (2, 6).
y =
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a) Kumpikaan yhtildisté ei ole ratkaistussa muodossa. Ensimmaéisesti
yhtdlostd on kuitenkin helppo ratkaista lauseke muuttujalle y.

2y=-2x+6 :6
y=—x+3

Sijoitetaan saatu y:n lauseke toiseen yhtdloon 4x+4y =12.

4x+4(—x+3)=12
4x—-4x+12=12
0=0

Saatu védite 0 =0 on tosi. Mika tahansa luku x toteuttaa yhtilon, joten
yhtéloparilla on ddrettdman monta ratkaisua (x, ).

Kaikki Iukuparin (x, y) eivét kuitenkaan kelpaa yhtiloparin ratkaisuiksi.
Ratkaistaan my0s toisesta yhtélostd lauseke muuttujalle y.

4x+4y =12
4y =—4x+12 4
y=-x+3

Huomataan, ettd kyseessd on saman suoran yhtalo.

Téllaisessa tilanteessa, jossa x-koordinaatille saadaan darettdoméan monta
ratkaisua, yhtiloparissa esiintyvid yhtéloitd kuvaa koordinaatistossa
tasmélleen sama suora. Ratkaisuiksi kelpaavat kaikki tdmén suoran pisteet
(x,y). Eli ratkaisuna ovat kaikki suoran y =—x+3 pisteet.



b) Yhtéloparin toinen yhtdlo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa, joten
ratkaistaan yhtélopari sijoitusmenetelmalla.

3x+9y =18
1

=——x-2
d 3

3x+9-(—%x—2j:18

Saadaan yhtdlé 3x+9- (—%x — 2) =18, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtélosti x.

3x+9(—%x—2):18

3x-3x-18=18
0=36

Saatu védite 0 =36 on epdtosi. Yhtélolla ei ole ratkaisua, joten
yhtiloparillakaan ei ole ratkaisua.



169.

a) Yhtéloparin ensimmaéinen yhtilo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa,
joten ratkaistaan yhtdlopari sijoitusmenetelmalla.

2
=—x+3
775
—4x+10y =50

—4x+10-(§x+3j:50

2 . . .
Saadaan yhtilo —4x+10- (Ex + 3) =50, joka sisdltdd vain tuntemattoman

X.

Ratkaistaan saadusta yhtélosté x.

—4x+10-(§x+3}=50

—4x+4x+30=50
0=20

Saatu véite 0 =20 on epétosi. Yhtélolla ei ole ratkaisua, joten
yhtdloparillakaan ei ole ratkaisua.



b) Yhtéloparin toinen yhtdlo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa, joten
ratkaistaan yhtélopari sijoitusmenetelmalla.

x—4y=1

——lx+1
4 2

x—4(—lx+q:1
2

1 . . .
Saadaan yhtdlo x—4- (_5 X+ lj =1, joka siséltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtéalosta x.

x—4~(—lx+lj=l
2

x+2x-4=1
3x=5 :3

5

X==

3

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x = EJ jompaankumpaan alkuperiiseen

yhtdl66n.



. 5 . .
Sijoitetaan x = 3 ensimmaiseen yhtdloon x—4y =1.
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a) Muodostetaan yhtéldistd yhtdlopari ja ratkaistaan x ja y, jotka toteuttavat
molemmat yhtélot, sijoitusmenetelmalla.

—3x+5y=6
y=2x-3
-3x+5-(2x-3)=6

Saadaan yhtdlo —3x+5-(2x—3) =6, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtéalosta x.

3x+5-(2x-3)=6

—3x+10x-15=6
Tx=21 27
x=3

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =3) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x =3 toiseen yhtdloon y =2x-3.

y=2.3-3=3

Joten yhtdloparin ratkaisu on { 3 ja molemmat yhtdlot toteutuvat, kun
y =
x=3jay=3.



b) Kumpikaan yhtildisté ei ole ratkaistussa muodossa. Ensimmaéisesta
yhtélostd on kuitenkin helppo ratkaista lauseke muuttujalle y.

3y=6x-3 :3
y=3x-1

Sijoitetaan saatu y:n lauseke toiseen yhtdloon x+ y =8.

x+2x—-1=8
3x=9 3
x=3

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =3) jompaankumpaan alkuperdiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x =3 ensimmaiiseen yhtdloon 3y =6x—-3.

3y=6-3-3
3y=15 :3
y=5
L . x=3. -
Joten yhtiloparin ratkaisu on { s ja molemmat yhtéldt toteutuvat, kun
y =

x=3jay=5.



171.

a) Leikkauspisteissd toteutuvat molemmat yhtélot, joten muodostetaan
yhtdlopari. Ratkaistaan yhtéldpari sijoittamalla ensimmaéisesti yhtélostd y:n
lauseke jélkimmadaiseen yhtidloon.

y=x>-3x+2
y=2x+4=0
(x?3x+2)-2x+4=0

Sievennetddn yhtdlod ja ratkaistaan siité x.

(x*3x+2)-2x+4=0
x*=3x-2x+2+4=0
x?=5x+6=0

Kaytetddn ratkaisukaavaa.

o —(=5)£/(=5)*—4-1-6

2-1

5+41

X =
2

5+1
xX=—

2
x=5—+1:3taix:5—_1:2

2 2



Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = x>—3x+2 lausekkeeseen.

Kun x =3, niin y=3°-3-3+2=2

Kun x =2, niin y=2°-3-2+2=0

Paraabelin ja suora leikkaavat pisteissi (3, 2) ja (2, 0).
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a) Ratkaistaan yhtdlopari sijoittamalla ensimmaiisestd yhtilostd y:n lauseke
jalkimmadiseen yhtiloon.

y=2x—-6
y=—x"+5x-2
2x—6=—x"+5x-2
Sievennetdin yhtdlod ja ratkaistaan siité x.
2x—6=—x"+5x-2

x?=3x-4=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

D341

2-1
x_34_r\/3
2
3+5
xX=—
2
x:£:4taix:ﬁ:—l

2 2



Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = —x>+5x—2 lausekkeeseen.

Kun x=4,niin y=-4°+5-4-2=-16+20-2=2.

Kun x=-1, niin y=—(-1)>+5-(-1)-2=-1-5-2=-8.

i . x=4  |Jx=-1
Yhtéloparin ratkaisut ovat 5 tai .



b) Ratkaistaan yhtilopari sijoittamalla ensimmaisestd yhtilostd y:n lauseke
jalkimmaéiseen yhtdloon.

y==-2x+3
x’=y+4=0
x’—(2x+3)+4=0

Sievennetdédn yhtdlo4 ja ratkaistaan siitd x.

x°—(-2x+3)+4=0
x’42x-3+4=0

x*+2x+1=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

L2V

2-1
—2+4/0
X =
2
240
x:
2
x:_—2:—1

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =—1) jompaankumpaan alkuperdiseen

yhtdloon.



Sijoitetaan x = —1 paraabelin yhtiloon x>~y +4=0.

(-1)*—y+4=0
y=1+4
y=>5

x=-1

Yhtéloparin ratkaisu on { s
y =



173.

a) Ratkaistaan yhtdlopari sijoittamalla toisesta yhtdlostd y:n lauseke
ensimmaiseen yhtaloon.

4x+y=3
y=—x"—x+3
dx+(—x*-x+3)=3

Sievennetdin yhtdlo4 ja ratkaistaan siité x.

dx+(—x*-x+3)=3

—x*+4x-x=0

—x?+3x=0
x(=x+3)=0
x=0 tai —x+3=0

x=3

Yhtdlolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = —x’>—x+3 lausekkeeseen.

Kun x =0, niin y=-0°-0+3=3.

Kun x =3, niin y=-3"-3+3=-9-3+3=-9.

. . x=0  [x=3
Yhtéloparin ratkaisu on tai .
y=3 y=-9



b) Ratkaistaan yhtélopari sijoittamalla toisesta yhtdlostd y:n lauseke
ensimmaéiseen yhtaloon.

2x—y=1
y=2x"-3x+4

2x—(2x*3x+4)=1

Sievennetddn yhtdlod ja ratkaistaan siitd x.

2x—(2x*3x+4)=1
2x—2x*+3x—-4=1
2x*+5x—=5=0

Kaytetddn ratkaisukaavaa.

545 —4-(=2)-(-5)
. 2-(2)
o —5+/-15

4

Koska juurrettava on negatiivinen luku, ei yhtélolld ole ratkaisuja, titen ei
yhtdloparillakaan ole ratkaisuja.
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a) Leikkauspisteissd toteutuvat molemmat yhtéldt, joten muodostetaan
yhtdlopari. Ratkaistaan yhtéldpari sijoittamalla ensimmaéisestd yhtélostd y:n
lauseke jélkimmadiseen yhtidloon.

y=5x-2
15x-3y=6
15x-3-(5x-2)=6

Saadaan yhtdlo 15x—3-(5x—2) =6, joka siséltdd vain tuntemattoman x.

Ratkaistaan saadusta yhtélosti x.
15x-3-(5x-2)=6
15x-15x+6=6
0=0

Saatu védite 0 =0 on tosi. Mika tahansa luku x toteuttaa yhtdlon, joten
yhtéloparilla on ddrettdman monta ratkaisua (x, ).

Kaikki lukuparin (x, y) eivét kuitenkaan kelpaa yhtiloparin ratkaisuiksi.
Ratkaistaan my0s toisesta yhtdlostd lauseke muuttujalle y.

15x-3y=6
—3y=—15x+6 [ (=3)
y=5x-2

Huomataan, ettd kyseessd on saman suoran yhtalo.



Tallaisessa tilanteessa, jossa x-koordinaatille saadaan dérettoméan monta
ratkaisua, yhtdloparissa esiintyvid yhtéloitd kuvaa koordinaatistossa
tdsmélleen sama suora. Ratkaisuiksi kelpaavat kaikki timén suoran pisteet
(x,y). Eli ratkaisuna ovat kaikissa suoran y =5x —2 pisteissi.

b) Leikkauspisteissé toteutuvat molemmat yhtélét, joten muodostetaan

yhtélopari. Ratkaistaan yhtdlGpari sijoittamalla ensimmaisestd yhtdlostd y:n
lauseke jalkimmaiseen yhtdloon.

y=5x-2
y=x"+8x-12

5x-2=x>4+8x-12

Sievennetddn yhtdlo4 ja ratkaistaan siitd x.
S5x—2=x"+8x-12
x*4+8x—5x—12+2=0
x*+3x-10=0



Kaytetdan ratkaisukaavaa.

_B3E374-1:(-10)

X
2-1
LT3N
2

317

X =
2

-3+7 -3-7

X =

=2talx=—-=-5
2

Yhtélolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y -koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = x°+8x—12 lausekkeeseen.

Kun x=2,niin y=2°+8-2-12=4+16-12=8.

Kun x =-5, niin y=(-5)>+8-(-5)-12=25-40-12=-27.

Suora leikkaa paraabelin pisteissd (2, 8) ja (=5, —27).
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Leikkauspisteissd toteutuvat molemmat yhtélot, joten muodostetaan
yhtdlopari. Ratkaistaan yhtéldpari sijoittamalla ensimmaéisestd yhtélostd y:n
lauseke jélkimmadiseen yhtidloon.

y=2x-x-1
y=x>4+3x+4

2x’—x—1=x"+3x+4
Sievennetiédn yhtdlo4 ja ratkaistaan siité x.
2xi—x—1=x"+3x+4

x’—4x-5=0

Kéytetdédn ratkaisukaavaa.

A A1)

21
L_4£436

2
4+6
X=—
2
x=4+6:5taix:ﬂ:—l

2 2



Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten paraabeleilla on kaksi leikkauspistetta.
Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla saadut x:n arvot

paraabelin y = x*+3x +4 lausekkeeseen.

Kun x=—1,niin y=(-1)*4+3-(-1)+4=1-3+4=2

Kun x=5,niin y=5°+3-5+4=25+15+4=44

Paraabelit leikkaavat toisensa pisteissd (—1, 2) ja (5, 44).
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a) Leikkauspisteissd toteutuvat molemmat yhtéldt, joten muodostetaan
yhtdlopari. Ratkaistaan yhtéldpari sijoittamalla ensimmaéisestd yhtélostd y:n
lauseke jélkimmadiseen yhtidloon.

y=-x"+4x-17
Ox—y=3
9x—(—x’+4x-7)=3

Sievennetdin yhtdlod ja ratkaistaan siité x.

9x —(—x’+4x-7)=3
Ox+x>—4x+7=3

x’4+5x+4=0

Kaytetddn ratkaisukaavaa.

L TSEVSI 414

2-1
—5+/9
x:
2
-5+3
X =
2

x=_5+3 =-1 taix=i_3=—4
2 2




Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = —x’+4x—7 lausekkeeseen.

Kun x =—1,niin y=—(-1)’+4-(-1)-7=-1-4-7=-12

Kun x =4, niin y =—(—4)>+4-(-4)-7=-16-16-7 = -39

Paraabeli leikkaa suoran pisteissd (—1, —12) ja (—4, —39).



b) Leikkauspisteissé toteutuvat molemmat yhtélot, joten muodostetaan
yhtélopari. Ratkaistaan yhtilopari sijoittamalla ensimmaisestd yhtilostd y:n
lauseke jalkimmaiseen yhtdloon.

y=-x"+4x-7
y=x’+3x-7

—x’+4x—-T=x*+3x-7

Sievennetddn yhtdloa ja ratkaistaan siitd x.

—x’+4x-T7=x*+3x-7

2x*—x=0
x2x-1)=0
x=0 tai 2x-1=0
2x =1 22
1
xX=—
2

Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten paraabeleilla on kaksi leikkauspistetta.
Ratkaistaan leikkauspisteiden y -koordinaatit sijoittamalla saadut x:n arvot
paraabelin y = —x’+4x —7 lausekkeeseen.

Kun x =0, niin y=-0°+4-0-7=-7
21
Kun x:l,niin y=- 1 2+4-l—7=—l+2—7=——
2 2 2 4 4

o . (1 21
Paraabelit leikkaavat pisteissd (0,—7) ja (5,—?j
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a) Sijoitetaan yhtdloihin x = -2 ja y =1 sekd sievennetdin ne.

—3ax+4by =6 x=-2
ay=2x+b y=1

a-1=2-(-2)+b
6a+4b=6
a=b-4

{—3a-(—2)+4b-1:6



: e . |6at+4b=6 . e
b) Ratkaistaan yhtilopari 4 sijoittamalla jalkimmaisesti
a

yhtdlostd a:n yhtdlo ylempédan yhtaloon.

6a+4b=6
a=b—-4
6(b—4)+4b=6

Saadaan yhtilo 6(b—4)+4b =6, joka siséltdd vain tuntemattoman b.

Ratkaistaan saadusta yhtalosta b.

6(b—4)+4b=6

6b—24+4b=6
105 =30 110

b=3

Sijoittamalla saatu b:n arvo jalkimmaéiseen yhtéloon, saadaan a:n arvo

a=3-4=-1

b
Yhtéloparin ratkaisu on { {
a=-



178.

a) Muutetaan jialkimmainen yhtdlo muotoon y=ax+5b.

2x+y=15
y=-2x+15

Piirretdédn laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

Molemmat yhtdlot toteutuvat suorien leikkauspisteissd. Etsitdén laskimella
kuvasta leikkauspisteen koordinaatit.

Koska leikkauspiste on (4, 7), yhtiloparin ratkaisuon x =4 ja y=7.



b) Muutetaan ensimmadinen yhtiléo muotoon y =ax+b.
Sx+2y=1
1

_ 2yl
4 2 2

Piirretddn laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

y=-2x+3

T 1T T T 7 —\ T T
7 6 5 4 3 5 4 \1\2 3 X

Molemmat yhtilot toteutuvat suorien leikkauspisteissé. Etsitdéin laskimella
kuvasta leikkauspisteen koordinaatit.

Koska leikkauspiste on (=5, 13), yhtiloparin ratkaisu on x =-5 ja y =13.



179.

a) Muutetaan jialkimmainen yhtdlo muotoon y=ax+5b.

8x -2y =10
y=4x-5

Piirretddn laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

Yhtéloparilla ei ole ratkaisua, koska suorat ovat yhdensuuntaiset.



b) Muutetaan ensimmadinen yhtiléo muotoon y =ax+b.

14x+2y =6
y=-Tx+3

Piirretdén laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

—15-

Ratkaisuja ovat kaikki suora y =—7x+3 pisteet, koska suorat ovat sama
suora.



180.

Muutetaan jalkimmaéainen yhtdlé muotoon y =ax+5b.

Ox—-2y=-28

9
=—x+14
)
Piirretddn laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

70+
65
601 (10,59)
551
50
45
40

y=§x+14 | [y=7x-1

T T T T T T T
15 10 —5/ / 5 10 15 20 X

Leikkauspiste on (10, 59).



181.

Piirretdédn laskimella kuvaajat koordinaatistoon.

10[ 20 30 40 s0 X

. y=x>-11x-42
_40-

50

—60- (9,-60)

7 y=-7x+3

Suora ja paraabeli leikkaavat pisteissd (—5, 38) ja (9, —60).



182.

Yhtéloparin jalkimmainen yhtdlo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa,
joten ratkaistaan yhtilo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan jalkimmaisestd y:n lauseke ensimmadiseen yhtdloon y:n paikalle.
6x—-3y=06
y=-2x+1

6x—-3-(2x+1)=6

Saadaan yhtdlo 6x—3-(—2x+1) =6, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.
Ratkaistaan saadusta yhtdlosta y.

6x—-3-(2x+1)=6

6x+6x—-3=6
12x=9 112

3

X =—

4

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x = Zj jompaankumpaan alkuperdiseen

yhtil66n.

Sijoitetaan x :% jalkimmaiseen yhtdloon y =-2x+1.

4 2 2
3
X=—
Yhtéloparin ratkaisu on 4 .
y==-=



183.

a) Kumpikaan yhtil6isté ei ole ratkaisussa muodossa. Jalkimmaisestd
yhtdlostd on kuitenkin helppo ratkaista lauseke muuttujalle y.

6y=4x-6 :6
2
=—x-1
Y73

Sijoitetaan saatu y:n lauseke ensimmaéiseen yhtdloon 2x -3y =3.

2x—3-(2x—1j:3
3

2x—2x+3=3
0=0

Saatu véite 0 =0 on tosi. Mika tahansa luku x toteuttaa yhtdlon, joten
yhtéloparilla on ddrettdman monta ratkaisua (x, ).

Kaikki Iukuparin (x, y) eivét kuitenkaan kelpaa yhtiloparin ratkaisuiksi.
Ratkaistaan myds toisesta yhtélostd lauseke muuttujalle y.

2x-3y=3
—3y=-2x+3 (=3)
2
=—x-1
Y73

Huomataan, ettd kyseessd on saman suoran yhtalo.



Tallaisessa tilanteessa, jossa x-koordinaatille saadaan dérettoméan monta
ratkaisua, yhtdloparissa esiintyvid yhtéloitd kuvaa koordinaatistossa
tdsmélleen sama suora. Ratkaisuiksi kelpaavat kaikki timén suoran pisteet

. . o 2 :
(x,y). Eli ratkaisuna ovat kaikki suoran y = Ex —1 pisteet.

b) Yhtéloparin toinen yhtdlo on jo valmiiksi ratkaistussa muodossa, joten
ratkaistaan yhtdlo sijoitusmenetelmalla.

Sijoitetaan ensimmdisestd y:n lauseke jilkimmaiseen yhtdloon y:n paikalle.

y=—4x+5
8x+2y=-3

8x+2-(-4x+5)=3

Saadaan yhtdlo 8x+2-(—4x+5) =3, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.
Ratkaistaan saadusta yhtdlosta x.

8x+2-(-4x+5)=3
8x—8x+10=3
0=-7

Saatu védite 0 =—7 on epétosi. Yhtilolla ei ole ratkaisua, joten
yhtiloparillakaan ei ole ratkaisua.



184.

a) Leikkauspisteissd toteutuvat molemmat yhtéldt, joten muodostetaan
yhtdlopari. Ratkaistaan yhtéldpari sijoittamalla ensimmaéisestd yhtélostd y:n
lauseke jélkimmadiseen yhtidloon.

y=2x-9
x—=2y=6
x—=2-2x-9)=6

Saadaan yhtilo x—2-(2x—-9) =6, joka sisdltdd vain tuntemattoman x.
Ratkaistaan saadusta yhtdlosta x.

x—2-2x-9)=6

x—4x+18=6
—3x=-12 (-3)

x=4

Sijoitetaan saatu muuttujan arvo (x =4) jompaankumpaan alkuperiiseen
yhtdloon.

Sijoitetaan x =4 toiseen yhtdloon x—2y =6.

4-2y=6
2y=2 [ (-2)
y=-1

Suorat leikkaavat pisteessi (4, —1).



b) Leikkauspisteissé toteutuvat molemmat yhtélot, joten muodostetaan
yhtélopari. Ratkaistaan yhtilopari sijoittamalla ensimmaisestd yhtilostd y:n
lauseke jalkimmaiseen yhtdloon.

y=2x-9
y=2x-3x-12
2x—-9=2x>-3x-12

Sievennetiédn yhtdloa ja ratkaistaan siité x.

2x—-9=2x*-3x-12
2x2-5x-3=0

Kaytetddn ratkaisukaavaa.

42D

2:2
x_SJ_r\/E
4
5+7
xX=—
4
5+7 . 5=-7 1
X= =3talx=——=——

4 4 2



Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten suoralla ja paraabelilla on kaksi
leikkauspistettd. Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla

saadut x:n arvot paraabelin y = 2x°—3x—12 lausekkeeseen.

Kun x =3, niin y=2-3-3-3-12=18-9-12=-3

Kun x:—l,niin y=2- SR ERE B T PO S S ST
2 2 2 2 2

Suora leikkaa paraabelin pisteissa (3, —3) ja (—% , —10} .



18S.

Ratkaistaan yhtdlopari sijoittamalla ensimmdiisestd yhtdlostd y:n lauseke
jalkimmadiseen yhtdloon.

y=-3x"+5x+8
y=-2x"+x—4

—3x’+5x+8=-2x"+x—4
Sievennetdin yhtdlod ja ratkaistaan siité x.
—3x’+5x+8=-2x"+x—4

x’—4x-12=0

Kéytetdédn ratkaisukaavaa.

o —(—4) £ J(—4)—4-1-(-12)

2-1
x_zwa
2
4+8
xX=—
2
xzﬂ:6taix:ﬂ:—2

2 2



Yhtilolla on kaksi ratkaisua, joten paraabeleilla on kaksi leikkauspistetta.
Ratkaistaan leikkauspisteiden y-koordinaatit sijoittamalla saadut x:n arvot

paraabelin y = —2x’+x—4 lausekkeeseen.

Kun x=6,niin y=-2-6’+6—-4=-72+6-4=-70

Kun x =-2, niin y=-2-(-2)>+(-2)-4=-8-2-4=-14

e . x=6 | |[x=-2
Yhtéloparin ratkaisut ovat ja .
y=-70 y=-14



186.

a) Muutetaan jialkimmainen yhtdlo muotoon y=ax+5b.

5x+2y=36
2y=-5x+36 :2
5
=——x+18
4 2

Piirretdédn laskimella suorien kuvaajat koordinaatistoon.

34 (6,3)

y=8x-45 y=—§x+18

Suorien leikkauspiste on (6, 3)



b) Piirretdédn laskimella kuvaajat koordinaatistoon.

120
y=8x-45
00+
80

60

407 4 (10, 35)
20+

80 —60 —40 2 20 40 60 80 X

y=x2+7x-135

Suora leikkaa paraabelin pisteissd (—9, —117) ja (10, 35).



3.2 Yhtélopari sovellustehtavissa

187.

a) Kun jialkimmaiinen yhtélo kerrotaan puolittain luvulla 3, tuntematon y
saadaan eliminoitua yhtéloparista.

3y+x=5
-y—5x=3 3
3y+x=35
+ I
{—3y—15x:9
~14x=14 | (-14)

x=-1
Sijoitetaan x =—1 yhtdloon —y —5x =3 ja ratkaistaan y.

—y=5-(-1)=3
-y+5=3
—y=-2 (=D
y=2

x=-1

Yhtéloparin ratkaisu on { .
y=2



b) Kun jialkimmainen yhtélo kerrotaan puolittain luvulla —5 ja

ensimmaéinen yhtilo kerrotaan luvulla 2, tuntematon y saadaan eliminoitua
yhtiloparista.

Tx+5y=3 |-2
{3x+2y:3 [(-5)
14x+10y =6
+{—15x—10y =-15
-x=-9 |: =D
x=9

Sijoitetaan x =9 yhtdloon 3x+2y =3 ja ratkaistaan y.

3-9+2y=3

27+2y=3
2y=-24 :2
y=-12

x=9

Yhtéloparin ratkaisu on .
y=-12



188.

Kun jialkimmaiinen yhtdlo kerrotaan puolittain luvulla 2, tuntematon x
saadaan eliminoitua yhtéloparista.

2x+y=4
—x+2y=1 2
2x+y=4
I
{—2x+4y:2
5y=6 :5
_6
4 5

Sijoitetaan y =g yhtdloon 2x+ y =4 ja ratkaistaan x.

2x+§=4
5
2x:E 12
5
7
xX=—
5



189.

a) Kun jilkimmaiinen yhtdlo kerrotaan puolittain luvulla —1, tuntematon y
saadaan eliminoitua yhtéloparista.

2-x-y=0

2-2x—y=0 (1)
2—x—y=

N x—y=0
—2+4+2x+y=0

x=0

Sijoitetaan x =0 yhtdloon 2—x—y =0 ja ratkaistaan y.

2-0-y=0
y=2

x=0

Yhtiloparin ratkaisu on { .
y=2



b) Sievennetddn molemmat yhtilot.

2(x+3y)-1=0 -2(3x-2y)—-8=0
2x+6y—-1=0 —6x+4y—-8=0

Kun ensimmaéinen yhtél6 kerrotaan puolittain luvulla 3, tuntematon x
saadaan eliminoitua yhtéloparista.
2x+6y—-1=0 3

{—6x +4y-8=0
+{6x+18y—3 =0

—6x+4y-8=0

22y-11=0
2y=11 [:22

J’ZE

o 1 : .
Sijoitetaan y = 5 yhtéloon 2x+6y—1=0 ja ratkaistaan x.

2x+6-l—1=0
2

2x+3-1=0
2x=-2 12

x=-1

Yhtiloparin ratkaisu on



190.
Sievennetidin molemmat yhtalot.

2x+(a+1)y=5 3x+(a-2)y=a
2x+ay+y=>5 3x+ay-2y=a

Kun jilkimmaiinen yhtélo kerrotaan puolittain luvulla 2 ja ensimmaéinen
yhtéld kerrotaan luvulla —3, tuntematon x saadaan eliminoitua
yhtdloparista.

2x+ay+y=>5 |-(—3)

{3x+ay—2y=a |~2
—6x—3ay-3y=-15
{6x+2ay—4y =2a

—ay—Ty=2a-15
y(—a-7)=2a-15 [ (—a—7)

2a—-15

- -a—"7

Yhtilolla ei ole ratkaisuja, jos

—a-T7=0
a=-7



191.

Merkitddn aikuisten lippujen miédraa kirjaimella x ja lasten lippujen madraa
kirjaimella y. Kootaan tehtévin tiedot taulukkoon ja muodostetaan sen
avulla tarvittavat yhtalot.

Maidrd Kertynyt raha
Aikuisten lippu X 10x
Lasten lippu y Sy
Yhteensd x+y 10x + 5y

Koska lippuja myytiin yhteensd 300, saadaan yhtdldé x+ y =300.

Koska lipuista kertyi 2100 € rahaa, saadaan yhtdlé 10x+5y =2100

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan se yhteenlaskumenetelmalla.

x+y =300 [(=5)
{10x+5y =2100
—5x—-5y=-1500
+{10x+5y =2100
5x =600 :5
x=120

Sijoitetaan x =120 yhtdloon x+ y =300.

120+ y =300
y =180

Aikuisten lippuja myytiin 120 kpl ja lasten lippuja 180 kpl.




192.

Merkitddn lehmien mairaa kirjaimella x ja kanojen méérai kirjaimella y.
Kootaan tehtdvién tiedot taulukkoon ja muodostetaan sen avulla tarvittavat
yhtilot.

Maidra Jalkoja
Lehmid X 4x
Kanoja y 2y
Yhteensd xty 4x + 2y

Koska eldimid on yhteensd 32, niin saadaan yhtdlé x+ y =32.

Koska eldimilld on jalkoja yhteensd 88, niin saadaan yhtdlo 4x+2y =88.

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan se yhteenlaskumenetelmalla.

x+y=32 [(-2)
{4x+2y:88
—2x—-2y=—64
+{4x+2y:88
2x=24 :2
x=12

Sijoitetaan x =12 yhtdléon x+y =32.

124+y=32
y=20

Lehmié on 12 ja kanoja 20.




193.

Merkitddn kahvin hintaa kirjaimella x ja munkin hintaa kirjaimella y.

Koska viisi kahvia ja kahdeksan munkkia maksavat yhteensé 22 €, saadaan
yhtdlo 5x+8y=22.

Koska nelja kahvia ja kuusi munkkia maksavat yhteensé 17 €, saadaan
yhtdlo 4x+6y =17.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan se yhteenlaskumenetelmalla.

5x+8y=22 |3
{4x4—6y::17 [(—4)
15x+24 =66
+{—16x—24y:—68
—x=-2 |-
x=2

Sijoitetaan x =2 yhtéloon Sx+8y =22.

5.248y=22
8y=12 :8
3
—2-15
73

Kahvin hinta on 2 € ja munkin hinta on 1,5 €.



194.

Merkitddn kakkujen madraa kirjaimella x ja piirakoiden méérai kirjaimella
». Kootaan tehtévin tiedot taulukkoon ja muodostetaan sen avulla
tarvittavat yhtalot.

Maira Kananmunien Jauhojen
kulutus kulutus
Kakkuja X 2x Sx
Piirakoita y 2y 2,5y
Yhteensa x+y 2x + 2y Sx+ 2,5y

Koska kananmunia kdytetddn yhteensd 352, saadaan yhtdlo 2x+2y =352.

Koska jauhoja kdytetddn yhteensa 62 litraa, eli 620 desilitraa, saadaan
yhtdlo 5x+2,5y =620.

Muodostetaan yhtiloistd yhtélopari ja ratkaistaan se laskimella.

2x+2y =352
5x+2,5y =620

Yhtiloparin ratkaisuna on y = 104 ja x = 72.

Kakkuja leivotaan 72 ja piirakoita 104.




195.

Merkitddn aikuisten médrié kirjaimella x ja lasten midraa kirjaimella y.
Kootaan tehtdvén tiedot taulukkoon ja muodostetaan sen avulla tarvittavat
yhtilot.

Maira Rannekkeisiin kédytetty
rahamaari
Aikuisia X 27x
Lapsia y 16y
Yhteensa xX+y 27x + 16y

Koska lomailijoita oli yhteensd 40, saadaan yhtdlo x+ y =40.

Koska rannekkeisiin kéytettiin yhteensd 772 €, saadaan yhtalo
27x+16y=772.

Muodostetaan yhtiloistd yhtélopari ja ratkaistaan se laskimella.

x+y=40
27x+16y =772

Yhtiloparin ratkaisuna on y =28 jax = 12.

Aikuisia oli 12 ja lapsia 28.




196.

Merkitddn maalin A madrié kirjaimella x ja maalin B mairéa kirjaimella y.
Kootaan tehtdvén tiedot taulukkoon ja muodostetaan sen avulla tarvittavat

yhtilot.

Maira Keltaisen Sinisen
pigmentin pigmentin
kulutus kulutus

Maali A X 80x 110x
Maali B y 120y 90y
Yhteensi x+y 80x + 120y 110x + 90y

Koska keltaista pigmenttié kéytettiin yhteensd 3,2 kg =3200 g, saadaan
yhtdlo 80x+120y =3200

Koska sinistd pigmenttid kaytettiin yhteensé 3,5 kg =3500 g, saadaan

yhtdls 110x+90y =3500.

Muodostetaan yhtdloistd yhtdlopari ja ratkaistaan se laskimella.

80x +120y =3200
110x+90y =3500

Yhtéloparin ratkaisuna on y = 12 ja x = 22.

Maalia A valmistetaan 22 litraa ja maalia B valmistetaan 12 litraa.







197.

a) Kootaan tiedot taulukkoon.

Matka (km) Polttoainekulut / Kustannukset y
km (€) (€)
Diesel X 0,064x 880 + 0,064x
Bensiini X 0,084x 650 + 0,084x

Riippuvuutta kuvaavat yhtilot ovat:

Diesel y=880+0,064x

Bensiini y =650+ 0,084x

Piirretddn kuvaajat samaan koordinaatistoon.

y
2200+

2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400+

diesel

bensiini

T T T
2000

4000 6000 8000

10000 12000 14000 16000 |

18000 | 20000X

b) Kun ajokilometrejé kertyy 10000, bensiiniauto tulee halvemmaksi.




c¢) Ratkaistaan kilometriméara yhtiloparin avulla.

=880 +0,064x
3 =650+0,084x

x=11500

Kilometrimdéra pitdd olla 11 500 km.



198.

a) Kootaan tiedot taulukkoon.

Kayntikerrat Kayntien Kokonaiskustannukset
kustannukset v (€)
(€)
Pinnistys X 6x 6x
Ponnistus X 2,80x 120 + 2,80x

Riippuvuutta kuvaavat yhtélot ovat:
Pinnistys y =6x

Ponnistus y =2,8x+120

b) Lasketaan kiyntikertojen maéra yhtdloparin avulla.

y=6x
y=2,8x+120

x=37,5

Jotta kannattaa valita Ponnistus pitdd kdyntikertoja olla vahintdén 38.




199.

a) Kootaan tiedot taulukkoon.

Soitetut Puhelujen Kokonaiskustannukset.
minuutit (josta | kustannukset (€) |y (€)
joutuu
maksamaan)
Liittyma A | x — 500 0,1-(x—500) 19,90+0,1-(x—500)
Liittyma B | x — 500 0,15-(x—500) 14,90+0,15-(x—500)

A(x)=19,90+0,1-(x — 500)
=0,1x—30,1

B(x)=14,90+0,15- (x — 500)
=0,15x - 60,1

b) Ratkaistaan kuukausittainen puheaika yhtéloparin avulla.

y=0,1x-30,1
y=0,15x-60,1
x =600

Kuukausittainen puheaika pitéé olla 600 min.




c¢) Lasketaan kummankin liittymén kokonaiskustannukset, kun x =1000 .
A(1000) =0,1-1000—-30,1=69,9

B(1000) =0,15-1000 - 60,1 = 89,9

Lasketaan niiden erotus

B(x)— A(x) =89,9 - 69,9 = 20

Kokonaishintojen vilinen ero on 20 €.



200.

a) Lasketaan yhtdlopari yhteenlaskumenetelmalla.

4x+y=3
2x+3y=-1 [(=2)
4x+y=
N x+y=3
—4x—-6y=2
—5y=5 [ (=5)
y=-1

Sijoitetaan y =—1 yhtdloon 4x+y=3.

4x-1=3
4x=4 4

X =

X
Yhtéloparin ratkaisu on { .
y=-



b) Lasketaan yhtdlopari yhteenlaskumenetelmalla.

—2x+2y=3 |5
3x-Sy=—t 2
Y7
N —-10x+10y =15
6x—-10y=-1
—4x=14 | (—4)
7
X=—=
2
Sijoitetaan x = —— yhtdloon —2x+2y =3.
7
2| ——|+2y=3
( 2J g
2y=—4 2
y=-2
__7
Yhtéloparin ratkaisu on 2



201.

Merkitddn kahden euron kolikoiden méérdé kirjaimella x ja euron
kolikoiden mairaa kirjaimella y. Kootaan tehtdvén tiedot taulukkoon ja
muodostetaan sen avulla tarvittavat yhtalot.

Maara Arvo
Kahden euron kolikoita | x 2x
Euron kolikoita y y
Yhteensd xty 2x+y

Koska kolikoita on yhteensi 24, niin saadaan yhtdlo x+ y =24.

Koska rahaa on 39 €, niin saadaan yhtdlo 2x+y =39.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan se yhteenlaskumenetelmalla.
x+y=24 (1)
2x+y =39

N -x—y=-24
2x+y =39

x=15
Sijoitetaan x =15 yhtdloon x+y =24.
15+y=24

y=9

2 €:n kolikoita on 15 ja 1 €:n kolikoita 9.




202.

Merkitddn banaanin grammamairaa kirjaimella x ja appelsiinin
grammamadrid kirjaimella y. Kootaan tehtdvin tiedot taulukkoon ja
muodostetaan sen avulla tarvittavat yhtalot.

Maird (g) Energiaa (kcal) | Hiilihydraatteja (g)
Banaani X 0,84x 0,18x
Appelsiini y 0,43y 0,089y
Yhteensa xX+y 0,84x + 0,43y 0,18x + 0,089y

Koska jélkiruoka sisdltdd 118,8 kcal energiaa, saadaan yhtilo
0,84x+0,43y=118,8

Koska jélkiruoka sisdltdd 25,08 g hiilihydraatteja, saadaan yhtdlo
0,18x+0,089y =25,08

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan se laskimella.

0,18x+0,089y = 25,08

{0,84x+0,43y=118,8

Laskin antaa tulokseksi o
y=120

120 g.

, joten banaania on 80 g ja appelsiinia on




203.

a) Kootaan tehtévin tiedot taulukkoon.

Lammitys- | Asutut vuodet | Energia- Kokonais-

muoto kustannukset (€) | kustannukset y (€)
Maaldmpd | x 750x 16500 + 750x
Oljylampd | x 1800x 6500 + 1800x

Kokonaiskustannuksia esittiavét yhtélot ovat:

Maaldmpd y = 750x+16500

Oljylampd y =1800x + 6500

b) Lasketaan yhtiloparilla vuosimaara.

y=T750x+16 500
¥ =1800x + 6500

x=9,5238
x=~10

Talossa on asuttava 10 tiyttd vuotta, jotta maalimmon kustannukset ovat
pienemmit.
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