2 Yhtaloita ja funktioita

2.1 Ensimmaisen asteen yhtald

50.

Sijoitetaan yhtdloon x =7 ja tutkitaan, onko yhtilo tosi.

a) 2x—-18=3—-x x=7
2-7-18=3-7
14-18=3-7
—4=—4

Yht&lo on tosi, joten luku 7 on yhtdlon ratkaisu.

b) x*—2x=34
7 -2-7=34
49-14=34
35=34

=
I
~J

Yht&lo on epétosi, joten luku 7 ei ole yhtdlon ratkaisu.



51.

Sijoitetaan yhtdloon x =0 ja tutkitaan, onko yhtilo tosi.

2o —1=24x+1 x=0
2 3

9+2-0—1:9+O+1
2 3

~1=1

Yhtilo on epétosi, joten luku 0 ei ole yhtédlon ratkaisu.



52.
a) 4x =20 4

x=5



53.
a)2(3x—-1)—x=—-4(2+x)
6x—-2—-x=-8-4x
6x—x+4x=-8+2

9x =6 |9
2

xX=—-=
3

b) 7x+(3+2x)=2-(6—2x)
Tx+3+2x=2-6+2x
Tx+2x-2x=2-6-3
Tx=-7 |17

x=-1



54.
a)3(4—-2x)=6-8x

12-6x=6-8x
—6x+8x=6-12
2x=-6 2
x=-3
b) 5x(x—1)=5x" — (8 —3x)

5x> —5x =5x>—8+3x
5x2 —5x* —=5x—3x=-8
—8x=-8 |:(-8)

x=1



55.
a)
2a+3)-3(-3a—4)=4—(Ta+2)
2a+6+9a+12=4-Ta-2
2a+9a+Ta=4-2-6-12

18a=-16 |:18
16"
a=——
18
8
a=-——
9

b) -5¢c—(1-¢c)+2(4c—-1)=c—(5¢-2)
—Sc—1+c+8c—-2=c—-5¢c+2
—Sc+c+8c—c+5¢=2+1+2

8c=5 |:8

c==

8



56.

a) B+x)—(x-3)=0
3+x—x+3=0
6=0

Yht&lo on epétosi, joten yhtdlollé ei ole ratkaisuja.

b) 4(x-D+1=x-3(1-x)
4x—-4+1=x-3+3x
4x—x-3x=-3+4-1
0=0

Yhtélo on tosi riippumatta muuttujasta x, joten kaikki luvut ovat ratkaisuja.



57.

Jos x = -2 on yhtdlon ratkaisu, se toteuttaa yhtilon. Sijoitetaan yhtdloon
x = —2 jaratkaistaan vakio %.

(-2)’=2k-(-2)=5
—8+4k =5

4k =13 4
13
T4

k



58.

Jos x =3 on yhtilon ratkaisu, se toteuttaa yhtdlon. Sijoitetaan yhtdl66n
x =3 jaratkaistaan vakio a.

2a-3+5a-2=20

6a+5a-2=20
6a+5a=20+2
1la =22 011

a=2



59.

Jos x = -3 on yhtdlon ratkaisu, se toteuttaa yhtilon. Sijoitetaan yhtdloon
x = -3 jaratkaistaan vakio %.

5(-3-k)=2-(-3)-3

~15-5k=-6-3
—Sk=-6-3+15
—Sk=6 [ (=5)
=2

5



60.

Merkitdin ensimmaisté lukua kirjaimella x, koska lukua ei tiedeti. Joten

toinen luku on x+1 ja kolmas luku on x + 2. Muodostetaan yht4lo ja
ratkaistaan x.

x+(x+D)+(x+2)=63
xX+x+1+x+2=63
X+x+x=63-1-2
3x =60 :3
x =20

Luvut ovat 20, 21 ja 22.



61.

Merkitdén suorakulmion korkeutta kirjaimella x, koska korkeutta ei
tiedetd. Joten kanta on x + 3.

X+3

X+3

Muodostetaan piirin yhtdlo, ja ratkaistaan siitd x.
x+x+(x+3)+(x+3)=30
X+x+x+3+x+3=30
xX+x+x+x=30-3-3
4x =24 :4
x=6

Suorakulmion korkeus on 6 cm ja kanta on 6 +3 =9 cm.



62.

Petra on siis tilld hetkelld 4 kertaa niin vanha kuin Lilli. Merkataan Petran
ka4 kirjaimella x, Lillin ik&a kirjaimella y ja muodostetaan yhtdlo

x=4y.

12 vuoden kuluttua Petra on kaksi kertaa vanha kuin Lilli. Muodostetaan
tastdkin yhtalo.

12+x=2(y+12)

Sijoitetaan x =4y tdhin yhtdloon ja ratkaistaan siitd y.

124x=2(y+12)  |x=4y
12+4y=2y+24
4y—2y=24-12
2y =12 |:2
y=6

Joten Lillin ika talla hetkellda on 6. Lasketaan Petran ika tilla hetkella.

x=4y y =6
x=4-6
x=24

Lillin 1k4 talld hetkelld on 6 ja Petran ik talld hetkelld on 24.



63.

_J’__
2 3
3)x 2)x 6)5
2 3
3x 2x 30
_t =
6 6 6
3x+2x=30

5x=30
x=6

b)

18 3x-6

1
6
1
1 2 6
1
6 6 6
18x—(3x—6) =1
18x—-3x+6=1
18x—-3x=1-6
15x=-5 115

xX=-=

3



a)
2x—3—x:l
4 3
]2)2__3)3_)(:_4)l
1 4 3
HUr x4,
12 12 12
24x-9x =4
15x=4 15
4
xX=—
15
b)
—3x—1:5—x
2
D3 15y
1 1 2
-6x 2 5,
2 2 2
—-6x—-2=>5x
—6x—-5x=2
—1lx=2 (=11



a)
- +2x=l
2 3
Vx-1 Y2x 1
- 4+ — = —
2 1 3
3x-3 12x 2
+—==
6 6 6
3x-3+12x=2
3x+12x=2+3
I5x=35
1
X==
3
b)
2x-5 3x-8 _x
4 6 12
V2x-5 73x-8 x
4 6 12
6x—-15 6x-16 x
12 12 12

6x—15—-(6x—-16)=x
6x—-15-6x+16=x
6x—6x—x=15-16



66.

3x+5_2x+7 _Sx+1

2 3 6
V3x+5 Y2x+7  5x+l
2 3 6
9x+15 4x+14  5x+1 6
6 6 6

Ox+15—(4x+14)=5x+1
O9x+15-4x—-14=5x+1
O9x—-4x-5x=1-15+14
0=0

Yhtilo on tosi riippumatta muuttujan x arvosta, joten kaikki luvut ovat
yhtdlon ratkaisuja.



67.

a) Merkitidn vuokran suuruutta kirjaimella x (€). Vuokran maara
jakautuvat télloin seuraavasti:

Vakuutus Polttoainekulut Toimistomaksu
X X 15€
2 4

Kun kaikki kulut lasketaan yhteen, saadaan summaksi x. Muodostetaan
yhtalo ja ratkaistaan se.

215 =x
2 4

x =060

Maksun suuruus on 60 €.




b) Kokonaiskustannukset muodostuvat alkumaksusta ja ajetuista
kilometreistd eli kokonaiskustannukset ovat:

Budjetti Hertta
Alkumaksu 60 € 40€
Kilometrimaksu 0,20€ 0,30€

Kustannukset x kilometrin jdlkeen ovat:
Budjetti: 60 + 0,2x
Hertta: 40 + 0,3x

Jotta kannattaa valita Budjetti ajettujen kilometrien mééri on oltava:

60+0,2x <40+ 0,3x
x>200

Ajettuja kilometreja on oltava yli 200 km.




68.

Merkataan Kiiran palkan kéteen jaavaa osuutta kirjaimella x. Kéteen jaava

palkka jakautuu télloin seuraavasti:

Asumiskulut Ruokakulut Vaatekulut Laskut ja muut
X 2x X 150 €
3 5 8

Kun kaikki kulut maksetaan yhteen, saadaan summaksi x. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan se.

x 2x
3

—+?+£+150=x

x =1058,8235294

x ~1058,82

Kiiralle jaa siis kéteen 1058,82 € palkasta.




69.

a) Kokonaiskustannukset muodostuvat lennosta ja hotellihuoneen
vuorokausimaksusta.

Lennon kulut Hotellihuoneen vuorokausihinta

250€ 80€

Kustannukset x:n vuorokauden jilkeen ovat:

250+80x (€).

b) Tutkitaan millé x:n arvolla lausekkeen arvo on 1290.

250+ 80x=1290
x=13

Henri on siis 13 yo6té hotellilla.




70.

a) 32x-1)—(2x+7)=5x-4
6x—-3+2x—-7=5x—-4
6x+2x—5x=—-4+3+7
3x=6
x=2

b)
3x(x+3)=x"—(6-2x7)
3x°49x = x> -6+ 2x’

3x2=x*2x’+9x = -6

9x =-6
6"
X=—-—=
9
2
X=—=



71.

a) 2x=3 4 2% 15
3 5
5(2x—3)+15-4=3-(2—x)
10x-15+60=6-3x
10x+3x=6+15-60

13x=-39

13

x=-3

b) 8-3x _1 x 6
6 3 2
8—3x=2-3x
8—-2=-3x+3x
6=0

FEi tosi

Yhtalolla ei ole ratkaisua.



9——-3+4a=0
2) 3)
ﬁ— E=—4a
3 2
ﬁ—22—4a
6 6
27=—4a
6
27 ( 1]
a=—:| ——
6 4
27°
a=——
24
a=—2=_11

|- (—4)



73.

l4x+1-9x+1=12
14x-9x=12-1-1
5x=10
x=2



74.

p_,
=8
p=8
_8
=3

P
+ 24
Pry™y
4p+2p+p
7



75.

Merkataan opiskelijoiden méérai kirjaimella x. Luokan oppilaat jakautuvat

talloin seuraavasti:

Vanhojentansseihin Sairaana olevat Vanhojentansseihin
osallistuvat tanssijat saapuneet

3 3 x—10

—X

4

Vanhojentansseihin osallistujat —sairaanaolevat tanssijat

Vanhojentansseihin saapuneet

Muodostetaan téstd yhtélo ja ratkaistaan luokan opiskelijoiden mééra (x).

éx—3=x—10
4




2.2 Ensimmaisen asteen polynomifunktio

76.

a) Funktion arvot vastaavat koordinaatistossa y-akselin arvoja. Funktion
arvot f(0) ja f(2)ovat siis muuttujan arvoja x =0 ja x =2 vastaavien

kuvaajan pisteiden y-koordinaatit.

£(0)=-3
f@)=-1

b) Yhtdlon f(x)=-2 ratkaisu l0ytyy kuvaajasta siitd pisteestd, jossa y-
koordinaatti saa arvon —2.

f(x)=-2,kunx=1.

¢) Yhtdlon f(x)=0 ratkaisu on funktion nollakohta eli kohta, jossa f saa
arvon 0. Tdssd kohdassa kuvaaja leikkaa x-akselin.

f(x)=0,kun x=3.

d) Kun f(x) <0, funktion arvot ovat negatiivisia. Funktion kuvaaja kulkee

talloin x-akselin alapuolella.

x<3



77.

a) Funktion arvot vastaavat koordinaatistossa y-akselin arvoja. Muuttujan
arvo x =1 vastaavan kuvaajan pisteen y-koordinaatti on g(1)=2.

b) Yhtdlon g(x) = 4 ratkaisu 10ytyy kuvaajasta siitd pisteestd, jossa y-
koordinaatti saa arvon 4.

g(x)=4,kun x =0.

c¢) Funktion nollakohdassa kuvaaja leikkaa x-akselin.

2(x)=0,kunx =2.

d) Kun funktion arvot ovat positiivisia, funktion kuvaaja kulkee x-akselin
yldpuolella.

x<2



78.
a) Lasketaan funktion arvot kohdissa —1, 0 ja 2.

f(~1)=-3-(-1)+3=3+3=6
£(0)=-3-0+3=0+3=3
f(2)=-3-243=-6+3=-3

b) Koska fon ensimmaéisen asteen polynomifunktio, sen kuvaaja on suora.
Suora voidaan piirtdd edellisessd kohdassa laskettujen funktion arvojen
avulla, koska nyt suoralta tunnetaan kolme pistettd (—1, 6), (0, 3) ja (2, —3).
Sijoitetaan pisteet koordinaatistoon ja piirretddn pisteiden kautta kulkeva
suora.

\ 0,3)

T T
= =l




c¢) Kuvaajasta nollakohta voidaan lukea kohdasta, jossa kuvaaja leikkaa x-
akselin. Eli kohdassa x =1.

Funktion nollakohta mééritetdan ratkaisemalla yhtdld f(x)=0.

f(x)=0
—3x+3=0
—3x=-3 [ (=3)

x=1



79.

a) Lasketaan funktion arvot kohdissa x =—1,x=0 jax =2.

FC)=4-(-1)-6=—-4-6=-10
£(0)=4-0-6=0-6=—6
f(2)=4-2-6=8-6=2

Suora voidaan piirtdd laskettujen funktioiden arvojen avulla, koska nyt
suoralta tunnetaan kolme pistettd: (—1, —10), (0, —6), (2, 2). Sijoitetaan
pisteet koordinaatistoon ja piirretdéin pisteiden kautta kulkeva suora.

y

(2,2)
‘I -

T T T T T T T
= =2 Al 1 2 3 4 X

(0,-6)

Suora on nouseva.

b) Suora leikkaa y-akselin pisteessé (0, —6).

c) Suora leikkaa x-akselin pisteessé likimain (1,5 ;0).



80.

Lasketaan funktion arvot kohdissa x =0, x =3 jax =6.

£(0)=—2-0+6=0+6=6
f(3)=-2-3+6=-6+6=0
f(6)==2-6+6=—12+6=—6

Koska g on ensimmdisen asteen polynomifunktio, sen kuvaaja on suora.
Suora voidaan piirtdd laskettujen funktion arvojen avulla, koska nyt
suoralta tunnetaan kolme pistettd (0, 6), (3, 0) ja (6, —6). Sijoitetaan pisteet
koordinaatistoon ja piirretdédn pisteiden kautta kulkeva suora.

1 T/{
)
[}

- N W A~ w0
1 f 1 1

(6,-6)

Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0, 6) ja x-akselin pisteessa (3, 0).



81.

Piirretddn laskimella kuvaaja f(x)=150x+ 600.

Y (40, 6600)

3000+ (16, 3000)

(-4,0) /

10 20 30 40 50 60 X

a) Kuvaajasta voidaan paitelld, ettd h(—20)=-2400 ja h(40) = 6600.

b) Kuvaajasta voidaan paatella, ettd A(x) =3000, kun x =16.

c¢) Kuvaajasta voidaan paitella, ettd s(x) =0, kun x =—4.



82.

a) Aloitusmaksu voidaan maarittda x:n arvolla 0. Lasketaan siis funktion %
arvo, kun x =0.

h(0)=9+2,40-0=9

Joten aloitusmaksu on 9,00 €.

b) Lasketaan funktion 4 arvo, kun x =2,5.
h(2,5)=9+2,40-2,5=15

Joten 2,5 kilomerin taksimatka maksaa 15,00 €.

c) Lasketaan kuinka pitkélle taksilla padstdan 19,32 €:1la. Joten lasketaan x
yhtdlostd h(x)=19,32.

h(x)=19,32
9+2,40x =19,32
x=4,3

Taksimatkan pituus on 4,3 km.



83.

a) Lasketaan funktion f* arvo kohdassa x =6,2.
f(6,2)=3,5-6,2-12=9,7

Puu kasvaa vuorokaudessa 9,7 cm.

b) Lasketaan mikd on muuttujan arvo, ettd funktion f arvo on 13,5.
Lasketaan siis yhtdlosta f(x)=13,5 muuttuja x.

f(x)=13,5
3,5x-12=13,5
x=17,285714285
x=173

13,5 cm:n pituuskasvu tarvitsee 7,3 valoisaa tuntia.

c) Lasketaan funktion f nollakohta.

f(x)=0
3,5x-12=0
x =3,4285
x~3,4

Pituuskasvua ei tapahdu, kun valoisia tunteja on 3,4 tai vihemman.



84.
a) Lasketaan siis funktion e arvo, kun x = 26 863.

e(x)=0,0002-26863+ 76,034 = 81,4066 ~ 81,4

Elinidn odote vuonna 2002 oli 81,4 vuotta.

b) Lasketaan muuttujan x arvo, kun funktion e arvo on 77,6. Lasketaan
yhtélostd e(x) =77,6 muuttuja x.

e(x)=177,6
0,0002x + 76,034 =77,6
x =7830

BKT vuonna 1978 oli mallin mukaan 7830 €.

¢) e(0)=0,0002-0+ 76,034 = 76,034 ~ 76

Malli ei toimi nollakohdan 14heisyydessi, koska BKT ei voi kdytdnndssi
laskea arvoon nolla.



85.
a) Lasketaan siis funktion m arvo, kun x = 25.
m(25)=34,5-25+875,5=1738

Juomia myytiin 1738 litraa.

b) Lasketaan muuttujan x arvo, kun funktion m arvo on 1500. Lasketaan
yhtélostd m(x) =1500 muuttuja x.

m(x)=1500
34,5x +875,5=1500

x=18,101449
x~18

Péivén ylin lampotila oli 18 °C.

1600

1400+

1200+

m(x) = 34,5x + 875,5
1000

T T T T T T T T T T T —1 T T T T T T T T T T
/—52—24 —22 20 -18 -16 —14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 X

Funktion nollakohta on x = —25 °C. Malli ei ole jarkevi, koska
kesdpdivand lampdtila —25 °C on hyvin epdtodenndkodinen.



y (30, 10)

p(x)=02x+4

T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 X

a) Pistemééralld 25 saa arvosanaksi 9.

b) Arvosanan 10 saa pisteméaéralla 30.

c¢) Arvosanan 7 saa pistemadrélla 15.



87.

160
f(x) =0,125x + 25,5

140+

120+

100+

80+

60+

401

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 X

Kun jéniksid on 500 kpl, niin petoeldimid on 88 kpl.

b) Lasketaan muuttujan x arvo, kun funktion f arvo on 50. Lasketaan siis

yhtdlostd f(x) =50 muuttuja x.

f(x)=50
0,125x +25,5=50
x=196

Kun petoeldimié on 50 kpl, niin jdniksid on 196 kpl.

¢) Kun muuttuja x 1dhestyy nollaa, janispopulaation koko l&hestyy nollaa,
jolloin todenndkdisesti myo0s jéniksid sydvien petoeldinten populaatioiden
koot romahtaisivat.



88.

a) Funktion arvot g(1) ja g(0) ovat muuttujan arvoja x =1jax=0.
Vastaavien kuvaajan pisteiden y-koordinaatit.

2(1)=10
2(0)=15

b) Yhtdlon g(x) =5 ratkaisu on funktion kohta, jossa g saa arvon 5.

g(x)=5,kun x =2.

¢) Yhtélon g(x) = 0 ratkaisu on funktion nollakohta eli kohta, jossa g saa
arvon 0. Tasséd kohdassa kuvaaja leikkaa x-akselin.

2(x)=0, kun x =3.

d) Kun g(x) < 0, funktion arvot ovat negatiivisia. Funktion kuvaaja kulkee
talloin x-akselin alapuolella.

x>3



89.
a) f(—4)=—6-(-4)+3=24+3=27

b) Funktion nollakohta on kohta, jossa f saa arvon 0. Lasketaan muuttuja

x arvo yhtdlostd f(x)=0.

f(x)=0
—6x+3=0
—6x =-3 |- (-6)

1
X=—
2



c) Lasketaan funktion arvot kohdissa -1, 0 ja 1.

F(=1)=—=6-(-1)+3=6+3=9
£(0)=—6-0+3=0+3=3
f)y=—=6-143=—6+3=-3

Koska f on ensimmaéisen asteen polynomifunktio, sen kuvaaja on suora.
Suora voidaan piirtdd laskettujen funktion arvojen avulla, koska nyt
suoralta tunnetaan kolme pistettd (-1, 9), (0, 3) ja (1, -3). Sijoitetaan pisteet
koordinaatistoon ja piirretddn pisteiden kautta kulkeva suora.

\ (0, 3)

T T T
=5 =l =3




90.

Funktio f* kulkee pisteen (-1, 3) kautta, joten muuttujan ollessa x =—1
funktion f arvo on 3. Lasketaan yhtdlostd f(—1) =3 vakion a arvo.

f(=D=3
—a-(-1)+3a=3
a+3a=3
4a =3 4
3
a=

4



91.

Piirretddn laskimella funktion p(x)=1,236x—-149,3 kuvaaja.

100+

90

80
0. (179,72)
60

>0 (160, 48)
40
p(x) = 1,236x - 149,3
30

20

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 11'0/4’0 130 140 150 160 170 180 190 X

a) 160 cm pitkd henkilo painaa 48 kg kuvaajan perusteella.

b) 72,00 kg painava henkil6 on 179 cm pitkéd kuvaajan perusteella.



92.

a) Lasketaan funktion m(x)=x+0,79(V —x) arvo, kun
x=700 (ml)=0,7 (1) ja V=3 ().

m(0,7)=0,7+0,79(3-0,7)
=2,517
~2,5

Seos painaa noin 2,5 kg.

b) Lasketaan milld muuttujan x arvolla funktion m(x)=x+0,79() —x)
arvo on 2,92. Lasketaan muuttuja x yhtalostd m(x)=2,92.

m(x)=2,92
x+0,79(3-x)=2,92
x=2,61904
x=2,6

Jotta seos painaa 2,92 kg, vettd pitda olla noin 2,6 litraa seoksessa.



m(x) =x+0,79(3 — x)

0,6
0,4+

0,2

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
02 04 06 1 12 14 16 1,8 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 X

Koska seoksen tilavuus on 3 litraa, niin vettd voi maksimissaan olla 3 litraa
ja minimissdin vetti voi olla seoksessa 0 litraa, joten malli on jarkeva, kun
0<x<3.



2.3 Toisen asteen yhtalo

93.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx+c = 0. Poimitaan yhtlosti
kertoimet a, b ja ¢ ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=1,b=-2jac=-8

DD A1)

2-1
L_2%\36
2
2+6
X=—-
2
x=2+6:4 tai x:ﬂ:—2

2 2



b) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx +c = 0. Poimitaan yhtilosti
kertoimet a, b ja c¢ ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=3,b=2jac=-1

_2%\2°-4:3-(-1)

X
2-3
x_—zi\/ﬁ
6
244
X =
6
244 1 24
X= =— tail x=——=-1
6 3 6



94.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx+c = 0. Poimitaan yhtlosti
kertoimet a, b ja c ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=1,b=-3jac=2

o —(=3)£+/(=3)>=4-1-2

2.1
3+4/1
2

x=ﬂz2 tai x:ﬂzl

b) Yhtild on valmiiksi muodossa ax’+bx +c = 0. Poimitaan yhtildsti
kertoimet a, b ja c ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=—6,b=1ljac=2

. —1+4/17-4-(=6)-2

2-(=6)

Rt

-12

-1+7
X =

-12

—-1+7 1 . -1-7 2
X = =—— tal X=———=—

-12 2 -12 3



95.
a) Sievennetidn yhtild muotoon ax’+bx+c=0.

2
x “=6x

x*=6x=0

Tésséd yhtdlossd a =1, b=—6 ja c =0. Sijoitetaan ndma ratkaisukaavaan.

_ ~(=6)+(6)*~4-1-0

X
2.1
L6436
2

646
X=—

2
=006 i =870

2 2



b) Sievennetiin yhtildé muotoon ax’+bx+c=0.
x’+1=2x

x’2x+1=0

Tassa yhtélossd a =1, b=-2 ja c =1. Sijoitetaan ndma ratkaisukaavaan.

o —(-2)£+/(-2)*—4-1-1

2-1

2+4/0

x:
2

240

X=—
2

x:g:l

2



96.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx+c = 0. Poimitaan yhtlosti
kertoimet a, b ja c ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=1,b=0jac=-9

_—0£/0°~4-1-(-9)

X
2.1
x_OiJ%
2

0+6

xX=—
2

X=M=3 tai x:O_6:—3



b) Sievennetiin yhtildé muotoon ax’+bx+c=0.

2x 2=50
2x?-50=0

Tassé yhtédlossd a =2, b =0 ja c =-50. Sijoitetaan nima ratkaisukaavaan.

_ —044/0—4-2-(=50)

2:2

0400
4

X

0£20
X =
4
x= U205 i 2220

4 4



97.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx+c = 0. Poimitaan yhtlosti
kertoimet a, b ja c ja sijoitetaan ne ratkaisukaavaan.

a=1l,b=—6jac=9

. —(=6) £+/(=6)*—4-1-9

2-1

6++/0

x:
2

6+0

xX=—
2

x:§:3



b) Sievennetiin yhtildé muotoon ax’+bx+c=0.

4(x*+2x+1)=0
4x°+8x+4=0

Tassa yhtédlossd a =4, b =8 ja c =4. Sijoitetaan ndma ratkaisukaavaan.

—8+/87—4-4-4

X =
2.4
8440
X =
8
—8+0
X =
8



98.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx +c = 0. Kaikki kertoimet ovat
kuitenkin jaollisia luvulla 5. Yhtdlo on helpompi ratkaista pienemmilla
kertoimilla, joten jaetaan yhtld puolittain luvulla 5.

—10x*+15x-25=0 |15
2x*+3x-5=0
o —3+./37—4-(<2)-(-5)
2-(-2)
- —3+/-91
—4

Koska juurrettava —91< 0, nelijuurelle +-91 ei voida laskea arvoa eiké
yhtilollad ole télloin ratkaisua.

b) Poistetaan ensin nimittéjét ja ratkaistaan sitten yhtalo ratkaisukaavalla.

lx2+§x+l=0 |-4
4 4 2

X’ 4+5x+2=0
x_—5J_r\/52—4.1.2
2-1

L_SE1T

2

Nelidjuuren arvoa ei voida laskea ilman laskinta, joten vastaus jaa
lausekkeen muotoon.



99.

a) Yhtilo on valmiiksi muodossa ax’+bx +c = 0. Kaikki kertoimet ovat
kuitenkin jaollisia luvulla 2. Yhtdlo on helpompi ratkaista pienemmilla
kertoimilla, joten jaetaan yhtld puolittain luvulla 2.

2x*=6x—-20=0 |:2
x’-3x-10=0
(D341 (-10)

2.1
L_3E49

2
3+7
xX=—
2
x:3+—7:5 tai x=3_—7:—2
2 2

b) Poistetaan ensin nimittdjdt ja ratkaistaan sitten yhtlo ratkaisukaavalla.

1 1 3

——x’+—x-==0 |12
37 27 4
—4x> +6x-9=0
o —6+,/67—4-(=4) - (=9)
2-(-4)
_ —6++/-108

-8

Koska juurrettava —108 < 0, nelidjuurelle V—108 ei voida laskea arvoa
eikd yhtilolla ole tilloin ratkaisua.



100.

a) Sievennetidn yhtilo muotoon ax’+bx+c = 0. Jaetaan yhtilo puolittain
luvulla 6, koska kaikki luvut ovat jaollisia luvulla 6 ja ratkaistaan lopuksi
ratkaisukaavalla.

—24x +18=-6x"
6x°—24x+18=0 |6
x’—4x+3=0
x_—(—4)i~/(—4)2—4~1~3
2-1
444
X =
2
442
X=—-"
2
x=£:3 tai x=4_2:1



b) Poistetaan ensin nimittdjat ja ratkaistaan sitten yhtilo ratkaisukaavalla.

lxz+lx—§:O |4
27 27 4
2x242x-3=0
x_—zi«/22—4-2-(—3)
B 2.2
L2428
4
x_—2i\/4-7
4
247
4
24247
X=—
4
_1+7
x:
2

Nelidjuuren arvoa ei voida laskea ilman laskinta, joten vastaus jaa
lausekkeen muotoon.



101.
a) Sievennetidn yhtild muotoon as’+bs+c=0.
—s*+2s =-3

—s*+25+3=0

_242%-4-(-1)-3

- 2-(~1)

b) Sievennetiin yhtildé muotoon at’+bt+c=0.

26(3-1)=0

—2t*+6¢t =0
t_-—6i\/62—4-(—2)-0
2-(-2)
L —6£4/36
4

—6+6
[:

4
(=90 0 i =005




102.

a) Sievennetidn yhtilo muotoon at’+bt+c=0.

8x?—3x=2x"+x

8x?2x*3x-x=0

6x’—4x =0
x_—(—4)i\/(—4)2—4-6-0
2-6
x_4i\/ﬁ
12
44
12
4+4 2 . 4-4
X=——=— tat x=——2=0
12 3 12

b) Yhtild on valmiiksi muodossa ax’+bx+c = 0. Kaikki kertoimet ovat
kuitenkin jaollisia luvulla 100. Yhtélé on helpompi ratkaista pienemmilla
kertoimilla, joten jaetaan yhtélo puolittain luvulla 100.

100x°-300x +700 =0 |:100
x2=3+7=0
e ~(-3)£(-3)*—4-1-7
2-1
MEEESVET
2

Koska juurrettava —19 < 0, nelijuurelle +/—19 ei voida laskea arvoa eiké
yhtdlolla ole talloin ratkaisua.



103.
a) Sievennetidn yhtilo muotoon at’+bt+c=0.

(x+1)’=4
X 2x+1=4

X’ H2x+1-4=0

x*+2x-3=0
e —21«/22—4-1-(—3)
2-1
L_2x416
2
214
x:
2
x:_2+4:1 tai x:ﬂ:—B»
2 2

b) Poistetaan ensin nimittéjét ja ratkaistaan sitten yhtélo ratkaisukaavalla.

2 1
-y+—=0 -4
yiey+g |
4y* -4y +1=0
x_—(—4)i1/(—4)2—4-4-1
2.4
4+:J0
X =
8
4+0
X=—
8
4 1
X=—=—
8 2



104.

Ratkaistaan siis yhtdlo (x+1)(2—-x)—2=0. Sievennetdédn yhtdl6 muotoon

at’*+bt+c=0.

(x+D2-x)-2=0
x2+x-(—x)+1-24+1-(-x)—2=0

2x—x*+2—-x-2=0

—x’+x=0
—1+£J1°—4-(-1)-
=4 D0
2-(-1)
~1£4/1
X =
-2
-1+1
X =
-2
x:_1+1:O tai x:ﬂ:l



10S.

Lasketaan yhtildsti —x’—8x —2 = 2(x*—3x—5) muuttuja x. Sievennetiin

yhtild muotoon at’+bt+c=0.

—x’—8x-2=2(x>-3x-5)
—x*-8x-2=2x*-6x-10
—x?2x*-8x+6x-2+10=0

—3x’2x+8=0

(D)D) 4-(-3)-8
2:(-3)

L 2£+100
-6

2410
-6

L_2+10 . 2-10 4
-6 -6 3

X




106.

Sijoitetaan yhtdloon x =3 ja ratkaistaan muuttuja ¢ ratkaisukaavalla.

—4.3%.1-10-1*-3+48=0
~361 301" +48 =0 |:6

52 —6t+8=0

_—(-6)£/(=6)’ —4:(-5) 8
2-(-5)

L6414

10
,_6+14 6-14 4
5

t

=-2 tal t=—-—=
-10 -10




107.

Sijoitetaan yhtiloon ¢ = ) ja ratkaistaan vakio « ratkaisukaavalla.

éa—laz— =0 |-4
47 2
24’ +6a-4=0
a_—64_r\/62—4-(—2)-(—4)
2-(=2)
644
a =
—4
—6+2
a =
—4
a:_6+2:1 tai a:ﬂ:Z

—4 —4



Ratkaistaan alkuperdisen yhtélon ratkaisu, jos @ =1. Sijoitetaan yhtaloon
a =1 jaratkaistaan muuttuja ¢ ratkaisukaavalla.

6-1-£*-1*-t-1=0

6> —t—1=0
,_—(EDEJD’ - 4-6-(-])
2:6
1425
12
1+£5
t=—=
12
1+5 1 ) 1-5 1
f=——=— ftal t=——=—=
12 2 12 3

Ratkaistaan alkuperdisen yhtdlon ratkaisu, jos a = 2. Sijoitetaan yhtal66n
a =2 jaratkaistaan muuttuja ¢ ratkaisukaavalla.

6-2-£2— (2> 1)—=1=0

12¢# —4t-1=0
t_{%ﬁﬂ%ﬁ%il&b
212
t_4i\/67
24
4+8
t=—n
24
4+8 1 . 4-8 1
f=—=— tal (=——=——
24 2 24 6



108.

Merkataan pienempad kokonaislukua muuttujalla x, jolloin seuraava
kokonaisluku on x + 1.

Kahden perikkiisen kokonaisluvun tulo on 2070, jolloin yhtédloksi saadaan
x-(x+1)=2070.

Ratkaistaan muuttuja.

x-(x+1)=2070

x=_1+91:45 tai x
2 2

Luvut ovat joko 45 ja 46 tai —46 ja —45.



109.

Merkataan pienempdd lukua muuttujalla x . Seuraava pariton luku on
x+2.

Kahden perikkéisen parittoman luvun tulo on 675, joten yhtdloksi saadaan

x-(x+2)=675.
Ratkaistaan muuttuja.

x-(x+2)=675
-2+52
X = =

25 tai x

Luvut ovat joko 25 ja 27 tai —27 ja —25.



110.

a) Yhtdlon vasen puoli on tulomuodossa. Voidaan siis soveltaa tulon
nollasddntdd. Merkitdén tulon tekijét erikseen yhtd suuriksi kuin nolla.

Bx+1)(5-x)=0
3x+1=0 tai 5-x=0

3x=-1 L3 x=5
1

xX=——
3

b) Lausekkeesta 7x”—x =0 puuttuu vakiotermi, joten siitd voidaan erottaa
yhteinen tekijd x .

Tx*—x=0
Tx-x+(-1)-x=0
x(7x—-1)=0

Tulon nollasddannon mukaan

x=0 tai 7x-1=0
Tx=1 |:7
1

X==

7



c) Siirretdédn kaikki termit ensin yhtidlon vasemmalle puolelle, jonka
jilkeen voidaan erottaa yhteinen tekija.

—3x =9x’
—9x*-3x=0
x-(-9x)+x-(-3)=0
x(-9x-3)=0
x=0 tai —9x-3=0
—9x=3 |:(-9)
1
X=——



111.
a) Tulon nollasdannén mukaan

x=0 tai x—-4=0
x=4

b) Tulon nollasdannén mukaan
—(x+2)=0 tai x—-4=0
-x—-2=0 x=4

x=-2



112.

a) Lausekkeesta 4x°—x =0 puuttuu vakiotermi, joten siiti voidaan erottaa
yhteinen tekija x .

4x* —x=0
x-4x+x-(-1)=0
x(4x-1)=0

x=0 taa 4x-1=0

4x =1 4

1

xX=—

4

b) Lausekkeesta —x +2x” = 0 puuttuu vakiotermi, joten siitd voidaan
erottaa yhteinen tekija x .

—x+2x* =0
x-(-D+x-2x=0
x(-1+2x)=0
x=0 tai —-1+2x=0
2x =1 2
1
X =



113.

a) Siirretddn kaikki termit ensin yhtdlon vasemmalle puolelle, jonka
jélkeen voidaan erottaa yhteinen tekija.

lx:2x2
4

-2x° +lx =0
4

1
x-(2x)+x-—=0
(Z2x)+x-

x(—2x+%):0
x=0 tai —2x+l:0
4
2x=l 22
4
1
xX=—
8

b) Siirretdédn kaikki termit ensin yhtdlon vasemmalle puolelle, jonka
jéilkeen voidaan erottaa yhteinen tekija.

6x* +4x=3x*—x

3x* +5x =0
x-3x+x-5=0
x(3x+5)=0
x=0 tai 3x+5=0
3x=-5 :3
=2



114.

a) Tulon nollasddnnén mukaan

x—7=0 tai x+\/§=0

X=rx x=-—2

b) Lasketaan sulkeet ensin auki.

(2x-1)"=0
Q2x-1)2x-1)=0
4x —4x+1=0

Kéytetdédn ratkaisukaavaa.

x:—(—4)i«/(—4)2—4-4-1

2.4

4+0
X =

8

4+£0
X=—

8

4 1
X=—=—

8 2



115.

a) Jaetaan ensin yhtdlon molemmat puolet toisen asteen termin kertoimella.

3x* =75 |:3
x?=25
x=+25=5 tai  x=-25=-5

b) Siirretddn vakiotermi yhtélon oikealle puolelle ja jactaan molemmat
puolet toisen asteen termin kertoimella.

9x* +18=0
9x* =18 :9
x’=-2

Reaaliluvun nelio ei voi olla negatiivinen, joten yhtéldlla ei ole ratkaisua.

¢) Siirretddn vakiotermi yhtélon oikealle puolelle ja jactaan molemmat
puolet toisen asteen termin kertoimella.

5x*=10=0
5x*=10 |:5
x' =2

x=i\/§



116.

a) Siirretddn vakiotermi yhtdlon oikealle puolelle ja jaetaan molemmat
puolet toisen asteen termin kertoimella.

1p_6-0

3
—=6 L
3 3
£ =18

b) Jactaan yhtdlo puolittain luvulla 5 ja siirretdén vakiotermi yhtalon
oikealle puolelle.

5(x*-1)=5 |:5
x=1=1
x’=2

xzi\/i



117.

a) Siirretddn vakiotermi yhtédlon oikealle puolelle ja toisen asteen termit
yhtdlon oikealle puolelle ja jaetaan molemmat puolet toisen asteen termin
kertoimella.

—x*+7=2x"

3 =-7  |:(-3)

=l
3
NG
x——|— 3)ﬂ
JNE]
BT
xX==
NN
N3-7
x==
Vv3-3
J21
xX=t—F7—
Jo

b) Siirretddn vakiotermi yhtdlon oikealle puolelle ja toisen asteen termit
yhtdlon oikealle puolelle ja jaetaan molemmat puolet toisen asteen termin
kertoimella.

5x% +30=2x"
3x2 =-30 3
x> =-10

Reaaliluvun neli6 ei voi olla negatiivinen, joten yhtdlolla ei ole ratkaisua.






119.
2x°-3=—(5x+3)

2x*-3=-5x-3
2x*+5x=0
x-2x+x-5=0
x(2x+5)=0
x=0 tai 2x+5=0
2x=-5
2



120.

Sijoitetaan muuttujan x paikalle luku 5 ja ratkaistaan vakio a .

(a°x—10a)* =0 |x:5
(5a° —10a)* = 0 v
54> —10a =0 |:a
5a—-10=0
5a-10=0
5a=10 5

a=2



2-(=2)
_ 3+425
—4
-3£5
X =
—4
-3+5 1 -3-5
X = =—— tai x=—-—=2
—4 2 —4
+4/82-4.1.
b) x = 8+V8 —4-1-16
2-1
—8+4/0
X =
2
-8+0
X =
2
x:_—8=—4
2
_54+./582_4.(=3)-(—
9 %= 545 —4-(=3)-(—4)
2-(-3)
x_—SJ_r\/—23
-6

Koska juurrettava —23 < 0, nelidjuurelle +/—23 ei voida laskea arvoa eika
yhtél6lla ole télloin ratkaisua.



122.

a) gx2+zx =
3 6

W | =

4x*+7x =2
4x*+7x-2=0

Nyt voidaan kayttdé ratkaisukaavaa.

_T£\7’-4-4-(-2)

X
2-4
—7+/81
x:
8
-7+9
X =
8
x:_7+9:— tai x:_—_9=—2
8
b) 20x* +20x-80=0 120
x'+x-4=0

Nyt voidaan kayttda ratkaisukaavaa.

141741 (4

X =
2.1
T



123.

a)
5x* =10x
5x*=10x=0
x-5x+x-(-10)=0
x(5x—-10)=0
x=0 tai Sx—10=0
5x=10
x=2
b) Tulon nollasddnnén mukaan
x+2=0 tai x—2=0

x=_2 X =



124.

Lasketaan ensin yhtdlostd x .

DD 462

2.6
7441
X =
12
741
12
741 2 7-1

—=— tai x=—=l
12 3 12 2

.o . 1 3
Ratkaisuista vain x = 5 toteuttaa ehdon 0 < x < g .



125.

—3x=9x’
9x” +3x=0
X-9x+x-3=0
x(9x+3)=0
x=0 tai 9x+3=0
Ox=-3

b)
2(8x* =3)=3
16x*—6=3
16x* =9 |16



x*+3x—4=0

Nyt voidaan ratkaista ratkaisukaavalla.

_ 3443’ 411(4)

X

2.1
x_—3iJE
2
345
x:
2
= i 2=y

2 2



126.

Sijoitetaan yhtdloon x = -3 ja ratkaistaan vakio p.

x(x+p)=3 |x:—3
—3(-3+p)=3
9-3p=3

3p=-6 (-3)
p=2

Nyt sijoitetaan yhtdloon p =2 ja ratkaistaan muuttuja x .

x(x+p)=3 p=2
x(x+2)=3
x’+2x=3

x*+2x-3=0

Nyt voidaan ratkaista ratkaisukaavalla.

_2+y2°—41:(-3)

X
2.1
L2416
2

—2+4

X =
2

x= _2+4=1taix=£=—3

Toinen ratkaisu on tilloin x=1.



127.

Merkataan suorakulmion korkeutta muuttujalla x. Télldin suorakulmion
kanta on x + 3,5.

Suorakulmion pinta-ala lasketaan kanta -korkeus, joten kyseisen
suorakulmion pinta-ala on x-(x+3,5)=64.

Ratkaistaan tdstd yhtdlostd muuttuja x .

x-(x+3,5) =64
x* +3,5x = 64
X:M:6,43z6,4 tai x:#=—9,94z—9,9

Koska pituus ei voi olla negatiivinen, niin kolmion korkeus on 6,4 cm ja
kanta on 6,4 +3,5=9,9 cm.



2.4 Toisen asteen polynomifunktio

128.
a) Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin nollakohdissa.

Funktion nollakohdat ovat x =-5jax=2.

b) Funktion arvo on sama kuin kuvaajalla olevan pisteen y-koordinaatti.
Luetaan funktion kuvaajalta, milld muuttujan x arvoilla funktio saa arvon
—6.

Funktio saa arvon —6, kun x=-8 taix=35.

c¢) Funktion arvot ovat negatiivisia silloin, kun funktion kuvaaja kulkee x-
akselin alapuolella.

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x < -5 taix > 2.



129.

a) Funktio leikkaa x-akselit pisteissd (—3, 0) ja (4, 0). Funktio leikkaa y-
akselin pisteessi (0, 6).

b) Funktion arvo on sama kuin kuvaajalla olevan pisteen y-koordinaatti.
Luetaan funktion kuvaajalta, mikéd on funktion arvo, kun x =-2.

Funktion arvo kohdassa x =-2, on —3.

¢) f(3)tarkoittaa funktion arvoa, kun x=3. f(3)=-3.

d) f(x)=4 tarkoittaa, ettd funktion arvo on 4. Luetaan kuvaajalta, milla

x:n arvoilla funktio saa arvon 4.

f(x)=4, kunx=—4taix=35.

e) f(x)=-7 tarkoittaa, ettd funktion arvo on —7. Luetaan kuvaajalta, milla

x:n arvoilla funktio saa arvon —7.

f(x)=-7, ei milldén x € R, joten yhtélolla ei ole ratkaisuja.



130.
a) f(4) tarkoittaa funktion arvoa, kun x=4. f(4)=3

b) f(1) tarkoittaa funktion arvoa, kun x=1. f(1)=0

¢) f(x)=3 tarkoittaa, ettd funktion arvo on 3. Luetaan kuvaajalta, milla

x:n arvoilla funktio saa arvon 3.

f(x)=3, kunx=0taix=4.

d) f(x)=-1 tarkoittaa, ettd funktion arvo on —1. Luetaan kuvaajalta, milla

x:n arvoilla funktio saa arvon —1.

f(x)=-1, kunx=2.

e) Funktion arvot ovat negatiivisia silloin, kun funktion kuvaaja kulkee x-
akselin alapuolella.

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun 1< x<3.



131.

f(x)=3x>—4x+1 on yldspiin aukeava paraabeli, koska toisen asteen
termin kerroin, 3, on suurempaa kuin 0.

g(x)=x"+2x+5 on ylospiin aukeava paraabeli, koska toisen asteen
termin kerroin, 1, on suurempaa kuin 0.

p(x)=3-2x" on alaspiin aukeava paraabeli, koska toisen asteen termin
kerroin, -2, on pienempai kuin 0.

h(x) =9x* —4on ylospiin aukeava paraabeli, koska toisen asteen termin
kerroin, 9, on suurempaa kuin 0.

Funktio Paraabelin aukeamissuunta
f(x)=3x"—4x+1 yléspéin
g(x)=x>+2x+5 ylospéin
p(x)=3-2x" alaspdin
h(x)=9x" -4 ylospéin




132.

a) Toisen asteen termin kerroin on 2. Koska 2 > 0, paraabeli aukeaa
ylospdin.

b) Funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtdlo f(x)=0

f(x)=0

2x%4+x-1=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

1+ 1P—4-2-(=1)

X =

2:2

~1++/9
X =

4

-1£3
X =

4

-1+3 1 -1-3
x= =— tal x=——=-1

4 2 4

c¢) Kaikissa y-akselin pisteissd x-koordinaatti on 0. Lasketaan
leikkauspisteen y-koordinaatti.

f(0)=2-0*+1-0-1
=0+0-1
=—1

Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —1).



133.

a) Toiseen asteen termin kerroin on —1. Koska —1 < 0, niin paraabeli
aukeaa alaspdin.

b) Kuvaaja leikkaa x-akselin funktion nollakohdissa. Funktion nollakohdat
saadaan ratkaisemalla yhtdlo f(x)=0.

Kaikissa y-akselin pisteissd x-koordinaatti on 0. Lasketaan leikkauspisteen
y-koordinaatti.

f£(0)=9-0°=9

Kuvaaja leikkaa koordinaattiakselit pisteissa (3, 0), (=3, 0) ja (0, 9).






134.

Lasketaan, missi pisteissd paraabeli leikkaa x-akselin, y-akselin seké
lasketaan paraabelin huippukohta. Niilld voidaan hahmotella kuvaaja.

Paraabelin nollakohdat:

J(x)=0

x’+2x-8=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

_2£22—4-1(-8)

X =
2-1
L2436
2
-2+6
X =
2
x:_2+6:2 tai x:ﬂ:—4
2 2

Joten kuvaaja leikkaa x-akselin pisteissé (2, 0) ja (—4, 0)

Kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteissa x-koordinaatti on 0. Lasketaan
leikkauspisteen y-koordinaatti.

£(0)=0>+2-0-8=-8

Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —8).



Kuvaajan huipun x-koordinaatti on nollakohtien puolivélissid. Huipun x-

koordinaatti voidaan laskea nollakohtien keskiarvona.

-4+2
2

-1

Huipun y-koodinaatti saadaan sijoittamalla x-koordinaatti paraabelin
yhtdloon.

fO=-)*+2-(-1)-8=1-2-8=-9
Huippu on pisteessd (—1 ,—9).

Koska toisen asteen termin kerroin, 1, on positiivinen, paraabeli aukeaa
ylospéin.

Merkataan pisteet koordinaatistoon, ja piirretdén niitten avulla paraabeli.

e

1 5 ox

(01 _8)




135.

a) Koska toisen asteen termin kerroin, 2, on positiivinen, paraabeli aukeaa
ylospéin.

Lasketaan funktion nollakohdat.

S(x)=0
2x°+2=0

Kaytetddn ratkaisukaavaa.

L 0£V0°4-2.2

2-2

L 0EV-I6
4

Koska juurrettava on negatiivinen luku, niin yhtélolli ei ole ratkaisuja,
joten funktio ei leikkaa x-akselia.




b) Koska toisen asteen termin kerroin, —1, on negatiivinen, paraabeli
aukeaa alaspéin.

Lasketaan funktion nollakohdat.

f(x)=0
—x’—4x-4=0

Kaytetdin ratkaisukaavaa.

_HEJA (D ()

2-(-1)
440
X =
-2
440
X=—"
-2
x:i:—2
-2

Koska yhtélolld on vain yksi ratkaisu, paraabelin huippukohta on x-
akselilla.




c¢) Koska toisen asteen termin kerroin, —1, on negatiivinen, paraabeli
aukeaa alaspéin.

Lasketaan funktion nollakohdat.

S(x)=0
4x—x*=0
x(4-x)=0

x=0 tai 4-x=0




136.
a) Paraabeli leikkaa x-akselin pisteissd (=5, 0) ja (3, 0).

b) Paraabelin huippukohta on pisteesséd (—1, —5)

c¢) Paraabeli on symmetrinen huipun kautta kulkevan y-akselin suuntaisen
suoran suhteen. Symmetria-akselin yhtédlo saadaan selville huipun x-
koordinaatin avulla. Joten symmetria-akselin yhtalé on x =—1.



137.

a) Paraabelin huipun x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo. Ratkaistaan
siis ensin funktion nollakohdat.

f(x)=0
—x’+8x—-15=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

x:—Si\/82—4-(—1)-(—15)

2-(-1)
—8+/4
X =
-2
—8+2
X =
-2
) —8-2

X =3taix=——=5
2

Paraabelin huipun x-koordinaatti on x, = % =4.

Huipun y-koordinaatti on sama kuin funktion arvo kohdassa x =4.
f(4)=—-4+8-4-15=-16+32-15=1

Paraabelin huipun koordinaatit ovat (4, 1).

b) Symmetria-akseli kulkee aina huipun kautta. Koska symmetria-akseli on
y-akselin suuntainen suora, sen yhtilé on x =4.



138.

a) Koska toisen asteen termin kerroin, 3, on positiivinen, paraabeli aukeaa
ylospéin.

b) Kuvaaja leikkaa x-akselin funktion nollakohdissa. Lasketaan f(x)=0.

f(x)=0
3x*-12=0
3x* =12 :3
x'=4
x:i\/z
x=x2

Kuvaaja leikkaa x-akselin pisteissd (—2, 0) ja (2, 0).

Kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa x =0, joten lasketaan f(0).

£(0)=3-0>-12=—-12.

Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessd (0, —12)



c¢) Paraabelin huipun x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo.

-2+2 0
xh: 2 :EZO

Huipun y-koordinaatti on sama kuin funktion arvo kohdassa x=0.

£(0)=3-0°—-12=—-12

Huipun koordinaatit ovat (0, —12).

d) Symmetria-akseli kulkee aina huipun kautta. Koska symmetria-akseli on
y-akselin suuntainen suora, sen yhtilé on x =0.



139.

a) Lasketaan funktion nollakohdat.

f(x)=0
—4x*+8x-3=0

Kaytetddn ratkaisukaava.

x:—8i\/82—4-(—4)-(—3)

2-(—4)

L_—8£416

-8

-8+4
X =

-8

-8+4 1 . -8-4 3
X = =—talx=———=—

-8 2 -8

Paraabelin huipun x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo.
1,3
2 2.2,
2 2
Huipun y-koordinaatti on sama kuin funktion arvo kohdassa x =1.

F)=—4-1"+8-1-3=-4+8-3=1.

Huipun koordinaatit ovat (1, 1).



140.

a) Paraabelin huipun x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo. Ratkaistaan
siis ensin funktion nollakohdat.

S(x)=0
6x—3x" =0
x(6-3x)=0
x=0 tai 6-3x=0
3x=6 :3
x=2

Paraabelin huipun x-koordinaatti on

_0+2_ 2,

X
h 2 2

Huipun y-koordinaatti on sama kuin funktion arvo kohdassa x =1.

f1)=6-1-3-"=6-3=3
Huipun koordinaatit ovat (1, 3).

Koska toisen asteen termin kerroin, —3, on negatiivinen, on paraabeli
alaspdin aukeava ja huippu on paraabelin maksimipiste.



b) Paraabelin huipun x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo. Ratkaistaan
siis ensin funktion nollakohdat.

f(x)=0
10x> +40x+30=0 10
x*+4x+3=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

—4+~4—4.1-3

x:
2-1
—4+/4
x:
2
—4+2
X =
2
4 _4_
X = +2:—1 tai x=£=—3
2 2

Paraabelin huipun x-koordinaatti on

I e

=2
" 2 2

Huipun y-koordinaatti on sama kuin funktion arvo kohdassa x =-2.
£(-2)=10-(=2)*+40-(-2)+30=40-80+30=—10

Huipun koordinaatit ovat (=2, —10).

Koska toisen asteen termin kerroin, 10, on positiivinen, on paraabeli
ylospéin aukeava ja huippu on paraabelin minimipiste.



141.

Kuvaajan symmetria-akselin x-koordinaatti on nollakohtien keskiarvo. Nyt
tiedetddn toinen nollakohta ja symmetriakohta. Merkitdin toista
nollakohtaa kirjaimella x ja ratkaistaan se.

_ —8+x

2= 2
2

4=-8+x

x=4+38

x=12



142.

INFX) =-0,5%2 = x + 12

— N w S (%] o ~ (o) O
1 1 1 1 1 1 1 1 1

T T T T T T T T T T
-7 46 -5 -4 3 -2 -1 1 2 3 5
14

-2

a) Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, 12).

b) Funktion nollakohdat ovat x =—6 jax=4

¢) Funktion arvo kohdassa x =3 on 4,5.

d) Funktio saa arvon 10 kohdissa x =~ -3,2 taix~1,2.



143.

10 8 6 4 —2 2[4 6 8 10 X
—
4l
_6_
_E_
104
124
b

—164

—184

a) f(0)=5
£(~10) =-765

b) Yhtdlo f(x)=0 tarkoittaa niitd kohtia, joissa kuvaaja leikkaa x-akselin.
Etsitdén ndmai pisteet kuvaajasta.

f(x)=0, kun x = -0,3 tai x = 3,1.



c¢) yhtdlo f(x)=-20 tarkoittaa niitd kohtia, joissa funktion arvo on —20.

Etsitddn ndma pisteet kuvaajasta.

f(x)=-20, kunx = —1,1 tai x = 3,9



144.

Piirretéidin funktio f(x)=2x"-5x+14.

— N w » wv o)} ~ oo O
1 1 1 i I 1 L 1 1

Etsitddn kuvaajan huippukohta ja laskin antaa tarkat koordinaatit. Koska
kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, huippu on kuvaajan minimipiste

(1,3; 10,9).



145.

Piirretddin funktio f(x)=3x>—-10x+8.

5 (3,5)

a) Kohdassa x =3 funktion arvo on 5.

)
40
20
—20 20 40 X
—20
—40-
—60-
—80-
—100

—120 e (6, -122)




b) Kuvaajasta huomataan, etté piste (6, —122) ei ole kuvaajalla.

0,6
0,4

0,2

T T T T T T T T T T T

02 04 06 08 1 1,2 4 16 18 /2 22 24 X
—0,2
T (1,67;-0,33)

c¢) Paraabelin huipun koordinaatit on (1,7; —0,3).



146.

a) Kaaren korkeus 2 m:n kohdalla saadaan laskemalla funktion arvo, kun
x=2.

£(2)=-0,275-2"+1,65-2=2,2 (m)

b) Kaarielementti osuu lammen toisen puolen rantaan, kun korkeus on 0.
S(x)=0
—0,275x> +1,65x =0

x=0 tai x=6

Koska kaarielementti alkaa, kun x =0, niin toisen puolen ranta on
x =6 (m) paidssa. Joten lampi on 6 m leved.



147.

a) Lasketaan erotus, kun putoamista on kestdanyt 0 sekuntia ja 4 sekuntia.

s(4) —5(0) =4,905-4* —4,905-0°
=78,48
~ 78

b) Kappaleen korkeus on 1200 m. Lasketaan putoamisaika yhtalosta
s(t)=1200.

s(¢)=1200

4,905¢> =1200
t=+15,641238

t==*16

Aika ei voi olla negatiivinen, joten ¢t =16 s.



148.

a) Veden tiheys, kun ldmpétila on 85 °C, saadaan laskemalla funktion
arvo, kun x =85.

R(85) =—0,00447-85> +0,0443-85+ 999,17
=970,63975
~ 970

mg

cm’

85-asteisen veden tiheys on 970

b) Veden kiechumispiste on 100 °C, joten veden tiheys saadaan laskemalla
funktion arvo, kun x =100.

R(100) = —0,0047 -100° +0,0443-100 + 999,17
=956,6
~ 960

mg

cm’

Kiehumispisteessé olevan veden tiheys on 960



¢) Funktion arvo on 990, joten veden ldmpotila saadaan yhtalosta
R(x)=990.

R(x) =990
~0,00447x" +0,0443x + 999,17 = 990
x=-40,60798131 tai x=50,518495

Vesi ei ole nestemdistd —40-asteisena, joten se ei voi olla ratkaisu. Eli
veden ldmpdtila on x = 50,518495 = 50,5 °C.

d) Funktio R(x) =—0,00447x> +0,0443x + 999,17 on alaspidin aukeava
paraabeli, joten veden tiheys on suurimmillaan huipussa. Lasketaan huipun
x-akselin koordinaatti nollakohtien avulla.
R(x)=0
—0,00447x%40,0443x + 999,17 =0
x=-467,8579 tai x=477,7685

Huipun x-koordinaatti on

_ —467,8579+477,7685

X, =4,9553~5,0
2

Veden tiheys on suurimmillaan 5,0 asteen lampdtilassa.



149.

a) Merkataan ensimmaistd kolmella jaollista lukua termilld 3x. Seuraava
kolmella jaollinen luku on 3x + 3. Lasketaan ja sievennetddn ndiden tulo.

3x-(3x+3)=9x>+9x

b) Muodostetaan kahden perdkkiisen kolmella jaollisen kokonaisluvun
tulon yhtdlo. Tulo on 2754.

Saadaan 9x* +9x = 2754.

Ratkaistaan muuttuja x.
9x* +9x = 2754

x=17 tai x=-18

Luvut ovat siis 3x=17-3=51ja3x+3=17-3+3 =54 tai
3x=-18-3=-54ja3x+3=3-(-18)+3=-51.



150.
a) Kotimaisen perunan hinta on x €/kg.

Myyntimaéra riippuu perunan kilohinnasta lausekkeen 28,7 — 0,69x kg
mukaisesti.

Myyntitulot saadaan lausekkeesta: myyntimdéari - hinta .

myyntitulo

Muodostetaan myyntitulon M(x) lauseke.
€
M(x)= x{k—j -28,7-0,69x (kg)
g

=28,7x-0,69x" €



b) Myyntitulo eli funktion arvo on 278, joten lasketaan muuttuja x
yhtélostd M (x)=278.

M(x) =278
28,7x—0,69x> =278

x=15,35459 tai x=26,23961

Koska varhaisperunan kilohinta on minimissidin 20 €/kg, vastaus on
26,23961€/ kg ~26,24€/kg.



151.

txcm

100 cm

130 cm

a) Liitutaulun leveys on 130cm+2xcm =130+ 2xcm ja korkeus on
100cm+2xcm =100+ 2xcm .

Liitutaulun pinta-ala on

A(x) = (130 + 2x)(100 + 2x)
= 4x” +460x +13 000



b) Kehyksen pinta-ala on 2500 cm” ja taulun sisdosan pinta-ala on
130 cm-100 cm =130 000 cm”, joten liitutaulun pinta-ala on

2500 cm” +130 000 cm” =132 500 cm’. Nyt voidaan laskea kehyksen
leveys yhtélostd A(x) =132 500.

A(x) =132 500
4x>+460x +13 000 = 132 500
x=5199 tai x=-120,1995

Koska kehyksen leveys ei voi olla negatiivinen arvo, on kehyksen leveys
5,199=5,2 cm.



152.

a) Koska toinen sivu on pituudeltaan x, toinen sivu on mitaltaan
I1-x-x

=55-x.
2

b) Hiekkalaatikon pinta-ala on

A(x)=x-(5,5-x)=5,5x—x"

c¢) Lasketaan funktion A(x) arvo, kun x=2,5.

A(2,5)=5,5-2,5-2,5"
=75

Hiekkalaatikon pinta-ala on 7,5 mz, kun toinen sivu on 2,5 m.

d) Lasketaan, milld muuttujan x arvolla funktion arvo on 6,5.
A(x)=6,5
—x*+5,5-6,5=0
x=1,71922~1,7 tai x=3,780775~3,8

Hiekkalaatikon mitat ovat 1,7 m ja 3,8 m.



153.

kanta - korkeus

a) Suorakulmaisen kolmion pinta-ala on

Toinen kateeteista on 1,8 m pidempi. Merkitddn lyhyempaa kateettia
kirjaimella x, joten pidempi kateetti on pituudeltaan x +1,8 m. Nyt voidaan

muodostaa funktio, joka kuvaa viirin pinta-alan riippuvuutta lyhyemmén
kateetin pituudesta x.

x-(1,8+x)

S =—=

=0,5x> +0,9x

b) Lyhyemmén sivun pituus on 60 cm = 0,6 m. Lasketaan funktion arvo,
kun x=0,6.

£(0,6)=0,5-0,6+0,9-0,6
=0,72

Viirin pinta-ala on 0,72 m’.



c¢) Lasketaan, milld muuttujan x arvoilla funktio saa arvon 0,5.

S(x)=0,5
0,5x*+0,9x-0,5=0
x=0,445362 tai x=-2,24536

Koska pituus ei voi olla negatiivista, niin lyhyemman kateetin pituus on
0,445362 ~ 0,45 m ja pidemmin kateetin pituus on 0,45+1,8 =2,25 m.



154.

a) Tutkitaan tilannetta taulukon avulla ja muodostetaan funktion lauseke.

Hinnan | Hinta (€) Maéra (kpl) Myyntitulo (€)

korotus

ten

maard

0 10,00 3800 10,00-3800

1 10,00+0,50 | 3800—100 | (10,00+0,50)(3800—100)

2 10,00+2-0,50 | 3800—2-100] (10,00+2-0,50)(3800—2-100)
3 10,00+3-0,50 | 3800-3-100| (10,00+3-0,50)(3800—-3-100)
X 10,00+ x-0,50 | 3800—x-100| (10,00 + x-0,50)(3800 — x-100)

Myyntituloa kuvaava funktio on siis

T(x) = (10,00 +0,50x)(3800 — 100x)
= —50x2-+900x + 38 000

b) Lipun hinta on siis noussut

12=10+0,50x
x=4

Lasketaan siis funktion arvo, kun x =4 .

T(4)=—50-4% +900-4 + 38 000
= 40800

Myyntitulot ovat siis silloin 40 800 €.




c) Piirretddn laskimella funktion kuvaaja. Myyntitulot saavat suurimman
arvonsa paraabelin huipussa. Selvitetdin laskimen avulla huipun
koordinaatit.

y (9, 42050)
42050 H

42045
42040
42035
42030+
42025

42020+

Huipun x-koordinaatti x =9 .

Muuttuja x kuvaa 0,50 euron hinnankorotusten miéiraa. Jotta myyntitulot
olisivat mahdollisimman suuret, lippujen hinnat tulisi olla
10,00+0,50-9=14,50(€).



1585.

a) Tutkitaan tilannetta taulukon avulla ja muodostetaan funktion lauseke.

Hinnan | Hinta | Méara Yrityksen Yrityksen saama voitto (€)

koro- ©) (kpD) kustannukset (€)

tusten

méadra

0 14 90 4,50-90 14-90 - (4,50-90)

1 14+1]90-5 4,50-(90-5) (14 +1)(90 - 5) — (4,50 - (90 — 5))

2 14+2190-2.5 | 450-(90-2-5) | (14+2)(90—-2-5)—(4,50-(90—-2-5))
3 14+3|190-3-5 | 450-(90-3-5) | (14+3)(90—-3-5)—-(4,50-(90-3-5))
X 144+x]|90-x-5 | 450-(90-x-5) | (14+x)(90—-x-5)—-(4,50-(90—x-95))

Yrityksen saamaa voittoa kuvaava funktio on siis

f(x)=(14+x)(90 —5x) — (4,50 (90 — 5x))
=—5x" +42,5x +855




b) Lasketaan, milld muuttujan x arvoilla funktio saa arvon 350.

f(x)=350
—5x* +42,5x +855=350

x=-6,66157 tai x=15,161575

Koska myyntihinnan tulee olla vahintdén 10 €, paidan hinnan pitii olla
14+15,16 =29,16 €.



c) Piirretéédn laskimella funktion kuvaaja. Funktion arvot kuvaavat voiton
maaraa.

(-6,2; 400)
(14,69; 400)
300-
200-
100
—}6 B 6 4 2 2 4 6 8 10 12 14 16 1'R\X

Muuttuja x kuvaa hinnankorotusta. Jotta myyntitulot olisivat vahintdian
400 €, paitojen myyntihinta tulisi olla 14 +(-6,2)=7,8€ ja

14+14,69 = 28,69 € vililld. Koska yhden paidan hinta pitdd olla vahintdin
10 €, paitoja pitdd myyda 10,00 € - 28,69 €.



156.
a) Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin nollakohdissa.

Funktion nollakohdat ovat x =5 ja x =1

b) Kun x =2 funktio saa arvon —3, joten f(2)=-3.

c¢) Kuvaaja saa arvon —3, kun x =-6 tai x =2

d) Funktio ei saa millddn x € R arvoa 5, eli ei ratkaisua.

e) Funktion arvot ovat positiivisia silloin, kun funktion kuvaaja kulkee x-
akselin yldpuolella.

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun -5 < x <1.

f) Paraabelin huipun koordinaatit ovat (-2, 4)

g) Symmetria-akseli on y-akselin suuntaisen suoran yhtilossé, jossa x-
koordinaatti pysyy aina vakiona, joten kuvaajan symmetria-akselin yhtalo
on x=-2.



157.

a) Koska toisen asteen termin kerroin, 4, on positiivinen, paraabeli aukeaa
ylospéin.

b) Lasketaan, missd kohdassa funktion kuvaaja leikkaa x-akselin, eli
funktion nollakohdat.

f(x)=0
4x*2x=0
x(4x-2)=0

x=0 tai 4x-2=0

4x=2 4

1

xX=—

2

Kuvaaja leikkaa x-akselin pisteissd (0,0) ja (%,0).

Kaikissa y-akselin pisteissa x-koordinaatti on 0. Lasketaan leikkauspisteen
y-koordinaatti.

f(0)=4-0-2-0=0

Funktio leikkaa y-akselin pisteessd (0,0).

Funktion ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat (0,0) ja (%,Oj.



©)

T
-1 -0,5




158.
a) f(x)=0

x2—6x+8=0

Kaytetdan ratkaisukaavaa.

o —(=6) £1/(—6)>—4-1-8

2-1
6144
2
6+2
X=—
2
x=gz4taix=%=2

b) Kuvaajan huipun x-koordinaatti on nollakohtien puolivilissid. Huipun x-

koordinaatti voidaan laskea nollakohtien keskiarvona.

4+2
2

3

Huipun y-koodinaatti saadaan sijoittamalla x-koordinaatti paraabelin
yhtild6n.

f(3)=3"-6-3+8=-1

Huippu on pisteessi (3, —1).

¢) Symmetria-akseli on y-akselin suuntaisen suoran yhtilossi, jossa x-
koordinaatti pysyy aina vakiona, joten kuvaajan symmetria-akselin yhtélo
on x=3.



159.

a) Lasketaan funktion arvo, kun x=2,5.

f(2,5)=414-2,5-88-2,5>
=485

Myyntitulot ovat 485 €.

b) Lasketaan milld muuttujan x arvolla funktio saa arvon 300.

£(x)=300
414x —88x* =300
x=-0,89484 tai x=23,80970

Koska hinnan tulee olla vililld 1,00 € — 4,00 €, niin hinnan taytyy olla
3,80970 ~ 3,81 €.



c) Piirretddn laskimella funktion kuvaaja. Myyntitulot saavat suurimman
arvonsa paraabelin huipussa. Selvitetdin laskimen avulla huipun
koordinaatit.

y (2,35;486,92)
450

400+
350+
300
250+
200
150
100

50+

Huipun x-koordinaatti on 2,35, joten jaatelon hinnan tulisi olla 2,35 €.
T&lloin myyntitulot olisi 486,92 €.
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