1.1 Polynomifunktio

1. a) Suoran kulmakerroin £ =-2 <0, joten suora on laskeva.
b) Suoran kulmakerroin £ = 0,4 > 0, joten suora on nouseva.

¢) Suoran kulmakerroin k£ = 0, joten suora on x-akselin
suuntainen (vaakasuora). Suora ei siis ole nouseva eiké laskeva.

2. af2)=-3-(2)-1=5

_1 . 4!
b)f-2) =2 (-2)+5 =47
)A2)=10-6(-2)=22

3. a) f(-16) =2 - (-16) — 6 = -38 £ 67
Piste ei ole kuvaajalla.

N | — || X
]
(@)




b) f(-16)=3—-4-(-16) = 67 2
Piste on kuvaajalla.

N |— || X
W

a)-6x=0 [ (-6)
x=0

b)-3x+9=0
3x=-9 |:(-3)
x=3

c)dx—-5=0



a) Kuvaaja leikkaa y-akselin, kun x = 0.

FOy=2.0-30-2_1

4 2

L .. 1
Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (O’Ej

b) Nollakohta saadaan yhtilostd g(x) = 0.

8x—(3x-2)=0
8x—3x+2=0
5x=-2 |[:5

X=—=

5

x-akseli:

_3x_6=0 |4
4

~3x-24=0
~3x=24 |:(-3)

x=-8

leikkauspiste (-8, 0)



y-aksdli:

3
f(0)==2-0-6=-6

y-akselin leikkauspiste (0, -6)

Huom! Funktion lauseke siind muodossa, ettd y-akselin
leikkauspisteen ndkee myds suoraan vakiotermista.

x-akselin leikkauspiste saadaan yhtélosta f{x) = 0.

2—£+f:1:0

10)2 S)X 2)x_1

+ —=0
I 2 5
20 5 2X=2 4 9
10 10 10
20-5x+2x-2=0

~3x=-18 |:(-3)

x=6

Kuvaaja leikkaa x-akselin pisteessa (6, 0).



a) Toisen asteen termin kerroin 4 > 0, joten paraabeli aukeaa
ylospéin

b) Toisen asteen termin kerroin -1 < 0, joten paraabelin aukeaa
alaspdin.

c) Toisen asteen termin kerroin 4 > 0, joten paraabeli aukeaa
ylOspain.

d) Toisen asteen termin kerroin -12 < 0, joten paraabeli aukeaa
alaspdin.

a) flx) =3 -2x)(3 + 2x)
=9+ 6x—6x—4x°
=9 4x?

b) fix) = -6x(4 — x)

= 4x + 6x°

c) fix) = (4x — 3)(4x — 3)
—16x% —12x—12x+9

—16x% —24x+9

d) Ax) = (7 — x)(4x — 8)
—28x—56—4x2 +8x

= —4x% +36x-56



10.

11.

12.

2 2
) g(x)=6x 8x:6x —8—x=3x2—4x
2 2
2 2
5-3x+x° 5 3x «x 3 I o
b) gx)=————="-"+—=1-—x+-x
) £) 5 5 5 5 5 5

2 42 4 4 4

2
b) ,{1):1.1_2.(1) L2111
2) 32 3\2) 6 34 6 6
a)-2x" +4x=0
x(—2x+4)=0
x=0 tai -2x+4=0
_2x=—4 |:(=2)
x=2
b)x*—x—42=0
x_—(—l)i\/(—l)2—4-1-(—42)
21
x_li«/169_1i13
2 2

x=17 tai x=-6



13. a)x"+3x+4=0
34432 4.(-1)-4

2-(-1
T35 345
-2 -2
x=-1 taix =4

b)x’—4x+4=0

_—QAJiJe4f—4~L4
- 2.1

X

_4+40
2
x=2

X

)x*+6x+10=0

6462 -4-1.10
- 2-1
_—6+/-4
2

E1 ratkaisua

X

X

Funktiolla e1 ole nollakohtia.



14,

15.

a)-10x+2=0
~10x=—-2 |:(~10)
21
10 0s

b) 2x* +32x =0

2x(x+16)=0
2x=0 tai x+16=0
x=0 x=-16
) 7x*+7=0

Ixr=-7 |7

2 _

x =-1

Ei1 ratkaisua

Funktiolla e1 ole nollakohtia.

a)2x° +2x—60=0  |:2
X +x—-30=0

x_—li\/12—4-1-(—30)

21
I E P 31
2 2

x=5 taix = -6



16.

17.

b) x(3x +9) = 0

x=0

tai3x +9=0
3x=-9
x=-3

2) i0)=-0+3=3

pisteessa (0, 3)

b) 0)=-0°-5=-5

pisteessa (0, -5)

¢) (0)=2:0"-4-0=0

pisteessa (0, 0)

:3

a) f-0,1) = -0,5 - (-0,1) + 2 = 2,05 # 0,63

Piste ei ole kuvaajalla.

X f(x) =-0,5x + 2
0 2
2 1
4 0

f




b) -0,1)=3 - (-0,1)* + 4+(-0,1) + 1 = 0,63
Piste on kuvaajalla.

X | f(X)=3x°+4x+1
0 1
1 1
-1 0
-2 5

18. a)g(-1)=-(-1)+2=3
b) h(-1)=-(-1*+7 - (-1)=-8

) r(-1)=-2-(-1Y+(-1)°+3=3




109. a)—x+5=0
-X =-5
x=5

b)x*+11=0
¥=-11
E1 ratkaisua

FE1 nollakohtia

)x*—3x+2=0

_ C(3)£(3)% —4-12

2-1
xzsiﬁ:ﬁl
2 2
x=2 tai x=1
20. a) x-aksdli:
31 3x 6)x 2
2 1 3
3-9x 6x 2
6 6 6
3-9x-6x-2=0
—15x=-1 |:(~15)

X=—

15

leikkauspiste (i , Oj
15

y-aksdli:

g(O):l—S-O

leikkauspiste (O, é)

1

—0——

3



b) x-aksdli: y-aksdli:

2 _
X" =5x=0 g(0)=0%-50=0
x(x=5)=0
x=0 tai x—5=0 leikkauspiste: (0, 0)
x=35

leikkauspisteet: (0, 0) ja (5, 0)

21. Sievennetidn ensin funktion lauseketta.
(x=2)? —(1-x)=(x=2)(x=2)— (1-%)
=x? —2x—2x+4-1+x

=x% —3x+3

Lasketaan funktion nollakohta:
X2 3x+3=0
(-3 4(=3)2 413

2.1
3+4-3
2

X

X

E1 ratkaisua

Kuvaaja ei leikkaa x-akselia.



22.

23.

24,

1.2 Polynomifunktion merkKi

a) Kuvaaja kulkee x-akselilla tai sen yliapuolella, kun x > 2,

joten
flx) >0, kun x > 2.

b) Kuvaaja kulkee x—akselilla tai sen ylapuolella, kun x < 3,

joten
flx) >0, kun x < 3.

a) Kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, kun x < 12, joten
f'saa negatiivisia arvoja (eli f{x) <0), kun x < 12.

b) Kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, kun x > -6, joten
f'saa negatiivisia arvoja (eli f{x) <0), kun x > -6.

y

a) Ratkaisuksi kelpaa mika
tahansa laskeva suora, joka
leikkaa x-akselin kohdassa x = - 1.

><\/

TN

b) Ratkaisuksi kelpaa mika Y
tahansa nouseva suora, joka
leikkaa x-akselin kohdassa x = 1.




25.

26.

Tapa 1: kuvaajan avulla

3
Ratkaistaan ensin nollakohdat: 2]
2x-6=0 ]
2x=6 |:2 '
x=3 —0

Funktio saa negatiivisia arvoja, kun kuvaaja kulkee x-akselin
alapuolella, joten

fix)<0,kun x <3
Tapa 2: ilman kuvaajaa

2x—6<0
2x<6  |:3
x<3

Ratkaistaan ensin nollakohdat:

lx—4=0
2

lx=4 |-2
2

x=8

Funktio saa positiivisia arvoja, kun kuvaaja kulkee x-akselin

yldpuolella, joten
fix)>0, kun x > 8.



21.

28.

a)
—4x+6<-2

—4x<-8 |:(-4)

x>2

b)
—3x+1<5-2x

—x<4 |-

x2-4

a)

3x+12>25x+2
~2x21  [:(-2)
X< ——
2
b)

20x+2)=5
2x+42>25
2x2>1
1

xX2=—
2



29.

30.

a)
—(2x—4)>12+2x

—2x+4>12+2x
—4x>8  [:(-4)

x<-=2

b)
—(4x+3)—x<-2x-1
4x—-3—-x<-2x-1

Sx <2 :5
x<Z
a)
23—x)<T7-2x
6-2x<7-2x

0<l1

Tosi, joten epayhtédlon ratkaisuna kaikki x:n arvot.

b)
Sx+3(x—1)<8x—4
Sx+3x—-3<8x—4
0<-1

Epitosi, joten epayhtilolla ei ole ratkaisua.



31. a)
2)25_10)3<5)x

5 2
4x 30 5Sx

10 10 10
4x —30 < 5x

-x<30  |:(-1)
x> =30

10

b)
4dx +1 1

>Tx——
4 2

4x—k1>4)7x 2)1
4 1 2
4x+1228x_g.4
4 4 4
4x+12>28x -2
—24x > -3 :(-24)




32.
x x-3 xX+6
X+

3 2
2)x 3)x—3 6)£+2)x+6

<
3 2 1 3
2x 3(x-3) - 6x+2(x+6)

-6
6 6 6 6
2x—-3(x—-3)<6x+2(x+6)
2x—-3x+9<6x+2x+12
—9x<3 :(-9)
30
x>—=
1
xX>——
33.
(x-2)° —(x2 —4)>2
(x=2)(x=2)—x% +4>2
X2 2x—2x+4-x*>2
—4x > -6 ‘:(—4)

2



34.  a) Merkitdin kateetteja kirjaimilla x ja y.
Koska kateettien yhteispituus on 30, saadaan

x+y=30
y=30-x
X
b) Ehto 1. % - 30
30-x>0
—x>-30 ‘:(—1)
x <30
Ehto2: x>0

Yhdistamalla ehdot saadaan: 0 < x <30

35.  a) Olkoon korkeus y.

2x+2y =22 X
2y=22-2x  |:2
22 -2x
YT
y=11-x
X

Suorakulmion korkeus on 11—x.



b) Ehtol: x>0

Ehto 2:
I1-x>0

—x>-11 [:(-1)

x<l1l1
Ehdot yhdistimalli saadaan: 0 < x <11

36. a)
1-5x>0

—5x2>-1 [:(-5)

x<—
5

b)
—3x+10Z
2
—3x+1020
—3x>-10|:(-3)
xglg

3

0 -2

xS3l
3



37. a)

yA
f

>
X

(1, 0)

(8, 0)
fAx) >0, kun x <I taix > 8
b) VA
f
(_51 0) (11 O)

fix)>0,kun -5<x<1

<V



38. a) yA

4-
3-
9

2.

'I-
L L] | L "
=5 =4 =3 =2 o X

—1 -

g(x)=0,kun x =-3
Muulloin funktion arvot positiivisia, joten
2g(x) <0, kun x =-3

2(x) < 0 kaikilla muuttujan x arvoilla



39.

(-4, 0)

(0, 0)

(6, 0)

gx)<0,kunx<-4tai0<x<6

40.  a) Funktion nollakohdat x =-4,x =2 jax =4.

b) f

<

fix)<0,kun-4<x<2taix>4

<V



41.  a)Merkitidn f(x)=x> —3x—4.

Funktion fnollakohdat:
X2 —3x-4=0
D341
2-1
L_3E425
2
3£5
X=—"
2

x=4 tar x=-1

/:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

. f.1\ { .
N4

f(x)>0 kun x<-1 tai x>4




b) Merkitidn f(x)=—x> +54x—2.

Funktion f nollakohdat:
—x?454x-2=0
_-54 V5,42 —4-(-1)-(-2)
2-(=1)
—5,41+4,6
X=—""
-2

x=04 tai x=5

f:n kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

0,4/+\5

N

f(x)>0 kun 04<x<5




42.

a)
4x2 <16
4x% -16<0

Merkitddn f(x) = 4x% - 16.

Nollakohdat:
4x% -16=0
4x* =16 |:4
=4
x=22

f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

/
-\ /
2




b)
100 < 2x2 —10x
—2x% +10x+100<0

Merkitidn f(x) = -2x> +10x+100.

Funktion fnollakohdat:

—2x% +10x+100=0

1044102 —4-(~2)-100

2:(=2)
_—10£4/900
—4
—-10£30
X =
—4

x=-5 taa x=10

/f:n kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

-5 A10

7\
/
f(x)<0 kun x<-5 tai x>10




43.

a) Merkitddn f(x) = x> +4x+6.

Nollakohdat:
X2 +4x+6=0
x_—4iV42—44-6
2.1
__—4x4-8

2

Koska juurrettava -8 < 0, yhtélolla ei ole ratkaisuja eika
funktiolla f'siis nollakohtia.

/f:n kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joka ei leikkaa x-
akselia.

>X

f(x) > 0 kaikilla x:n arvoilla.



b) —2x2 +12x—18>0
Merkitddn f(x) = -2x> +12x—18.

Nollakohdat:
“2x% +12x-18=0

:—12i\/122—4-(—2)-(—18)

X
2.(=2)
—12+4/0
x:
—4
x=3

f:n kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli, joka sivuaa x-
akselia kohdassa x = 3.

f el saa positiivisia arvoja milldén x:n arvolla eli epayhtélolla

— 2x2 +12x—18 > 0 ei1 ole ratkaisua.



44.  a)Merkitian f(x)=x> +2x+1.

Nollakohdat:

X2 +2x+1=0
x_—2i\/22—4-1-1

2.1
2440
X=——"—
2

x=-1

/f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joka sivuaa x-
akselia kohdassa x = -1.

/

f(x) <0 vain kun x=-1.



b) —2x2 +20x-50 <0
Merkitddn f(x) = —2x2 +20x — 50

Nollakohdat:
—2x% +20x-50=0

__—20£4/207 - 4.(-2)- (-50)
) 2:(-2)

_—20%0

X = 5
-4

/f:n kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joka sivuaa x-
akselia kohdassa x = 5.

2

>X

f'saa negatiivisia arvoja muualla paitsi kohdassa x = 5.

Niin ollen —2x2 +20x—50 <0 kun x #5.



45.

a) Merkitddn f(x) = —6x% +x-9.

Nollakohdat:
—6x% +x-9=0
x: 14412 4-(=6)-(-9)
2-(-6)
xz—lJ_m/TlS
~12

Koska juurrettava -215 < 0, yhtilolla ei ole ratkaisuja eika
funktiolla f ole nollakohtia.

Funktion f’kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joka ei
leikkaa x-akselia.

~

f(x) £ 0 kaikilla x:n arvoilla.




b) 8x% +2x+9<0
Merkitidn f(x) = 8x% +2x +9.

Nollakohdat:
8x% +2x+9=0

x_—ziJ22—4-8-9
2-8
—2+/-284
16

X

Koska juurrettava -284 < 0, yhtilolla ei ole ratkaisuja eika
funktiolla f nollakohtia.

/f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joka ei leikkaa x-
akselia.

>X

f'saa vain positiivisia arvoja, joten epayhtalolla

8x2 +2x+9<0 eiole ratkaisuja.



46.  Merkitddn f(x)=2x2 +3x - 20.

Nollakohdat:
2x% +3x-20=0

_—3i\/32—4-2-(—20)

X =
2:2
_—3%4169
4

—-3+13

X =
4

x:E:2— tait x=-4

4

+ +
>X
f(x)<0 kun —4Sx£2%

Koska epayhtédlon ratkaisuun hyvéiksytddn vain x:n positiivisia

arvoja, 0 < x < 2%.



47.  Aitauksen ala
A(x) = x(30 — 2x) = 30x — 2x° 30 — 2x

Aitauksen pinta-alan tulisi olla vahintdin 100 m?, joten

saadaan epayhtalo:
A(x) =100

30x —2x2 >100
—2x%2 +30x-100>0

Merkitidn f(x) = —2x +30x —100.

Nollakohdat:
—2x% +30x-100=0

x_—30¢¢302—4.(—2)-(—100)
2-(-2)
~30+10
X=——
—4
x=5 tai x=10

/f:n kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

f(x)=20,kun 5<x<10
Niin ollen ala on vihintdan 100 m”, kun kohtisuoran sivun
pituus kuuluu vilille [Sm,10m] eli 5 < x <10 (metris).



48. a)

o

/ (3, 0)

Funktio saa negatiivisia arvoja (eli g(x) <0), kun x <3.

b)
g\t

ko oo
|

Funktio saa negatiivisia arvoja (eli g(x) < 0), kun % <x<3



49.

a) g(x) <0, kun
2x+1<0
2x<—1 |:2

b) g(x) = —2x% +10x

Nollakohdat:
~2x% £10x=0
x(-2x+10)=0
x=0 tai 2x+10=0
2x =-10]: (-2)
x=15

g :n kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli.

2(x)<0,kun x<0 tai x>5.



90. a)dx+5<5x-1
—x<-6  |[:(-1)
x>6
b)2(x—-5)<-4x+1)—x+1
2x—-10<-4x-4—-x+1
2x+10<-5x-3
Tx <7 |27

x<l1

51. a) 8x*>72
x> —72>0

Merkitiin f(x)=8x> —72.

Nollakohdat:

8x? —72=0
8x% =72 |8

X2 =9

x=23

f:n kuvaaja ylospiin aukeava paraabeli.

/
+ \ / +/x
3

-3

f(x)=0, kun x <-3 tai x>3



b) x% +8x+21<0

Merkitiin f(x) = x> +8x +21

Nollakohdat:
X2 +8x+21=0
x_—8i\/82—4-1-21
2.1
x_—8i\/—2o
2

Koska juurrettava -20 < 20, yhtilolla ei ole ratkaisuja eika
funktiolla f ole nollakohtia.

/f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joka ei leikkaa x-
akselia.

/

>X

f'saa vain positiivisia arvoja, joten epayhtalolla

x% +8x+21<0 eiole ratkaisuja.



S52.

X
X
15-2x
20-2x
a) Ehto 1:
15-2x>0
—2x 2 -15[:(-2)
x<75
Ehto 2:
20—2x>0
—2x2-20:(-2)
x<10
Ehto 3:
x>0

: 1
Kun ehdot yhdistetdin saadaan 0 < x < 75 (cm)

b)
A(x) = (15 = 2x)(20 — 2x)

=300 —30x — 40x + 4x2
— 4x% —70x +300



c) Vaaditaan, ettd A(x) <150 eli
4x% —70x +300<150
4x% —70x+150<0

Merkitiin f(x) = 4x> —70x +150.

Nollakohdat:
4x% —70x+150=0

x_—(—70)i\/(—70)2—4'4-150
- 2.4

_70£50
8
x=15 tai x=25

X

f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

f(x)<0, kun 2,5<x<15



1.3 Funktion muutosnopeus

kmAs
1004
501
t
; . : . >
0,5 1,0 1,5 2,0 h

a) Kun 1dhdostd on kulunut 1,0 h, Roosa ei endd liitku, joten
ollaan perilld. Etiisyys kotoa on 75 km.

b) Ensimmadisen puolen tunnin aikana Roosa on ajanut 50 km.

5Okmzmol%n

Keskinopeus on siis

b

¢) Roosa “ei litku”, kun 1,0 <¢ <1,25, joten aikaa
verotoimistossa kuluu 0,25h =15min.

d) Paluumatka alkaa hetkelld ¢ = 1,25 ja pdittyy, kun # =2,0.
Aikaa kuluu siis 0,75h = 45min.



4.

s/km 4

804

60

40

204

T T T T T T -

1 I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 //min

a) 0,5 h =30 min
30 min aikana juna on kulkenut 50 km matkan.

Junan keskinopeus v = S0km =100km/h

9

b) Tuppukylidn asemalle pysdhdytdan, kun matkaa on taittunut
60 km.
Isomaéki sijaitsee 80 km:n padssa lahtdoasemalta, joten
Tuppukyldstd on matkaa Isomaelle

80 km — 60 km =20 km

¢) Junamatka Tuppukylastda Isomielle kestaa

90 min — 70 min = 20 min = @ h:lh
60 3

Matkan pituus oli 20 km, joten keskinopeus on

po_ 20km o b
1
“h
3

d) Koko matkan pituus on 80 km ja matkaan kuluu aikaa 90 min
=1,5h.

80km

Keskinopeus on v = =53,33...km/h =53 km/h

5



55.

Vililla [-2, 0] punaisella piirretyn funktion f muutosnopeus on
suurempi, koska funktiolle fkeskiméaaraistd muutosnopeutta
kuvaavan suoran kulmakerroin on suurempi (suora nousee
jyrkemmin)

b) Y4

Z

2 3 X

Vililla [-2, 3] funktioiden muutosnopeudet ovat yhta suuret,
koska keskiméaaraistda muutosnopeutta kuvaavat suorat ovat
molemmat vaakasuoria.



56.

=<V

a) Keskimadriinen muutosnopeus vililld [0,4] saadaan
laskemalla pisteiden (0, 0) ja (4, 1) kautta piirretyn suoran

kulmakerroin:
1-0

= 1 =0,25
4-0 4
b) Pisteiden (4,1) ja (5, 0) kautta piirretyn suoran
kulmakerroin:
0-1 -1

D . |

5.4 1

c) Pisteiden (0, 0) ja (5, 0) kautta piirretyn suoran
kulmakerroin:



S7.

a) Suora kulkee pisteiden
(1, 1) ja (4, 3) kautta

Keskimiirdinen muutosnopeus
3-1 2

4-1 3

b) Suora kulkee pisteiden
(1, -1)ja (4, 2) kautta

Keskiméaardainen muutosnopeus
2-(-) _3_
4-1 3

1

c¢) Suora kulkee pisteiden
(1, 0)ja (4, -2) kautta

Keskiméaardinen muutosnopeus
-2-0_ 2

4-1 3




°CAT
58. ¢l

257
2N
231

221
211
201

)~

1 2 3 45 6 7 8 91011121314151617 18 19 20 21 22 23 24klo

a) Laitteisto alkaa puhaltaa kylméaa ilmaa 26 asteen lampdotilassa,
koska talloin lampotilaa kuvaava kayra kaantyy alaspain.

b) Suora kulkee pisteiden (16, 24) ja (18, 25) kautta.
Lampotilan keskimddrdinen muutosnopeus on

25-24_1_45 (oc/m)
18-16 2

c) Suora kulkee pisteiden (6, 20) ja (12, 24) kautta.
Lampotilan keskimidrdinen muutosnopeus on

24720 _4_2_666..~0,7 (°C/h)
12-6 6 3




59.

funktioiden keskimairiiset

muutosnopeudet vililla [1, 3]:

funktio f: 2’2 =33 _ 05

N
o |
[E—

funktiog: =2

= W

-1

. -3

funktioh: ——=-1
3-1

a) Suurin keskimédirdinen muutosnopeus vélilld [1, 3] on

funktiolla g

b) Pienin keskimairdinen muutosnopeus vélilld [1, 3] on

funktiolla 4

d) Suurin hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = 3 on funktioilla

gjah.

Molempien hetkellinen muutosnopeus on 0.
Funktion f hetkellinen muutosnopeus on -0,5.



60.

61.

a) Funktion hetkellinen
muutosnopeus kohdassa x = -2
on~=(

b) Piirretddn ensin
keskimairdistd muutosnopeutta
kuvaava suora.

Siirretddn suoraa ja etsitdan
kohdat, joissa suora on
tangenttina.

Hetkellinen muutosnopeus on
sama kohdissa
x=-22 ja x=1

>y

a) Hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = -1 on 0.

b) Hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = 0 saadaan kuvaan
piirretyn tangenttisuoran avulla. Hetkellinen muutosnopeus on

L) =

>y



62. a) Hetkellinen muutosnopeus on
sama kuin vililla [-2, 0]
kohdassa x = -1

b) Hetkellinen muutosnopeus on
sama kuin vililla [-3, 0]
kohdassax~=-1,5




63.

kmAs

DO 2
\

¥ — —

T T T

: >
0,25 0,5 0,75 1,0 h

a) Edla on kaupassa vililla, jolloin etdisyys kotoa ei kasva.
Kauppa on siis 2 km padssa.

b) Kaupassaoloaikaa kuvaava patkd kidyrda on noin yhden
ruudun mittainen eli 0,25 h =15 min.

c¢) Piirretdédn tangentti kohtaan # = 0,25. Sen kulmakerroin on
,3-0 13
0,25-0 0,25

Edlan nopeus on noin 5 kTm

Huomautus: Kuvaajasta on vaikea lukea tarkkoja pisteita.
Myos tulos 6 km/h on tdysin hyviksyttéva.

d) Edla saapuu Millan luo, kun # =1,0, jolloin etédisyys Edlan
kotiin on 4 km.



64.

R S e
-4—3-2—1\ 1/2 3 4 x

a) Keskimiardinen muutosnopeus valilla [-2, 3]:

15-15 0
-2-3

b) Keskiméirdinen muutosnopeus valilla {— 1%, 3%}:

20-10 _10_,

31_(_11) 5
2 2

1 .1
c) Keskiméaarainen muutosnopeus valilla {— 25 ,15}:

22_5 o= i54 =-3,75~—4
—2-_1=
2 2
d) Hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = -2:
15-25 -10 _
—2-(=3) 1

Hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = -3:
25-15
4-3

10




65.

a) Suoran s kulmakerroin
kg =— 4-0 _
0-(-2)

b) Etsitddn suoraa siirtamalla
sellainen kohta funktion f
kuvaajalla, jossa tangentti on
suoran s suuntainen.

x=2

c) Keskimiirdinen
muutosnopeus vililla [0, 1]
on

0-5

Z T __5
1—

Keskimiardinen muutosnopeus on pienempi vélilla [0, 1].




CAT

: ; % : % : R
03.00 06.00 09.00 12.00 15.00 18.00 21.00 24.00klo

a) Keskimdardinen muutosnopeus kolmen ensimmaisen tunnin
aikana on
14-16 -2

=-0,666...~-0,7 (°C/h)
3-0

b) Lampotilan keskimédirdinen muutosnopeus vélilld [9, 18] on

202164 _ 6 444, 04 cC/h)
18-9 9

c¢) Hetkellinen muutosnopeus klo 15.00 on

21-21_ 1 oc s
1815

d) Hetkellinen muutosnopeus klo 21.00 on
18-16 2
21-24 -3

= -0,666...~ 0,7 (°C/h)



67.

68.

2.1 Funktion derivaatta

YA

24-

a) f(4)=16 221
20-

, 18-
b) Lasketaan pisteeseen 161

(4, 16) piirretyn tangentin =~

kulmakerroin: 121
24-8 16 10-
_— = = 8

5-3 2 81
/(4 ~8 “
4
2
¢) f(2)~4

d) Lasketaan pisteeseen (2, 4) piirretyn tangentin kulmakerroin:
12-0_12_,
4-1 3
f'@) =4

a) fl-1)= 2
b) 0,5) = 1

c) Lasketaan pisteeseen (-1, 2) piirretyn tangentin kulmakerroin:
2=

-1-0

d) Lasketaan pisteeseen (0,5;1) piirretyn tangentin kulmakerroin:
1-45 =35 _
0,5-1 -0,5

x V¥



69.

70.

a) Lasketaan pisteeseen (-2, 2) piirretyn tangentin kulmakerroin:

2-(-2) 4
—2—(-1) -1

b) Lasketaan pisteeseen (2, 2) piirretyn tangentin kulmakerroin:

2-(-2)_4_,
2-1 1

Piirretdan funktion kuvaajalle
tangentti kohtaan x = 1.

Derivaatta kohdassa x = 1
saadaan tangenttisuoran
kulmakertoimesta:

ﬁ:_z
1-0




71.

12.

a) Piirretddn funktion
kuvaajalle tangentti
kohtaan x = 1.

Y __2_(_2)
rp="2-02

=0

b) Piirretddn funktion
kuvaajalle tangentti

kohtaan x = 2. i
—1-1
' 2 —
fO="
_=2
-1
a)
f(2)=5
f'(@2)=0
(tangentti x-akselin suuntainen)
b)
f(2)=55
f'@)=3

NP

/o




73.

f(3) on huippupisteen y-koordinaatti eli /' (3) =—1.

Pisteeseen (3, -1) piirretyn tangentin kulmakerroin nolla eli

\o: /

-

- N W A N OO N O

f(x) = x2

1'(3)=0
74.

x @)

1 =D _,
1-0

-1 I-(D__,
—1-0

2 4-0
2-1

2 4-0

-2-(-)
X 2x

—=

>



e ) = %3
75.
()
1 1-(-2) _,
1-0
-1 —1—2:3
~1-0
2 8—(4 _,,
2-1 —
X
2 -8-4 _,
~2-(-])
X 3x”

76.  a) Piirretddn funktion kuvaajalle tangentti kohtaan x = -1
yA

61 b)

|
w-
|
N
|
— -

|

-

1
—
N -
w-
-
(¥,
o -
\J-
00 -
O -
>y

oy 170
feh ==

b) Etsitddn tangenttia siirtdmalld muut kohdat, joissa tangentti
yhdensuuntainen a-kohdan tilanteen kanssa.
x=7



17.

78.

-3-(-1) _,

a) g(2) =-3 g'(2)=

b) x =-2,5 ja x =-9
c) x =-8,5
. .o . 2 -
Pisteeseen (0, 0) piirretyn tangentin - \
kulmakerroin: 1
1-(=1) of
eli /'(0) =1 -1
Py:
Kéyrélle voidaan piirtdd samansuuntaisia
tangentteja kohtiin x ~ -1 ja x~1leli

i
i
NN NE NN

pisteisiin (-1, -2) ja (1, 0). —2

1

2



79.

80.

a) f'(x) =0, kun
x=-1

f(x) =0, kun
x=~-Staix~3

b) f ' (x) =0, kun
x=-05taix~=3

f(x) =0, kun
x=-2,x=2taix~4

b,c,e, f,1

2-
‘I-

Ll L 1 1 ] Ll | I-'
-6 5\4-3-2-1_]1 1 2/3 4X
_2-
yl
2-

‘I-
3 1 RN

T

e

<Y



81. 6

N
'Y
o —
=l

82. Funktion nollakohdat:
x1 = —4,3 Xy =~ =33 x3 =0 X4 =33 x5 ~4,3

TR,

AR |

/TR

: /// i : \u,/?/
I

H
H
- i 1
- ] [
- H H
- i H 1
' ' 1
' ' I
r i H 1
i H '
- i i '
- i H '
"IIIII[lllIIJJJ!iIIiIIlllliIJ JIIIIIIlllIIJJJlIIiIII[lllIJ INNNNENIN] llIIJJJlIiIIIIllllI 1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 3 5 6

Kohtaan x| = —4,3 piirretyn tangentin kulmakerroin:
2-0
~2-(-43)

=0,869... eli f'(x1) ~ 0,9



83.

84,

2) f0) = 1

1-(-4)_

b) f'(0) =

0-1

c)f(2)=-1

~1-2

1 _3
2-3

d) f'(2)=

a)g(-1)=-3

o]

b)g'(-1) zj:—((j)): 2

c¢) Funktion nollakohdat:
x=-4jax~=0

d) Derivaatan nollakohta:
x=-2

>



y
85.  Piirretddn ensin kuvaajalle \.
tangenttisuora kohtaan x = 1.

' ~_2_(_3):_
rx=2td

86.

b)x=1,5jax=-3,5

c) x =-3



87.

88.

89.

2.2 Derivoimissaantgja ja -kaavoja

a) D(-5)=0

b) D(-4,3x) = 4,3

543
c) D| =x|==
7 7

a) f'(x)=3-x>"1 =3x?

b) m'(x) =—4-3- x> = —12x?
c) g'(t) = %5%5—1 =34

d) h()=0,6-7-r" 1 =420

a) D(-5x°) = -5 D(x*) =-5 - 3x> ' =-15x7

b) D(3x* — x + 4) = D(3x") — D(x) + D(4)
=32 ' 1+0=6x-1

o oo
3 5 3 5 3 5



90.

91.

92.

a) f'(x)=10

b) f'(r)=-3-3.7°"1 = _9;2
) fl(x)=-7-3-x>1-5=21x* -5

d) f’(t)=—%-2-t2_1 +%=—t+%

a) f(x)=-3x>+4
b) f'(x) = 24x

¢) f'(x) =—15x* +1,2x> —10x

d) f'(r) = —g 672 = —147°

2) D3x'! +4x )= D' |+ D(4x) =33x10 + 4
b) D563 +1)= D[ 55 }+ D(1) = ~ 155

D(— 3x® —4x3 + 12 ): D(— 3x® )+ D(— 45> )+ D(x2)

C)
= 24x" —12x% +2x

d) D25~ 7x—0,5x% )= D(25)+ D(~ 7x)+ D~ 0,5x% )= -7 — x



93.

94,

= 2% +2x2 +l
2

b) D(4x—7+x4):4-1—0+4x3 — 43> + 4

2
c) DFL—Q]:DFE _ijz%zx_?l:ﬁx_ﬂ

5 5 57 5 575
dp[1x2-2xi3 )=t 20212
47 37 4) 47 3 2773

a) flx) = 10x* + 15x°
F2(x)=10-4x> + 15 - 2x = 40x> + 30x

b)f(x)=(x—5)(x—5)=x2 Sx—5x+25=x>—10x+25
fP(x)=2x-10

4 2
c) f(x)zg); +3§ —6x=3x4+x2—2x

P(0)=3 40 +2x—2=12x +2x -2

d) fix) = 2x" — 3x° + 4x = -x* + 4x
f(x)=-2x+4



95.

96.

a) g(x)=4(x2—1):4x2—4
g'(x) =8x
b) g(x) = x2(2x + 6) = 2x° + 6x°
g'(x)= 6x% +12x
¢) g()=(t=3)\t=3)=t>-3t-3t+9=1> -6t +9
g'(x)=8x
d) g(r):(r—l)(r+1):r2+r—r—1:r2—1
g'(ry=2r
2t 1 , 1
a) m(t)=—"—=——t m'(t) =——
) m(1) 6 =3 (®) 3
x+3 1 3 1
b) h(x) = =—Xx+- h'(x)=—
) h(x) s TNt (x) 5
5 153
C) g(x)=6x 132x +3=2x5—4x3+1
g'(x) = 10x% —12x2
5 5.2
d) f(r):4r 2r +16r:—2r5+r2—8r

—2
£y =-10r* +2r -8



97.

98.

99.

Sx—4)  (5x—4)5x—4) 25x%-20x-20x+16
f(x): = =
3 9 9
25 5 40 16
9 9" 9
25 . 40 50 40
"X)="" 0 — =T o
J)=g g =gy
4 1
k(ry=-3r"+—-
3
k'(r):—12r3

K(2)=—3.2% +1 =472
3 3

K(2)=-12-2° =-96
m(t) =260 —41? -5
m'(t) = 12¢° — 8¢

m(-1)=2-(-)% -4.(=D? -5=—-7
m'(=1) =12-(=1)> =8-(~1) = 4



100.

101.

P(x) =2x> +3x% —5x+6
P'(x) = 6x% +6x—5

P(-2)=2-(-2)> +3-(-2)* =5-(-2)+6 =12

P(=2)=6-(-2)% +6-(-2)-5=17

P(x) = X043
P'(x) = 6x° +3x2



102. a) h'(x)=-04-5-x> "1 —1=-2x% -1

b) n'(r)=20-r20"1-3 4.3 = 20,17 — 10,22

c) f'(t) =157 4 8. 4441 —%-343‘1 —15¢1% + 3247 —¢?
Q) () = —
6

103. a) D(2x*+ 10x) =4x+ 10
b) D2x*+ 2x + 2x +2) =D(Q2x* + 4x + 2) = 4x + 4

¢) D[(2x — 1)(2x — 1)] = D(4x* — 2x — 2x + 1) = D(4x" — 4x + 1)
=8x—4

d) D(3x* — 2x° + 10x") = D(-2x° + 13x%) = -6x° + 26x

104. a) D(%ﬁ —ixj :D(lxz _%xj 2.1



105. a) f(x)= —3(— X2+ 1): 3x% -3

f'(x)=6x

f(4)=3-4>-3=45
F1(4)=6-4=24

b) f(x)=(2x-3)—x+1)=-2x% +2x+3x-3=-2x +5x 3

fl(x)=—-4x+5

f(4)=-2-4%>+5.4=-15
fi(4)=—4-4+5=—-11



2.3 Derivaatan arvo

106. a) Derivoidaan funktio:
f'(x)=—2x+3

f'(3)=-2-(-3)+3=9

b) Ratkaistaan yhtilo:
—2x+3=-3

—2x=-6 |:(=2)

x=3

107. a)g(5)=3-5"-4-5=55

b) Ratkaistaan yhtilo:
3x2 —4x =20
3x2 —4x—20=0

(x4 -4-3-(20)

X
2-3
x_4ix/256
6

4+16

X =
6

x:§:3l tai x=_—12=—2



108. g@quz—%+3ﬂ=t3—%2+3m
g'(t) = 32 —18¢+32

g'(t)=5 kun

312 _18/+32=5
312 _18+27=0
_—04&1Je4&2—4327
B 2.3

1840 _18

6 6
t=3

t

109. g(x)z(x+2)(x+2)=x2+2x+2x+4=x2+4x+4
g'(x)=2x+4
g'(x) =4 kun

2x+4=4
2x=0 :2
x=0



110.

111.

a) Derivaatan nollakohtaan
voidaan piirtdd vaakasuora
tangentti.

Derivaatan nollakohta x = 2.

b) Derivaatan nollakohdissa
derivaattafunktion kuvaaja
leikkaa x-akselin.

Derivaatan nollakohdat
x~=-1ja x=2.

Funktion nollakohdissa
kuvaaja leikkaa x-akselin.

Funktion nollakohdat:
x=0jax~=6

Derivaatan nollakohdassa
funktion kuvaajalle voidaan

piirtdd vaakasuora tangentti.

Derivaatan nollakohta:

x =3,

> Y




112.

113.

114.

Derivaatan nollakohdissa
funktion kuvaajalle
voidaan piirtdd vaakasuora
tangentti.

Derivaatan nollakohdat:
x~=-2jax=?2

Derivaatan nollakohdissa
derivaattafunktion kuvaaja
leikkaa x-akselin.

Derivaatan nollakohdat:
x~=-ljax=S5.

P(x)zx(x+1):x2 + X

P'(x)=2x+1
P'(x) =2 kun
2x+1=2
2x=1 |:2
1

X=—




115. Funktion f(x)= X0 —7x tangentin kulmakerroin saa arvon 5

siind pisteessd, missd derivaatta f'(x) = 5.
e A2
f'(x)=3x" -7
352 -7=5
3% =12 |33
X% =4

x=3x2

Vastaavat y-koordinaatit saadaan laskemalla funktion farvot
kohdissa x =2 ja x = -2.

f(2)=2%-7.2=6
f(D)=(-2)°-7-(-2)=6

Kysytyt pisteet ovat (2, -6) ja (-2, 6).

116. a) f(x)=3x% +6x

f'(x)=6x+6
f'(x)=0 kun
6x+6=0
6x=-6 |:6

x=-1



b) f(x)=-2x%+7

f(x)=—-4x
f'(x) =0 kun
—4x=0 |[:(—4)
x=0

117.  a) f(x)=—-8x% +12x
fl(x)=-16x+12

f'(x)=0 kun
—16x+12=0
—l6x=-12  |:(-16)
12 3

XxX=—=—
16 4

b) f(x) =%x3 +x2 —80x+5

f’(x)zx2 +2x-80

f'(x)=0 kun
X2 +2x-80=0
24422 ~4.1.(-80)
X =
2.1
__—2E34
2
~2+18
X =
2

x=&8 tar x=-10



118, a) f(x)=2x" —21x” —48x+1
£(x) = 6x% —42x — 48

f'(x)=0 kun
6x% —42x —48 =0

- (-42)£4(42)2 — 4.6 (-48)
T 2.6

4242916
12
42454

12
x=8 tar x=-1

b) f(x)= x> —9x2 +60x—8
£'(x) = —6x% —18x + 60

f'(x)=0 kun
—6x% —18x+60=0

(I8 £(-18)2 ~4-(=6)-60
. 2-(-6)

181764
—12
18+£42
X =
—-12
x=-5 tar x=2




119. a) f(x)=(x+1)x=9)=x>—9x+x-9=x> —8x—9

f'(x)=2x-8
f'(x)=0 kun
2x-8=0
2x =8 |:2
x=4

b) f(x)=x’(4x—21)—24x =4x> —21x% — 24x
F(x) =12x% —42x - 24

f'(x)=0 kun
12x% —42x—24=0

_-@4@1J@4mz—44204@
e 2.12

42442916
24
_42+54
24

X

X

x=4 tai x:—l
2



120. P(x)= X —x? = 20x+1
P'(x)=3x% —2x-21

P'(x)=0 kun
3x2 —2x—21=0
—(-2)£4/(-2)2 -4-3-(-21)
X =
2.3
2256
6
2+16
x:
6

. 1
x=3 tai x=—%=—2—

3

121, a) f(x)=5x> +8x—1

f'(x)=10x+8
f'(x)=-2 kun
10x+8=-2
10x=-10 |:10

x=-1



b) f(x)zx3 —2x% —x
f'(x):3x2 —4x -1

f'(x) =-2 kun
3x2 —dx—-1=-2
3x2—4x+1:0
()42 —4.3-1
x:
2.3
4++/4
_x:
6
442
X=—-"
6

122. Paraabelin huippupisteen x-koordinaatti on derivaatan

nollakohta.
f'(x)=2x—-4
Ratkaistaan derivaatan nollakohta:
2x-4=0
2x=4 |:2
x=2

Huipun y-koordinaatti: f(2) = 22 -4.2+6=2

Huippupiste on (2, 2).



123. Paraabelin huippupisteen x-koordinaatti on derivaatan
nollakohta.

F(x) =8x% —48x +3
f'(x)=16x—48

f'(x)=0 kun
16x—48=0
l6x =48 |:16

x=3

a) Huipun x-koordinaatti on 3.

b) Huipun y-koordinaatti f(3)=8-3% —48-3+3=-69

124. Derivoidaan funktio. Vakiota k kasitelldan derivoinnissa lukuna.
f'(x)=k-2x+5=2kx+5

Koska f'(—1)=4, saadaan yhtalo:
2k-(-1)+5=4
—2k=-1 |:(-2)

k=t
2



125. Derivoidaan funktio. Vakiota a kasitelladn derivoinnissa lukuna.

g'(x)= —6x2 +a-2x—2a= —6x2 +2ax—2a

Funktiolla on derivaatan nollakohta x = -2, joten saadaan yhtilo:

g'(-2)=0
~6-(=2)> +2a-(-2)-2a=0
—24—-6a=0

—6a=24  |:(-6)
a=-4

126. y= O,Sx2 +x—-12

Kéyrd on ylospdin aukeava paraabeli, joten ojan suurin syvyys
saadaan huipun y-koordinaatista.

Huippu saadaan selville derivaatan avulla.

y'=10x+10
x=-1 /
y'=0 kun \ :
1,0x+1,0=0 \l/
x=-1

kun x =—1, y=05-(-1)> -1-12=-1,7

Ojan suurin syvyys on 1,7 m.



127.

Funktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten
maakellarin suurin korkeus saadaan huipun y-koordinaatista.

Derivoidaan funktio: |
h'(x) = —0,50x + 0,50 A
|

Derivaatan nollakohta: / x=1 \

h'(x)=0 kun
~0,50x+0,50=0
—0,50x =-0,50 |:(—0,50)
x=10

Huippukohdassa x =1,0.

Huipun y-koordinaatti saadaan funktion arvosta:
h(1,0) =-0,25- 1,02 +0,50-1,0+2,1=2,35

Kellarin suurin korkeus on 2,35 m.



128. Paraabelin huippu 10ytyy derivaatan nollakohdasta.
Derivoidaan funktio (késitelldan vakiota a derivoinnissa lukuna).

g'(x)=8x+32

Lasketaan derivaatan nollakohta:

8x+32=0
8x=-32 |:8
x=-4

Huippu sijaitsee suoralla y = -1, joten huipun y-koordinaatti
on-1.

Saadaan yhtalo:

g(-4)=-1
4.(-4)? +32-(-4) +a=-1
a=063



129. a) f'(x)=3x% —2x
f1(A)=3- (47 ~2-(-4) =56

b) Ratkaistaan yhtalo:
3x%2 —2x=5
3x? —2x-5=0
2
D22 -43(5)
2-3
L2564 228
6 6
xzmzlg tai x:_—6:—1
6 3 6

130. g(x)= x(x — 4) = x? —4x
g'(x)=2x-4

a) g'(x)=8 kun
2x—4=8
2x =12
x=6

b) g'(x) =-9 kun

2x-4=-9
2x=-5 ‘:2
x=—§=—2l
2 2



131. a) g'(x)=—-6x+9
—6x+9=0
—6x=-9 |:(-6)

9 3
X=—=—
6 2

b) g'(x)=3x% —11x—4

3x2 —11x—4=0
x_—(—ll)i\/(—11)2—4-3-(—4)
2.3
1144169 _11%13
6 6
x:ﬁzél. tal x:__zz__

2

132. Ylospdin aukeavan paraabelin y = x“ — 6x + 14 huippupisteessa

derivaatta y'=0.

y'=2x-6
y'=0 kun
2x—-6=0
2x =6 :2
x=3
Kun x =3, y=32-6-3+14=5.

Huippupiste on (3, 5).



133. Paraabeli y = —0,0187x2 +1,1613x aukeaa alaspiin, joten kaaren
korkein kohta saadaan huipun y-koordinaatista.

y'=-0,0374x+1,1613
y'=0 kun

~0,0374x +1,1613=0
~0,0374x =-1,1613 |:(=0,0374)
x =31,050...

= 31,05..\
Kun x =31,05.... / roh \

y=-0,0187-31,05..% +1,1613-31,05...
=18,029...
~18,0 (m)



134.

135.

136.

2.4 Derivaatan merkki

a) Derivaatta on positiivinen eli g’(x) > 0, kun x > -1
Derivaatta on negatiivinen eli g’(x) < 0, kun x < -1

-1

b) Derivaatta on positiivinen eli g’(x) > 0, kun x < -1 tai x > 3
Derivaatta on negatiivinen eli g’(x) <0, kun -1 <x <3

-1 3
g’ -+ - +
Merkkikaavio:
-1 0 3
S’ - - - -

P(x)<0,kunx<-1tai0<x<3

a) Merkkikaavio:

£ + - +

Derivaatta positiivinen, kun x < 2 tai x > 4.



137.

138.

b) Merkkikaavio:

A -+ +

Derivaatta positiivinen, kun x # 1.

Merkkikaavio:

A - + -

a) Derivaatta positiivinen, kun -5 <x < -3.

b) Derivaatta negatiivinen, kun x < -5 tai x > -3.

a) g(x)=4x% —16x g'(x)=8x—16

Derivaatan nollakohta:
8x—-16=0

8x=16 |:8

x=2 /
Derivaatan kuvaaja: >

2
g'(x) <0 kunx <2 /

Huom! Tehtdavan voi myos ratkaista epayhtidlon avulla:
g'(x) <0 kun
8x—16<0
8x <16 ‘ :8

x<2



b) g(x)=(3—x)(2x—5)=6x—15—2x2 +5x=-2x% +11x—15
g'(x)=—4x+11

Derivaatan nollakohta:
—4x+11=0

—4x<0-11  |:(-4)
_1

4
Derivaatan kuvaaja:

X

E 7
4

Huom! Tehtdvan voi myos ratkaista epayhtdlon avulla:
g'(x) <0 kun
—-4x+11<0
—4x<-11|:(—4)

11
x>—

g'(x) <0 kun x>lz1



139.  f(x)=x° —3x> - 9x+1 Fi(x)=3x% —6x-9

£'(x)>0 kun 3x% —6x-9>0

Derivaatan /' nollakohdat:

3x2 —6x—9=0
06 ~4:3:(-9)
2.3
6+12
x:

6
x=3 tar x=-1

Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

P
AN / *

-1 3

f'(x)>0 kun x<-1 tai x>3



140. Derivaatta: f'(x)= 6x% +30x—36

Derivaatan nollakohdat:

6x2 +30x—36=0

_—301J302—4~6-(—36)

X =
2-6
e —-30++/1764
12

—-30+42

X=——
12
12 . -72
12 12
Derivaatan kuvaaja: \ / <

Derivaatta positiivinen, kun x < -6 tai x > 1

141. a) Derivaatta: g'(x)=—8x—-24

Derivaatan nollakohta:
—8x—-24=0
—-8x=24 |:(-8)

x=-3

Derivaatan kuvaaja:

2’ (x)<0,kunx>-3



b) Derivaatta: g'(x)= ~3x? +18x

Derivaatan nollakohdat:

~3x% +18x=0
x(-3x+18)=0
x=0 tai —3x+18=0
—3x=-18 [:(-3)
x=06

Derivaatan kuvaaja: /\ S

2(x)<0,kunx<0taix>6

ﬂ&.vﬂnz—%ﬁ+4z
flt)y=—t> +4
Derivaatan nollakohdat:
—2+4=0
— 1% =4 |:(-1)
2 =4

t =12

Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli:

>0 kan —2<t<2

~
—



143.  g(x)=4x> + x> —4x—8
g'(x)= 12x% +2x— 4

Derivaatan nollakohdat:
12x% +2x—4=0

_—2iJ22—4-12-(—4)

X =
2-12
—2+14
24

1 . 2
xX=— ta x=——
2 3

Derivaatan kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

g

o\ /o+

>X
-2/U/2

2 1
"X)<0 kun ——<x<—
g (x) 3 5




144,

Kun ehdot 1 ja 2 yhdistetdan, saadaan % <x< 4

5



145. Derivoidaan funktio:
2’ (x) =-3x" + 36x — 108

Derivaatan nollakohdat:

o 3644362 —4-(=3)-(~108)
) 2:(-3)

Derivaatalla yksi nollakohta eli derivaatan kuvaaja sivuaa x-
akselia kohdassa x = 6.

6
Derivaatan kuvaaja on alaspdin

aukeava paraabeli. /-\{

Derivaatta ei siis saa positiivisia arvoja
milldédn muuttujaan x arvoilla.



146. fix)=x(x*+3)=x"+3x

Derivoidaan funktio:
f(x)= 3 +3

Derivaatan nollakohdat:

3x2 +3=0
3x2=-3 |3
x?=-1

E1 ratkaisua

Derivaatalla ei ole nollakohtia.

derivaatan kuvaaja ylospdin aukeava ,
. : . S

paraabeli, joten derivaatta saa aina

vain positiivisia arvoja eli
f’(x) > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

147. Derivoidaan funktio. Késitelldan vakiota a derivoinnissa
tavallisena lukuna.

gkx)y=a-2x+5=2ax+5

Derivaatalla nollakohta x = -2, joten saadaan yht&lo:

2a-(-2)+5=0
—da=-5 |:(-4)

5

a=—

4



Derivaattafunktio on siis muotoa g'(x)=2- %x +5= > x+5

Derivaatan kuvaaja nouseva /
suora, jonka nollakohta x = -2,
joten g’(x) > 0, kun x > -2. /_2

148.  h(x)=(x+1)x-3)=x% -3x+x-3=x>—2x-3
h(x)=2x-2

a) h'(x)=5 kun

2x—2=5
2x=17 -2
7
2 2

b) Derivaatan nollakohta:
2x—2=0

2x=2 :2

x=1 /
Derivaatan kuvaaja: / S
1

h'(x)<0 kun x <1

Huom! Tehtdvén voi myos ratkaista epayhtialon avulla.



149. h(x)=(x+ Dx-3)=x"-3x+x-3=x>-2x-3
Derivoidaan funktio: h(x)=2x-2

a) Ratkaistaan yhtilo:

2x—-2=5
2x=T7 |:2
x=z=3l
2 2

b) Derivaatan nollakohdat:

2x—-2=2
2x=2 |:2
x=1

Derivaatan kuvaaja nouseva suora,

joten derivaatta on negatiivinen, kun / 1
x<l1

150. a)f’(x)=8x+6

Derivaatan nollakohta:

8x+6=0
8x=-6 |:8
6 3
8 4

Derivaatan kuvaaja nouseva suora,
; _

joten f’(x) <0, kun x < 4



b) £’(x) = 2x — 18x

Derivaatan nollakohdat:

2x—18x2 =0
X(2-18x)=0
x=0 tai 2—-18x=0
—18x=-2 |:(~18)
2 1
X=—=—
18 9

Derivaatan kuvaaja alaspiin

1
0 -
aukeava paraabeli, joten f(x) <0, /\ 2

1 / \
kun x <0 tai x>§ f

151,  P(x)=9+6x—x°
P'(x)=6- 3x2

Derivaatan nollakohdat:
6-3x% =0

~3x% = —6/:(-3)



Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

P
-@///:\\\E

/7

P'(x)>0 kun —~/2 <x<A/2

152. Funktion derivaatta:
/(%) =—x? +4x-7

Derivaatan nollakohdat:

—x% +4x-7=0
x_—4i\/42—4-(—1)-(—7)
) 2-(-1)
-4z

-2
Ei ratkaisua

Derivaatalla e1 ole nollakohtia.

Derivaatan kuvaaja on alaspdin

aukeava paraabeli, joten derivaatta ’
saa negatiivisia arvoja kaikilla

muuttujan x arvoilla.



3.1 Funktion kulku

153.

154.

Funktio on kasvava, kun X> 3 ja vdheneva, kun X < 3.

g
P
X
\— _J
Y Y
vaheneva kasvava

a) f'(x) <0, kun funktio f on vihenevi eli kun X € |- o0, — 4] tai
x e [2,6].

b) f'(x) >0, kun funktio f on kasvava eli kun x € |-4,2[ tai

X € 16,00[
VA
/%/f

vaheneva kasvava vaheneva kasvava



155. a) Funktio on kasvava, kun -5 <x<-2tai3 <x<5
b) Funktio on vihenevé, kun -2 <x <3

yA
VARSN

\/J\V/\/J

kasvava vaheneva kasvava

4 e X3 1k
156. a) Funktio on vihenevi, kun Z
X>4
‘] -
K
—1-
—2
A
f d
b) Funktio on viheneva, kun 1
derivaatta on negatiivinen eli
kun -2 <x<0. 3 1 X




157.  Derivaatan kuvaaja leikkaa g’
nollakohdissa x-akselin, joten + -
nollakohdat ovat x=-2, x=0ja °

X=3. -1

-2 0 3 -
’ _ + _ +

NN S

Funktio g on kasvava, kun -2 <x <0 tai X>3

158. a) Funktio g on vidhenevé, kun g'(X) <0.

g'(x)=2x-3
Derivaatan nollakohdat: o}
2X-3=0 gl
2x=3 2 /////’3 g
x=> :
2

. } N 3
Funktio on vdhenevi, kun X < 5

Huom! Tehtdvan voi ratkaista myos epdyhtdlon avulla:
g'(x) <0, kun
2X-3<0

2x<3 :2

x<>

2

>



b)g(xr:—gx—3

Derivaatan nollakohdat:

—ﬂx—3:0
3

Funktio on vdhenevi, kun g’(X) <0 eli, kun x> —%.

Huom! Tehtdvan voi ratkaista myos epayhtdlon avulla:

g9'(X) <0 kun

—ix—330
3



159.

a) f on kasvava, kun f'(X)>0.
f'(X)=2x+1

Derivaatan nollakohdat: f’
2X+1=0 +
2x=-1 :2 ;>///’ 1 g
1 2

X=——
2

: 1
Funktio on kasvava, kun x> -

Huom! Tehtavan voi ratkaista myos epayhtialon avulla:
2X+120

2x> -1 12
X>——
2

b)for:—%x+2

Derivaatan nollakohdat: +

Funktio on kasvava, kun f *(X) > 0 eli, kun X < 4.

Huom! Tehtdvén voi ratkaista myds epayhtialon avulla.



160.  f'(X) =3%X> +12X+9

Derivaatan nollakohdat:

32 +12X+9 =0

“1244122 2 4.3.9
2.3
1246
5
X=-1 ta1 X=-3

Derivaatan merkki:
o f'(=4)=3-(-4)* +12-(-4)+9=9>0
o f'(=2)=3-(=2)? +12:(-2)+9=-3<0
o f'(—4)=3-02+12:0+9=9>0

Merkkikaavio:

f" o+ — +

f / \ /

fon kasvava , kun f'(X)>0 elikun X< -3 tai x>-1

Huom! Derivaatan merkin voi
perustella myos seuraavasti:

Derivaatan ' kuvaaja on

ylospéin aukeava paraabeli.
f'(X) >0 kun
X< -3 tal Xx=-1.



161. Tarkastellaan g:n kulkua derivaatan g’ avulla.

g'(X) = 12x% —12x— 504

Derivaatan nollakohdat:
12x% —12x—504 =0

1) J12)2 —4.12-(=504)

2-12
12+156
X =
24
X=7 tar X=-6

Derivaatan g’ kuvaaja on ylospéin aukeava paraabelli.

g on kasvava, kun X< -6 tai Xx>7

g on vahenevi, kun —6 < X<7



162. a)g’(X) = -3x" — 27X

Derivaatan nollakohdat:

~3x% —27x=0
X(=3x—-27)=0
X=0 tai —-3x-27=0
—-3x=27 [:(-3)
X=-9
Merkki- ja kulkukaavio:
Tapa 1 testipisteet Tapa 2 derivaatan kuvaaja
e g’(-10)=-30
e g(-1)=24
e g'(1)=-30
-9 0o
o [\
g - + -
g \ / \

g on kasvava, kun —9 < x<0
g on vahenevi, kun X <-9 tai x> 0.



b) g'(X) =-3x> —12x—13
Derivaatan nollakohdat:
3% —12x-13=0

(12412 - 4:(-3)-(-13)

X

2-(-3)
L 128412
—6

E1 ratkaisua
Derivaatalla ei ole nollakohtia

Merkki- ja kulkukaavio:

Tapa 1 testipisteet Tapa 2 derivaatan kuvaaja

e g’(0)=-13

g' -

g T

g on véaheneva kaikilla muuttujan X arvoilla



163.

b)

Ax

y
2
/l




164. f'(x)= 3x% —2x—-1

Derivaatan nollakohdat:

3x% —2x—1=0
D22 43
2.3
2+ 4
X=""
6
X=1 tat X=——

Derivaatan merkki:

o f'(=1)=3-(=1)2=2-(=1)=1=4>0
o f'(0)=3-02-2-0-1=-1<0

o f'(2)=3-22-2.2-1=7>0

Kulkukaavio:
1
—— 1
3
f" o+ - +
f 7 ~ |

. |
Funktio on kasvava, kun X< —— tai x> 1.

. ) ; 1
Funktio on vdhenevd, kun —— < x<1.



Lasketaan pisteitda kuvaajan piirtamiseksi.

X f(x):x3—x2—x+2

1 f(=D)=(=1)° = (=)? = (=) +2=1
2 | f(=2)=(=2)° = (-2)* = (-2) +2 =-8
0| f(0)=0>-0%-0+2=2

1 f) =1 =12 -1+2=1

2 | f(2)=2°-22-2+2-4

F) =7 - ()F - (42522




o —

.-"“"'--..__

N

N
—_—




165. a) Aloitushetkelld x =0 eli
h(0)=—6-0° +3-0% +4-0+1000 = 1000 (bakteeria)

b) Bakteerikanta vahentyy, kun f vihenee eli f'(X)<0.

f/(X) = —18X% + 6X + 4

Derivaatan nollakohdat:

_18X% +6X+4=0
2

—6i\/6 —4-(-18)-4 _—6x18
2-(—18) - 36

X =

1 : 2
X=—— tar X=—=~0,67
3 3
Koska x kuvaa aikaa, se e1 voi saada negatiivisia arvoja.
Derivaatan merkki:

o f/(0)=-18-0,1>+6-0,1+4=442>0
o f'()=-18-1"+6-1+4=-8<0

Merkkikaavio: 5
2 f on vihenevi, kun x> 3

f !
Bakteerien maara alkaa vihentya,

f \ kun aikaa on kulunut

- §h=40min.




166. a) Pinta-ala:
AX) = (x+3)(x-5)

=x2—5x+3x—15 x+3

:x2—2x—15

b) A on kasvava, kun A'(X)>0.
A(X)=2x-2

A’

Derivaatan nollakohta:
2X-2=0 ,/////

2x=2 :2 /////’
1
x=1

Pinta-alafunktio on kasvava, kun x> 1.

Huom! Tehtdvén voi myos ratkaista epayhtialon avulla:
A'(X)>0 kun
2x—-220
2X>2 :2

X>1

167. Reitilld on yldaméked kohdissa, joissa h'(X) > 0.
h(x) = —12x> +36x% 10X

h'(x) =0 kun
—12x3 +36%x% —10x=0
2x@6x2+48x—5}:0



Tulon nollasdanndn mukaan

2x=0 tai

Xx=0

—6x% +18Xx—5=0

X_—18i\/182—4-(—6)-(—5)
) 2-(~6)
~18+14,28...

—12
X=0,30976... tai X=2,69...

Nollakohdista x = 2,69... on juuri lenkin ulkopuolella.

Derivaatan merkki:
N(0,1)=-12-0,1> +36-0,1% =10-0,1 = —0,652 < 0
N(1)=-12-1+36-1> =10-1=14> 0

hl

0,309...

2

_|_

\

/

h on kasvava, kun x> 0,31 eli kun vaakasuora etiisyys on yli

310 m lenkin loppuun.



168. a) Kun pallo osuu maahan, h(x) =0

~0,8X> +75,2X=0
X(—0,8x+75,2)=0

Xx=0 tai -0,8x+752=0
—0,8x=-752 [:(-0,)
X =94

Lyonnin pituus on 94 m.
b) Pallo on laskevassa liikkeessd, kun funktio h vdhenee, jolloin

h'(x)<0.
h'(X) = -1,6x+ 75,2

h
Derivaatan nollakohta: \

_1,6X+752=0 \
47

~1,6x=-75,2 :(-16)
X =47

Derivaatta negatiivinen, kun X > 47 eli kun etédisyys on yli 47 m.

Huom! Tehtdvan voi ratkaista myos epdyhtédlon avulla:
h'(X) < 0, kun
—1,6x+75,2<0
—1,6x<=75,2 :(-16)
X > 47



169. fonkasvava, kun f'(X)>0.
f'(x)=2a—6
f'(X)>0 kun
2a-620

2a>6 :2
a>3

170. fonkasvava, kun f'(X)>0.

fXX)=x2—4x+3+a

Derivaatan nollakohdat:

x2—4x+3+a=0
_—(HE(4?-4-1.(+a)

X

2-1
XZ4¢¢M—4@+a)
2
X:4iJZiZE
2




171.

Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli. Jos
vaaditaan, ettd se ei saa negatiivisia arvoja, on em. yhtilolla
oltava enintdin yksi ratkaisu. Se on mahdollista, jos juuren alla
oleva lauseke eli diskriminantti D < 0:

4—-4a<0
—4a< 4 \:(—4)
a1

Tarkasteltavat muuttujan arvot X = 1,000 001 ja x= 1,000 002
ovat derivaatan nollakohtaa X =1 suurempia.

Funktio on vaheneva, kun X > 1, joten muuttujan X arvojen
kasvaessa funktion arvon pienenevit.

Mitd lahempand muuttujan X arvo on siis derivaatan nollakohtaa
X =1, sitd suurempi funktion arvo on.

Koska 1,000 001 < 1,000 002 (eli 1,000 001 on 1dhempéana
arvoa 1) on g(1,000 001) suurempi.



172. Funktio on kasvava, kun f’(X) > 0 eli kun derivaatan kuvaaja
kulkee x-akselilla tai sen yldpuolella.

Funktio on vidhenevé, kun f’(X) < 0 eli kun derivaatan kuvaaja
kulkee x-akselilla tai sen alapuolella. 4

a) Derivaatan nollakohta: x = -4

Funktio f on kasvava, kun
X < -4 ja viheneva, kun X > -4,

b) Derivaatan nollakohdat: Xx=2 tai x=4 87
Funktio f kasvava, kun X<2 taiXx>4ja 4

vihenevi, kun 2 < X <4. 34
1 2 é 4 5 X
—2-
c) Derivaatalla ei ole nollakohtia. \gﬂ f
Koska derivaatan kuvaaja kulkee aina 6
x-akselin yldpuolella, on funktio f i

kasvava kaikilla muuttujan X arvoilla.

d) Derivaatan nollakohta: X =0 2.

Koska derivaatan kuvaaja kulkee aina
joko x-akselilla tai sen ylapuolella, on
funktio vaheneva kaikilla muuttujan X
arvoilla.




173. g'(X)=4x+24

Derivaatan nollakohta:

AX+24=0 g/

4x=-24 |:4 /
-6

X=-6

a) g on kasvava, kun g'(X) >0 eli kun x> -6
b) g on vihevend, kun g’(X) <0 eli kun x <.
174.  h'(x)=18%> —26X+8

Derivaatan nollakohdat:
18x% —26X+8=0

| —(-26)£4/(-26)2 4188 26+10
2.18 36

X

) 4
X=1 tar X=—
9

Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

Merkkikaavio: N b

4 1 4/9

9 -
h + — +
h —7 ~~ _—

4
h on kasvava, kun X < 5 tai X>1.



175.  f'(X) = 21x% +2X— 40

Derivaatan nollakohdat:
21x% +2x—40=0

“24++/22 ~4.21-(-40)
2.21
~2+58
X =
42

X =

4 . 10
X=— tar X=—-——
3 7

Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.
s\ /o

>
10/7 i 4/3
Merkkikaavio:
104
7 3
f" + - +

P~

f on kasvava, kun X < —g tai X > ﬂ

f on vdahenevé, kun — g <x< i

3



Lasketaan funktion arvoja kuvaajan piirtimiseksi.

X f(x)=7x3+x2—40x+36

2| () =7(2)+(=2)* —40-(=2) +36=64

_10 f(—g) =74,77...

7
1 | f)=70

0 | f(0)=36

4 f(fj —1,037...
3 3

1 f()=4

| f(2)=16

3 | fQ3)=114

100 ,

-20 ]

-40




3.2 Funktion aariarvot

176. a) minimikohta Xx=4
minimiarvo f(4) = -5

b) maksimikohta x = -3
maksimiarvo f(-3) = 10

minimikohta X =1
minimiarvo f(1) =0

177. a) minimikohta X = -2

b) Derivaatalla kaksi nollakohtaa

X=-4jax=

0.

Merkki- ja kulkukaavio:
-4

0

f'" +

_+_

f _—7

\/

max

min

maksimikohta X = -4
minimikohta X=10




178.  f'(X)=—6X+18

Derivaatan nollakohta:
—6Xx+1=0

-—6x:—48\(—6)
X=3

Derivaatan merkkai:
e f'(0)=—6-0+18=18>0
o T'4)=-6-4+18=-6<0

f !
_|_ —

f / \

a) Maksimikohta x =3
b) Maksimiarvo f(3)=-3-3% +18-3 =27

179. a) f'(X)=2x—-4

Derivaatan nollakohta:
2x-4=0

2X=4 ‘:2
X=2



Derivaatan merkkai:
e f'(0)=2-0-4=-4<0
o 1'3)=2-3-4=2>0

Merkkikaavio:
2

f !
+

LI

1n

Minimiarvo f(2)=2%-4-2+1=-3
b) f'(X)=-6x-6

Derivaatan nollakohta:
—6X-6=0

—6x=6 |:(-6)
X=-1

Derivaatan merkki:
o f'(-2)=-6-(-2)-6=6>0
e f'(0)=—6-0-6=-6<0

Merkkikaavio:
-1

+ — Maksimiarvo:

_=_._2_-— -
f//\ f(-D)=-3-(-)%—6-(-1)+2=5




180. @'(X)=3%x> —8x+4

Derivaatan nollakohdat:

3x% —8x+4 =0
X_—(—S)i\/(—8)2—4-3-4
- 2.3
8 +4
X=———
6

X=2 tai x:g
3

Derivaatan kuvaaja on ylospéin n +

aukeava paraabeli. <)

Merkkikaavio:
2
3
f' + — +
f / \ /

3 2
Maksimiarvo: g(gj = (gj —4. (z) +4. (zj —1= >
3 3 3 3 27

Minimiarvo: 92)=2>-4.22 +4.2-1=-1



181.

a) g'(X) =10x+20

Derivaatan nollakohta:

10x+20=0
10x=-20 |:10
X=-2

Derivaatan merkkai:
e g'(-3)=10-(-3)+20=-10<0
e g'(0)=10-0+20=20>0

Merkkikaavio:
-2
g _ +
g |
min

Minimikohta: X = -2
b) g'(X) = —12x% +4x—-8

Derivaatan nollakohdat:
—12X% +4x-8=0

X_—4i\/42 —4.(-12)-(-8) —4++-368
- 2-(-12) 24

Yhtélolla ei ole ratkaisuja, koska -368 < 0. Derivaatalla e1 ole
nollakohtia eikd funktiolla g ndin ollen 44riarvokohtia



182. a) h(x) = —%xz +X

Derivaatan nollakohdat:

—Ex2 +x=0
4

x(——x+1j:0
4

X=0

Derivaatan h' kuvaaja on

alaspdin aukeava paraabeli.

Merkkikaavio:
O _
h - + —
min  max

Minimikohta: x=10

Maksimikohta: X = g




b) h'(x) =0,5x—0,07

Derivaatan nollakohta:
0,5x—-0,07=0

0,5x=0,07|:0,5
x=0,14

Derivaatan merkki:
e N(0)=05-0-0,07=-0,07<0
e N1)=0,5-1-0,07=0,43>0

0,14
L -
h ~~ _—7
min

Minimikohta: X =0,14



183.

: 1 : : .. :
Funktiolla f(X)= 3 x>+ x% +2x ei ole ddriarvoja, jos se on aina

aidosti kasvava tai aidosti vihenevai. Tédlloin derivaatalla 7 ei
ole nollakohtia.

f(m=x2+2x+2

Derivaatan nollakohdat:
x2+2x+2:0
24422 412
2-1
-2++-4
2

Yhtélolla ei ratkaisua, joten derivaatalla ei nollakohtia.
Derivaatan merkki: f'(0) = 02 +2.042=2>0

f'(X) > 0 kaikilla x:n arvoilla, joten f on aidosti kasvava eika

silla ole ddriarvoja.



184. a) b)

N
—
<y

<V

185.  f'(X) = 3% —27x+24

Derivaatan nollakohdat:
3Ix2 —27X+24=0
. _(27) £\ (27)2 —4-3.24
B 2.3

27+21
X =
6
X=8 tar Xx=1




Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

1 8
f" o+ - +
f / \ /
max min

Minimikohta on X =8
— f(8)=8>-13,5-8%2 +24.-8+c=6
c—160=6
c=166

186. a) Bakteereja on elossa, kun niiden lukuméaéri on suurempi kuin
nolla eli ratkaistaan milloin F(T) > 0.

Nollakohdat:



Bakteerin mairai kuvaavan

funktion kuvaaja on alaspiin /\

aukeava paraabeli, joten funktio (y \&2 ”
saa positiivisia arvoja, kun

0<T<52

b) Tutkitaan, milld muuttujan arvolla funktio saa suurimman
arvonsa.

F’(T) =-0,625T + 16,25

Derivaatan nollakohta:
—0,625T +16,25=0
—0,625T =-16,25 |:(-0,625)
T =26

Koska mairda kuvaavan funktion F kuvaaja on alaspdin aukeava
paraabeli, 10ytyy bakteerien méaran suurin arvo paraabelin
huipusta eli derivaatan nollakohdasta.

Bakteerien méérd on suurimmillaan, kun lampdétila on 26°C.

c) Bakteerin maara
F(26) =-0,3125 - 26° + 16,25 - 26
=211,25
~ 211 (bakteeria)



187. Nuolen korkeus
h(t) = 1,9 + 24,5t — 4,9t>
h'(t) =24,5-9,8t

Derivaatan nollakohta:
245-9.8t =0

-9,8t =-24,5
t=25

Derivaatan merkkai:
e h'(0)=245-98-0=245>0
e N'(3)=245-9,8-3=-49<0

Merkkikaavio:
0 2.5

_|_ —

hf

a) Korkeus on suurin, kun on kulunut 2,5 s.

b) Korkeus hetkelld t = 2,5:
(2,5)=1,9+24,5-2,5-49.2,5
=32,525
~ 33

Korkeus on 33 m.



188.  f(t) = —400t> + 2000t

a) f'(t) = —800t + 2000

Derivaatan nollakohdat:
— 800t +2000=0

—800t = -2000
t=25

Derivaatan merkki:
e '(2)=-800-2+2000=400>0
e f'(3)=-800-3+2000=—-400<0

Merkkikaavio:
0 2.5

f !
_+_ —

f
e

f(2,5) = -400-2,5% +2000-2,5 = 2500

Laakkeen méara oli suurimmillaan, kun lddkkeen antamisesta oli
kulunut 2,5 tuntia. Ladkettd oli talloin 2500 mg.



b) Leikkauksen aikana
— 400t + 2000t > 1600

— 400t2 + 2000t —1600 > 0
Merkitisin g(t) = —400t? + 2000t — 1600

g:n nollakohdat:

— 400t +2000t —1600 = 0 |:(~400)
t? —5t+4=0
(=52 (-5)2 414

t
2-1

t=5 3
2
t=4 tar t=1

-+

g:n kuvaaja on alaspidin aukeava paraabeli.

[\
1 4 \ZL

7\

g

gt)>0 kun 1<t <4

Leikkaus saattoi siis kestdd enintdan 3 h.



189.

N W A X

IREREE

/""'i’é&s'é?

a) f saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa x =~ 7.

b) f saa pienimmaéin arvonsa derivaatan nollakohdassa X~ 0.

¢) suurinarvo f(7) =4

pienin arvo f(0) = —2



190.

VA
a) f saa pienimmaén 4
arvonsa derivaatan 3

nollakohdassa x~ 2.

Pienin arvo f(2) =1

Koska f ei ole
maadritelty suljetulla
valilla, e1 suurinta arvoa ole.

b) f saa suurimman
arvonsa vilin [4, 0|

kaikissa kohdissa.

Suurin arvo on 3.

N w S

f saa pienimmaén

arvonsa vilin |- o0,0]
kaikissa kohdissa.

Pienin arvo on -2.




191.

g'(X) =-2x—4

Derivaatan nollakohta:
—2X-4=0

-2x=4  |:(-2)
X=-2

Derivaatan merkki:
e g(-3)=-2-(-3)-4=2>0
e g(0)=—2-0-4=-4<0

Merkkikaavio:
-2

!

g, | _

max

Suurin arvo kohdassa x=-2.

0(-2)=~(-2)" ~4-(-2)+1=5



192. r'(x)=6x-18

Derivaatan nollakohta:
6Xx—18=0

6x=18  |:6
X=3

Derivaatan merkki:
e 1'(0)=6-0-18=-18<0
e 1'4)=6-4-18=6>0

Merkkikaavio:
3
- -
r \ /
min

Pienin arvo kohdassa x=3.
r(3)=3-32-18-3+5=-22



193, f'(X)=0,2x+0,2

Derivaatan nollakohta:

0,2x+0,2=0
02x=-02  [:0,2
X=-1
a) xe[-5,1]

Derivaatan merkkai:
e f'(-2)=0,2-(-2)+0,2=-0,2<0
e 1'(0)=0,2-0+0,2=0,2>0

-5 -1 1
f !
- -
f
~_, 7
max min  max

f(=5)=0,1-(=5)> +0,2-(=5)-0,5=1
f(=1)=0,1-(=D)? +0,2-(=1)— 0,5 = —0,6
f(1)=01-1>+0,2-1-0,5=-0,2

Suurin arvo 1
Pienin arvo -0,6



b) x[0,6]
Derivaatan nollakohta x = —1 e1 kuulu em. vilille.

Derivaatan merkki:
f'0)=0,2>0

f !
+

/'

min max

f(0)=0,1-02+0,2-0-0,5=-0,5
f(6)=0,1-62+02-6-0,5=43

Suurin arvo 4,3
Pienin arvo -0,5

194. f'(X)=6-X

Derivaatan nollakohta:
6-xXx=0

-X==6 [:(-1)
X=6



Derivaatan merkkai:
e T')=6-1=5>0
e T'(7)=6-7=-1<0

0 6 10
f !
+ —_
f
7 ~.
min max min

f(O):6-O—%-02 =0

f(6):6-6—%-62:18

f(lO):6-10—%-102:10

Suurin arvo 18
Pienin arvo 0

195.  t'(X)=3x> +18x—21

Derivaatan nollakohdat:
3x2 +18X—21=0
. 1824182 4.3 (=21)

2.3
—18+24
X=———
6
Xx=1 tar X=-7



Derivaatan kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.
r
AN / +

>X
-7\_/1

Merkkikaavio:
-2 1 5
t’ — +
t ~_, 7
max min max

t(=2) = (<2)> +9-(=2)% =21-(=2)+1=71
t1) =1 +9-1> =21-1+1=-10
t((5) =5 +9-5% —21-5+1 =246

Suurin arvo 256
Pienin arvo -10

196.  g'(X) = —6X> +6x—12

Derivaatan nollakohdat:

—6x% +6X—12=0

64162 —4-(=6)-(-12)

- 2-(~6)
_—6£+-252
—-12

Derivaatalla e1 ole nollakohtia.



Derivaatan merkki vililld x € [-1,1]:

g'(0)=—6-02+6-0-12=-12<0

-1 1

4

g

g .

max min

Suurin arvo
g-D==2-(-1) +3-(-1)? =12-(-1)-8=9

Pienin arvo
gl=-2-1"+3-1>-12-1-8=-19

197. Luku X

Luvun nelio X2

Summa
qm:x2+x
S'(X) =2x+1

Derivaatan nollakohta:
2X+1=0
2x=-1 [:2
1

X=——
2



Derivaatan merkkai:
e S(-D)=2-(-D+1=-1<0
e S(0)=2-0+1=1>0

Merkkikaavio:
1
2

s +

S
min

Kysytty luku on — % Summa on — %



198.

Veden tilavuus
V()= O,OO79T2 —0,0663T +1000,1 ,0°<T <10 °C

V'(T)=0,0158T —0,0663

Derivaatan nollakohta:
0,0158T —0,0663 =0

0,0158T =0,0663
T =4,196...

Derivaatan merkki:
e V'(0)=0,0158-0-0,0663 =-0,0663 <0
e V'(5)=0,0158-5-0,0663=0,0127 >0

Merkkikaavio:
0 4,19... 10
v — +
V ~_, 7
max min max

V(0)=0,0079- 0% - 0,0663-0+1000,1 =1000,1

V(10)=0,0079- 10% — 0,0663-10+1000,1 =1000,227

Tilavuus on suurin, kun lampoétila on 10°C.



199. Lampotila X(t) = -0,02t> + 0,61t +4,00, 0 <t < 24
X'(t) = —0,04t + 0,61

Derivaatan nollakohta:
—0,04t+0,61=0

- 0,04t = -0,61
t=15,25

Derivaatan merkki:
e X'(0)=-0,04-0+0,61=0,61>0
e X'(16)=-0,04-16+0,61=-0,03<0

Merkkikaavio:
0 15,25 24

X + -
X / \

min max min

X(0) = —0,02-0% +0,61-0+ 4,00 = 4,00

X(24) =-0,02 - 247 + 0,61-24+4,00=17,12
Lampdtila oli suurin, kun t =15,25 eli klo 15.15

Lampotila oli matalin, kun t =0 eli klo 0.00.



200. Veden tilavuus
V() =520(20 —t)* =520(20 —t)(20 —t)
= 520(400 - 20t - 20t +t2)
= 520(400 — 40t +t2)
= 520t — 20800t -+ 208000

a) Sailio on tyhja, kun
520t% — 20800t + 208000 = 0

[ _ ~(-20800) + (=20800)% — 4-520- 208000
2520
. _ 208000
1040
t =20

eli 20 minuutin kuluttua.

V(t) A

200000 1

V(t) = 520t2 — 20800t + 208000

100000 1

J
~Y

0 20



b) V'(t) = 1040t — 20800
qt) =-V'(t)
= —(1040t — 20800)
= 20800 — 1040t

Funktion q suurin arvo:
q'(t)=-1040<0

0 20

g ~.

g saa suurimman arvonsa hetkelld t = 0 eli heti tyhjentymisen
alkaessa.

g(t) 4

200000 1

g(t) =20800 — 1040¢

100000 1

~Y

0 20



201. Funktio f saa suurimman
arvonsa derivaatan
nollakohdassa x~ -2.

f(-2)~5
Funktio f saa pienimmaén
arvonsa vilin

padtepisteessd X =—4.

f(—4)~—-6

202.  g'(X)=3x>-2x—1

Derivaatan nollakohdat:

3x% —2x—1=0

_—()£(-2)2 -43-(-])

X




Derivaatan Q' kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

Merkkikaavio:
1
—— 1
3
g+ - +

Minimi

g =1 -17-1+2=1



203. f(x)=4x> —11x*> —14x-25, xe[-2,4]
f/(x) = 12x% —22x—14

Derivaatan nollakohdat:

12x% —22X—14=0

—(-22)% V(=222 —4.12-(~14)
B 2.12

X

22434
24

T . 1
X=— ta1 X=-——
3 2

Derivaatan kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.
f/
+ +
\ / >

1 /2\/7/3

Merkkikaavio:

({4 sl

f(4)=4-4°-11-4> -14-4-25=—1

Suurin arvo -1.



204. Olkoon kysytyt luvut Xjay.
X+y=250
y=250-X

Lukujen tulo
t(X) = X (250 — x)

= 250X — x'2
t'(X) =250—-2x

Derivaatan nollakohta:
250-2x=0

—-2x=-250  |:(-2)
X =125

Derivaatan merkki:
e t'(0)=250-2-0=250>0
e t'(200)=250-2-200=-150<0

Merkkikaavio:
125
t’ + —
max

Funktiolla t on suurin arvo kohdassa x =125.

Kysytyt luvut ovat siis 125 ja 125.



205.  V(X) =2,0%(0,5—2x) = 1,0X — 4,0x° 0<x<0,25
V'(X) =1,0—8,0X

Derivaatan nollakohta:
,0-8,0x=0

-8,0x=-1,0
x=0,125

Derivaatan merkkai:
e V(0,1)=1,0-8,0-01=0,2>0
e V(0,2)=10-8,0-0,2=-0,6<0

Merkkikaavio:
0 0,125 0,25
V' + —
\V} /' \
min max min

Reaktion nopeus suurin, kun x = 0,125 eli konsentraatio on

0,125 mTOI



3.3 Derivaatan geometrisia sovelluksia

206.

J

2X+2y =140
2y=140-2x  |:2
y=70-X

Sivujen pituudet ovat positiivisia:
x>0 ja 70—X>0
-Xx>-70 |:(-1)

X< 70
x € |0,70[

Ala A(X) = xy
= X(70 - x)
= 70% — x°

A'(X)=70-2X

A'(X) =0 kun
70-2x=0
—2x=-70
X =135



Derivaatan merkkai:
e A(10)=70-2-10=50>0
o A(40)=70-2-40=-10<0

Merkkikaavio:
Q 35 7Q
A |

AL _— \

max

Ala on suurin, kun x=35.
Sivut ovat tilléin 35 m ja (70 —35) m = 35 m.

Ala A(X)=70-35-35% =1225 eli 1225 m”.
207.
X X X
J
3x+2y =180
2y=180-3x  |:2
y =90—1,5%

Sivujen pituudet ovat positiivisia:
x>0 ja 90-1,5x>0
~1,5x>-90  [:(-15)
X< 60
x € 0,60]



Ala
A(X) = xy
= X(90-1,5x)

—90x—1,5%>
A'(X) =90 —3X

A'(X) =0 kun
90-3x=0
—3x=-90
x =230

Derivaatan merkki:
e A(10)=90-3-10=60>0
e A'(40)=90-3-40=-30<0

Merkkikaavio:
0 30 60
AL -
max

Ala on suurin, kun x =30.
Sivut ovat tlldin 30 m ja (90—1,5-30) m = 45 m.



208. Lautaa kaytettavissa 3,0 m = 300 cm.

2X+2(X—4)+2(y—4)=300
2X+2X—-8+2y—-8=300
2y=316—-4x |:2

y=158-2X
Sivujen pituuksien oltava positiivisia:
- B N\ /!
X>0 ja 158 —2x>0 ~
2x>-158 | :(-2) X
X<79
x e [0,79(

Hyllykko tayttad seinélti pinta-alan,
jonka suuruus on
A(X) = Xy
= X(158 —2x)

—158x—2x2
A’(X) =158 —4x

Derivaatan nollakohta:
158—-4x=0

—4x=-158 |:(-4)
X=239,5



Derivaatan merkkai:
e A(10)=158-4-10=118>0
o A(50)=158-4-50=-42<0

Merkkikaavio:

0 39,5 79
N+ -
AT T

max

Ala on suurin, kun x=239,5.

Mitat ovat talloin:
leveys 39,5 m ja korkeus (158 —2-39,5) m =71 m.

2009.

TX+4y =36
4y=36-7x |4
y=9-1,75x



Sivut ovat positiivisia:
x>0 ja 9-1,75x>0
~-175x>-9  [:(-175)

X<5,14...
X € 0;5,14..[
Tilavuus
V(x) =Xy
= x?(9-1,75x)
=9x% —1,75%°

V'(X) = 18X~ 5,25x>

V'(X) =0 kun

18X —5,25x% =0
(18 -5,25%) =0
Xx=0 tai 18-525x=0
~525x=—-18
X=3,42...

Derivaatan kuvaaja on alaspéin 0 + 34...

aukeava paraabeli:

0 342... 5,14..

VAR |
Vi

ax

Tilavuus on suurin, kun X = 3,42...
Mitat ovat tilldin: 3,4 m, 3,4mja (9—1,75-3,42...) m ~ 3,0 m

>X



210.

X
N R
<l Ll
24 — 2x< ﬁg
L[ T T
NG
Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 24-2x>0
—2X>-24
x<12
x € [0,12[
Tilavuus
V(x) = x(24 - 2x)?
= X(24 - 2x)(24 - 2x)

x(576 — 96X —+4X )
576X —96X% + 4X°

V'(X) = 576 —192x+12%>



V'(X) =0 kun
12%% —192X+ 576 = 0

B (-192) ++/(-92)2 —4-12-576
- 2-1

X

192 +£96
X =
24
X=12 ta1r x=4

Vain x = 4 kuuluu vilille [0,12].

Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

e
- -
>X
4 ) 12
Merkkikaavio:
0 4 12
v 1
max

Tilavuus on suurin, kun x=4.

Poisleikattavan nelion sivun pituus taytyy olla 4,0 cm.



211.

Z_
/

8X+y+2=50
y =48 —8X

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 48—8x>0

_8x>—48
X<6
x e 0,6
Tilavuus
V(x) = x%y
= x* (48 — 8x)
— 48x2% —8x>

V/(X) = 96X — 24>



V'(X)=0 kun

96X —24x% =0
X(96 —24x)=0

Xx=0 tar 96 -24x=0
—24x=-96
X=4

Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli:

Merkkikaavio:
0 4 6
A
max

Tilavuus on suurin, kun x=4.

Nelion sivu on siis 4 cm ja kehikon korkeus
(48—8-4)cm =16cm.



212.

35,0 cm{

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 35-2x>0
—2Xx>-35

x<17,5
x e [0;17,5

Tilavuus
V(X) =18X(35 - 2X) = 630X — 36X

V'(X) = 630 — 72X

V'(X) =0 kun
630-72x=0
— 72X =-630
X=38,75



213.

Derivaatan merkkai:
e V'(1)=630-72-1=558>0
e V'(10)=630-72-10=-90<0

Merkkikaavio:
0 8,75 17,5
e -
max

Tilavuus on suurin, kun X =8,75.

Kourun mitat ovat:
korkeus 8,75 cm
leveys (35—-2-8,75) cm =17,5cm

pituus 18,0 cm

Koska nelién ala on 900 cm? , nelion sivu on 30 cm.

30 < 30 — 2x




30

X{ //éO—Zx

e
30 — x

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 30-2x>0
—2x>-30

x<15
x € [0,15]

Tilavuus
V(X) = X(30 — x)(30 - 2x)

= x(900— 60X — 30X + 2x2)
= 900X — 90X* +2x°

V/(X) =900 — 180X + 6>

V/(X) =0 kun
900 — 180X + 6X° =0
 —(~180) £+/(~180)% —4-6-900

X

2:6
. 180£103,92...
12
X=23,66... tai X=6,33...

Juurista vain jalkimméinen kuuluu vilille x € ]0,15].




Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

_+_

0 6,33... 15
vis -
Vi | T

max

Tilavuus on suurin, kun X = 6,339...

Talloin rikkalapion mitat ovat:
e (30-6,33...) cm = 23,66...cm = 23,7 cm
e (30-2-633..)cm=17,32...cm ~17,3cm
e 6,339..cm ~ 6,34cm



214,

2X+h=20
h=20-2x

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 20-2x>0

=~

—2%x>-20
X
X<10
x € [0,10[
Tilavuus
V(X) = 2 -h
= 2x%(20 - 2X)

= 7z(20x2 - 2x3)

V'(X) = 7[(4OX— 6x2)

V'(x) =0 kun
zlaox-6x2)=0 |
40X —6X> =0
X(40-6%)=0
Xx=0 tai 40 — 6x=0
—6x=-40
40

X=—=0,606...
6

~h




Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

Merkkikaavio:
4
0 —O 10
6
Vil o+ —
max

Tilavuus on suurin, kun X = 4—60 =6—.

3

2 3
V[%)=m 20 (2] -2 2] |-9084..5931
6 6 6

Tilavuus on 931, kun lierion korkeus on 6% ~6,7.



215.

SRl
2.2 +h=1
h=1-4ar > h
Pituudet positiivisia:
r>0 ja 1—4ar>0 (:::::::>*
—4ar > -1

r< 1 ~ 0,08 (m)
4
re }O,L[
4r
Sédde voi siis vaihdella 0 m — 0,08 meli 0 cm — 8,0 cm

Tilavuus
V(r)=ar2h
=t 2(1-4ar)
= 7z(r 2 47zf3)

V'(r) =7Z'(2r —1272!’2)



V'(r)=0 kun

or =122 =0
r(2-12ar)=0
r=0 tai 2—12m =0
—12ar =-2
2 1
[=— = ——
127 6rx
r=0,053...

Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

Tilavuus on suurin, kun r = 6Lm ~0,053m=5,3cm.
T



216.

— e s e e e o o . o

3.0
Yhdenmuotoisuuden perusteella
4-X_ Yy

4 8
4y =32 —-8X
y=8-2X

Ala A(X) = 2yx
=2(8-2x)-x

— 16X —4x2

Pituudet positiivisia:
x>0 ja 8§-2x>0
—2X> -8
X<4
x € [0,4]



A'(X) =16 —8X

A'(X) =0 kun
16 -8x=0
—8x=-16
X=2

Derivaatan merkki:
e A(1)=16-8-1=8>0
e A3)=16-8-3=-8<0

Merkkikaavio:
0 2 4
N+ -

max

Ala on suurin, kun x=2.
Suorakulmion mitat ovat siis:
kanta 2-(8—2-2,0) cm = 8,0 cm

korkeus 2,0 cm



217.

J

2x+y=24
y=24-2X

Sivujen pituudet positiivisia:
X>0 ja 24-2x>0
—2x>-24

x<12
xe 0,12]

Ala
A(X) = xy
= x(24 - 2x)

= 24— 2x°
A'(X) =24 -4x

A'(X) =0 kun
24—-4x=0

—4x=-24
X=6



218.

Derivaatan merkkai:
o A(5=24-4-5=4>0
o A(5)=24-4-7T=-4<0

Merkkikaavio:
0 6 12
AL+ -
max

Ala on suurin, kun X=6.
Aitauksen mitat:

kanta (24-2-6) m=12m

korkeus 6 m

Alaon 6m-12m = 72m2

6X+2y =45
2y =45-6X ol
y=22,5-3X

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja 22,5-3x>0
—3x>-22.5

X<7,5

x € [0;7,5

<<




Ala
A(X) = xy
= x(22,5-3x)

—22.5x—3x2
A’ (X)=22,5—-6X

A’(X) = 0 kun
22,5-6x=0

—6Xx=-22,5 |:(-6)
X=3,75

Derivaatan merkki:
e A(1)=22,5-6-1=16,5>0
o A(4)=225-6-4=-15<0

Merkkikaavio:
Q 3,75 7,5
A + — |
max

Ala on suurin, kun x=3,75.
Koska koko alueen leveys on (22,5 -3 3,75) m=11,25m.

11,25 m

Yhden karsinan leveys = 2,25 m ja korkeus 3,75 m.



219.

J
X
X+y+20=115
y=95-X

Sivujen pituudet positiivisia:
x>0 ja95-x>0
- X>-95

X <95

x € 0,95[

Tilavuus
V(X)) =20xy
=20x(95 - x)

= 1900% — 202

V'(X) = 1900 — 40X



V'(X)=0 kun
1900 — 40X = 0
— 40x = —1900
X = 47,5

Derivaatan merkki:
e V'(1)=1900-40-1=1860>0
e V'(50)=1900-40-50=-100<0

Merkkikaavio:
0 47,5 |95

ma

X

Tilavuus on suurin, kun X =47,5.

V(47,5) = 1900-47,5—20- 47,52
= 45125
~ 45000

Laukun tilavuus on 45000cm- = 45dm> = 451



220.

Kehikon rakentamiseen kaytossa
2,0 m = 200 cm rautalankaa.

2-2ar +4h =200
4h=200—-4m |:4
h=50—-ar

Pituudet positiivisia:

— | I
| —
h |

|

|

]
— TN
" -

r<—=318...

r>0 ja 50-7mr>0
—ar >-100 |:(-7)
100
T
re}O,@{
T
Tilavuus
V(X) = a1 2h
:7zr2(50—7zr)
— 50712 — 721

V'(X)=1007r —37°r>

V’(X) = 0 kun
1007r - 3n°r*=0
r(100x - 37r) =0

r=0 tai 1007 - 37%r =0
“372%r=-1007  |:(=372)

100
I =

—=10,61...
RY/4



Derivaatan merkki:
o V'(1)=1007-1-372%-1% =284,55...
o V'(12)=1007-12 372 -12% =-493,75...

Merkkikaavio:
Q 10,61... 3],8...
V. + -
max

Tilavuus on suurin, kun sdde r =10,61...cm~11 cm.

Kehikon korkeus talloin
h=50-nr=50-n10,61...cm=16,66...cm~17 cm



3.4 Derivaatan sovelluksia talouselamasta

221. f(x):—Lx2+%x, 0<x<80

240
f’(x):—ix+E
240 24
f'(X)=0 kun
2 10
-——X+ —=0
240 24
_ 2 10 |- 240
240 240
—2X+110=0
—2x=-110
X=155
Derivaatan merkki:
o f’(O):—i-O+£—11>O

240 24 24
. f’(60):—§20-60+11— 1

ﬁ —
Merkkikaavio:
0 55 80
f' + —
f / \
max

Verokertyma on suurin, kun veroaste on 55 %.



222. Myynnisti saatavat tulot
T(X) = X(2500 — 55X) = 2500X — 55X

T°(X) = 2500 — 110X

Derivaatan nollakohta:
2500-110x=0

~110x=-2500 |:(-=110)
X=22,72...

Derivaatan merkki kun X on vililla [15,50; 30]:
e T'(20)=2500-110-20=300>0
e T'(25)=2500-110-25=-250<0

Merkkikaavio:
15,50 22,72... 30
Tl _|_ —
T / \
min max min

a) Myynnisté saatavat tulot olisivat mahdollisimman suuret, kun
hinta X =22,7272... € = 22,70 €

b) Myyntituloilla kaksi minimikohtaa X = 15,50 ja x = 30.
e T(15,50)=2500-15,50—55-15,50% =25536,30
e T(30)=2500-30-55-30% = 25500

Pienimmait myyntitulot, kun myyntihinta on 30 €.



¢) Pienimmait myyntitulot 25 500 €

Suurimmat myyntitulot saadaan, kun x=22,72... €:

T(22,72...)=2500-22,72...-55- 22,72...2 =28409,10
Suurimmat myyntitulot noin 28400 €

223. Kévijamaara q(x) =1300—-325x

Maksutulo m(x) = x(1300 — 325x) = 1300x — 325>
0<x<3,0

m'(X) = 1300 — 650X

mM'(X) =0 kun
1300-650x=0
—650x=-1300
X=2

Derivaatan merkki:
e M(1)=1300-650-1=650>0
e M (2,5 =1300-650-2,5=-325<0

Maksutulo suurin, kun lipun hinta on 2,0 €.



224, Hinta X €/kpl
Myynti/kk 72000 —180x%

Myyntitulo
m(x) = X(72000 — 180X) = 72000 — 1 80x>
x € [150,400]

m'(X) = 72000 — 360X

m'(X) = 0 kun
72000 —360x =0
—360x =-72000
X =200

Derivaatan merkkai:
e mM(160) =72000-360-160 =14400 > 0

e mM'(300)=72000-360-300=-36000<0

Merkkikaavio:
150 200 400
m’ + —
m / \
max

Myyntitulo on suurin, kun hinta on 200 €.



225, Myyntihinta x €/kg, xe[2,10;4,50]
Myyntimaara g(x) = 140 — 15,9x
Myyntitulot m(x) = X(140 — 15,9x) = 140x — 15,9
X € [2,10;4,50]

Myynnin arvojen vaihtelu saadaan selville myynnin suurimman
ja pienimman arvon avulla.

m’(X) = 140 — 31,8x

Derivaatan nollakohta:
140-31,8x=0

-318x=-140 [:(-3L8)
X=4,402...

Derivaatan merkkai:
e M(3)=140-31,8-3=44,6>0
e M(4,45)=140-31,8-4,45=-1,51<0

Merkkikaavio:

2,10  440... 450
m’ + —

m/\

minimit: M(2,10)=140-2,10-15,9-2,10> = 22388...
m(4,50) =140-4,50 15,9 4,50% =308,02...
maksimi: M(4,40...) =140-4,40...—15,9-4,40..% =308,17...

Myyntitulot vaihtelivat valilla 224 € - 308 €.



220.

Myyntihinta p (€)

Menekki q(p) =8000—-235p
Myyntitulo p(8000 - 235p)
Ostohinta 18(8000 — 235 p)
Bruttovoitto

b(x) = p(8000 —235p)—18(8000 —235p)
= 8000p —235p2 — 14400 + 4230p
= -235p? +12230 p— 14400

p>0 ja 8000-235p>0
—235p>-8000
p<34,04...

X € 0;34,04..

b'(p) =—-470p+12230

b'(p) = 0 kun
—470p+12230=0

—470p = —12230
p=26,021...



Derivaatan merkkai:
e b'(1)=-470-1+12230=11760>0
e b'(30)=-470-30+12230=-1870<0

Merkkikaavio:
0 26,02... 34,04...
b | + — |
max

Bruttovoitto on suurin, kun myyntihinta on 26,02...€ =~ 26 €.

227.
Sdmpylén hinta (€) Paivamyynti (kpl)
0,40 1200
0,40+0,1 1200 — 200
0,40+0,1-2 1200 =200 -2
0,40+0,1-3 1200 =200 -3
0,40 + 0,Ix 1200 — 200X

Kun hintaa nostettu 0,10 € x kertaa, myyntitulo
m(x) = (0,40 + 0,1x)(1200 — 200x)

— 480 — 80X + 120X — 20%>
— _20x?% +40% + 480

0,40+ 0,1x>0  1200-200x>0

0,Ix > —0,40 —200x>-1200
X>—4 X<6

-4 <X<6



m'(X) — 40x+ 40

m'(X) =0 kun
—40x+40=0
—40x=-40
X=1

Derivaatan merkki:
e M0)=-40-0+40=40>0
e M(2)=-40-2+40=-40<0

Merkkikaavio:

mi  + —

T~

Myyntitulo on suurin, kun x=1.
Talloéin myyntihinta on (0,40 +0,1- 1)€ =0,50¢€.



228.

Alepaiva Hinta (€) Myynti (kpl)
1 120 200
2 120-10 200+ 50
3 120-10-2 200+50-2
4 120-10-3 200+50-3
X 120—-10-(x-1) 200+ 50(x—1)

Myyntitulo

mM(x) = (120 —10(x—1))(200 + 50(x —1)
= (120-10x+10)200 + 50x — 50)
= (130-10x)(150 + 50x)
= 19500 + 6500X — 1500X — 500X>

— ~500%2 + 5000X + 19500

Positiivisuusehdot:
120-10(x—=1)>0 200+50(x—1)>0
120-10x+10>0 200+ 50x—-50>0
—10x>-130 50x>—-150
x<13 X> -3

Koska lisiksi x>0, x € ]0,13[.
m'(X) = —1000x + 5000

m'(X) =0 kun
—1000x+ 5000 =0
—1000x = -5000
X=35



Derivaatan merkkai:
e mM(1)=-1000-1+5000=4000>0
e M(6)=-1000-6+5000=-1000<0

Merkkikaavio:
0 5 13
m. + -
max

a) Myyntitulo on suurin, kun x=35.
Talloin on alennusmyynnin 5. paiva.

b) Suurin myyntitulo

M(5) ==500-5% +5000- 5 +19500 = 32000 €

229.
Henkil6itd yrityksessa Tuotto/myyja
24 6500
24 + 1 6500 — 200
24 +2 6500 —200-2
24 +3 6500 —200-3
24 + X 6500 — 200X

Kuukauden myyntitulo
m(X) = (24 + X)(6500 — 200X)

— 156000 — 4800X + 6500X — 200 X2
— —200%2 +1700X+ 156000



Positiivisuusehdot:

24+ x>0 6500 — 200X > 0
X > —24 —200% > —6500
X<32,5%33
X e |-24,33

Lisaksi X on kokonaisluku.

M'(X) = 400X + 1700

mM'(X) =0 kun
—400x+1700=0
X=4,25

Derivaatan merkkai:
e M(0)=-400-0+1700=1700> 0
e M(5)=-400-5+1700=-300<0

Merkkikaavio:

Myyntitulo on suurin, kun x=4,25~ 4.

a) Yrityksen kannattaa siis pitdé palkkalistoillaan 24 + 4 = 28
henkil6a.
b) Suurin myyntitulo

m(4) = —200-42 +1700- 4 +156000 = 159600 €



230.

Hinta (€) Myynti (kpl)
1,20 200
1,20+ 0,1 200-10
1,20+0,1-2 200-=10-2
1,20+0,1-3 200—=10-3
1,20 + 0,1x 200 — 10X
Voitto

V(X) = (1,20 + 0,1x)(200 — 10x) - 0,90(200 — 10x)
= 240 —12X+ 20X — x> —180 +9X
= —x2 +17x+ 60

Positiivisuusehdot:
1,20+ 0,1x >0 200-10x>0

0,Ix>-1,20 —10x>-200
X>-—12 X< 20

xe |-12,20[
V'(X) = -2X+17
V'(X) =0 kun

—-2X+17=0
X=38,5



Derivaatan merkkai:
e V(0)=-2-0+17=17>0
e V(10)=-2-10+17=-3<0

Merkkikaavio:
-12 85 20
v + -
vi I
max

Suurimmat voitot saadaan, kun x=28.5.
T#llin leivén hinta on (1,20 +0,1-8,5)€ = 2,05€

231.
Hinta (€) Myynti (kpl)
35 25
35+1 25-1
35+2 25-2
35+X 25-X

Tulo mainoskustannusten jilkeen
V(X) = (35+x)25-x%)-0,3(25 - X)

— 875 35X+ 25X— X% —~7.5+03
— X% _9.7x+867.5

Positiivisuusehdot:
35+x>0 25—-x>0
X>-35 —X>-25

X< 25
x e |-35,25|



V'(X) =-2x-9,7

V'(X) =0 kun
—-2X-9,7=0
X=-4,85

Derivaatan merkki:
o V'(-5)=-2-(-5-9,7=03>0
e V'(0)=-2-0-9,7=-9,7<0

Merkkikaavio:
-35 -4,85 25
Vo + -

max

Voitto on suurin, kun X =—-4,85.
Tossujen hinta on tilldin (35— 4,85)€ = 30,15€.



232.

Jos OVH-hintaa alennetaan:

OVH (€) Myynti (kg)
13,20 120
13,20 -0,05 120 +3
13,20-0,05-2 120+3-2
13,20-0,05-3 120+3-3
13,20 — 0,05x 120 + 3x
Voitto

V(X) = (13,20 — 0,05x)(120 + 3x) —10(120 + 3x)
= 1584 +39,6X— 6X— 0,15x% —1200 — 30X
= —0,15%% +3,6X+ 384

V'(X) =-0,3x+ 3,6

V'(X) =0 kun
-0,3x+3,6=0
—0,3x=-3,6
X=12

Derivaatan merkkai:
e V(10)=-03-10+3,6=0,6 >0
e V(13)=-0,3-13+3,6=-0,3<0

12
V' + —

max
Voitto on suurin, kun x=12.

v(12) = —0,15-12% +3,6 - 12 + 384 = 405,6 (€)




Jos OVH-hintaa kor otetaan:

Voitto
k(x) = (13,20 + 0,1x)120 — 2X) - 10(120x — 2X)

=1584 —-26,4X+ 12X — O,2X2 —1200 + 20X
— —0.2%% +5,6X+ 384
k'(X) =-0,4X+5,6
k'(X) =0 kun
—-0,4x+5,6=0
Xx=14
Derivaatan merkki:
e kK'13)=-0,4-13+5,6=0,4>0
o kK'15=-0,4-15+5,6=-0,4<0

14

Voitto on suurin, kun x=14.
k(14) =-0,2- 142 + 5,6-14+384 =423,2 (€)

Voittofunktio K tuottaa suuremman arvon.
Kun x =14, kalan OVH-hinta on (13,20 +14-0,1)€ =14,60€
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