Yleista matematiikan ylioppilaskokeesta

Tehtavien maksimipistemaara on 12. Pisteet annetaan kokonais-
lukuina. Kokeen enimmadispistemaara on 120.

Kokeessa on kolme osiota seuraavan taulukon mukaisesti. Kahta
eri B-osiota erottaa tehtavien vaativuustaso: B2-osion tehtavat ovat
vaativampia kuin B1-osion tehtavit.

Osio | Tehtavia Kuinka monta Apuvilineet
tehtavaa valitaan?
A 4 4 ilman teknista apuvalinetta
B1 5 3 teknisen apuvalineen kanssa
B2 4 3 teknisen apuvialineen kanssa



Kokeen A-osassa kokelaalla ei ole kdytossiddn seuraavia muuten koe-
jarjestelmain sisaltyvia ohjelmia:

» LibreOfhce Calc

*  wxMaxima

» Texas Instruments TI-Nspire CAS
» Casio ClassPad Manager

* Logger Pro

* Geogebra

o 4f Vihko

Naitd ohjelmistoja
kutsutaan tassd teoksessa
yhteisnimityksella
“tekninen apuviline”

Kokeen B-osassa kokelaalla ovat kaytossa kaikki koejirjestelméan
sisdltyvit ohjelmat. Koejdrjestelman KCalc-laskinohjelma on koke-
laiden kaytossa myos kokeen A-osassa.

Kokeissa sallitaan syksyn 2020 kokeeseen saakka (syksy 2020 mukaan
lukien) seuraavien taulukkokirjojen kaytto:

» MAOL: MAOL-taulukot, Otava (seka vastaava ruotsinnos)

» Ranta-Tiilikainen: Lukion taulukot, WSOY

Kokeen pituus on kuusi tuntia. Kokelas aloittaa koetilaisuuden
kaynnistimalld koneensa ja tunnistautumalla kokeeseen. Kokelas
voi vastata seka A-osan etta B-osan tehtaviin, mutta kokeen alkaessa
kokelaalla on kdytdssddn vain osa koejdrjestelmédn ohjelmista. Pa-
lautettuaan A-osan kokelas saa kdyttoonsa kaikki ohjelmat ja voi
jatkaa B-osaan vastaamista. A-osan palautettuaan kokelas nikee vain
B-osan tehtavit eika voi endd palata vastaamaan A-osaan.



Vinkkeja kokeeseen

Kun vastaat koekysymyksiin, muista, etta hyvistd suorituksesta nd-
kyy, miten vastaukseen on pdddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut perustelut ja lopputulos.

* Lue ensin tehtavit huolella lapi. Voit tehdd suttupaperiin huo-
mioita tehtavistd.

o Aloita siita tehtdvista, joka tuntuu omasta mielestisi helpoim-
malta. Muista, ettd kokeen A-osio on tehtava loppuun ennen kuin
tekniset apuvilineet saa kayttoonsa.

* Kokoa huolellisesti tehtivan annossa annetut tiedot vastaus-
ruutuun. Tarkista, ettd kirjoitat tehtdvin ratkaisun juuri oikeaan
vastausruutuun.

* Ole tarkka murtolukujen ja lausekkeiden sieventimisten kanssa.

* Mieti, milld keinoilla tehtdva voisi ratketa. Muista aina kirjoittaa
nakyviin kayttamasi yhtilot, epayhtélot ja lausekkeet.



Kirjoita ratkaisusi selkedsti:
- Kirjoita laskut allekkain.
— Sanallisissa tehtdvissa kirjoita nakyviin muuttujille selitykset.

Jos ratkaisuideasi ei toimi, kokeile jotain muuta. Apuna voit kayt-
taa esimerkiksi

— taulukoita

— kaavioita

- kuvioita.

Muista tarkistaa ratkaisusi. Esimerkiksi yhtdlot on helppo tar-
kistaa sijoittamalla. Jotta tarkastaminen ei unohdu, merkitse esi-
merkiksi suttupaperille ne tehtavat, jotka kaipaavat viela lopuksi
tarkistamista.

Mieti vastauksesi jarkevyytta.

Kokoa tehtavan vastaukset loppuun. Tarkista samalla, etta olet
vastannut sithen, mita kysytaan.



Teknisen apuvalineen kaytto

Kiyta kokeessa ohjelmistoa, jota olet tottunut kiyttiméin. Har-
joittele ohjelmiston kiytt6d kunnolla, koska ohjelmisto ei helpota
tehtdvien ratkaisemista, jos sitd ei osaa kiyttia.

Muista kirjoittaa ratkaisusi nakyviin niin, ettd paperilla nakyvit
kaikki tarvittavat vaiheet. Esimerkiksi yhtaloita ratkaistaessa pitaa
vastauksen lisaksi loytyd aina myos yhtild, joka on ratkaistu.

Muista tarkistaa laskinohjelmiston asetukset. Trigonometristen
funktioiden kohdalla on tarkeaa tarkastaa, ettd asetukset ovat
oikeat kulmanyksikon kohdalla.

Kiinnita huomiota ratkaisujen esitystapaan ja matemaattisten
merkintojen oikeellisuuteen. Sekd kokeen A- etta B-osissa ma-
temaattiset lausekkeet ja symbolit on syytd tehdi sopivaa kaava-
editoria kayttden.

Seuraavaan on listattu erditd laskinohjelmistojen toimintoja, jotka
ainakin olisi syyta osata. Naiden lisdksi on tietysti paljon toimin-
toja, jotka helpottavat ja nopeuttavat tehtdvien kisittelya.



Ohjeita harjoitteluun

Laske riittdvasti perustehtivia.

» Perusasioiden (esimerkiksi sievennykset, yhtiloiden ratkaisu)
tulee olla hyvin hallinnassa, jotta pystyy sovellustehtivissa kes-
kittymdan varsinaisen ongelman ratkaisemiseen.

» Riittava harjoittelu auttaa ymmartamadan kasitteet oikein.

» Helppojen perustehtdvien avulla voi kasvattaa itseluottamusta.
Onnistuminen innostaa jatkamaan!

Laske riittaviasti vaikeampia tehtavia.
» Vaikeampien ja soveltavien tehtavien avulla oppiminen syventyy.
» Perusasioiden soveltaminen helpottuu.

Laske samoja tehtivia (tai kirjan esimerkkejd) uudelleen.

* Malliratkaisusta saa apua ongelmatilanteisiin. Ndin tehtdva ei jaa
ratkaisematta.

* Ratkaisun ymmartidminen ei tarkoita, ettd tehtdvin osaisi ratkaista
itse. Itse tekemilla oppii!

Harjoittele ryhmassa.

» Pienessd ryhmassé laskemalla ongelmatilanteissa on helppo pyy-
taa apua.

* Opettamalla muita oppii aina itsekin lisaa.

* Yhdessd miettimalld oppii erilaisia tapoja ldhestya tehtdvan rat-
kaisua.



’I Lausekkeilla laskeminen

Kasitteita

Alkuluku on kokonaisluku (> 1), joka voidaan kirjoittaa
vain itsensd ja luvun 1 tulona.

Luvun a vastaluku on —a. Vastalukujen summa on nolla.
a+(—a)=0

Luvun a itseisarvo on sen etiisyys nollasta. Itseisarvo merkitéén |al.

1 . e
Luvun a (a # 0) kddnteisluku on —. Luvun ja sen kidanteisluvun tulo on 1.
a

Luvun a nelidjuuri Va on se ei-negatiivinen luku, jolle (x}' u] =a.

Prosentti

1
Prosentti merkitsee sadasosaaeli 1% = 100 =0,01.

. a
Luvun a osuus prosentteina luvusta b on b 100 %.

P

Prosenttiosuus perusarvosta a eli p % luvusta a on 100" a.

kertomalla a prosenttikertoimella

Murtolukujen laskutoimitukset

Murtoluvut ovat samannimiset, jos niilli on sama nimittaja.
Samannimiset murtoluvut voidaan laskea yhteen kaavalla

m m+
m_p_m+p
M H n

Murtolukujen kertolaskussa osoittajat kerrotaan keskeniin
ja nimittdjit keskendin.

n-q

= |3
= |

Murtolukujen jakolasku muutetaan kertolaskuksi siten,
ettd jaettava kerrotaan jakajan kaanteisluvulla.

m.p_m,
n g n

R~

Kun suure a kasvaa tai pienenee p %, muuttunut arvo voidaan laskea

100+ p
100

Prosenttiyksikko kertoo prosenttiluvun absoluuttisen muutoksen.



Potenssien laskusaannot

Potenssin mairitelmi: a-a-a-...-a=a"

n kpl
Potenssimerkinnéssd a” kantalukuna on a ja eksponenttina n.
Potenssit ovat samankantaiset, jos niilld on sama kantaluku.

Potenssilausekkeita voidaan sieventdd potenssikaavojen avulla.

Samankantaisten potenssien tulo am-at=qgm"
am
Samankantaisten potenssien osamdard | —=a"",a#0
Tulon potenssi (ab)"=a" - b"
a\" a"
Osamaaran potenssi [—] =—,b#0
b b"
Potenssin potenssi (@™'=am "
o . p 1
Negatiivinen eksponentti a’=—a#0
a
=i n
[EJ =[EJ ,a#0,b#0
b a
Nollas potenssi a’=1, a#0




Polynomi- ja murtolausekkeet

Lukua tai numeroiden ja kirjaimien avulla merkittya laskutoimitusta
sanotaan lausekkeeksi.

Lausekkeen sieventiminen tarkoittaa mahdollisten sulkujen poistamista
ja kaikkien mahdollisten lausekkeen laskutoimitusten suorittamista.

Kirjaimia siséltavian lausekkeen arvo lasketaan sijoittamalla
kirjaimen paikalle haluttu luku.

Lausekkeessa esiintyvit yhteenlaskettavat ovat termeja.
Termilla voi olla kerroin ja kirjainosa.

Kaksi termia on samanmuotoisia, jos niilla on sama kirjainosa.
Samanmuotoiset termit voidaan yhdistda kayttamalld osittelulakia.
axt bx=(axb)x

Jos (polynomi)lauseke on sulkujen sisélld ja sulkujen edessd on miinusmerkki,
sulut poistetaan vaihtamalla kaikkien suluissa olevien termien etumerkit.
Plusmerkki sulkujen edessid ei muuta etumerkkeja.

—(+a) =—a —(—a) =+a
+(+a)=+a +H—a)=—a



Polynomit voidaan kertoa keskeniin kertolaskun osittelulakia kayttaen.

alb+c)=ab+ ac (a+b)(c+d)=ac+ ad+ bec+ bd

Murtolausekkeessa muuttujakirjain voi olla myo6s nimittéijassa.

Murtolausekkeita voidaan laskea yhteen, kertoa ja jakaa kayttien hyviksi
murtolukujen laskulakeja.

Murtolausekkeita voi sieventda supistamalla mahdollinen yhteinen tekija.

axtbx x(atb) atb

CX cx C




m Sievenni lauseke potenssikaavojen avulla ja laske lausekkeen arvo,

kunx=8ja y=—%.

3 3.2
.x _
a) x¥ ; 4.? b) (zx},]l(xlynl] 0,5
X"y
RATKAISU a) Sievennetiin ensin lauseke.
xptoxdyt xR g5
2.4 2.4 24 % Y =Y)
X7y X7y P 4
g™ . gh=g™"
g _ gt
ﬂﬂ‘

1
Sijoitetaan kirjaimien x ja y paikalle x=8ja y = 1

ol

b) Sievennetain ensin lauseke.

(a6 =g - &1 b (2xp)? - (Y05 = 222 . 2009
= 4x2y2 . x'ly'z
= 4122
=4x) —— =1
=dx

Sijoitetaan x = 8 kirjaimen x paikalle.

4-8=32

VASTAUS a) —16 b) 32



RATKAISU

VASTAUS

Heikin Kone Oy myy tietokoneita ja dlypuhelimia.

a) Suomessa tietokoneista maksetaan valtiolle 24 % arvonlisdveroa.
Vero lasketaan tuotteen verottomasta hinnasta. Kuinka monta
prosenttia asiakkaan maksamasta hinnasta on veroa?

b) Heikin Kone Oy laskee tablettitietokoneen hintaa 18 %. Tilléin
viikon kappalemidrdinen myynti lisddntyy 15 %. Miten muuttuvat
kauppiaan viikon myyntitulot?

a) Merkitddn tietokoneen verotonta hintaa kirjaimella k. Muodos-
tetaan arvonlisaveroprosentin avulla prosenttikerroin.

100 % + 24 % =124 % = 1,24

Arvonlisdvero lasketaan verottomasta hinnasta, joten verollinen hinta
saadaan prosenttikertoimen avulla. Verollinen hinta on siis 1,24k.

Veroa maksetaan 0,24k. Verrataan titi asialkaan maksamaan verol-
liseen hintaan.

9.24k =10,1935..=19 %
1,24k

b) Merkitain tuotteen alkuperiistd myyntihintaa kirjaimella a ja
viikon kappalemdaraista myyntia kirjaimella b.

Kun hinta laskee 18 %, laskua kuvaava prosenttikerroin on
100 % — 18 % = 82 % = 0,82.

Alennettu hinta on siis 0,82a.

Myynnin kasvua kuvaava prosenttikerroin on
100 % + 15 % =115 % = 1,15.

Kasvanut myynti on siis 1,150,

Kauppiaan myyntitulot ennen muutoksia ovat ab.
Uudet myyntitulot ovat 0,82a - 1,156 = 0,943ab

Myyntitulot laskevat 1 — 0,943 = 0,057 = 5,7 %.

a) 19% b) Myyntitulot laskevat 5,7 %.



Ensimmadisen asteen yhtalot

Ensimmaisen asteen yhtilo voidaan sieventda muotoon ax + b =0 (a # 0).

Yhtaloita ratkaistaessa
o yhtdlon molemmille puolille voidaan lisdtd sama luku
o molemmat puolet voidaan kertoa tai jakaa samalla luvulla.

Ensimmaiisen asteen yhtilossd murtolukukertoimet ja nimittijit
kannattaa yleensd poistaa ennen yhtdlon varsinaista ratkaisemista.
@ Kirjoitetaan kaikki termit murtolukumuodossa.

Jos termissé ei ole nimittdjaa, nimittdjaksi merkitaan luku 1.
@ Lavennetaan kaikki termit samannimisiksi.
€@ Yhtilon molemmat puolet kerrotaan yhteiselld nimittijall.

Yhtilon ratkaisun vaiheet:

@ Sievennetdin yhtiloa.
o Poistetaan sulut.
o Poistetaan nimittajat.

@ Ratkaistavaa kirjainta sisiltivit termit siirretian yhtilon
vasemmalle ja vakiot yhtilon oikealle puolelle.

€@ Yhdistetiin samanmuotoiset termit.

@) Jaetaan ratkaistavan kirjaimen kertoimella.

Identtisissd yhtdloissda muuttujatermit havidvit yhtdlod sievennettiessd kokonaan.
Jos yhtilo sievenee muotoon

o 0=0, yhtdlon ratkaisuna on kaikki reaaliluvut

o 0=g¢ jossa c# 0, yhtdlolli ei ole ratkaisua.



Ensimmaisen asteen epayhtalo

Epayhtilossa yhtasuuruusmerkki on korvattu epayhtalomerkilla (<, >, < tai ).

Ensimmaisen asteen epayhtalot ratkaistaan samalla tavalla kuin
ensimmaisen asteen yhtalot.
Epayhtdlon ratkaisussa tulee muistaa, ettd negatiivisella luvulla
jaettaessa tai kerrottaessa epiyhtilomerkin suunta vaihtuu.

Verranto ja verrannollisuus

Kun kaksi osamdarda (suhdetta) merkitdan yhta suuriksi, saadaan verranto. Suureet ovat kidiantien verrannolliset, jDS toisen suureen kasvaessa toinen suure
Verranto ratkaistaan ristiinkertomalla. pienenee samassa suhteessa. Kaantien verrannollisilla suureilla suureiden tulo on
a [ vakio.
bR
ad = be Xp" N =%

Suureet ovat suoraan verrannolliset, jos toisen suureen kasvaessa toinen suure
kasvaa samassa suhteessa. Suoraan verrannollisille suureille muodostetaan

1 ORIEES e Kaintiden verrannollisten suureiden x ja y vilistd riippuvuutta kuvaa yhtalo
verranto merkitsemailla suhteet yhta suuriksi.

1, : .
. y =k-—, jossa k on verrannollisuuskerroin.
N X

X
2 )2 y

Kaantden verrannollisten suureiden valisen
riippuvuuden kuvaaja koordinaatistossa on
hyperbeli.

Suoraan verrannollisten suureiden x ja y vilistd riippuvuutta kuvaa yhtalo y = kx,

jossa k on verrannollisuuskerroin.
¥

Suoraan verrannollisten suureiden vilisen ) = ke

riippuvuuden kuvaaja koordinaatistossa on
origon kautta kulkeva suora.




Prosenttiyhtalot

Prosenttiyhtaloissi olennaista on osata kiyttaa prosenttikerrointa yhtaloiden
muodostamisessa ja vastausten tulkitsemisessa.

Prosenttiyhtalot perustuvat seuraavaan perustilanteeseen: Tietty prosenttiosuus

p

p % perusarvosta a saadaan kertomalla perusarvo prosenttikertoimella 100 eli
i . a = b.
100

Jos tilanteeseen liittyy useampia muuttuvia suureita, kannattaa tilannetta
tarkastella esimerkiksi taulukon avulla.

Teknisen apuvalineen kaytto kokeen B-osissa

Varmista, ettd osaat ratkaista yhtalon teknisen apuvilineen avulla.
Yhtdlon ratkaisemiseen tarvitaan usein oma toiminto.
Jos yhtilossd esiintyy useampia kirjaimia, katso, ettd ratkaiset yhtdlon
oikean muuttujan suhteen.
Muista, ettd perikkiisten kirjaimien viliin tulee laskinohjelmistoissa
usein kirjoittaa kertomerkki.

Varmista, ettd osaat kopioida aiemmin laskemiasi arvoja mychempiin laskuihin
mahdollisimman tarkkoina arvoina.

Varmista, ettd osaat piirtdd ja tulkita verrannollisuuteen liittyvid kuvaajia.
Kuvaajalla olevan pisteen koordinaatteja voi selvittda jiljita-toiminnon avulla
tai esimerkiksi lisddmalla kuvaajalle pisteen ja muuttamalla pisteen toista
koordinaattia.



RATKAISU

Ratkaise yhtalo.
2 2x — 2x—1
a) ax—2X=y- 2223 x
3 2 5

a) Kirjoitetaan kaikki termit murtolukumuodossa ja lavennetaan
termit samannimisiksi.

O3x Poax 1 Vax-3

1 3 1 2
18x 4x_§ 6x—9

6 6 6 6

Poistetaan nimittdjat kertomalla yhteisella nimittdjalla ja ratkaistaan
yhtalosta x.

18x 4x _6 6x-9

or I ‘ 6 Merkkivirheiden
6 6 6 6 valttamiseksi lausekkeissa
18x—4x=6—(6x—9) 4 kannattaa kayttad
4% = 6—6x +9 nimittajien poistamisen
yvhteydessa sulkuja.
20x =15 | : 20
15¢
X =—
20
3
X =-—

4



b) Yhtalon molemmilla puolilla on osamdira, joten se on verranto.
Yhtalo ratkaistaan kertomalla ristiin.

2x—1_x

5 3
3(2x—1)=5x
6x—3=>5x
6x—5x=3

x=3



(EsimERKKI 2 | B |

Kemistilla on 10-prosenttista suolahappolivosta 800 ml. Kuinka
monta millilitraa suolahappolivckseen on lisattava 3-prosenttista
suolahappoliuosta, jotta saadaan 6-prosenttista suolahappoliuosta?
Anna vastaus millilitran tarkkuudella.

RATKAISU Alkuperaisessid linoksessa on suolahappoa 10 % eli 0.1 - 800 ml =80 ml.
Alkuperdiseen linokseen lisdtain 3-prosenttista suolahappoliuosta
x ml.
= Liuokseen lisdtyssd mdarissi on suolahappoa 0.03x ml.
= liuoksessa on suolahappoa yhteensa (80 + 0,03x) ml
liuoksen
maara
{800 + x) ml -
liucksen
madra
livoksen x mil
mddra Suolahappoa
200 ml tulee olla 6 %
zuolahappoa koko liuoksen
0,03x mil maardsta.
Alkuperainen livos Lisattava liuos Lopullinen liuos
(suolahappoa 10 %) (suoclahappoa 3 %) {suolahappoa 6 %)
Lisdyksen jilkeen koko linoksen tilavuus on (800 + x) mlL
Uudessa linoksessa tulee olla suolahappoa 6 %. Suclahapon madraa
(ml) uudessa linoksessa kuvaa siis lauseke 0,06(800 + x).
Muodostetaan yhtild suolahapon madrdn avulla ja ratkaistaan siitd x.
0,06 - (800 + x) = 80 + 0,03x
x = 1066,666...
x = 1067 (ml)
VASTAUS 3-prosenttista suolahappolivosta on lisdttivi 1067 ml.



@ Suorat s ja f ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
jos suorien kulmakertoimien &, ja k, tulo on —1.

'F:: - k.t =-1
@ Suora n on suoran s normaali, jos 7 ja s ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

o Suora leikkaa
o x-akselin, kun y =10

Suoran yhtalo
¢ Suoran vhtdlo esitetadan joko ratkaistussa tai yleisessda muodossa, Yhtilopari
o ratkaistu muoto y=kx+b
o yleinen muoto Ax+By+C=0 »  Ensimmiisen asteen yhtilépari muodostuu kahdesta kahden muuttujan yhtilosta

eli kahdesta suoran yhtalosta.

¢ Suoran yhtilon ratkaistusta muodosta nihdiin kulmakerroin k
seki suoran ja y-akselin leikkauspiste (0, b). * Yhtaloparin ratkaisun on toteuttava molemmat yhtaléparin yhtilot.

» Kun suora kulkee pisteiden (xq, ) ja (x,, y,) kautta, suoran ©  Kahden suoran leikkauspiste ratkaistaan yhtildparin avulla.

o kulmakerroin on Jl|:=u
X=X Y t 3

o yhtdlé on y—y, = kx—x;,).

»  Kulmakerroin kertoo suoran kulkusuunnan ja jyrkkyyden.

o k=0 Suora on nouseva, 7 b
o k<0 Suora on laskeva, / \

o k=0 Suora on x-akselin suuntainen,

ok el madritelty Suora on y-akselin suuntainen.

» Yhtildpari voidaan ratkaista
o sijoitusmenetelmilli
o yvhteenlaskumenetelmilli.

* Suoran ja x-akselin vilistd kulmaa kutsutaan
suuntakulmaksi. Suuntakulma saadaan
kulmakertoimesta tangentin avulla,

tana =k

* Suorat s ja f ovat yhdensuuntaiset, jos suorien P
kulmakertoimet k, ja k, ovat yhtd suuret.

k, =k




Yhtilopari kannattaa ratkaista sijoitusmenetelmin avulla,
kun vihintain toinen yhtiloistd on ratkaistussa mundossa.

@ Sijoitetaan ratkaistun muuttujan lauseke toiseen yhtilaén.
@ Ratkaistaan ndin saatu yhden muuttujan yhtalé.

€) Sijoitetaan ratkaisu alkuperiiseen yhtaléén (ratkaistu muoto)
ja lasketaan toiselle muuttujalle arvo.

Yhtalopari kannattaa ratkaista yhteenlaskumenetelman avulla,
kun yhtilot eivit ole ratkaistussa muodossa.

@ Kerrotaan vhtalét sellaisilla luvuilla, etti toinen muuttuja saadaan eliminoitua.

Esimerkiksi muuttujan x kertoimet eri yhtaloissi ovat toistensa vastalukuja.

@ Lasketaan yhtilét puolittain yhteen.
€ Ratkaistaan niin saatu yhden muuttujan yhtalé.

@ Sijoitetaan ratkaisu jompaankumpaan alkuperiiseen yhtiléén
ja ratkaistaan toinen muuttuja.

Lineaarinen malli

Lineaarista riippuvuutta mallinnetaan joko suoran yhtilon
tai ensimmaisen asteen polynomifunktion avulla,

Lineaarista riippuvuutta kuvaava yhtald tai funktion lauseke voidaan muodostaa
suoran yhtalon avulla
sijoittamalla koordinaatistoon piirrettyyn pistejoukkoon suora
tutkimalla arvojen muutoksia taulukoimalla
suoraan verrannollisuuden avulla.

Teknisen apuvilineen kayttd kokeen B-osissa

Varmista, ettd osaat piirtdd koordinaatistoon suoria.

Kuvasta on osattava sopivan toiminnon avulla etsia
suoralla olevia pisteita
suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet
kahden suoran leikkauspiste.

Varmista, ettd osaat piirtdi suoralle normaalin.

Varmista, ettd osaat muodostaa pistejoukon kuvaajan avulla suoran yhtilén.
Eri akseleilla kuvattavien muuttujien arvot voi sy6ttid ensin esimerkiksi
taulukkolaskentachjemistoon.

Pistejoukkoon saa sijoitettua suoran esimerkiksi regressio-toiminnolla.

Yhtiloparit ratkaistaan laskimella oman toiminnon avulla.
Jos tehtdvissd pyydetiin graafista ratkaisua, piirretian suorat
ja etsitdan niiden leikkauspiste kuvaajien avulla.



ESIMERKKI 1 |

RATKAISD

VASTAUS

Suora kulkee pisteiden (1, 4) ja (2, =2) kautta.

SR — [ESIMERKKI 2 [ B |
b) Laske suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

c) Onko piste (10, —12) suoralla?

a) Lasketaan ensin pisteiden avulla suoran kulmakerroin,

=20 ] 5 =%

Maidritetdin kulmakertoimen k = —6 ja pisteen (1, 4) avulla suoran
yhtald.
y—d=—6(x-1) —— y-r¥o=kir—x) ML
y—4=—-6x+6
y=—6x+10
b) Suoran ja y-akselin leikkauspiste nahdaan suoran yhtalon vakio-
termistd. Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0, 10).
Suoran ja x-akselin leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtala
—6x+10=0
—6x =-10 |: (—6)

x=—

Suora leikkaa x-akselin pisteessa [g, D].

¢} Piste on suoralla, jos pisteen koordinaatit toteuttavat suoran yh-
talon. Sijoitetaan suoran y = —6x + 10 yhtiloon x =10 ja y=-12.
-12=-6-10+10
=12 = =50
epatos! VASTAUS

Koska yhtilé ei toteudu, piste ei ole suoralla.

a) y=—6x+10 b) (0, 10) ja [g 0) c) Piste ei ole suoralla.

Pekka vietti kesalomansa lomaillen mokillaan tai kaupunkiasunnol
laan. Ruokakustannukset tina aikana olivat yhteensa 260 € Muu
kulut olivat yhteensd 174 €. Mokilla ruokaan kului péivittiin keski
maarin 8 € ja kaupungissa 12 €. Muut kulut mékilla olivat keskimaa
rin 4 € paivissi ja kaupungissa 10 €. Kuinka monta lomapiivad Pekk
vietti mokillaan ja kuinka monta kaupunkiasunnollaan?

Merkitiin makilld vietettyja lomapdivia kirjaimella x ja kaupunki
asunnolla vietettyjd lomapdivia kirjaimella y.

Kustannukset = Kustannukset Yhteensd
mokilla kaupungissa (€)
‘ Ruokamenot (€) Bx 12y 260
‘ Muut kulut (€) Ax 10y 174

Muodostetaan taulukon tiedoista yhtalopari ja ratkaistaan se.

Bx+12y =260
dx +10y =174

x=16
y=11

Pelcka oli makilla 16 piivid ja kaupunkiasunnollaan 11 piivai.



EECIITTIEm| O Svoran s yhuild on 3x—dy +1=0.

a) Kuinka suuren kulman suora muodostaa positiivisen x-akselin
kanssa? Anna vastaus asteen tarkkuudella.

b) Laske suoran s ja suoran 2x — 2y — 2 = 0 leikkauspisteen etdisyys
origosta. Anna vastaus tarkkana arvona seka likiarvona yhden
desimaalin tarkkuudella.

ratkalsy  a) Kirjoitetaan suoran yhtalo ensin ratkaistussa muodossa.

Ix—4y+1=0 4 PRatkaise yhtalosta y.

P
4 4 4
Suoran ja x-akselin vilisen kulman suuruus saadaan kulmakertoimen
3
k == avulla,
4
3
tang = —
4

o =36369.° 4— mn-'(3]=3s,ssg___=

4
o =37"

b) Lasketaan ensin suorien leikkauspisteen koordinaatit yhtaloparin

avulla.
3x—4y+1=0
2x=2y=-2=0
x=5
IS

Suorien leikkauspisteessa x = 5 ja 3 = 4 eli leikkauspiste on (5, 4).
Lasketaan leikkauspisteen etaisyys origosta,
Pisterden (e, ¥ Ja g, ¥

vilinen etsisyys —  d=J(5-07 +(4-00 =4l = 64
d=J{32—I1}l+{J"2 —ﬂ]‘z

VASTAUS a) 37° b) 41 =6,4



Ensimmaisen asteen polynomifunktio

Funktiota, jonka lauseke voidaan sieventia muotoon f(x) = kx + b,
kutsutaan ensimmiiisen asteen polynomifunktioksi.

Ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaaja on suora y = kx + b,

¥
fixl=kx+ b
nollakohta )
' ' ——— piste ©,b)

19
S ”

Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessi (0, b).

Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin nollakohdassa.
o Nollakohdassa funktio saa arvon nolla.
o Nollakohdat saadaan ratkaisemalla yhtals f(x) = 0.

Toisen asteen yhtalot

Toisen asteen yhtiilé voidaan sieventid muotoon ax” + bx +c=0 (a = 0).

Jos kertoimet a, & ja ¢ ovat nollasta eroavia reaalilukuja,
vhtiloa sanotaan taydelliseksi.

Tiydellinen toisen asteen yhtalé ax” + bx + ¢ = 0 voidaan ratkaista
ratkaisukaavaa kayttien.

Iz—bidb"—fiﬂc
2a

Yhtilot ax® + bx = 0 ja ax® + ¢ = 0 ovat vaillinaisia.

Me voidaan ratkaista myds ilman ratkaisukaavaa,

o Yhtilé ax® + bx = 0 voidaan ratkaista tulon nollasdinnén avulla.
o Yhtalé ax” + ¢ = 0 voidaan ratkaista neliGjuuren avulla.



Toisen asteen polynomifunktio

Funktiota, joka voidaan sieventdd muotoon f(x) = axt + bx+c(a#0),

sanotaan toisen asteen polynomifunktioksi.

Toisen asteen polynomifunktion kuvaaja on paraabeli y = ax® + bx + .

Paraabelin aukeamissuunta riippuu kertoimesta a.

Paraabeli aukeaa ylospiin, jos a = 0. \/
Paraabeli aukeaa alaspiin, jos a < (. /\

Toisen asteen polynomifunktiolla on 0, 1 tai 2 nollakohtaa.

IWARVIRY]

kaksi yhsi el
nollakohtaa nollakohta nollakohtia

Pistettd, jossa paraabeli vaihtaa kulkusuuntaa,

sanotaan paraabelin huipuksi (x;, ;). huippupiste/maksimipiste
Jos paraabeli aukeaa yléspain, huippu sijaitsee (g ¥
paraabelin alimmassa kohdassa, Talloin
huippupiste on paraabelin minimipiste. l

Jos paraabeli aukeaa alaspdin, huippu sijaitsee
paraabelin korkeimmassa kohdassa. Tilloin
huippupiste on paraabelin maksimipiste. Jf( o ”1‘\ )

Jos funktiolla on nollakohtia, paraabelin huippupisteen
x-koordinaatti voidaan laskea nollakohtien x; ja x, avulla,

Il + I:
Iﬂ = —2
syrmmetria-akseli
Symmetria-akseli on huipun kautta kulkeva +— X=X

pystysuora suora.

Paraabelin ja suoran leikkauspisteet saadaan },r | \ :
ratkaisemalla yhtiloisti muodostettu yhtidlopari.



Teknisen apuvalineen kaytto kokeen B-osissa

Varmista, ettd osaat sieventaa laskinohjelmiston avulla funktion lausekkeen.
Jotkut laskinohjelmistot vaativat oman toiminnon esimerkiksi kertolaskujen
sieventamiseen.

Varmista, ettd osaat tallentaa funktion lausekkeen laskinohjelmiston muistiin
ja kayttaid tallennettua lauseketta

funktion arvojen laskemiseen

funktion avulla muodostettujen yhtiltiden ratkaisemiseen

funktion kuvaajan piirtimiseen.

Varmista, ettd osaat ratkaista toisen asteen yhtiloiti laskinohjelmiston avulla,

Varmista, ettd osaat piirtaa ja tulkita funktion kuvaajia.
Kuvaajaniakymin asetuksia pitad vililla pystyd muuttamaan niin, ettd kuvaajan
saa nakyviin. Etsi sopivat akselien skaalaustoiminnot omasta ohjelmistostasi.
Useimmissa ohjelmistoissa funktion kuvaajan voi piirtad nakyviin myos vain
tietyilld muuttujan arveilla. Selvitd ohjelmistostasi, miten tama tehdédan.
Funktion kuvaajan ja koordinaattiakselien leikkauspisteet voidaan selvittad
funktion kuvaajasta. Nollakohtien selvittimiseen loytyy ohjelmistosta usein
oma toiminto,
Toisen asteen polynomifunktion kuvaajan huipun koordinaattien
selvittimiseen loytyy yleensd ohjelmistoista oma toiminto (esimerkiksi
maksimipiste/minimipiste). Timin avulla voi selvittia myos sellaisen
paraabelin huipun koordinaatit, jolla ei ole nollakohtia.
Useista ohjelmistoista loytyy oma toiminto toisen asteen polynomifunktion
kuvaajan symmetria-akselin madrittimiseksi. Etsi timi toiminto omasta
ohjelmistostasi.



RATKAISU

VASTAUS

Ratkaise vhtild,

a) 5x—2x2=0 b) 3 -12=0 ¢) =3x2+14x—8=0

a) Yhtil6 on vaillinainen yhtild, josta puuttuu vakiotermi. Tillainen
toisen asteen yhtild voidaan ratkaista kayttamalla tulon nolla-
sddAntod.

5%-2x"=0

2(5—2x)=0 44— Erotetaan x yhieiseksi tekijaksi,

Tulon nollasiinnén mukaan:

x=1 tai 5-2x=0

—2x=-5 |:(-2)

X=-

b) Muokataan vaillinainen yhtilsé muotoon, jossa muuttujatermi on
vasemmalla ja vakiotermi oikealla puolella.

3x2-12=0
3xt=12 |:3

2 _ 1 "
x" =4 4—— Ratkaistaan x neligjuuren avulla.
x=12

¢) Yhtilossi on kaikki kolme eri asteluvun termii. Ratkaistaan
yhtiilo ratkaisukaavalla,

—3x? +14x—8=0 ¢ @+ byt c=0

—bih? =dac
=—1411H142—4~(—3}~(—a} A=

2-(=3)
¥_—14iw'100
) —6
_—l4+£10
-6
-14+10 -4 2 . —-14-10 24
x=———=—=—- tai x= =—=4
—6 -6 3 — —6
. 5 2
a) x:ﬂtalx:a b) x=142 <) x:;talx:d

RATKAISD

Slevienna lauseke
laskinohjelmiston avulla,

Tallenna funktion lauseke
ohjelmiston muistin, nimn
vt laskea funktion arvon

suoraan merkinnalla f5).

Urheilutapahtuman jarjestdjit arvioivat aikaisempien vuosien koke-
musten perusteella, ettd tapahtumaan saadaan 3500 kavijid, jos ta-
pahtuman lipun hinta on 20 €. Jokaista vhden euron hinnankorotusta
kohti tapahtuman kivijimidrd vihenee 80 henkilolld. Vastaavasti
jokainen euron hinnanalennus nostaa kivijaiméarid 80 henkilalla.
a) Muodosta ja sievenni funktio f, joka kuvaa jarjestijin saamia
lipunmyyntituloja, kun x on euron hinnanmuutosten lukumaira.
b) Kuinka suuret olisivat lipunmyyntitulot, jos lipun hinta on 25 €7
c) Voiko urheilutapahtuman jirjestdji saada 100 000 euron lipun-
myyntitulot?

a) Tutkitaan tilannetta taulukon avulla ja muodostetaan funktion
lauseke.

Hinnan Hinta Maara Lipunmyyntitulot
korotusten (€) {kpl} (€)
maara
[} 20 3500 20 - 3500
1 20+1 3500 - 80 {20 + 1}{(3500 — 80)
2 20+ 2 3500-2- 80 {20+ 2)(3500 - 2 - 80)
X 20+ x 3500 —x- B0 (20 + x}{3500 — x - 80}

Lipunmyyntituloja kuvaa siis funktio

() = (20 + x)(3500 — 80x) = —80x" + 1900x + 70 000.
fi

b) Joslipun hinta on 25 €, niin alkuperiiseen hintaan on tehty 5 kap-
paletta euron hinnankorotuksia.

— f(5)=—8[]-52+190{]-5+?{]U[}ﬂ=??50{][€]

. . Tallenna furktion lauseks
c) Ratkaistaan yhtalé f(x) = 100 000. +—— e TR
ohjelmistan muistiin,

niin it ratkaista yhtalén

—80x2 + 1900x + 70 000 = 100 000 S

epitosi

Koska yhtilolla ei ole ratkaisua, lipunmyyntitulot eivit voi olla
100 000 euroa.



Potenssifunktio ja -yhtélo

«  Potenssifunktio on muotoa f(x) = x", jossa n on positiivinen kokonaisluku,

» Potenssifunktiot jaetaan eksponentin mukaan parillisiin ja parittomiin

potenssifunktioihin.
Parillinen potenssifunktio: Pariton potenssifunktio:
¥ ¥
4 24
Teknisen apuvilineen kiyttd kokeen B-osissa o 1
2_
» Tekniselld apuvilineelld on osattava sieventdi ja laskea flxy=x? ] 1.2 37
o juurilausekkeita gix) = x*
o logaritmilausekkeita S 2 a7 37 Fx) = x° 93‘-3 _

o potensseja.

©  Varmista, ettd osaat syGttad eksponentti- ja potenssifunktion laskimeen

ja laskea funktion arvoja © Potenssiyhtild on yhtil, joka voidaan sieventia muotoon x" = a,

jossa n on positiivinen kokonaisluku.
»  Varmista ettd osaat plirtid eksponentti- ja potenssifunktioita laskimellasi.
o Koska erityisesti eksponenttifunktioiden arvot kasvavat nopeasti hyvinkin
suuriksi, akseleita on yleensi skaalattava, jotta halutut tiedot saadaan ©  Potenssiyhtald ratkaistaan juuren avulla:

kuvaajasta nakyviin,

. R . . . Muokkaa yhtald ensin muotoon
©  Eksponentti- ja potenssiyhtilot on osattava ratkaista teknisen apuvilineen avulla,

o Monet laskinohjelmistot ilmoittavat vheildn ratkaisun tarkkana arvona juurten Ki=a
ja logaritmien avulla. Sovellustehtivissd tarkka vastaus on muunnettava
desimaaliluvuksi. l i
»  Monissa tehtivissi kiytetdin aikaisemmin laskettuja lukuarvoja eksponentiaalisen Jos non parillinen jaa >0, Jos n on pariton,
muutoksen tutkimisessa. Varmista, ettii osaat kopioida aikaisemmin laskemiasi fiin hiin
tietoja uusiin lausekkeisiin. x=%a tai x==%a x=%a

©  Juuri voidaan kirjoittaa murtopotenssin avulla:

]
Yam = an



Eksponenttifunktio ja -yhtalo

Eksponenttifunktio on muotoa f(x) = a%, jossa kantaluku a > 0, a # 1.

Eksponenttifunktio kuvaa potenssin kantaluvusta a riippuen
joko eksponentiaalista kasvua tai eksponentiaalista vihenemistd.

Eksponentiaalinen kasvu Eksponentiaalinen viheneminen
a1 D<a<l

=2 =

T T T

r 1 7T
—3—1—1|123"

Eksponenttiyhtdlé on vhtalo, joka voidaan sieventad muotoon a* = b,
jossaa>0,a#1.

Jos eksponenttivhtilon molemmille puolille on mahdollista saada sama kantaluku,

vhtiald ratkaistaan seuraavasti,

@ Kirjoitetaan yhtilén molemmat puolet saman kantaluvun potensseina.

@ Merkitain eksponentit yhti suuriksi.
© Ratkaistaan x.

Kaikki eksponenttivhtilot voidaan ratkaista logaritmin avulla.
Yhtilén a* = b ratkaisu on a-kantainen logaritmi luvusta b.

a*=h

x=log, b
Kun logaritmin kantalukuna on 10, logaritmi voidaan merkita lyhyemmin
merkinnilla lg.
logina=lga
Kun logaritmin kantalukuna on e (Neperin, luku), on kyseessa luonnollinen
logaritmi. Luonnollinen logaritmi voidaan merkita lyhyemmin merkinnalla In.

log.a=Ina



1 esimerkiksi fossiilisten polttoaineiden kiyton seurauksena. Vuoden

TRl Retkaise yhtils, N o e e
2) 4x = 36 B) 25 +16=0 W J [Hiilidioksidin (CO,) méird ilmakehdssi on lisadntynyt selvisti

c) 3x+1 — d) 26)(‘ — 8::—1

27 1750 hiilidioksidin maariksi on laskettu 280 ppmv (tilavuuden mil-

joonasosaa) ja vastaava luku vuonna 2000 oli 370 ppmv.

e a) 4x% =136 | .4 a) Kuinka monta prosenttia on ollut vuotuinen CO5-lisiys, jos kas-
: o vun ajatellaan olevan vhtd monta prosenttia joka vuosi?
= b) Miki on ilmakehiin hiilidioksidipitoisuus timin mallin mukaan
x=19 vuonna 21007
x =13
RATKAISU a) Tarkasteltava aikavali on 2000 — 1750 =250 vuotta, Hiilidioksidin
b) 2x3+16=0 miidrd siis kasvaa 250 kertaa.
2% =-16 3% ° ® COyn miird alussa: 280 ppmv
¥ =—8 *  (C0Oyn madrd lopussa: 370 ppmv
x=43-8 Merkitadn, etta hiilidioksidin COy:n méird k-kertaistuu vuodessa,
x=-2
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan k.
g 1 250 ggn _
c) 3* 1= E ’ k 280 =370 Laskinohjalrmisto saattas
1 : k=x1,0011154... *—— ilmcittaa vastauksen ensin
3xH — ? — a =F murtopotenssien avulla.
3%+ — 33 Koska méirian kasvua kuvaava kerroin on aina positiivinen,
T k=1,0011154. .
x=—4 Vuotuinen CO,-lisdys on siis 1,001115... — 1 =0,001115... = 0,11 %.
Bx _ gx=I 4+— 8= pE
= a g Q b) Hiilidioksidin miira tulee vuosittain 1,0011...-kertaiseksi.
26% = E23 )I_l — (™" =g™"
563 — p3x-1) * (COyn miird alussa: 280 ppmv
» Miarin kasvu tapahtuu 2100 — 1750 = 350 kertaa.
6x=3x-3
(i — T = =) Vuonna 2100 CO;mn madrd on o
Ix==3 |: 3 Muista kayttda laskussa 1,0011 154, 350 . 280 = 413,63... = 410 [P‘va]
¥ =—1 aikaisernmin laskettua 4

arvoa pyoristamattomand.

VASTAUS 3.] x=+3 h_:l x=-2 C]l x=—4 d} x=-1 VASTAUS d.} u:]] % h} 41ﬂppm\r



Aritmeettinen jono

* Jono on aritmeettinen, jos kahden perikkiisen jisenen erotus eli differenssi ()
on vakio,

d= Apy) — Hp

\ k.“jﬂl'lﬁ # Jonon yleinen jasen voidaan miiritelld ensimmaisen jasenen ja differenssin avulla,

. . . e I a,=ay+(n—1)d
©  Lukujono a,, ay, as, ... muodostuu joukosta lukuja, jotka on jarjestetty perakkain S

mairdtyn siannon mukaisesti. Lukujonon lukuja sanotaan termeiksi tai jaseniksi.
» Kun lasketaan yhteen n kappaletta aritmeettisen jonon jisenia,

* Yleinen jisen a, kertoo siinnén, jonka avulla jonon mielivaltainen jasen voidaan syntyy aritmeettinen summa.

laskea, kun jasenen paikka jonossa tunnetaan. o _mta,
" 2

¢ Lukujonon jasenen paikkaa jonossa kuvataan jirjestysnumeron n avulla. N
o a; on summan ensimmainen yhteenlaskettava.

o 4, on summan viimeinen yhteenlaskettava,

¢ Lukujono on rekursiivinen, jos jono on mairitetty rekursiokaavan avulla. o on vhteenlaskettavien lukuamiri.

Rekursiokaavassa kerrotaan

o vksi tal useampi jasen jonon alusta Geometrinen jono
o lauseke, jonka avulla seuraavat jasenet saadaan laskettua edellisten avulla. « Jono on geometrinen, jos perikkiisten jasenten suhde g on vakio.
P ™ . . s — Bys1
¢ Lukujonon jisenia voidaan laskea yhteen summamerkinnin avulla, ="

m

kun tunnetaan

o yhteenlaskettavien maara k o . o )
_ . o Jonon yleinen jisen voidaan miiritelld ensimmaisen jisenen ja suhdeluvun avulla,

o jonon yleinen jisen a,,.

H—1

k dy=d1- 4
ity *eeeta = Za"
n=l » Kun lasketaan vhteen n kappaletta geometrisen jonon jisenii,

- . . . syntyy geometrinen summa.
+ Rekursiivisen jonon jasenten arvot ja summat voidaan laskea

taulukkolaskentachjelmiston avulla. § =g 124
n=hTT

o a; on summan ensimmiinen yhteenlaskettava,
o qon jonon suhdeluku.
o # on yhteenlaskettavien lukumadrd.



ESIMERKKI 1 | |

RATKAISU

VASTAUS

Aritmeettisen jonon kaksi ensimmaista jasenti ovat a; =2 ja a, =—1.
a) Midritd jonon yleinen jasen a,,
b) Onko luku —22 timdn jonon jisen?

¢) Laske jonon kymmenen ensimmaisen jdsenen summa.

a) Yleinen jisen mairitelliin ensimmaisen jisenen a, ja perikkiis-

ten jisenten erotuksen eli differenssin d avulla.

Koskaa =2jad=a, —a;=-1-2=-3, niin

dy=a+{n=-1)-d
=24+(n-1)-(-3)

=2-3n+3
=5—3n

b} Jos luku =22 on jonon jisen, on olemassa positiivinen kokonais-

luku # siten, ettd a, = —22.

f, =—22

5—-3n=-22

—3n=-27
n=49

Luku —22 on siis jonon 9. jisen ds.

I3!1'|'l1rl

¢} Aritmeettinen summa lasketaan kaavalla §, = TR jossa

* @, on summan ensimmaiinen yhteenlaskettava, a; = 2

& g, on summan viimeinen vhteenlaskettava,
ag=5-3-10=-25

* 1 on vhteenlaskettavien maard, n = 10.

Lasketaan jonon kymmenen ensimmiisen jisenen summa,

2+(-25)
Sjo=—7—"

10 2

a) a,=5—3n

-10

=23

T-lﬂ=—ll,5-lﬂ=—115.

b) ag=-22

f}' S]_D:_].].E

RATEKAISU

Voidaan myds muodostaa
ja ratkaista epayhtald,

D n<a0

=2394_.<p<2227..

i
¥ n+n=781 —p

=l

YASTALS

Tulitikuista muodostetaan kuvioita, jotka muodostuvat perakkiisisti
nelivistd, Alla on kolme ensimmaistd kuviota,

L] L]

- L] + L ] - LS LS »

Tulitikkujen mairat kuvioissa muodostavat aritmeettisen jonon.

a) Tulitikkupuntissa on yhteensd 800 tikkua. Kuinka monta perik-
kiiista kuviota niisti voidaan muodostaa?

b) Kuinka monta tikkua jid kéyttimattd?

a) Tulitikkujen midrd kuviossa kasvaa aina kolmella edelliseen ku-
vioon verrattuna. Jonon 4, 7, 10, ... differenssi on d = 3.

Jonon yleinen jisen:
a,=a;+(n—-Dd=4d+(n—-1)-3=3n+1

Rakennetaan tulitikuista vhteensa n kuviota. Viimeisessa kuviossa
on siis 3 + 1 tikkua.

Muodostetaan summakaavan avulla yhtils, josta voidaan ratkaista n,
kun tikkuja on yhteensa 800.

4”3““}_":3{]9

n=-2394. tai n=2237..

Koska jarjestysnumero n on positiivinen kokonaisluku, kuvioita
voidaan muodostaa enintiin 22 kappaletta.

b) Lasketaan montako tulitikkua kulou 22 kuvion muodostamiseen.
» Viimeisessd kuviossa on tulitikkuja a,, =3 - 22+ 1 =67.

» [Kaikissa kuvioissa on tulitikkuja yhteensi
iy + iy 4+67

2

22 = 22=781

53 =

Tulitikkuja jaa siis kayttamatta 800 — 781 = 19 kappaletta.

a) Voidaan muodostaa 22 perikkiistd kuviota,
b) Tikkuja jdd kiyttimdttd 19 kappaletta.



Tuloperiaate ja kombinaatiot

* Jos tapahtuma koostuu k:sta kappaleesta vaiheita siten, ettd ensimmiiselld
vaiheella on n; eri tulosvaihtoehtoa, toisella vaiheella n, tulosvaihtoehtoa,
ja niin edelleen niin etti viimeiselld vaiheella on ny, tulosvaihtoehtoa, niin koko
tapahtumalla on tuloperiaatteen mukaan rn; - n; - 13 - ... - 1 tulosvaihtoehtoa.

Klassinen todennadkdisyys

* n kappaletta alkioita voidaan tuloperiaatteen mukaan jarjestdd jonoon

* Tapahtuman A Klassinen todennikbisyys P(4) lasketaan jakamalla n-(n=1)-(n—=2)-...- 21 erilaisella tavalla. Tati tuloa kutsutaan kertomaksi.

suotuisien tapausten lukumaari kaikkien alkeistapausten lukumaaralla.

l=n-(n—=1)-(n—=2)-.. -2.
suotuisien tapausten lukumaira m=n-(n=1)-(n=2)-...-2-1

P{A) =
(4) alkeistapausten lukumasri

¢« Jos perusjoukossa on # alkiota, siitd voidaan muodostaa osajoukkoja, joissa

®  Mahdottoman tapahtuman todenniikdisyys on 0 kussakin on k alkiota. Osajoukkojen eli kombinaatioiden lukumairi on

ja varman tapahtuman todennakoisyys on 1.

n)  nl
0<PA)<1 k)™ n=k)k!
o Useissa todennikdisyyslaskuissa voi kiyttdd apuna erilaisia malleja:
o lista @ Jos tapahtumat A ja B eivit ole toisistaan riippumattomia, edellinen tapahtuma
o taulukko vaikuttaa seuraavan tapahtuman todennikoisyyteen.
o Venn-diagrammi .
o koordinaatisto PA ja B} =P(A) - P{BM}
o geometrinen kuvio.
Todennakoisyyden laskusaantoja @ Jos tapahtuma muodostuu kahdesta tai useammasta, toisensa poissulkevasta eli

erillisesti tapahtumasta, kokonaistodennikoisyys on naiden vaihtoehtoisten

© Tapahtuman A vastatapahtuma eli komplementti on A. . I . R
P P P tapahtumien todennakaisyyksien summa (vhteenlaskusainta).

Tapahtuman ja sen komplementin todennakdisyyksien summa on 1.

P(A)+ P(A) =1 P(A)=1-P(A) P(A tai B) = P(4) + P(B)

@ Jos tapahtuma muodostuu kahdesta tai useammasta perikkiisesti, ¢ Jos tapahtumat eivit ole erillisid eli P(A) - P(B) = 0,
riippumattomasta, tapahtumasta, kokonaistodennikéisyys on perikkiisten ) )
tapahtumien todennikoisyyksien tulo (kertolaskusiants). P(A tai B) = P(A) + P(B) - P(A ja B)

P{A ja B) = P(A) - P(B)



ESIMERKKI 1 |

RATKAISD

VASTAUS

Sadennusteen mukaan lumisateen todennikoisyys paivin aikana

on 0,40, Lumisateen todennikoisyys on sama seuraavina kuutena

paivand. Milld todennakéisyydelld seuraavan kunden péivin jaksolla

a) sataa lunta jokaisena péivina

b) sataa lunta kahtena ensimmiisend piivind, mutta ei viimeisen
neljin paivin aikana

c) sataa lunta ainakin yhtena paivana?

a) Perikkiisten tapahtumien todennikoisyydet kerrotaan aina kes-
kendin eli kaytetiin kertolaskusaintod.
P("sataa joka paiva”) = 0,4° = 0,004096 = 0,0041

b) Koskalumisateen todennikoisyys on 0,4, poutasain todennakai-
syys on sen komplementti eli 1 — 0,4 = 0,6.

Myos tissa sovelletaan kertolaskusaintod, koska todennakaisyys
muodostuu kuudesta perdkkiisestd tapahtumasta.

0.4-0,4-0,6-0,6-0,6-0,6
T

EE TS el sada

P("sataa vain kahtena ensimmaisend paivani”)

= 0,42 - 0,6 = 0,0207... = 0,021.

c) Tehtdvd on helpompi ratkaista komplementin avulla. Tapahtuman
“sataa ainakin yhtena pdivand” vastatapahtuma on "ei sada yhte-
nikdin paivind’

Kaikki kuusi piivid ovat poutapiivii todennikoisyydelld 0,6°.

P("sataa ainakin yhtend pdivind’) =1 - 0,6 =0,95.

a) 0,0041 b) 0,021 c) 0,95

ESIMERKKI 3

LIseissa laskin
ohjelmistoisza
kombinaato
lasketaan nCr-
toiminnolla. Etsi
vastaava toiminte
omasta laskin-
chjelmistostas,

| Ranskan kansallisessa lotossa arvotaan kuusi numeroa 49 numeron
joukosta. Henkilo tayttaa yhden ruudukon. Milla todennakaisyydella
a) ruudukossa ei ole yhtiin oikeaa numeroa
b) ruudukossa on 4 oikeaa numeroa
¢) hin voittaa padvoiton eli saa 6 oikein?

49
RATKAISU a) Lotossa erilaisia mahdollisia rivejd on [46 J kappaletta.
\

Jos henkilolla ei ole yhtidn oikeaa numeroa, kaikki numerot on
valittu vidrien numeroiden joukosta.

43)
Erilaisia vadrien numeroiden yhdistelmia on [ 6 J kappaletta.

43

T
[

P("ei yhtidn oikeaa numeroa”) = ( il 0,4359... = 0,44
‘)

b) Jos henkilolli on nelji oikeaa numeroa, ne on valittu kuuden
oikean numeron joukosta. Loput kaksi on valittu 43 vairan nu-

meron joukosta.
6143
4/ 2
—————= = (0,000968... = 0,00097

(<)

¢) Pagvoittoriveji eli kaikki numerot oikein on vain yksi.

—

P("4 oikein, 2 viirin™) =

1
P{"6 oikein”) = o 7,1511..-10°% =7.2.10°8
5

YASTAUS a) 0,44 b) 0,00097 c) 7,2 1078



Tilastot

Muuttujat ja frekvenssijakaumat

Tilastotieteessa tarkasteltavat muuttujat ovat tutkimuksen kohteen ominaisuuksia,

Muuttujat ovat joko jatkuvia tai diskreetteji.
Diskreetti muuttuja voi saada vain tiettyjd arvoja, esimerkiksi kokonaislukuja.
Jatkuva muuttuja voi saada (madrittelyjoukossaan) miti tahansa arvoja.

Jakaumilla tarkoitetaan taulukkoa, johon on koottu tarkasteltavan muuttujan

arvot seki muuttujan arvoihin liittyvat lukumédrat tai prosenttiosuudet.
{Absoluuttinen) frekvenssi f kertoo muuttujan arvojen lukumairan.
Suhteellinen frekvenssi f % kertoo absoluuttisen frekvenssin prosentteina.
Summafrekvenssi sf kuvaa muuttujan arvojen kertymii lukumaarien avulla.
Suhteellinen summafrekvenssi sf % kertoo kertyman prosentteina.

Muuttuja x f % I sf sfo%

1 - 5 29% I 5 29%

2 s 35w 1  ea%

3 2 | 12% ' 13 ' 76 %

4 4 2w | 17| 100%
Tunnusluvut

Tunnusluvut tiivistavit tilastollisen aineiston ominaisuuksia yhdeksi luvuksi.

Moodi Mo eli tyyppiarvo on aineiston yleisin arvo.
Frekvenssijakaumassa moodin frekvenssi on suurin.

Mediaani Md on suuruusjirjestykseen laitetun aineiston keskimmainen
arvo. Se jakaa aineiston kahteen vhti suureen osaan. Suhteellisessa
summafrekvenssijakaumassa mediaani on se muuttujan arvo, jonka kohdalla
suhteellinen summafrekvenssi ensimmaisen kerran ylittaa 50 %.

Aritmeettinen keskiarve X on muuttujan keskimadrdinen arvo. Keskiarvo

lasketaan jakamalla muuttujan arvojen summa muuttujan arvojen lukumaaralla.

ia

Arvot polkkeavat ﬁ v-2
X =25

merkitsevasti b
keskiarvosta.

Jakaumien tarkastelua seka tilastollisia laskuja varten jatkuvat muuttujat
vleensa luokitellaan.

Luokan luokkakeskus on luokan keskimmiinen arvo,

Luokkakeskus lasketaan luokkarajojen keskiarvona.

alaraja + yldraja
2

luokkakeskus =

Jakaumia voidaan havainnollistaa erilaisilla
kuvaajilla, kuten esimerkiksi pylvisdiagrammilla,
Pylvisdiagrammissa pylviin korkeus mairaytyy
muuttujan arvon frekvenssin mukaan.

= e i i e L |

Painotetussa keskiarvossa jokaisella luvulla on oma painokertoimensa.
Mitd suurempi painokerroin luvulla on, sitd merkityksellisempi luku on kyseessi.
Painotettua keskiarvoa laskettaessa:

@ Kerrotaan jokainen muuttujan arvo x; omalla painokertoimellaan.
@ Saadut tulot lasketaan yhteen.
© Summa jaetaan painokertoimien summalla.

Keskihajonta s kertoo, miten kaukana havainnot keskimairin ovat keskiarvosta.
Mitd pienempi keskihajonta on, siti vihemmin muuttujan arvot
poikkeavat keskiarvosta.

Jos muuttujan arvo on enemmin kuin kahden keskihajonnan paassa keskiarvosta,
arvon voidaan sanoa poikkeavan merkitsevisti keskiarvosta.

B 742 h Arvor poikkeavat
AT as merkitseyvasti

I —

=
1T !
W
-1 =l
)
+
L

| ——
keskiarvosta.



Kahden muuttujan yhteisjakauma

Kahden muuttujan yhteisjakauman kuvaajaa kutsutaan sirontakuvaajaksi.
Selittiviin muuttujan arvoja kuvataan x-akselilla,
Selitettivin muuttujan arvoja kuvataan y-akselilla.

Ain@isto syotetasn Pituus x {cm) | Paino y (kg)
tilastosovellukseen  —p 165 50
ja piirretas | | (ke
i lpurr taan . 168 62 :"u:ﬂ it
pistejoukan kuvaaja, 1 T

168 58 gol L . . L

* L

170 60 50 -t t

172 68 P Il I O N

178 70 20

1a0 75

160 170 180 190 xfcmi)
184 72
188 a6

Sirontakuvaajan pistejoukkoon voidaan sovittaa graafisesti kiyrd,
jonka yhtalon avulla muuttujien riippuvuutta voidaan kuvata matemaattisesti.
Tita yhtiloa kutsutaan regressiokiyrin vhiloksi.

Yhtilon avulla voidaan laskea erilaisia ennusteita muuttujien arvoille.

yikgh
100
80 L2 Painon {4 ja pituuden (<
0 . 1 ‘ vilistd riippuvuutta
: kuvaavan regressiokayran
1717177 1 yhialt on
» y=12x— 150,
160 170 180 190 x{cm)

Jos suureiden vilinen riippuvuus on lineaarista, voidaan riippuvuuden
voimakkuutta arvioida korrelaatiokertoimen r avulla.

| |#l | merkityksettn | kohtalainen huomattava voimakas |
t t + t t

0 03 06 0.8 1

Muiden kuin lineaarisen riippuvuuden kohdalla, riippuvuuden voimakkuutta
voidaan arvioida selitysasteen ¢* avulla,

Teknisen apuvalineen kayttd kokeen B-osissa

Varmista ettii osaat muodostaa taulukkolaskentaohjelmiston avulla
kaikki frekvenssijakaumat.

absoluuttinen frekvenssi f

suhteellinen frekvenssi f %

summafrekvenssi sf

suhteellinen summafrekvenssi sf %

Varmista, ettd osaat méaarittas tilastolliset tunnusluvut
taulukkolaskentaohjelmiston avulla seki frekvenssijakaumasta
ettd ilman frekvenssijakaumaa.

moodi Mo

mediaani Md

keskiarvo X

keskihajonta s,

Varmista, etta osaat tarkastella kahden muuttujan yhteisjakaumaa.
sirontakuvaajan piirtaminen
regressiosuoran/kdyrin yhtilon mairittiminen
korrelaatiokertoimen mairittiminen

Varmista, ettd osaat kopioida taulukkolaskentachjelmistosta tunnuslukujen
tarkat pydristimittémit arvot laskinohjelmistoon.

Varmista, ettd osaat ladata ja tarkastella valmiita aineistoja.



RATKAISU

VASTALS

Piattele muuttujien A ja B frekvenssijakaumien kuvaajien perusteella,
kummalla muuttujalla on suurempi

a) moodi b) keskiarvo.

Perustele vastauksesi.

B A a8 B
6 &
4 4
2 2
0 1]
i 2 3 4 1 1 2 3 4 3

a) Moodi on yleisin arvo eli se muuttujan arvo, jonka frekvenssi on
suurin. Frekvenssijakauman kuvaajassa tama nakyy korkeimpana
pylviina.

Muuttujan A moodi Moy = 2 ja muuttujan B moodi Moy = 4, joten
muuttujan B moodi on suurempi.

b) Kuvaajien perusteella kummankin muuttujan jakaumissa on yhta
paljon havaintoyksikoitd. Talloin keskiarvo on suurempi siina
jakaurnassa, missd muuttujan arvojen summa on suurempi.

* Muuttuja A: 1:5+2-6+3-3+4-2+5-1=39

¢  Muuttuja B: 1-1+2-2+3-3+4-6+5-5=63

Koska muuttujan B jakaumassa on enemman suuria muuttujan arvoja
kuin muuttujan A jakaumassa, muuttujan B keskiarvo on suurempi.

a) Muuttujan B moodi on suurempi.
b) Muuttujan B keskiarvo on suurempi.

RATHKAISU

Osa tilasto-ohjelmistoista
kayttad keskihajonnan
syrmbeoling kreikkalaista

kirjainta o.

Anna heittid noppaa. Hinen heitto-
tuloksensa on koottu viereiseen tauluk-
koon.

a) Laske nopan silmilukujen keskiarvo
ja keskihajonta. Pyoristi vastaukset
yhden desimaalin tarkkuuteen.
Poikkeaako jokin Annan heitto-

Nopan Frekvenssi
silmaluku

B w

b

-
=]

tuloksista merkitseviisti keskiarvosta?

c) Myos Petrus heittid noppaa. Hinen
heittotuloksista laskettu keskiarvo
nopan silmiluvuille on 3,5 ja keskihajonta 2,0, Kumman heitto-
sarja (Annan vai Petruksen) on tasaisempi eli kumman tulokset
poikkeavat keskimadrin vihemman keskiarvosta? Perustele vas-
tauksesi,

L= B I PR 8

]

a) Sydtetdan muuttujan arvot ja niiden frekvenssit taulukkolaskenta-
ohjelmistoon ja mdiritetidn tilastotoimintojen avulla kysytyt
tunnuslavut.

e keskiarvo ¥ =4,031... = 4,0
. keskihajﬂntai= 1,424... = 1,4

VASTAUS

b) Arvo poikkeaa merkitsevasti keskiarvosta, jos se on yli kahden
keskihajonnan piéssd keskiarvosta. Madritetiin keskiarvon ja
keskihajonnan avulla ne muuttujan arvot, jotka eivit poikkea
merkitsevisti.

o X +25=4,031...4 2 1,424... = 6,881... 4— Kayti laskuissa
s X —-25=4,031...-2-1,424... =1,181... 4— tarkkoja arvoja.

Tulokset, jotka ovat vililla [1,181... ; 6,881...] eivit poikkea merkit-
tivisti keskiarvosta. Tilléin ne heittotulokset, joissa nopan silmaluku
on 1, poikkeavat merkittivisti keskiarvosta.

c) Heittosarja on tasaisempi henkil6ll, jonka heittotulosten keski-
hajonta on pienempi.

Koska Annan heittotulosten keskihajonta (1,4) on pienempi kuin
Petruksen heittotulosten keskihajonta (2,0), on Annan heittosarja
tasaisempi.

a) Keskiarvo on 4,0 ja keskihajonta 1,4.

b) Heittotulokset, joissa nopan silméluku on 1, poikkeavat merkit-
seviasti keskiarvosta,

¢) Annan heitlﬂsarja on tasaisempi,



M’ Taulukkoon on koottu vuonna 2016 Suomen kymmenen suurimman h_] Rovaniemen ﬂ“il.lkﬂﬁ-lukll on 62 000 jﬂtﬂﬂ r=62 5']*3 itetaan tAma
5 ] -

kunnan asukasluvut sekid kunnissa olevien oppilaitosten lukumaarit.

regressiosuoran yhtaloon.

Kunta | Asukasluku/ A Oppilaitosten m3ara/ ‘
tuhatta asukasta kpl |
Helsinki ' 635 | 213 ‘ y= 0,32 - 62 + 10,95 = 30,79 = 31
Espoo | 274 | 116 , Taulukossa annetut ja
Tampere 228 69 . B L. . . i a1 daEE
i ' = ‘ e | Rovaniemella olisi mallin mukaan 31 oppilaitosta, regressiasuoran yhtalon
Oulu ' 201 ' 82 ‘ muodostamisessa
Turku | 188 | 63 : kdytetyt lukumairat
Jyvaskyla 139 44 <1 e ar I
. : = ovatl tuhansia asukkaita,
e | s ‘ = ¢) Oppilaitosten lukumaira on y = 20.
Kuopio | 118 | 58 |
Kouvola . 85 48 . 0,32x + 10,95=20
Lahde: Kuntaliitto, Tilastokeskus y=72 E, 281...
a) Maarita asukasluvun (x) ja oppilaitosten lukumairan (y) vilista X = 2 E
riippuvuutta kuvaavan regressiosuoran yhtilo. Anna regressio- i
suoran termien kertoimet kahden desimaalin tarkkuudella.
b) Arvn_on regressiosuoran avull;a, kuinka monta oppnlaumjta oli Kunnassa tulisi olla 28 - 1000 = 28 000 asukasta.
mallin mukaan Rovaniemelld vuonna 2016, kun Rovaniemen
asukasluku oli tuolloin 62 000.
¢) Arvioi regressiosuoran avulla, kuinka paljon kunnassa tulisi olla
asukkaita, jotta kunnassa olisi 20 oppilaitosta. assr w)  Las .1, __ a . g .
d) Arvioi riippuvuuden voimakkuutta korrelaatiokertoimen avulla. d} Maaritetddn [Ildﬁtﬂtﬂlmln[ﬂjﬂn avulla kﬂrrﬂlﬁﬂtlﬂkﬂrtﬂlmﬂn arvo.
RATKAISU a) Piirretain taulukon arvojen perusteella pistejoukon kuvaaja ja r= U’g 726... = '[]19?

sovitetaan pistejoukkoon regressiosuora.

¥

/T P e e e e ; ¢ z P £g ) -
t J=odis7bexd 109548 Koska korrelaatiokertoimen itseisarvo |r| > 0,8, riippuvuus on voi
i makasta.
£ 100
S 50
o o L] 1
917 10800 300 400, Koo e a) y=032x+ 10,95 b) 31 oppilaitosta

¢) 28 000 asukasta d} Riippuvuus on voimakasta (r = 0,97).

Regressiosuoran yhtilé on y = 0,32x + 10,95,



Korkolaskenta

@ Korko on rahan hinta eli lainan antajalle maksettava korvaus ajalta,
jolloin lainattu raha ei ole lainan antajan kaytossi.

+  Koron suuruus riippuu
o talletetusta tai lainatusta rahamaaristi eli paddomasta
o talletusajasta eli korkoajasta
o korkoprosentista eli korkokannasta.

Verot

= Verolla tarkoitetaan verovelvollisen (yksityishenkils, yritys) maksamaa pakollista

ja lakimaaraistd rahasuoritusta, johon veronsaajan, esimerkiksi valtion, puolelta Korko lisitiin piiemaan aina korkokauden jilkeen.

ei liity valitonta vastasuoritusta. o Korkokausi on yleensi vuoden mittainen, ellei toisin mainita.

¢ Valtion kerddmii veroja luokitellaan viilillisiin (esimerkiksi arvonlisivero) * Kun talletusaika on korkeintaan yhden korkokauden mittainen,
ja vdlittomiin (esimerkiksi valtion tulovero) veroihin. puhutaan yksinkertaisesta korkolaskusta.
© Ansiotulosta maksetaan valtion tuloveroa ja kunnallisveroa. r = kit K=k+r=k+kit

o Tulovero on progressiivinen.

¥ = korko (€)

k = alkuperiinen pddoma (€)
i = korkotekiji

t = aika vuosina

K = kasvanut piioma (€)

o Kunnallisvero on tasavero, joka riippuu asuinkunnasta,

o Evankelis-luterilaiseen tai ortodoksiseen seurakuntaan kuuluvat henkilit
maksavat kirkollisveroa, joka on tasavero.

o Verojen lisiksi palkansaaja maksaa veroluonteisia maksuja,
kuten elikemaksu ja tydttémyysvakuutusmaksu.

o Yksityishenkilolta ansiotuloista verot peritdin yleensi ennakkoverona
ennakonpidatysprosentin mukaan.

0 0 0 0

o Jos pidomalle maksetaan korkoa vli yvhden korkokauden,
«  Pddomatuloista peritiin piiomatuloveroa, on kyseessi koronkorkolasku.

o Veroa maksetaan 30 % 30 000 euroon saakka ja ylimenevilta osalta
veroprosentti on 34 %,
+ Koronkorkolaskussa kasvanut pidoma K saadaan korkotekijin g

* Perintd- ja lahjaverot ovat progressiivisia veroja. ja alkuperiisen padoman k avulla.

o Veron suuruuteen vaikuttaa perinnén/lahjan antajan sukulaisuussuhde

perinnén/lahjan saajaan ja perinnén/lahjan suuruus. K=k q"
» Arvonlisivero (alv) on vilillinen kulutusvero, joka kohdistuu tavaroiden o K= kasvanut piioma (arvo tulevaisuudessa) 4
ja palveluiden kuluttamiseen, -
o , ) ) o k= alkuperiinen pidoma (nykyarvo)
o Arvonlisiveroa kuluttaja maksaa hankkiessaan tuotteen tai palvelun.
L : . . o g = korkotekija ,
o Arvonlisavero lasketaan aina tuotteen tai palvelun verottomasta hinnasta. _ L
o n=korkokausien maira

n korkokautta




Erilaisia lainoja

Lainan takaisinmaksueri koostuu kahdesta osasta:
lainan lyhennyksesti ja lainan korosta,

Lainan korke sidotaan viitekorkoon, Viitekorkoon lisiatian viela
asiakaskohtainen korkomarginaali.

Tasalyhennyslaina on laina, jossa kaikki lyhennykset ovat samansuuruisia.

Takaisinmaksuerissa oleva koron osuus riippuu jaljella olevasta lainasummasta.

Maksueri pienenee jokaisen lyhennyksen jilkeen.
Maksuerit ovat alussa suuria.

Tasaerii- ja annuiteettilaina ovat lainoja, joissa takaisinmaksuerd pysyy
samansuuruisena niin kavan kuin korkekanta ei muutu.
Lyhennyksen ja koron osuudet takaisinmaksuerasta vaihtelevat,
Korko lasketaan aina kullekin takaisinmaksuerille jiljella olevan lainan méirin
mukaan,

Yhden maksueriin eli annuiteetin sunruus saadaan laskettua annuiteetin kaavalla.

A = annuiteetti eli tasaeri

K = lainapidaoma

# = maksukertojen lukumaird
q = korkotekiji

Jiljelld oleva lainan mddrid annuiteettilainassa lasketaan seuraavalla kaavalla:

ok
vszcq"f—fﬂ.%

Vi = jiljelld oleva lainan miard k:nnen lyhennyksen jilkeen
K = lainapddoma

q = korkotekiji

k = Iyhennysten miari

A = annuiteetti

Sijoittaminen

Pankkitalletus on yleensa turvallinen sijoitus.
Tuotto madriaytyy korkoprosentin mukaan.,
Korkotuotoista maksetaan lihdeveroa.

Joukkovelkakirjalaina eli obligaatio on esimerkiksi

valtion liikkeelle laskema laina.
Joukkovelkakirjalainan voi lunastaa liikkeellelaskupdivind merkintihinnalla.
Liikkeellelaskupiivin jilkeen joukkovelkakirjalainan voi ostaa emissiokurssin
mukaan maaraytyvalla hinnalla.
Joukkovelkakirjalainan voi myyda ennen laina-ajan loppumista.
Lainanottaja (esimerkiksi valtio) maksaa lainanantajalle vuosittain korkoa.
Tuotosta maksetaan lihdevero.

Erilaiset vakuutukset (sidsto-, sijoitus- ja elikevakuutus) ovat vakuutusyhtitn
tai pankin kanssa tehtivid vakuutussopimuksia, joilla kerdtiain saastoja
tulevaisuutta varten.

Vakuutukseen sijoitettu rahasumma voidaan yleensi nostaa

vasta vakuutusajan paatyttyd.

Tuotosta maksetaan lahdevero.

Osakkeet ovat osakeyhtidmuotoisen yrityksen tapa hankkia varoja
esimerkiksi investointeihin.
Osakkeita ostetaan ja myydadn osakevilittijan kautta.
Myynti- ja ostohinnan lisdksi osakesijoittamisesta aiheutuu yleensd
myds muita kuluja, jotka riippuvat osakevilittajasti.
Osinko on osakeyhtion osakkailleen jakama voitto-osuus.
Osinkotuloista 15 % on verovapaata tuloa,
Tuotosta maksetaan lahdevero.



Niklas asuu Helsingissi.

a) Niklas kiy usein syomassa asuinpaikkansa lihella olevassa pizze-
riassa, Niklaksen lempipizza maksaa pizzeriassa 12,50 €. Kuinka
paljon pizzan hinnassa on arvonlisiveroa, kun ravintolapalvelui-
den arvonlisiveroprosentti on 14 %7

b) Niklaksen ansiotulot vuonna 2017 olivat 45 300 €. Kuinka paljon
Niklas maksoi veroja vuonna 2017, kun Helsingin kunnallis-

veroprosentti oli 18,50 %7

Valtion tuloveroasteikko 2017
"-r'er:urtetta!ra Vero alarajan yl?t‘:;::;ﬁgn
ansiotulo (€) kohdalla (€) osasta (%)
16 900 - 25 300 8,00 6,25
25 300 - 41 200 533,00 175
41 200 -73 100 331550 21,5
73100 - 10 174,00 315

RATEAISUY a) Merkitiin pizzan verotonta hintaa kirjaimella x.

Arvonlisavero pizzan arvonlisivero 14 % pizzan
lasketaan aina —— veroton hinta »  verollinen hinta
verottomasta x [€) 100 % + 14 % 1.14x
hinnasta, =114%

=1,14

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd x.
Ll4x=1250  |:1,14
x=10,964...

x= 10,96 (€) VASTAUS

Arvonlisiveron miird on 12,50 € = 10,96 € = 1,54 €.

b) Niklaksen verotettava tulo on valilli 41 200 € - 73 100 €.

Valtion tuloveroasteikko 2017

Yomema Vel i o
osasta (%)
16 900 - 25 300 8,00 6,25
25300 - 41 200 533,00 17,5
41 200-73 100 3315,50 21,5
73100 - 10 174,00 31.5

¢ Vero alarajan kohdalla on 3315,50 €.
* Vero alarajan ylittivilti osalta on
0,215 - (45 300 — 41 200) € = 881,50 €.

Niklas maksoi valtion tuloveroa yhteensa
3315,50 € + 881,50 € = 4197 €.

Kunnallisveroprosentti Helsingissd oli 18,50 %. Niklas maksaa kun-

nallisveroa
0,185 - 45 300 € = 8380,50 £,

Verot ovat yhteensa 4197 € + 8380,50 € = 12 577,50 €.

a) 1,54 € b) 12 577,50 €



RATEKAISU

Viind tallettaa vuoden alussa tilille 3000,00 €. Tilin korkokanta on

1,56 % ja lahdevero 30 %.

a) Jos Vdino nostaisi rahat tililtian kahdeksan kuukauden kuluttua,
kuinka paljon Vaind tilloin saisi rahaa?

b) Jos Vdind nostaisi rahat tililtiin kymmenen vuoden kuluttua,
kuinka paljon Viind talliin saisi rahaa?

c) Vaind nostaa rahat tililtadn, kun rahasumma ylittaa 3500,00 €,
Kuinka pitkin ajan kuluttua ¥iiné nostaa rahat? Anna vastaus
vuoden tarkkuudella.

a) Korkoaika on korkeintaan yhden korkokauden (vuoden) mittai-
nen, joten lasketaan korko yksinkertaisen korkolaskun avulla.

» talletettava padoma k = 3000,00 €
* tilin nettokorkokanta i = 0,7 - 1,56 % = 1,092 % = 0,01092

R
e Lorkoaika 12

Tililld on rahaa korkoineen kahdeksan kuukauden kuluttua

3000,00 € +r = 3000,00 €+ 3000,00 €-0,01092 - % =3021,84 €.
f

r=kir

b) Korkoaika on yli yhden korkokauden (vuosi) mittainen, joten
lasketaan kasvanut paioma koronkorkolaskun avulla,

s talletettava padoma k = 3000,00 €
. korkﬂtekijii q =100 % + 1,092 % = 101,092 % = 1,01092
* Lkoroaika n = 10 vuotta

Lasketaan talletuksen arvo kymmenen vuoden kuluttua,

K=kq" —F K =3000,00€-1,01092"" = 3344,176... € = 3344,18 €

VASTAUS

¢) Merkitidan korkoaikaa kirjaimella x.

3000,00 - 1,01092* = 3500
x> 14,193,

Korkoajan oltava pidempi kuin 14,193... vuotta, joten Viind nostaa
rahat 15 vuoden kuluttua.
c) 15 vuoden kuluttua

a) 302184 € b) 3344,18 €

ESIMERKKI 3 [ |

A=FKg"

Korot muodostavat

ATKAISU

I—q

1=g"

aritmeettisen Jonon.

* 0, =247 €
* g =44460 €
= =180

Sumrma voidaan
laskea aritmeettisen
summan kaavalla.

; 2AT £+
Srap = 180-=

=40 236,30 €

44460 €
2

VASTAUS

— A =234 000-1,001980.

Unna ottaa 234 000 euron lainan. Lainan korkokanta on 2,28 % ja
laina-aika 15 vuotta. Unna lyhentid lainaa kuukausittain. Pankki
tarjoaa joko annuiteettilainaa tai tasalvhennyslainaa. Kuinka paljon
enemmin korkoja Unna joutuu lainastaan maksamaan, jos hin va-
litsee annuiteettilainan?

Annuiteettilaina
* Lainan suuruus K = 234 000 €.

* Takaisinmaksuerien lukuméiiri n= 15 - 12 = 180 kappaletta.
2,28 %

12

* Kuukausikorko on = 0,19 % , joten korkotekiji g=1,0019.

Lasketaan yhden takaisinmaksuerin suuruus annuiteetin kaavalla.

1-1,0019

W = 1536,169." =1536,17 {EJ

Unna maksaa
+ pankille 15 vuoden aikana 180 - 1536,17 € = 276 510,60 €
* lainasta korkoja 276 510,60 € — 234 000 € = 42 510,60 €.

Tasalyhennyslaina

234 000 €

Yhden lainanlyhennyksen suuruus on =1300 €.

Lainasumma pienenee jokaisella maksukerralla aina lyhennyksen,
1300 €, verran. Talloin lainasta maksettava korko pienenee jokaisella
maksukerralla 0,0019 - 1300 € = 2,47 €.

* Ensimmaiisen maksuerian korko on 180 - 2,47 € = 444,60 €,

* Viimeisen maksuerin korko on 2,47 €. T

Korkojen yhteismairi saadaan, kun laske-
taan kaikkien maksukertojen korot yhteen.

Ensimmaisen maksueran korko
maksetaan koko laimasummasta:

180 00019 - 234 000 € = 444,60 €,

z n-2,47 = 40 236,30 (€)

n=1

Lasketaan maksettavien korkojen erotus.

42 510,60 € — 40 236,30 € = 2274,30 €

Annuiteettilainassa maksetaan 2274,30 € enemmén korkoja.



Valuutat ja rahan arvo

Eri valuuttojen valiset suhteet ilmoitetaan valuuttakursseina.

o Episuora noteeraus kertoo yhden euron arvon ulkomaan valuuttana.

o Suorassa noteerauksessa kerrotaan, kuinka paljon yksi ulkomaanvaluutta
on euroina.

Valuutanvaihtopiste myy tai ostaa ulkomaan valuuttaa.
o Valuutanvaihtopiste myy ulkomaanvaluutan myyntikurssin mukaan.
o Valuutanvaihtopiste ostaa ulkomaanvaluutan ostokurssin mukaan.

Jos euron arvo muuttuu suhteessa muihin valuuttoihin,

puhutaan valuutan ulkoisen arvon muuttumisesta.

o Kun euron arvo laskee suhteessa jonkin maan valuuttaan,
euro devalvoituu taman valuutan suhteen.

© Kun euron arvo nousee suhteessa jonkin maan valuuttaan,
euro revalvoituu timan valuutan suhteen.

Euron arvo USA:n dollareina

16
1.5

14
1.3
1.2
11

10 /euro
i revalvoituu

039

ors Al Ll LS L) L A Ll Al Al v T T . L T o Al Al
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Indeksit

o Indeksisarja muodostuu, kun eri ajankohtina verrataan saman suureen arvoa
sovittuun perusajankohdan arvoon.

"“_E 1.4, o Indeksisarjojen avulla voidaan vertailla esimerkiksi tuotteen hinnan kehitysti
taminen ja eri vuosina.
. »  Kun indeksin avulla halutaan kuvata useamman kuin vhden arvon muutosta,
e voidaan muodostaa ryhmidindeksi.
staminen o Tirkeimpid ryhmaindekseji ovat kuluttajahintaindeksi (KHI)
ja elinkustannusindeksi (EKI).

m!E RIKKI Rahan arvon ja ostoveiman muutosta voidaan tutkia indeksien avulla.
a
lst'!:;ivo'ima

+ Inflaatio tarkoittaa litkkeelld olevan rahamiirin kasvua suhteessa
IMERKKI markkinoilla oleviin hyadykkeisiin.
oja
io o Deflaatiolla tarkoitetaan liikkeelld olevan rahamiirin pienenemisti

suhteessa markkinoilla tarjolla oleviin hyadykkeisiin.

Liikkeella oleva Liikkeell oleva
rahamaara rahamaara
kasvaa.

pienenee,

Talletusten
Rahan arvo maard lisdantyy
alenee. ja lainojen otto

vahenee,

Palkat nousevat
Ja laingjen otto
lisdantyy.

Rahan arvo
nousee.

Hinnat Hinnat
nousevat. laskevat.

= » Indeksisarjojen avulla voidaan muuttaa hintoja vastaamaan eri ajankohdan rahaa,
T jolloin hintojen reaalinen vertailu on mahdollista.
inti o Deflatoinnissa muutetaan rahamiird aikaisemman ajankohdan rahaksi.

o Inflatoinnissa muutetaan rahamiird mydhemmin ajankohdan rahaksi.

IMERKKI )
nen ja inflatointi
=n muutos | ‘}
Tuotteen hinta vuonna 2012 Tuotteen hinta vuonna 2018
t |

deflatointi



RATEAISU

Toinen tapa:

1 £ =x5EK, joten 1 3EK = ! £
X

Tallgin 150 Ruatsin kruunua on

Daniel saa 15,20 € joten
150

== =1520
X
150
o=
15,20
¥ =9868421.,

VASTAUS

—

Daniel matkustaa Ruotsiin. Matkaa varten hin vaihtaa Suomessa

200,00 € Ruotsin kruunuiksi,

a) Kuinka paljon Ruotsin kruunuja Daniel saa? Valuutanvaihto-
pisteen valuuttakurssit on esitetty taulukossa.

Yhden euron arvo
Ruotsin kruunuina (SEK)

Myyntikurssi = Ostokurssi

9,4035 9,7729

b) Matkalta palattuaan Danielilla on jiljellda Ruotsin kruunuja
150 SEK. Daniel vaihtaa kruunut Suomessa takaisin euroiksi
toisessa valuutanvaihtopisteessa. Mika on timan valuutanvaihto-
pisteen valuuttakurssi, kun Daniel saa kruunuillaan 15,20 €7
Onko kyseessd myynti- vai ostokurssi?

a) Valuutanvaihtopiste myy Danielille Ruotsin kruunuja, joten kay-
tetidn myyntikurssia.

1 € =9,4035 SEK
Talloin 200,00 € = 200,00 - 9,4035 SEK = 1880,70 SEK.

b} Valuutanvaihtopiste ostaa Danielilta Ruotsin kruunuja, joten
kyseessd on ostokurssi.

Merkitain Ruotsin kruunun ostokurssia kirjaimella x eli 1 €= x SEK.

Valuutan maira muuttuu samassa suhteessa, joten muodostetaan
verrantoyhtalo.

ENLERY t5
1520 150
1520x=150 |:1520
x = 9,868421...

Ruotsin kruunun ostokurssi on 1 € = 9,8684 SEK.

a) Daniel saa 1880,70 SEK.
b) Ruotsin kruunun ostokurssi on 1 € =9,8684 SEK,

RATKAISU

Indeksin pisteluku
ilmoitetaan yleensa
vhden desimaalin
tarkkuudella.

VASTAUS

Ruokakauppaketju vertailee neljisti eri hedelmisti koostuvan
hedelmikorin hintakehitystd kolmena perikkiiseni vuotena. Tuot-
teiden hinnat ja hedelmikoriin kootut hedelmien mairit on koottu
taulukkoon.

Hedelma Hedelmakoriin 2015 2016 2017
koottu maara
appelsiini 2,0 kg | 1.67 €k 1,61 €/kg 1,55 €'kg
banaani 1,5 kg | 1,45 £€/kg 1,48 €/kg 1,67 €'kg
omena 3,0 kg | 2,09€/kg | 195€/kg | 1,87 €/kg
rypaleet 0,5 kg 515 €/kg | 547 €/kg 538 €/kg

Lahde: Tilastokeskus

a) Muodosta hedelmikorin hintakehitysta kuvaava ryhmaindeksi,
kun perusajankohtana on vuosi 2015,

b) Piddryndn kilohinta vuonna 2015 oli 2,28 €/kg. Oletetaan, ettd
pddrynin kilohinta noudattaa edelld muodostettua hedelmékorin
ryhmidindeksii. Laske padrynidn kilohinta vuonna 2017,

a) Lasketaan hedelmikorin hinta eri vuosina.
« 2005:2,0-1,67€+1,5-1,45€+3,0-2,09€+0,5-5,15€=1436€
 2016:2,0-1,61€+1,5-1,483€+3,0-1,95€+0,5-547€=14,025€
« 2017:2,0-1,55€+1,5-1,67€4+3,0- 1.87€+0,5-538€=13905€

Perusajankohtana on vuosi 2015, joten verrataan hedelmikorien
hintoja vuoden 2015 hedelmikorin hintaan.

Vuesi | 2015 2016 2017
Hedelmakorin 14,36 € 14,025 € 13,905 €
. = =0,9766.. | —— —— =0,9683..
hintasuhde 1436 € | 1436 € 14,36 € .
Indeksi
(2015m100) 100,0 97.7 96,8

b) Indeksin mukaan padrynin kilohinta
on 96,8 % perusajankohdan eli vuoden
2015 kilohinnasta.

Paarynan kilohinta {x}
voidaan ratkaista
mivds yhtdlan avulla.

Pidarynin kilohinta vuonna 2017 on 1000 _ 224
96,8 £y
0,968 - 228 €=2207...€=221 € 44— x=2207..
4) Vuesi 2015 2016 2017
Indeksi
(2015 = 100) 1000 9rF , 96,8

b) Piadrynin kilohinta vuonna 2017 on 2,21 €/ke.



Kolmiot

Kolmion kulmien summa on 1807,
* Kolmion pinta-ala lasketaan kannan a ja korkeuden A avulla.
Korkeusjana on kohtisuorassa kantaa vastaan.

Kulmia

o Kulmat & ja # ovat ristikulmia. ><
o A
ah
a=p a="
2
» Kulmat & ja § ovat vieruskulmia. i} —— e
a »  Erityisid kolmioita: a
o+ [ =180°
Tasasivuinen Kolmion kaikki sivut ovat yhta pitkia
©  Kulmat @& ja # oval samankohtaisia kulmia. kolmio ja jokainen kulma on 60°, a a
o Jos suorat s ja t ovat vhdensuuntaisia, & = 3. o 4
: a
t
Tasakylkinen Kolmion kyljet ovat yhta pitkat
Nelikulmiot kolmio ja kantakulmat yhta suuret. b/ \b
= Nelikulmion kulmien summa on 360°, T
* Jos nelikulmion vastakkaiset sivut ovat vhta pitkit ja yhdensuuntaiset, . ) ) o
nelikulmio on suunnikas. Suunnikkaan pinta-ala on kannan ja korkeuden tulo. EI.I'IJI'i.Ih.Hﬂ‘IaII'IH‘I K‘?Immn kateettien {!wh' lyhyinta sivua)
kolmio vilinen kulma on 90°, Hypotenuusa on ; C
kalmion pisin sivu,
A=ah
||
a
¢ Puolisuunnikkaan pinta-alan laskemiseen tarvitaan yhdensuuntaisten sivijen ¢ Suorakulmaiselle kolmiolle on voimassa Pythagoraan lause.
pituudet a ja b seki niiden sivujen vilinen etiisyys h. Lisdksi sivuja ja kulmia voidaan ratkaista trigonometristen funktioiden avulla.
b
2 - Frbt=e a

o

»  Nelikulmiolla on kaksi Fivistidjdd, jotka yleensa ovat eripituiset.

. a i i
SN =— COSL = — tan = —
C C b




Erityisid nelikulmioita:

Melig

Melitn kaikki sivut ovat yhta pitkia

d
ja jokainen kulma on 90°, p L p
—
a
Suorakulmio Suorakulmion vastakkaiset sivut ovat J ]
yhta pitkit ja kaikki kulmat ovat 90°. h
a
Suunnikas Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat
yvhdensuuntaiset ja yhtd pitkat. - b
o
Neljakis Neljskkaan kaikki sivut ovat yhta pithat
ja vastakkaiset sivut ovat - d
yhdensuuntaiset. a
Puolisuunnikas Pualisuunnikkaalla on kaksi b

yvhdensuuntaista sivua,

Yhdenmuotoisuus

Yhdenmuotoisilla kuvioilla vastinsivajen suhde eli mittakaava on sama
riippumatta siitd, mitki kaksi vastinsivua valitaan tarkasteltavaksi.

mittakaava: a:b
Yhdenmuaotoisille kuvioille pinta-alojen suhde
on vhti suuri kuin mittakaavan nelio.
A A
i [f_f] r
b

A, \b

Kolmiot ovat yhdenmuotoiset, jos niiden kaksi vastinkulmaa ovat yhti suuret
(kk-lause).

L> >



EIIEITIEN ] Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 2 ja J5.

a) Laske hypotenuusan pituuden tarkka arvo.
b) Midritd kulma f§§ asteen tarkkuudella.

J5

gaTkalsy  a) Merkitdin hypotenuusan pituutta kirjaimella x. Se voidaan rat-
kaista Pythagoraan lauseen avulla.

x? =22 +(Jf5)
xt=9
x =19 =13

Pituus ei voi olla negatiivinen luku, joten ratkaisuksi kelpaa vain
x = 3. Hypotenuusan pituus on siis 3.

b) Kulman B vastaisen kateetin pituus on 2 ja viereisen kateetin
pituus on /5. Kulma f3 voidaan ratkaista tangentin avulla.

2
tanfi=—
JE Ratkaise kulma taiminnolla

B=4181.° — (2
tan .
= 42° 4

VASTAUS a) 3 b) 42°

[ESIMERKKI 2 | Kartan mittakaava on 1: 30000, Kartasta tehdain seinille suurennos,

jolloin kartan pinta-ala nelinkertaistuu.

a) Miki on suurennetun kartan mittakaava?

b} Maantien pituus on 18,6 km. Kuinka pitkd matka timi on uudessa
kartassa?

RATKAISU a) Merkitiin alkuperdisen kartan pinta-alaa kirjaimella A, jolloin
suurennoksen pinta-ala on 4A4.

Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on yhtd suuri kuin
mittakaavan nelit. Jos alkuperiisessi kartassa etdisyys on 1, uudessa
kartassa tatd etdisyyttd voidaan merkitd kirjaimella x.

Yhdenmuotoisuussuhde on siis 1:x.
A_(1Y
44 \x
x==x2

Uudessa kartassa pituudet ovat siis kaksinkertaistuneet. Koska pi-
tundet luonnossa ovat sdilyneet samoina, 1 cm kartalla tarkoittaa
endd 15 000 cm luonnossa eli uuden kartan mittakaava on 1:15 000,

b} Merkitiin pituutta undessa kartassa kirjaimella y. Pituus 18,6 km
on muunnettava ensin senttimetreiksi:

18,6 km = 18 600 m = 1 860 000 cm = 1,86 - 10° cm

Kartta {em) Luonto (em)

1 15 000
¥ 1,86 - 10°
1_ 15000
¥y 1,86-10°
y=124

Kartalla tien pituus on siis 124 cm.

VASTAUS a) 1:15 000 b) 124 cm



Kehén pituus ja ympyrdn pinta-ala

O on ympyrin keskipiste.

A on ympyrin kehipiste.

Jana OA on ympyrin side (r).

Jana AB on ympyrin halkaisija (d).

d=2-r

©  Kehipisteiden joukko muodostaa ympyrin kehin (p),

jonka pituus voidaan laskea siteen tai halkaisijan avulla.
p=d-n=2.1mr
¢ Ympyrin pinta-ala riippuu sateesti.

A=mr

Ympyrdn tangentti

Suora, joka sivuaa ympyrid pisteessd B, on nimeltdin tangentti.

Sade OB (ja OA) on kohtisuorassa tangenttia vastaan.

Ympyrin ulkopuolisesta pisteestd C voidaan piirtad kaksi tangenttia ympyrille.

Sektori ja segmentti

o Kaksi sidettd, OA ja OB, rajaavat ympyrista
tasoalueen, jota kutsutaan sektoriksi.

* o on sektorin keskuskulma.
Kehipisteiden A ja B viliin jadvi osa ympyrin

kehistd on kaari (5).

A
»  Sektorin kaaren pituus ja sektorin pinta-ala riippuvat
ympyran siteen pituudesta ja keskuskulmasta.
b= - 2mr A= -t
3607 360°
o Kehipisteiden A ja B vilinen jana AB on jinne.
©  Segmentti on alue, joka jaid jinteen ja kaaren viliin,
A

Tangenttikulma § muodostuu tangenttien viliin,

Tangenttikulma 3 ja sita vastaava keskuskulma o ovat yhteensa 1807,

o+ ff = 180°

Jana OC puolittaa seki tangentti- ettd keskuskulman.



Teknisen apuvidlineen kaytto kokeen B-osissa

Varmista, ettd osaat piirtdd ympyrditd ja sektoreita ainakin seuraavissa tilanteissa:

ympyra keskipisteen ja kehapisteen avulla
kaksi erikokoista ympyrai, joilla on sama keskipiste

[

<

D

sektori kolmen pisteen avulla
kaksi sisikkdistd sektoria, joilla sama keskuskulma
sektorin kaari kolmen pisteen avulla.

[ £

DY .
o C N:

a 0

Varmista, ettd osaat piirtdda ympyrille tangenttisuoran.

Varmista, ettd osaat merkiti ja piirtid mallikuvaan
ympyrin keskipisteen ja tarvittavat kehipisteet
ympyrin sateen tai halkaisijan paitepisteet
sektorin kaaren paitepisteet.

[ESIMERKKI 1 ] Ympyrin sisdin on piirretty suurin mahdollinen neli6.

a) Nelion sivun pituus on 4. Laske ympyrin pinta-ala.
b} Ympyrin siteen pituus on r (> 0). Miaritd nelion pinta-ala ym-
pyrian siteen r avulla lausuttuna.

RATEAISU a) Merkitiin ympyrin siadettd Kirjaimella r. Ympyrin halkaisija on
tilléin 2v.

Ympyrian halkaisija on sama kuin nelion
lavistiji. Muodostetaan yhtild Pythagoraan
lauseen avulla ja ratkaistaan siitd side r.

2r
(2r) =47 +47
4r? =32  |:4 -

rP=8
r=+J8
Y¥mpyrin side on aina positiivinen luku, joten r = /8.
Lasketaan siteen avulla ympyrin pinta-ala.
A=mri=n-(J8)? =8xn
b) Merkitiin nelién sivun pituutta kirjaimella x (x = 0).

Ratkaistaan nelién sivun pituudelle lauseke
Pythagoraan lauseen avulla,

2+ x? =(2rP . 2r

2xt = 452 | =2

x* =2 4
x =++2¢2
x=+r2

Nelion sivun pituudeksi kelpaa vain positiivinen luku, joten nelién
sivun pituus on /2.

Lasketaan nelion pinta-ala.

Melion pinta-ala: A=x"=2r', —p A= {rﬁ}z =5l.2=72¢2

VASTAUS a) Ympyrin pinta-ala on 8m. b) Nelién pinta-ala on 2r°.



RATKAISUD

Ympyrin side on 12 cm. Ympyran sisille piirretiin janne, jonka

pituus on 15 cm.

a) Jdnteen paatepisteisiin piirretyt siteet rajaavat ympyrastd kaksi
sektoria. Laske pienemmin sektorin pinta-ala.

b) Laske jinteen rajoittaman pienemmain segmentin pinta-ala.

a) Piirretidn mallikuva. Sektorin pinta-alan laskemiseen tarvitaan
sektorin keskuskulma. Merkitdin keskuskulmaa kirjaimella o,

N

Ympyrin sisille muodostuu tasakylkinen kolmio. Merkitdin tasa-
kylkisen kolmion korkeusjanaa kirjaimella h.

q . facm  F5cm
* Korkeusjana jakaa kulman o kahteen —_— et

yhtd suureen osaan eli ¢z = 2.
* Korkeusjana puolittaa kantasivun

- 12 cm 12¢cm
(eli jinteen).

Ratkaistaan kulma f§ suorakulmaisesta kolmiosta sinin avulla.

) 7.5 7,5cm
sinp=—

B 12

f=3868." 12em

Tillin o =2 - 38,68...° = 77,36...°.
Lasketaan sektorin pinta-ala.

_77.36.°

2 - 2
sektori -W m-12° =97,218... =97 {(cm*)

b) Pienemmin segmentin pinta-ala /""—‘\\

saadaan vihentimilli sektorin
alasta tasakylkisen kolmion pinta-
ala.

Lasketaan ensin kolmion korkeus Pythagoraan lauseen avulla.

Fhom  T.5cm

h? +75t=12°
h=+9,367...

w4

Koska korkeus on aina positiivinen, h = 9,367... cm.
Lasketaan kolmion pinta-ala.

]5 ' gp?‘ﬁ?.u
Atgimio == = 70256...

Lasketaan segmentin pinta-ala.

Asegmemti = Aseliori — Akolmio = 97,218... —70,256... = 27 [sz].

VASTAUS a) 97cm? b) 27 em?
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Kartio

» Kartio on avaruuskappale, joka koostuu yhdestd pohjasta ja vaipasta.

huippu

sivujana
korkeus h

» Kartion vaippa syntyy, kun kartion huipusta pohjan reunaviivaan piirretty
sivujana kiertdd pohjan ympiri.

» Kartion korkeus on huipusta pohjaa vastaan piirretyn kohtisuoran janan pituus.

» Suoralla kartiolla korkeusjanan toinen paitepiste on pohjan keskipiste.

ooh
o Kartion tilavuus: V:f&];L

Lierio

Lierit on avaruuskappale, jota rajoittaa

o kaksi pohjaa, jotka ovat keskenidn
vhdensuuntaisia, samanmuotoisia ja
samankokoisia tasokuviota

‘ siwjana

: .. korkeus b
o vaippa, joka muodostuu, kun pohjia oreus i Apohia
vhdistava sivujana kiertia pohjan
reunaviivan ympari.
Lierion korkeus on pohjien vilinen kohtisuora etdisyys.
Suoralla lieri6lld sivujana on kohtisuorassa pohjia vastaan.
Talloin lierion sivujanan pituus on sama kuin lierion korkeus,
Lierion vaipan ala: Apny = Ppohja * 1
Lieridn tilavous: V = A-puhja -h
Lierio Ominaisuuksia
Suorakulmainen sérmid * Pohja on suorakulmio, * Vaipan ala:
= Sarmién vaippa ja pohjat A aippa = 20¢ + 2bc
N~ muodostuvat tahkoista. =(2a+ 2bc
E d © = Tahkoja erottavat sarmét. Tiha Veab
R 19« Avaruuslavistajikulkee | T oo T A%
( K a b sdrmidn vastakkaisesta A \avistijan pitu
sarmé tahko karjesta toiseen. * Avaryusiavislajan pituus:
d=-a?+b?+c?
Kuutio = Kaikki sarmat ovat = Vaipan ala:
, yhta pitkia. Aysippa = 40°
: a » Kaikki tahkot ovat neligita.
L d * Tilavuus: V=a*
. Y
- = a = Avaruuslavistajan pituus:
d=+ 31:?2 = l‘.lﬁ
Ympyrélierio * Pohja on ympyra. = Vaipan ala:
i Prappa = 2511
h * Tilavuus: V= nrh
=




Ympyrakartio

Ominaisuuksia

= Pohja on monikulmio,

« Kartion vaippa muodostuu
kolmioista, joiden madra
ja muoto riippuvat kartion
pohjan muodosta.

» Pohja on ympyra.
# Kartion vaippa on

ympyran sektorin
muotoinen.

= Vaipan ala saadaan
sivutahkoina olevien
kolmiciden pinta-alojen
avulla.

+ Pyramidin tilavuus:
V= Apr;hm -h
3

= Vaipan ala:
"q'.laippa =TS

» Tilavuus:
Ve nr’h
3

Pallo

Pallopinta muodostuu niistd kolmiulotteisen avaruuden pisteistd,
joiden etdisyys kiintedsta pisteesta on vakio.

Kiinteda pistettd kutsutaan pallon keskipisteeksi.

Pallopinnan pisteiden etdisyyttd keskipisteestd kutsutaan siteeksi r.
Pallon pinta-ala: A = 4mr?

Pallon tilavuus: V= %;'1:1"3

Maapallo voidaan ajatella jaettavaksi pituuspiireihin eli meridiaaneihin, jotka
ovat isoympyroiden puolikkaita, joiden padtepisteind ovat etela- ja pohjoisnapa,

307 pohjoista leveytts

Greenwich

paivantasaaja

307 [antista pituutta ' E E

Piivintasaaja on pisin leveyspiiri. Sen pituus on maapallon kehin pituus.
Muut leveyspiirit ovat saman tason suuntaisia kuin piivintasaaja, mutta niiden
kehi on lyhyempi.



RATEKAISU

VASTAUS

Nelidpohjaisen pyramidin pohjasivun pituus on 12,0 cm ja korkeus
8,0 cm. Laske pyramidin vaipan ala.

Vaippa koostuu neljastd keskendin
samanlaisesta kolmiosta,

Kolmioiden kanta on 12,0 ¢m ja kor-
keus x saadaan ratkaistua Pythagoraan B
lauseella.

xt=8+5°
x% =64+ 36
** =100

x==Z10

Koska sivun pituus on aina positiivinen, niin x = 10,0 (cm).
Yhden sivutahkon pinta-ala on

12,0 cm-10,0 cm
Aglmio =5 = 60,0 cm*

Pyramidin vaipan ala on siis

A =4 Ay =4-60,0 cm® = 240 cm?,

vaippa

240 em®

RATKAISU

VASTALS

Puusta valmistetun askartelupallon tilavuus on 14,5 cm?®,
a) Laske pallon pinta-ala.
b) Laske pallon massa, kun puun tiheys on 0,50 g/cm®.

a) Pallon pinta-alan laskemiseksi tarvitaan pallon side.

Pallon tilavuus on 14,5 cm®. Muodostetaan pallon tilavuuden kaavan
avulla yhtalo ja ratkaistaan siita sade,

4 y s

Znrd =145 4 Hatkdlse.yhtzflc- td

3 laskinahjelmistan avulla r,
r=1,5127.. (cm)

Lasketaan pallon pinta-ala.

A =amr® = 47-(1,5127... em)* = 28,756... cm® = 28,8 cm”
b) Lasketaan massa tilavuuden ja tiheyden avulla.
Koska p= g, niin m = pVv

m =050 g/em®-145cm* =725g=73¢

a) Pallon pinta-ala on 28,8 cm?,
b) Pallon massa on 7,3 g.
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Binomitodenndkoisyys ja -jakauma

Kun samaa satunnaisilmiotd, esimerkiksi nopanheittoa, toistetaan useita kertoja
perakkiin ja "onnistumisen” todennakoisyys on joka toistossa sama, tilannetta
kutsutaan toistokokeeksi.

Jos samaa satunnaisilmiéti toistetaan n kertaa ja mstd toistosta k onnistuu,
suotuisien koesarjojen maira lasketaan binomikertoimen avulla.

[n _ n!
k] kWn—k)

Toistokokeeseen liittyvid todennikoisyytta sanotaan binomitodennikoisyydeksi.

(e

toistojen lukumiari n

onnistumisten lukumaara k

vhdessi toistossa onnistumistodennikéisyys p

vhdessi toistossa epionnistumistodennikéisyys g=1—p

C o O 0

Satunnaismuuttujan arvot ja niita vastaavat todennikoisyydet muodostavat
todennikdisyysjakauman.

Jos satunnaismuuttujan X arvot ovat erillisid lukuja, satunnaismuuttuja on
diskreetti. Satunnaismuuttujan X binomijakauma on esimerkki diskreetista
todennikoisyysjakaumasta.

o X ~Bin(n, p)

© Binomijakauman odotusarvo on E(X)=u=n-p.

o Binomijakauman keskihajonta on D{X) = n-p-g.

Normaalijakauma

Muuttujaa, joka voi saada minki tahansa arvon tietylld valilld,
kutsutaan jatkuvaksi satunnaismuuttujaksi.

Tiheysfunktio on satunnaismuuttujan jakaumaa kuvaava matemaattinen malli.

Kertymiifunktion F arvo kohdassa a ilmaisee kertymatodenndkoisyyden
eli Fla)=P(X = a).

Normaalijakauma on vksi tirkeimmisti jatkuvista jakaumista.

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa tai X on normaalisti
jakautunut, niin X ~ N{u, ).

Normaalijakauman tiheysfunktio on nimeltdin Gaussin kiyri.

=20 u—ao U HAo p+o

o Kuvaajan huippu on odotusarvon u kohdalla.

o Kuvaaja on symmetrinen odotusarvon suhteen.

o Keskihajonta o miirid kuvaajan leveyden ja vaikuttaa niin myos
huipun korkeuteen.

Normitetun normaalijakauman odotusarve on g = 0 ja keskihajonta o = 1.
o Muuttuja x normitetaan médrittamalli sen normitettu arvo z.
X—H
o
o Normitettujen arvojen avulla voidaan vertailla jakaumia,

joiden keskiarvot ja keskihajonnat poikkeavat toisistaan.

=

Laskimella voidaan ratkaista normaalijakaumaan liittyvia arvoja silloin,
kun jakauman odotusarvo u ja keskihajonta & tunnetaan. Jos 4 tai & on
tuntematon, on siirryttivi normitettuun jakaumaan N0, 1),



Luottamusvalit

Tilastollisessa tutkimuksessa ei usein ole mahdollista tai kannattavaa
tutkia koko perusjoukkoa. Tilloin perusjoukosta valitaan otos.

Otoksen perusteella laskettu tunnusluku antaa arvion eli estimoi
tunnusluvun arvoa koko perusjoukossa,

Keskiarvon keskivirhe kuvaa otoskeskiarvoissa esiintyvad hajontaa.

9
Jn

o on perusjoukon hajonta
n on otoskoko

Luottamustaso ilmaisee virhearviointiin liittyvin todennikéisyyden.
Mitd suurempaa luottamustasoa kiiytetddn, sitd pienempi on virheen
todenndkaisyys.

Luottamustasoon liittyvi kriittinen arve z* kasvaa, kun luottamustasoa
kasvatetaan,

Riskitaso . Luottamustaso Kriittinen arvo z*
0,03 - 95 % 1.96
0,01 - 99 % 258
0,001 - 99,9 % 3,29

Luottamusvili kuvaa vilid, jolle perusjoukon tuntemattoman odotusarvon
arvo sijoittun tietyllid varmuudella,

x on otoskeskiarvo

z* on kriittinen arvo

a on perusjoukon keskihajonta

# on otoskoko

xtz*-

L

Luottamusvilin leveyttd kutsutaan virhemarginaaliksi.

o
Vn

Kun otoksen perusteella arvioidaan jonkin asian osuutta tai kannatusta
perusjoukossa, lihtGkohtana on otoksesta laskettu prosenttiosuus.

Teknisen apuvilineen kaytto kokeen B-osissa

Varmista, ettd osaat médrittdd binomitodennikéisyydet laskinohjelmistojen avulla.

Laskinohjelmistossa pistetodennakoisyydet mairitetaan jakaumatoiminnolla
syottamalla jakauman tunnusluvut » ja p sekd onnistumisten lukumaara x.
Kertymitodennikoisyydet (eli kertymit) madritetadan jakaumatoiminnolla
sydttimalld jakauman tunnusluvut # ja p sekd muuttujan arvon ala- ja yliraja.

Varmista, ettd osaat piirtdi jakaumien kuvaajia.

Laskinohjelmistolla binomijakauman kertymikuvaaja piirretdan kuvaajat-
sovelluksella syottamalld funktion lausekkeeksi binomCdfin, p, x).
Normaalijakauman kuvaaja piirretdian laskinohjelmistossa yleensa
tiheysfunktion avulla muodossa normPdf(x, g, &), jossa x on muuttujakirjain
ja it ja o ovat jakauman tunnusluvut. Kuvaaja voidaan zoomata esimerkiksi
sovita-toiminnolla.

Varmista, ettd osaat laskea normaalijakaumaan liittyvit todennikéisyydet
ja tunnusluvut,

Laskinohjelmistossa todennikoisyydet madritetaan jakauma-toiminnolla
kertymifunktion avulla. Jakauma-toimintoon sydtetdin muuttujan arvon
ala- ja yldraja seka jakauman tunnusluvut g ja o.

Useimmat laskinohjelmistot ratkaisevat kertymitodennakoisyyksiin
liittyvid tilanteita kddnteiselli normaalijakaumatoiminnolla. Kadnteiseen
normaalijakaumatoimintoon syotetdin kertymaitodenndkaisyys eli pinta-ala
seka jakauman tunnusluvut i ja o.



RATKAISU

Todenndkdisyys voidaan
maarittaa mycs laskin-

Erdin tutkimuksen mukaan 60 % ihmisistd kiyttidd jonkinlaisia
silmiilaseja ja vain 40 % selviaa ilman silmalaseja kaikissa tilanteissa.
Toimistossa tydskentelee 34 henkiléa. Milld todennikoisyydelld tissa
joukossa on

a) tasmilleen 20 silmilaseja kiyttivad henkiloa

b) ainakin 25 silmalaseja kayttavaa henkilod

c) 20-30 silmilaseja kiyttavaa henkilda?

Anna vastaukset kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

a) Todennakaisyys sille, ettd satunnaisesti valittu henkila kayttaa
silmilaseja, on 60 % = 0,6. Timin komplementin (ei kiyta silma-
laseja) todennikéisyys on 40 % = 0,4.

chijelrniston jakaurna-
toiminnailla, esim.

binomPdf{34, 0.6, 20

VASTALS

34
P("20 kayttid silmilaseja”) = [2 ﬂ] -0,62% . 0,41 = 0,1366... = 0,137

b) Tapahtuman “ainakin 25 kiyttid silmdlaseja” todenndkoisyys
voidaan laskea laskinohjelmiston jakaumatoiminnon avulla.

P("ainakin 25 kayttai silmalaseja”) = binomCdf(34, 0.6, 25, 34)
=0,073163...
= (,0732

Laskinohjelmiston Binomijskaumatoimintoen syotetadn:
n=34,p=106

Alajarajaksi merkitdan 25 ja ylarajaksi 34,

¢} Maidritetidn todennikdisyys laskinohjelmiston binomijakauma-
toiminnen avulla,

P("20-30 kayttad silmilaseja”) = binomCdf(34, 0.6, 20, 30)
=0,6273...
= [,627

Alajarajaksi merkitadn 20 ja ylarajaksi 30,

a) 0,137 b} 0,0732 c) 0,627

Perhoskoira on pieni belgialais-ranskalainen koirarotu. Perhoskoiran

keskimaardinen sikikorkeus on 28 cm ja korkeuden keskihajonta

erdin arvion mukaan on 4,0 em. Oletetaan, ettd perhoskoiran siki-

korkeus noudattaa normaalijakaumaa.

a) Milld todennikéisyydelld satunnaisesti valitun perhoskoiran
sakikorkeus on alle 26 cm?

b} Kuinka monta prosenttia perhoskoirista on sakikorkeudeltaan
25-30 cm?

c) Suomessa on noin 3000 perhoskoiraa. Kuinka monella suomalai-
sella perhoskoiralla on sikikorkeus yli 32 em?

RATKAISY a) Maidritetddn todenndkoisyys laskinohjelmiston jakaumatoimin-
nolla kertymifunktiota kiyttien.

P("sikikorkeus alle 26 cm”) = normCdf{—se, 26, 28, 4)
=1{,3085... = 0,309 ‘—‘

Laskinohjelmiston normaalijzkaumatoimintoon syctetian:
=18 g=40
i Merkitdin alarajaksi o ja vlarajaksi 26,

Merkitéan alarajaksi 25 ja yldrajaks 30

+
b) P("sikikorkeus 25-30 ¢m”) = normCdfi25, 30, 28, 4)
=0.4648. ..
= 46,5 %

¢} Lasketaan ensin sellaisten koirien osuus, joiden sikikorkeus on
yli 32 em.

P("sakikorkeus yli 32 cm”) = normCdf(32, es, 28, 4) = 0,1586. ..

T

Merkitdan alarajaksi 32 ja yldrajaksi o,
Suomessa on perhoskoiria, joiden sikikorkeus on yli 32 cm,

0,1586... - 3000 = 475,96... = 476 kappaletta.

VASTAUS a) 0,309 b) 46,5 % c) 476 kappaletta



SYVENTAVA Funktion kulku

1 5 »  Funktion kulkua tarkastellaan derivaatan merkin avulla.

kasvava vahenevd kasvava

fixy=0 fixl=0 flxy=0
Derivaatta .
©  Tangenttisuoran avulla voidaan kuvata funktion hetkellisti muutosnopeutta \
kohdassa x=a.

¢ Tangenttisuoran kulmakerroin k= f*(a]

—p & fanmnmmam
EPN -

derivaatan nollakohta:

w ______ =0 kunx=otaix=t

7 a %

» Funktio on kasvava, kun
< muuttujan arvon kasvaessa funktion arvot kasvavat tai pysyvit samana
© Funktion derivaatta kohdassa x = a kertoo funktion kuvaajalle kohtaan x = a o funktion kuvaajalle piirretyt tangenttisuorat ovat nousevia
piirretvn tangenttisuoran kulmakertoimen. o funktion derivaatta f'(x) = 0.

=  Funktio on vihenevi, kun

o muuttujan arvon kasvaessa funktion arvot pienenevit tai pysyvit samana
y=yo=kix—x5) eli y—fla)=f"(a)(x—a) o funktion kuvaajalle piirretyt tangenttisuorat ovat laskevia
o funktion derivaatta f'(x) < 0.

» Kohtaan x = a piirretyn tangenttisuoran yhtilé on muotoa

» Funktion derivaatta lasketaan derivointisdantojen ja -kaavojen avulla.
= Derivaatan nollakohdassa

o fix)=0
Potenssin derivaatta D" = ™! o funktion kuvaajalle piirretty tangenttisuora on vaakasuora
o jatkova funktio voi vaihtaa kulkusuuntaansa.
Huom! D=1
= Derivaatan merkkia ja funktion kulkua kuvataan usein
Vakion derivaatta Dc=0, c on vakio merkki- ja kulkukaavion avulla.

Vakion siirtosdantd Dicf)=cDF
Summan derivaatta DIf + g) =0F + Dg fr + - +




Adriarvot ja dariarvokohdat

Sitd muuttujan x arvoa, jossa funktio f(x) saa paikallisesti pienimmin
tai suurimman arvonsa, kutsutaan funktion diriarvokohdaksi.
Jos funktio saa kohdassa paikallisesti pienimmin arvonsa,
didriarvokohta on minimikohta.
Jos funktio saa kohdassa paikallisesti suurimman arvensa,
ddriarvokohta on maksimikohta,

¥

rmaksimi ——p g == mm e e

|

Nk o i il e L
i
/] ' v
/ a b x
maksimikohta minirmikehta

Mahdolliset diriarvokohdat léytyvit yleensd derivaatan nollakohdista.

Funktion arvoja ddriarvokohdissa kutsutaan diriarvoiksi.
Minimikohdassa giriarvo on minimi.
Maksimikohdassa ddriarvo on maksimi.

Adriarvokohdat seki ddriarvojen luonne (maksimi, minimi) perustellaan
merkki- ja kulkukaavion avulla.

Suljetulla vililld jatkuvalle funktiolle on clemassa suurin ja pienin arve.
Suurin ja pienin arvo loytyy

derivaatan nollakohdasta  tai

vilin pditepisteisti.

Teknisen apuvalineen kaytto kokeen B-osissa

Varmista ettd osaat madrittid laskinohjelmiston avulla funktion derivaatan.

Varmista, ettd osaat laskea derivaatan arvoja ja muodostaa derivaattatunktion
avulla yheildita,

Varmista, etta osaat tehdi jonkun ohjelmiston avulla merkki- ja kulkukaavioita.

Varmista, etta osaat piirtdi funktion ja sen derivaattafunktion kuvaajan samaan
koordinaatistoon.

Varmista, ettd osaat piirtdi funktion ja funktion kuvaajalle piirretyn
tangenttisuoran samaan koordinaatistoon.

¥ ¥

5 5
f f

4 4-

34 3

2 2-




ESIMERKKI 1 |

RATKAISU

VASTAUS

Koordinaatistoon on piirretty funktion f derivaatan kuvaaja f”.
a) Maiaritd derivaatan kuvaajan
avulla f'(—6). Onko funk-
tio f kasvava vai vihenevd

kohdassa x = —67
b) Madritd derivaatan kuvaajan
avulla funktion f driarvo-

kohdat.
c) Madrita derivaatan kuvaajan o
avulla, milli muuttujan x ol
arvoilla funktio f on vihe-

neva.

a) Kun x =—6, derivaatan
kuvaajan perusteella

f/(~6) =-3.

3

derivaatan

Koska derivaatan arvo on nallakohdat

negatiivinen kohdassa x = -6,
funktio f on tallgin vahenevi.

BN i
14

b) Funktion mahdolliset diri- ]

arvokohdat loytyvit deri-
vaatan nollakohdista.

Derivaatan nollakohdissa derivaatan kuvaaja leikkaa x-akselin, joten
fix)=0,kun x=-5 tai x=2.

Piirretaan derivaatan kuvaajan avulla derivaatan merkkikaavio ja
funktion kulkukaavio ddriarvojen luonteen selvittimiseksi.

-5 2
f - + -
o | 7| T

min max

Funktion minimikohta on x = —5 ja maksimikohta x = 2.

¢) Funktio on vihenevd, kun f'(x) <0 eli kun x <5 tai x = 2.

a) f'(—6) =-3, funktio on vihenevi,
b) Minimikohta on x = =5 ja maksimikohta x = 2.
c) Funktio f on vihenevd, kun x < -5 tai x = 2.

-

Fi—6) =3

RATEAISU

VASTAUS

Suorakulmion muotoisen jarvenrantatontin rantaviivan ja sitd vastaan
kohtisuorassa olevan sivun pituus on yhteensi 100 metria,

a) Laske tontin mitat, kun sen pinta-ala on mahdollisimman suuri?
b} Kuinka paljon tontti maksaa, kun sen neliéhinta on 45 €/m??

Merkitiiin rantaviivan pituutta kirjaimella x ja
rantaviivaa vastaan kohtisuorassa olevan sivun ¥

pituutta kirjaimella y.

Sivujen yhteispituus on 100 m, joten

x+y=100
y=100-x
Alueen pinta-alaa kuvaa funktio
Alx) = xy 100 -
= x(100 — x) o
= 100x — x°

Pinta-alafunktion derivaatta:
A'(x) =100 - 2x

Lasketaan derivaatan nollakohta.

Alx)=0
100—=2x=0
x =50

Muodostetaan merkki ja kulkukaavio.
50 A
y -

A /" “'-.___.L

max

50 ]

Pinta-ala on suurin, kun x = 50 {m).
Tontin toisen sivun pituus on talldin y = 100 — 50 = 50 (m).

b) Tontin pinta-ala, kun x = 50 (m) on
A(50) = 100 - 50 — 507 = 2500 m?.

Tontin hinta on tillgin 45 €/m?® - 2500 m® = 112 500 €.

a} Tontin mitat ovat 50 m x 50 m,
b} Tontin hinta on 112 500 €,



RATEAISU

* Funktio on kasvava,
kun F = 00

*  Funktio on vihenays,
kun i) = 0,

Testipiste x =0
Filj=4.0-5==5<0

eli derivaatan merkki —

Testipiste x = 2
F2l=4.2=5=3>0

eli derivaatan merkki +

Tallenna funktion fix)
lauseke laskin-

ohjelmistan muistiin,
Tallgin funktion arvon
val laskea merkinnalla

f['ij__“_?
4l 8"

Tarkastellaan funktiota f(x)= 2x* —5x—3.

a) Mairitad funktion diriarvokohta seka ddriarvo.

b) Madrita funktion suurin ja pienin arvo vililld [-1, 4].

c) Maariti kohtaan x = 1 piirretyn tangenttisuoran yhtilo. Piirrd
funktion kuvaaja ja tangenttisuora samaan koordinaatistoon.

a) Madritetddn funktion f(x)=2x" —5x — 3 derivaattafunktio.

fllx)=4x-5 & Laskinohjelmistoista laytyy valmis
toiminto funktion derhoimiseksi.
Lasketaan derivaatan nollakohta.

fix)=0
4x—-5=10
5

x=-

Adriarvokohtia varten tarvitaan derivaatan merkkikaavio ja funktion
kulkukaavio.

Derivaatan merkki voidaan selvittia kahdella eri tavalla.

Tapa 1 Tapa 2
Testipisteiden avulla Derivaatan kuvaajan avulla
f(x)=4x-5

— i

s'x 5 X
IT A

Naiden perusteella voidaan laatia derivaatalle merkkikaavio ja funk-
tiolle kulkukaavio,

5
- +

5
Funktion f(x)= 2x? —5x —3 ainoa diiriarvokohta on x = i

Kulkukaavion perusteella se on minimikohta.

2
5 5 5 49
—F Vastaava ddriarvo eli minimi: f[z] =2. {-] -5. Z—3. ==

4

Tangenttisuoran yhtala:
¥ = o= kix — xph

y=fla) = lallx—a)

b) Derivaatan nollakohta sijaitsee tarkasteltavalla valilld [-1, 4].

Lasketaan funktion arvot vilin pidtepisteissd seka derivaatan nolla-

kohdassa.

5 49 Jatkuva funktic sas
J f[;] == ? — suljetulla valilla suurimman
2 ja pienimmdn arvonsa joko
e f=1)=2(-1y-5(-1)-3=4 vilin paatepisteissa tai
. f(4]=2_42 —5:4-3=9 dernvaatan nollakohdisza.

49
Suurin arvo vililla [-1, 4] on % ja pienin =

c) Tangenttisuoran yhtalon maarittimiseksi tarvitaan:
* kohta, johon tangenttisuora piirretdin: x=1
s tangenttisuoran ja funktion kuvaajan sivuamispisteen
y-koordinaatti: f(1) = —6.
¢ tangenttisuoran kulmakerroin: k= f'(1) = —1.

Miiritetiin tangenttisuoran yhtila.

—  y=(6)=-1(x-1)

y=—x—15

Piirretain funktion f{x) kuvaaja ja tangenttisuora samaan koordi-
naatistoon.

]

5 49
a) Funktion minimikohta on x = 4— ja minimiarvo —? .

b) Suurin arvo on 9 ja pienin arv —Z—g,

¢) Tangenttisuoran yhtalo on y=—x—5,
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